Editado por
Verénica Gruenberg Stern

Apuntes de

MAT022 = CélC“lO vs. 2do.sem.2013






Prefacio

Estimados alumnos:

Este texto, en su segunda version en formato de libro, es el resultado del esfuerzo de muchos colegas del
Departamento de Matemadtica de la Universidad Técnica Federico Santa Maria, que a lo largo del tiempo
han dictado este curso. Varias secciones incluyen, ademas de los propios, apuntes de profesores del Cam-
pus Santiago, especialmente de Juan Bahamodes, Nelson Cifuentes, Roberto Geraldo, Leonel Guerrero
y Erick Inda. En esta version, éstos también han sido editados por quien suscribe para mantener un en-
foque uniforme. Ademads, nos ha parecido pertinente que su estructura incorpore no solo los contenidos
que se espera conozcan en profundidad, sino que también varios ejercicios resueltos y propuestos, que
esperamos resuelvan con entusiasmo, para lograr mejores aprendizajes. Hemos optado también por in-
cluir muchas demostraciones de los teoremas que veran en clases. No es el objetivo que todas ellas sean
vistas en clases. Mds bien, queremos que los alumnos interesados tengan la posibilidad de profundizar
en la aprehensién de los conceptos involucrados, y de comprender cdmo se realiza la construccion del
conocimiento matemadtico. Esperamos que esta segunda version, atin preliminar, les sea de utilidad, y

que cualquier error que encuentren (por cierto, involuntario), sea informado al mail indicado abajo.

El apunte estd estructurado y ordenado en la forma de «clases» correlativas, estimando el tiempo nece-
sario para tratar los temas que comprende el programa, clase a clase. Esto no los debe llevar a equivocos:
el niimero total de clases en un semestre es superior al niimero de clases que aparecen en este texto. Esto
se debe a que no se incluyeron aqui, de manera numerada, las clases de ejercicios que se intercalan en al-
gunos momentos, de acuerdo al calendario de certdimenes de cada semestre, aquellas que se programan
para subsanar eventuales falencias detectadas y a las necesidades especificas que el profesor de cada cur-
so determine. Ademds, notardn que algunas clases tienen mds paginas que otras, y que, probablemente
no veran en clases todos los ejercicios que se mencionan por sesién. Hemos preferido la incorporacién
de muchos ejercicios para que dispongan de una mayor cantidad de ejemplos para ilustrar los conceptos,

y apoyarlos en su estudio personal.

Es importante que tengan presente que este apunte no reemplaza las clases. Para lograr un buen apren-
dizaje de los conceptos e ideas que considera este curso, es fundamental que asistan a clases, participen

activamente en ella, estudien de manera metddica, ojald estructurando un horario de estudio diario, pre-
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pardndose siempre para su préxima clase y que planteen a sus profesores cualquier duda conceptual que
les surja. Si sus dudas aparecen cuando estdn resolviendo un problema, revisen los apuntes (éstos y los
personales de clases), ya que es posible que haya algiin concepto que no ha comprendido cabalmente,
reintente, aplique muchas alternativas de solucién e intercambie opiniones y métodos con sus compa-
fieros. Esta forma de estudiar les entregara una comprensién més profunda de las ideas y conceptos que

estudiaremos en este curso y, por cierto, tendran un aprendizaje de calidad.

Desedndoles la mejor experiencia de aprendizaje y que su trabajo sistematico rinda los frutos que espe-

ran, los invita a continuar esta aventura de aprender, muy cordialmente,

Verénica Gruenberg Stern

veronica.gruenberg@usm.cl
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Capitulo 1

La Diferencial

1.1. CLASE 1: La Diferencial y la Linealizacion

1.1.1. Introduccién

Muchas veces, tanto en el &mbito de la ingenieria como en el de la matemadtica, es necesario realizar
estimaciones, determinar la magnitud de los errores al realizar aproximaciones en mediciones, aproxi-
mar valores al evaluar una funcién, o calcular la variacién que se produce en la variable dependiente
cuando la variable independiente cambia en una cantidad relativamente pequeia. La diferencial permi-
te lo anterior. Recordemos que si una funcién es diferenciable en x = a entonces el limite que define esta

derivada existe, es decir

x)—f(a
x-a x—a
Esto nos dice que para valores de x «cercanos» a a, el cuociente w es aproximadamente igual a
f’(a), lo que escribimos como
f(x)—f(a)
———~f'(a)
x—a

De esta forma podemos decir que para valores de x cercanos a a se cumple
f@)~fla)+f'(a)(x—a)

Esta sencilla observacion sugiere una forma de estimar el cambio en los valores de salida que produce una
funcién cuando los valores de entrada varian muy poco. Esta estimacién, como se vio arriba, depende de

la derivada de f e introduce el concepto de diferencial.

1.1.2. Ladiferencial

Considere el punto P = (a, f(a)) sobre la gréfica de una funcién diferenciable f(x). La recta tan-

gente al gréfico de f en el punto P estd dada por
y=fa)+f'(a)(x—a)

Como f(a)y f’(a) son constantes, la funcién p(x)= f(a)+ f’'(a)(x —a) es un polinomio de grado < 1.
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Considere un pequefio nimero Ax y como entrada a la funcién, el valor a +Ax (que por lo tanto

esti cercano a a). Entonces

p(a+Ax)

f(a)+ f'(a)(a+Ax —a)
fla)+ f'(a)Ax

Definimos la «variacién» de f o el «cambio» en f como

Af=fla+Ax)—f(a)
de donde

fla+Ax)=f(a)+Af

OBSERVACION: En clases verd la representacion grafica de las cantidades anteriores para una mejor com-

prension.

EJEMPLO 1.1.1 Calcular f(a+Ax) y p(a+Ax) cuando f(x)=x3, a=1, Ax=0,1.

Solucién: Como a + Ax =1,1 se sigue

p(11) = fO)+f(1-(0,1)

f(1,1)=(1,1*=1,331 y — 1+3(0,1)

= 1,3

Notar que p(a+Ax) esuna«buena» aproximacion de f(a+ Ax).

Las cantidades p(a+Ax) = f(a)+ f/(a)Ax y f(a+Ax)= f(a)+ Af son parecidas si y solo
si f/(a)Ax y Af son parecidas. La expresion f’(a)Ax se llama diferencial y, como veremos, es una
aproximacion de Af.

DEFINICION 1.1.1 Sea f:ACR — R, con x — y = f(x) una funcién diferenciable, y sea a € A.
Llamaremos diferencial de f en a ala cantidad f’(a)Ax, que denotaremos pordfody.

OBSERVACION:

1. Enla definicién de diferencial hay dos variables independientes: a y Ax.
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2. Mostremos que d f es, en efecto, una aproximacion de A f:

Error de aproximaciéon = Af—-df
fla+Ax)— f(a)— f'(a)Ax

 (flatAv-f@
= ( N f(a))Ax

Luego, si Ax — 0 entonces
fla+Ax)—f(a)
Ax

Se sigue entonces que si Ax es «pequeno», el error en la aproximacién tiende a cero.

—f'(a)—0

3. Esfrecuente utilizar x en lugar de a en la definicién de diferencial, de esta forma se escribe
df=f (x)Ax
donde x y Ax son independientes.

4. Note que si se conoce una expresion para la derivada de inmediato conocemos una expresién para

la diferencial. Por ejemplo:
d (xs) = 3x°Ax
d(tanx) = sec®xAx
d(x) = Ax

Debido a la Gltima expresion, se acostumbra escribir dx = Ax yla diferencial de f se escribe

df =f"(x)dx 0 dy =f"(x)dx

Note que los simbolos dy y dx tienen un significado propio por lo que tiene sentido dividir por

dx; deaquisurge la notacién
ay _ .
A
o=
para las derivadas, en donde estamos mirando a dy/dx efectivamente como un cuociente de di-

ferenciales.

TEOREMA 1.1.1 Sean f 'y g funciones diferenciables; entonces

L. d(f+g):df+dg 4. d(g):(df)gé;f(dg)

2. SiaeRentoncesd (af)=cadf

3. d(fg)=(df)g+f(dg) 5. d(fog)=f"(g)dg
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DEFINICION 1.1.2 El polinomio p(x)= f(a)+ f/(a)(x —a) sellama linealizaciéon de f(x) en a, y repre-
senta la mejor aproximacién mediante una recta que se puede hacer para f cerca de a.

EJEMPLOS:
7
1. Encontrar la linealizacion de f(x)=tanx en x= 1
Soluci6n: Como f (%) =1y f (%) =sec? (%) =2, setiene que lalinealizacion es
1+2( n)
= X - —
y 4

2. Aproximar el valor de V/29.

Solucién:

Utilizando la funcién f(x)=3%x, a=27 y Ax=2, vemos que unabuena aproximaciéon para

V29 es
V29 ~ fD+f(@27)Ax
1
~ 3+ 22
3(3)
~ 3,0741

El valor aproximado que entrega la calculadora es 3,072317.

1.1.3. Error relativo

Si se comete un error E al aproximar una cantidad Q, el error relativo que se comete en la estima-
cién es E/Q. Este error, generalmente, se expresa en forma de porcentaje, en cuyo caso se llama error
porcentual, y mide qué tan grande es el error comparado con la cantidad que se estd midiendo.

EJEMPLO 1.1.2 El error al medir el lado de un cubo es a lo sumo de 1%. ;Qué porcentaje de error se
obtiene al estimar el volumen de un cubo?

Solucién: Sea x la longitud del lado del cubo y Ax el error que se comete al aproximar x. Entonces

dx
—1<0,01
X

av
Si dV es el error en el volumen del cubo entonces el error relativo al aproximar el volumen es 7‘

3x2dx
3

dx

av

Pero,como V =x3, entonces dV =3x2dx de donde =3

<0,03
X

Luego, el error relativo es menor al 3 %.
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Verdnica Gri mnhprg Stern

Ejercicios Resueltos

1. Elradio de un globo esférico mide 30 [cm] y el error maximo que se comete en su medicion es de

0,15 [cm]. Estimar el maximo error que se comete al calcular el volumen de la esfera.

Solucién Sea x la medida de la longitud del radio del globo esférico y sea Ax el error que se comete

al aproximar x. Entonces

0,15

dx
—|=—-=0,005
30

X

es el error relativo cometido en la medicién del radio.

4
Como el volumen de la esferaes V= gnx3 se tiene que

dx
X

0,15

=3—=0,015
30

‘ 47rx2dx
=3|—

—7'cx3

Asf, el error maximo que se comete al calcular el volumen de la esfera es de un 1,5 %.

2. Estime los siguientes valores:

a)

b)

1/ 4,002

Soluciéon

f4) = 1 En este caso

Consideramos f(x) = vx, dedonde f/(x) = 1

Ax = 0,002 de donde:

1
24/x

1
/4,002 = f(440,002) ~ f/(4)-0,002 + f(4) = 2 0,002+2 = 2,0005

dx 0,002
Notar que 2/ —| = ——=10,00025 de donde el error es del orden del
f VX 2x 2-4
0,025%. De hecho, es posible ver que una calculadora indica 4/4,002 =2,000499937515...
V28
Solucién

Consideramos  f(x) = ¥/x, dedonde f/(x) =

1
33/x?

Como el cubo més cercano a 28 es 27, tomamos x=27 y Ax =1 dedonde:

V28 = fR7+1) ~ fI(27)- 1+ f(27) = %-1+3 ~ 3,037
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c) sen6l°
Solucién

m
Primero, transformamos el argumento de la funcién a radianes: 61° = 3 + 180" Asi,

TooT
debemos calcular el valor aproximado de: sen61° = sen (§ + ﬁ)

Consideramos  f(x) = senx = f’(x) = cosx, con Ax =

(n+n) f’(ﬂ) T +f(ﬂ) 1 7 +J§
sen| —+— | ~ — | — — =+ —
3 180 3./ 180 3 2180 2

;Qué obtiene si realiza los cdlculos con los dngulos en grados?

EJERCICIOS:

1. Una pieza de un equipo de laboratorio tiene forma ciibica y es suministrada por la fabrica con la
garantia de que cada una de de sus aristas tiene una longitud de 5 [cm], con una tolerancia de
+0,001 [cm]. Se desea saber cudles son los limites de tolerancia aplicables al volumen de dicho
cubo.

2. Se desea determinar el drea de un circulo con un error porcentual inferior al 1%. Estime el error

permisible en la medicién del radio.

3. Considere la funcion y = f(x) definida implicitamente por y3+2xy cosx = 8.
Six = 040,001 entonces y=..%...

4. Sienlamedicién de los lados de un rectdngulo de longitud 5y 7 cm. se comete un error de 0,01y

-0,02 cm. respectivamente, ;cudl es el error que se comete al medir la diagonal?

5. La pared lateral de un depésito cilindrico de radio 50 cm y altura 2 m debe rebAvestirse con una

capa de concreto de 3 cm de espesor. ;Cudl es la cantidad de concreto aproximada que se necesita?

6. Estime, usando diferenciales, los siguientes valores:

a) sen31°

b) (8,01)3 +(8,01)? —

) /26,1

T
d) tan (Z +0, 01)

/8,01

7. Enlos siguientes, use la formula de aproximacion para establecer que:

a —=~1-—

1+h
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10.

11.

12.

b (1+h)°~1+10h
c) \/1+h~1+g

Sienlamediciéon del radio y de la altura de un cono, de medidas respectivas 5y 10 cm., se comete un

error de 0,1 y-0,01 cm. respectivamente, determine el error que se comete al calcular su volumen.

Ellado de un cuadrado se mide con un error a lo sumo de 5%. Estime el mayor porcentaje de error

que se comete al calcular su érea.

Se desea pintar un tanque cilindrico abierto que tiene una capa exterior de 1/3 pulgada de espesor.
Si el radio interior es de 6 pulgadas y la altura es 10 pulgadas, encontrar, usando diferenciales, la
cantidad de pintura que se necesita.

Se desea construir una caja de metal en forma ctibica, y que tenga 64[in3] de volumen. Las 6 caras
se hardn con una placa de metal de i pulgada de espesor. Si el costo de la placa es $50 por pulgada

cubica, use diferenciales para estimar el costo del metal en la manufactura de la caja.

El periodo T de un péndulo es proporcional a la raiz cuadrada de su longitud [. Es decir, existe una
constante k, tal que T = k+/1. Si la longitud se mide con un error de p%, use diferenciales para

estimar el error al calcular el periodo.
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1.2. Ejercicios de Controles y Certamenes

1. Utilice diferenciales para calcular el valor aproximado de ¥/100= /27 —28.

2. Un Ingeniero se encuentra al nivel de la base de un edificio a una distancia de 30 metros de éste,
mide el angulo de elevacién a la parte superior del edificio y éste es de 75 grados. ; Cuél es el méximo
error con que se debe medir el &ngulo para que el porcentaje de error en la estimacién de la altura
del edificio sea menor del 4 %?



Capitulo 2

Antiderivadas

2.1. CLASE 2: Antiderivadas o Primitivas de una funcion

2.1.1. Introduccion

El tipo de problemas a los cuales nos hemos enfrentado hasta ahora ha requerido encontrar la deri-
vada de una funcién. Sin embargo, a veces se necesitard resolver el problema inverso, es decir, dada una
funcién f, deberemos encontrar una funcién F de modo que F’(x) = f(x). Este es el tipo de problemas
que nos plantea el cdlculo integral.

Veamos, en primer lugar, una situaciéon que ilustra cémo surge el concepto de antiderivada.

Problema Encontrar el 4rea de la region en IR? acotada por la pardbola y = x2, el eje x y las rectas
verticalesx=a y x=b, 0<a<b.

Para resolver este problema usando el célculo, pensemos en la regién como generada por una linea
vertical que se mueve continuamente hacia la derecha, desde a hasta b, y consideremos la razén en la

cual el 4rea de la regi6én cambia (crece).
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Mads precisamente, sea A una «funcién de drea» definida en el intervalo [0,00[ del siguiente modo:

si xg > 0 entonces A(x) serd el area de la region del plano dada por:
{x,y)eR?*: 0<x<xg A 0<y<xj}

Asi, el 4rea de la region buscada serd A(b)—A(a). El problema consiste entonces en determinar
la funcién A. Para ello, consideraremos primero su derivada.

Seaxo>0, h>0;entonces,ladiferencia A(xo+ h)—A(x) representa el drea bajo la pardbola y sobre
el eje, en la franja comprendida entre xo y xo + h. Esta cantidad es claramente menor que el area del

rectangulo de altura x( + i y ancho £, es decir:
A(xo+ h)— A(xo) < h(xo+ h)?
Andlogamente, esta diferencia es mayor que el drea del rectdngulo de altura x, y ancho £, es decir:
hxy < A(xo+ h)— A(xo)

de donde
hx(z) < A(xo+h)—A(xo) < h(xo+ h)?

Dividiendo por h:
2 < A(xo+ h)— A(xo)

o i < (x0+ h)z

Haciendo tender h — 0%:

. Alxo+h)—A(x))
lim =X;
h—0* h

Andlogamentesixg >0, h<0 A xp+h>0, encuyo caso se obtiene

2 A(xg+ h)— A(xg)

Xy 2 > (x0+ h)?

de donde finalmente
. Alxo+h)—A(xo)
Iim =Xg
h—0 h

Asi, nos damos cuenta que A debiera tener las siguientes propiedades:

= A continua en [0, 00[ y diferenciable en ]0, oof.
n Al(x)=x2 Vx>0.
= A(0)=0 (es decir, no hay «drea» bajo un solo punto.)

Luego, el problema se reduce esencialmente a encontrar la antiderivada de x2. Notamos que cualquier
funcién de la forma §x3 +C, C=cte, satisface las 2 primeras condiciones; la tercera condicién im-

plica que C =0.

10
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2.1.2. Antiderivada o Primitiva

Definimos ahora de manera formal el concepto de antiderivada o primitiva de una funcién.

DEFINICION 2.1.1 Sea f : A € R — R una funcién. Una primitiva (o antiderivada) de f en A es una
funcién g : A — R continua, tal que g’(x) = f(x) Vx € A, excepto a lo mds en un nimero finito de
puntos.

EJEMPLOS:
1. Una primitiva para la funcién f(x)=sen(x) es g(x)=—cos(x). Otra primitiva para esta fun-
ciéon es h(x)=—cos(x)+ k cualquierasea k€ RR.

En efecto, basta derivar y comprobar: (—cos(x)+ k) = —(—sen(x)) = sen(x)
2. Una primitiva para la funcién f(x)=2x es g(x)=x2+C.
3. Una primitiva para la funciéon f(x)=2x+3 es g(x)=x2+3x+C.

1 si xel

4. Sea I un intervalo en R. Para encontrar una primitiva para la funcién y;(x) = { 0 si xgl
si x

notamos que no hay ninguna funcién cuya derivada sea igual a y;, Vx € R.

0 si  x<a
Sin embargo, esta funcién posee una antiderivada: gx)=4 x—a si a<x<bh

b—a si x>b
Vemos que g es continua en R, y que es diferenciable alli, exceptoenx=a A x=».

5. Considerar la funcién

f(x):{ 2x+1 x<0

x2 -3 x>0

Una primitiva para f(x) esla funcién

x2+x+1 x<0
glx)=y

X

——3x+1 x>0

3

Otra primitiva es

x2+x+5 x<0
g0x)=y

X

?—3x+5 x>0

Observar que ni g;(x) ni g»(x) son derivables en x =0.
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OBSERVACION:
Es claro, de los ejemplos anteriores, que las primitivas no son tnicas. Mds aun, si g es una antideri-

vada de f, entonces g + C, C = cte. también es una antiderivada de f, es decir:

PROPOSICION 2.1.1 Sea f : AC R — R.Si g es una primitiva de f en A entonces g(x)+ C es una

primitiva de f.

Reciprocamente, se debe ser un poco més cuidadoso:

PROPOSICION 2.1.2 Si A esunintervaloy g, h son primitivas de f entonces h(x) = g(x)+C paraalgin
CeR.

Dem. Bastaprobar quelafuncién j=h—g esconstante en el intervalo A. Como &y g son antide-
rivadas, en particular son continuas, .. j es continua en A.

Por el mismo motivo, j/(x)=h/(x)—g’(x)= f(x)— f(x)=0 excepto, alo mds, en un nlimero finito
de puntos.

Sean a, b € A arbitrarios, y denotemos por x1,---,Xx,—1 a los puntos ordenados en ]a, b[ donde &, g no
son derivables. Seaxo=a A x,=0>.

Como j es continua en el intervalo [x¢,x;] y diferenciable en ]x¢, x;[, tenemos, por el Teorema del
Valor Medio que:

dcelxg,xils jlx1)— j(xo)=j'(c) (x1—x0)

Como j’(c) = 0, se tiene que j(x;) = j(xo). Aplicando el mismo razonamiento a todos los intervalos

[x1,x2], [x2,Xx3],-**, [Xn—1,Xn], Obtenemos
ja)=j(xo)=j(x1)=+--=j(xn)=j(b)

Como a, b se eligieron arbitrariamente en el intervalo A, se tiene que j es constante en A.

OBSERVACION: La hipé6tesis que la funcién esté definida en un intervalo es muy importante. Consi-

dere D=R —{0} ylasfunciones g,h:D— R dadaspor

1 L45 si x>0
h)=— h(x)=1 *
g(h) X y (x) { %—8 si x<0

1
Claramente, g y h son antiderivadas de f(x)= 2 Pero,

-5 si x>0
8 si x<O0

g(X)—h(X)={

que no es una funcién constante. Esto sucede porque D no es un intervalo.

Notacién: Escribimos J f(x)dx = g(x)+ C paraindicar la «familia» de todas las primitivas de f.
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Tabla de Primitivas

Presentamos a continuacién una lista de algunas primitivas elementales:

1.- Jr dx = x+C
a+1

2.- rx“dx: al +C Va+#-1
J a+1
(1

3.- —dx = In(|x))+C
J x

4.- senxdx = —cosx+C

5.- cosxdx = senx+C

6.- r‘tanxdx = —In(|cosx|)+C
T

7.- ) cotgxdx = In(jsenx|)+C

8.- Jr sec’(x)dx = tan(x)+C

9.- [ sec(x)tan(x)dx = sec(x)+C
JF

10.- ) efdx =e*+C
[ 1

11.- dx =arcsen(x)+C
J V1-x2
[ 1

12.- ——dx = arctan(x)+C
J 1+x

PROPOSICION 2.1.3 Sean f, g :ACR — R. Entonces:

. f(f(x)+g(x))dx = f fx)dx + f g(x)dx

. Jaf(x)dx:aff(x)dx

EJEMPLOS:

1. Para calcular f sen’(x)dx, usamos unaidentidad trigonométrica y la propiedad anterior:

) I P 1 B i sen(2x)
f sen“(x)dx = f 2(1 cos(2x))dx = > (f dx f cos(2x)dx) =3 (x > )—I—M

13
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14

1+x
2. Para calcular f \/ T x dx, multiplicamos por un «1» adecuado:

/1 / /
f +xdx:f 1+x‘ 1+xdx
1—x 1—x 14+x

14+x

dx +f by J
= X
\V1—x2 V1—x2
—2x
= Arcsen(x) — f ——dx
2/ 1—x2
=Arcsen(x) —V1—x24+C

X
3. Para calcular J Tl dx, transformamos la fraccién impropia en propia:
X

X x+1-1 1
dx=| ——dx=|1—-——dx=x—-In|x+1]+C
x+1 x+1 x+1

4. Calcular la antiderivada de la funcién

X si x<-1
fx)= 3 si —1l<x<2
2—x si x>2

Solucién: Notar que en el intervalo x < —1 la funcién es f (x) = x. Se sigue que las primitivas de

f enelintervalo x <—1 son de la forma

xz
F(X)=?+C1

De manera similar, en el intervalo —1 < x < 2 las primitivas son de la forma
F(x)=3x+0C>

yen el intervalo x > 2 las primitivas son de la forma

X2
F(x):2x—?+C3
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Luego, la primitiva de f es de la forma

Zrc osi ox<-1
F(x)= 3x+Cy si —l<x<?2
2x—§+C3 si x>2

Pero, la definicién de primitiva requiere que F sea continua, por lo que

2 ]
lfm (%+cl)=5+clz lim (3x+Cy)=—3+C,

x——1" x——17T
y
x2
lim (3x+C)=6+C, = lim (2x——+C3) =2+4+Cj
x—2~ x—2t 2
de donde
C, = ! +C
1 - 2 2
Cs = 44C,
y entonces

x2 7 .
X _ 7 <
5 —5+C si x 1

F(x) = 3x+Cs si —l<x<2
2x—x2—2+4+C2 si x>2

x2

2

= 3x si —1l<x<2 +Cy

2x—%+4 si x>2

si x<-1

NI

Notar que F(x) es continuay F’(x)= f(x), salvo en una cantidad finita de puntos.

1
PROPOSICION 2.1.4 Sean f,g :ACR—R.Si g esuna primitivade f y a # 0, entonces p glax+Db)

es una primitiva de f(ax+b).

Dem. (ég(ax+b)) :ég’(ax—i-b)-a:g’(ax+b):f(ax+b)

1
EJEMPLO 2.1.1 J cos(3x+1)dx = 3 sen(3x+1)+ C

1 | 1
En efecto (§ sen(3x + 1)) = 3 (sen(3x+1)) = 3 cos(3x+1)-3=cos(3x+1).

15



CAPITULO 2. ANTIDERIVADAS Verénica Gruenberg Stern

PROPOSICION 2.1.5 Sea f : ACR — R derivable y tal que f(x)#0 paratodo x €A.Entonces:

£

o dx = In(|f(x))+ C

X

e*+1

EJEMPLO 2.1.2 f dx =In(e*+1)+ C.

En efecto, si derivamos el lado derecho de la igualdad, queda:

1
((e*+1) = e*

(In(e*+1) + C) =

e +1 e +1
EJERCICIOS:
1. Determine las siguientes antiderivadas
a) J(|x—1|+|x—3|)dx b) f|x—|x—2||dx

2. Encuentre las siguientes antiderivadas:

2
a) J(xl/z-i-x)z dx )i f(x—%) dx

+1

b) f ﬁx dx ¢ 2 ﬁ J

) ﬁ+7 X
C) Jsenxcos‘lxdx

CBy2_ 743

D J(S—I-Sx 6;6 7x )dx
d) J(cosx+senx) dx 2x
e) J(ex—l)dx m) fﬁ(x2+x+1)dx

Ia J(l —10x4+9x?) dx

4
) J(Bsec2x+;) dx

f > + 1 dx
V1—x? vx

_ x3+x+1
. . 1 p 1) —1+x2 dx
) | (x +ﬁ) x
t
) f(xﬁ%—x‘/z)dx 0) f&dx
Senx cosx

16
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3. Separe las fracciones para determinar

V1—x2
b fx—l-z vx—1

————dx
2x Vx—1

1
C)f +senx dx

gl

cos? x

2—8x
1+ 4x2

4. Multiplique por una forma de 1 adecuado para determinar

1
a) J ——dx
l1+senx
1
b J L
1+ cosx
1
c) f ——dx
secx +tanx

5. Determine

e

—d
%) _fxz—i-l o

2x3
b
)sz—l

dx

d)

C

) 4x2 -7
2x+3

i 1
J cosecx +cotgx
[ 1
J 1—secx
[ 1
—dx
J 1—cosecx

dx

4x3 —x%2+16x
f Axd-xPH16T

x2+4

17
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2.2. CLASE 3: Métodos para determinar Antiderivadas

Las antiderivadas que hemos visto hasta aqui son aquellas que pueden ser determinadas por simple
inspeccion o por algiin método elemental, como los anteriores. Sin embargo, existen métodos mds com-
plejos, algunos de los cuales revisaremos a continuacién. Estos se conocen habitualmente con el nombre

de métodos de integracion.

2.2.1. Método de sustitucion

El método de sustitucion para el célculo de primitivas es un método basado en la regla de la cadena

y nos permite obtener primitivas de ciertas funciones a través de primitivas de funciones m4s sencillas.

Recordemos la regla de la cadena: La derivada de una composicion del tipo F (g (x)) estd dada por la
expresion

[F(g(x)) =F(g(x) g (x)

Entonces, si se busca una primitiva de la forma:

f F'(g(x)) g'(x)dx

ésta seria una funcion cuya derivada es F’ (g (x)) g’ (x). Luego

J F'(gx) g (x)dx=F(gx)+C

Ahora, suponga que la expresion ala cual queremos encontrar una primitiva es del tipo f (g (x)) g’(x).

Entonces, si podemos encontrar una funcién F tal que F’ = f se seguiria que

fgx) g (x)=F (gx) g x)=[F(gx)]

En resumen, encontrar una primitiva de f (g (x)) g’(x) se reduce a encontrar una primitiva de f, digamos

F y luego la antiderivada de f (g (x)) g’(x) serd F(g(x)).

TEOREMA 2.2.1 Suponga que g es una funcion derivable con recorrido un intervalo I. Suponga también

que f es continua en I; entonces

ff(g(x)) g/(x)dx:Jf(u)du

donde u = g (x).

18
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Dem: SiF es una antiderivada de f entonces F (g (x)) es una antiderivada de f (g (x)) g’(x). Hacien-

do la sustitucién u = g(x) setiene

d
faF(g(X)) dx
F(gx)+C
= Fuw+C

= JF’(u)du

ff(g(x)) ¢ (x)dx

= f flu)du
OBSERVACION: Desde el punto de vista de las diferenciales

d
ff(g(x)) g’(x)dxzjf(u)d—;‘dxsz(u)du

EJEMPLOS:

1. Calcular f x%cos (x3 + 7) dx

du
Solucién: Ponemos u =x3+7 entonces du =3x%dx dedonde 5 = x2dx.

Luego
cosu 1
xzcos(x3+7)dx = du = = | cosudu
3 3
1 1 5
= —-senu+C = —sen(x +7)+C
3 3
sen (vx)
2. Calcular —=dx
NE3
Solucion: Haciendo u =+x entonces du = 1 dx; luego 2du= dx
; - o xon e ~x
Se sigue, por el teorema de sustitucién, que
%dx = fsenuZdu

= sten (u)du =-2cos(u)+C

Pero u =+/x, dedonde obtenemos

sen (vx)

G dx=-2cos (ﬁ)+C
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3. Calcular

Jde
V1-—2x2

du
Solucién: Haciendo u(x)=1-2x2 setiene du =—4xdx dedonde = xdx

Entonces
X —du 1
——dx = — = ——y'24c = 1-2x24C
f,/1_2x2 J4ﬁ 2
4. Calcular
4
———dx
(14+2x)
Solucién: Poniendo u(x)=1+2x sesigue du =2dx. Entonces
—1 1
————d —du = —+4+C = ———+C
(1+2x) u (1+2x)
EJERCICIOS:
1. Determine:
Inx)? d
o |1, Nl —x—1Pex—1dx B | 225
X 3,/1_x2
3x tanx
b —d 7
) Jx2+1 X g fcoszxdx D f(3x+1) dx
X
0 Jcoszxsenxdx h) J(l—cosx)3 senx dx m) Je—dx
vV 16 —22x
x4+ arctanx 3)3
Vx2+2x— 4 1+x
e) | sen3xdx ) cos(Inx) dx i) T dx
J X x2+49

2. Utilice sustituciones bdsicas para determinar

dx
—-Vx
6dx

xy/25x2 -1

J dx
c) _
eX4+e*

a)

20

2x dx
V1-—x?

e f x sec(x®> —5) dx

h Jxlnx

)

) dx
& | xa+x

I
e

) dx
i
2 sen?x+3 cos?x
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3. Utilice completacién de cuadrados para determinar

a)f 8dx C)f dx e)f dx
x2—2x+2 \/m (x+1)\/m
b)f dx d)f dx

V—x%2+4x-3 (x—=2)y/x%—4x+3

4. Use identidades trigonométricas para determinar

a) f(secx —I—cotgx)2 dx o) Jcosecx sen(3x) dx

b) J(cosecx —tanx)® dx a) f(sen(?,x) cos(2x)—cos(3x) sen(2x)) dx

2.2.2. Sustituciones trigonométricas

Primitivas de funciones que involucran expresiones del tipo Vx2—a? /a2 —x? y Vx2+a? pueden
ser calculadas en algunas ocasiones mediante sustituciones trigonométricas. La siguiente tabla indica el

cambio adecuado en cada caso:

Expresion | Sustitucion Identidad
a? —x2 x=asen9,6€[—§,§] 1—sen?0 =cos?0
v a?+x? xzatan@,@&}—%,%[ 1+tan? @ =sec?

x2—a? | x=asech,0¢c [0,§[U[n,37”[ sec20 —1=tan20

Por ejemplo, al considerar 4/ a?—x? yhacer x=asenf con 6¢€ [—%, ﬂ entonces

\/az—xz = \/az—aZSenzﬁ = |lalV1—sen?0 = |a|V cos?0 = |a||cos0]

Pero, sabemos que si 6 € [—%, %] entonces cos@ >0, de donde

vV a%?—x%2=|a|cos@

Andlogamente en los otros casos.
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EJEMPLOS:

1. Calcular

V9—x?
——dx
Solucién: Hacemos x =3senf entonces dx=3cos0d0; asi:

J9—x2 [
x2 J 9sen?0
[ cos2 0

_ _ 2
= sen29d9 fcotg 0do
[

= ) (cosec20 — 1) dao

[ —

= —cotgfd—-0+C
Para retornar a la variable original notar que
9—x?
senf =x/3 = cotgl =
x
y asi
V9 —x? V9—x? x
s—dx=— —arcsen(—)+C
X X 3
2. Calcular

f dx
x2y/x2+4
Solucién: Hacemos x=2tanf entonces dx=2sec20d@; asi:

f 2sec20do

4tan? 64/ 4tan? 0 + 4
_ sec0do
N 4tan? @

1 [ cos@db

J dx
x2y/x%2+4

4 sen? @

dx
3. Calcular _—
Vxi—4
Solucién: Hacemos x =2secf entonces dx=2secO tanf d@; asi:

2secH tan0do

\/4sec? 0 —4

fsechH

dx
Vx2—-4

22
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OBSERVACION: No siempre que aparecen las expresiones Vx2—a?, \a?—x? y Vx2 + a? las sustitu-

ciones anteriores son el camino més conveniente; por ejemplo, para calcular la integral

j xdx
Vx2+1

es mds rapido usar la sustitucion u = x? + 1 en lugar de una sustitucion trigonométrica.

EJERCICIOS:

Determine:

4. JLsdx 7 J—M‘—Eﬁxzdx
(1—1r?): ' x?

) J dx
x24/49 — x?
3
2. J\/x8—9x6dx 5. fex\/l—ezxdx 8. JLZHQ}Z

z442z241

44 _ t
3 [ A G,JW Y 4y 9.f—dt
Vx2+xt VY V12+4r+13

2.2.3. Integracion por partes

De MAT021 sabemos que la derivada de un producto de funciones f(x) g (x) estd dado por

(Fx)gw@) =f(x)gx)+f(x) g (x)

Si usamos la notacién de primitivas tenemos

J (f(x)g(x)) dx =ff/(XJg(x)dx+Jf(x)g’(x)dx

asi

ff’(x)g(x)dx=f(x)g(x)—ff(x)g’(x)dx

Esta igualdad es conocida como la férmula de integracién por partes y da lugar a una nueva técnica para

encontrar primitivas
Para calcular una primitiva de la forma | k(x)dx usando la férmula anterior se han de encontrar

dos funciones fy g de manera que k (x) se pueda escribir en la forma f(x) g’(x). Si esto es posible, se

tendra

Jk(x)dx=f(x)g(x)—ff(x)g’(x)dx
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de manera que el cdlculo de la primitiva se traslada a calcular f f(x)g’(x)dx. Para que el método sea

eficaz se han de elegir f y g adecuadamente para que la integral f f(x) g’ (x)dx seamaés facil de calcular

que la original.
En ocasiones se utiliza una notacién abreviada para expresar esta férmula en términos de diferencia-

les, poniendo

u=gkx) = du=g'(x)dx
dv={f'(x)dx = v=f(x)

Judv=uU—Jvdu

se sigue

EJEMPLO 2.2.1 Calcular f xcosxdx

Solucién: Seelige f(x)=x y g’(x)=cosx dedondeobtenemos f’(x)=1 y g(x)=senx;aplicando

la férmula de integracién por partes se sigue

fxcosx dx = xsenx —fsenxdx

= xsenx—(—cosx)+C

= xsenx+cosx+C
Observar que la segunda integral es facil de calcular. El mismo célculo con la otra notacién es

u=x = du=dx

dv=cosxdx = v=senx

Judv = uv—fvdu

fxcosxdx = xsenx —f senxdx

= xsenx+cosx+C

OBSERVACION 1 En el ejemplo anterior puede mostrar que la mala eleccién de las funciones lleva a una

integral mas complicada que la primera.
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EJEMPLOS:

1. Calcular f Inxdx

Solucién: Pongamos

u=Inx = du=-dx

dv=dx = v=x

1
Jlnxdx = xlnx—Jx;dx
= xlnx—de

= xlnx—-x+C

se sigue

2. Calcular f x’edx

Solucién: Pongamos

u=x> = du=2xdx

dv=e*dx = v=e*

fxzexdx =x%e* —foexdx

podemos volver a aplicar inegracién por partes para calcular f xe*dx

se sigue

u=x = du=dx

dv=e*dx = v=e*

fxexdx = xex—f e*dx

= xe*—e*+C

se sigue

se sigue
fxzexdx = x%e*—2(xe*—e*+ ()
= x?e*—2xe*+2e"+C
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fex cosxdx

Solucién: Aplicamos integracién por partes

3. Calcular la integral

u=e* = du=e‘dx

dv=cosxdx = v=senx

se sigue
f e*cosxdx =e senx —f e*senxdx

volvemos a aplicar integracién por partes pero a la integral f e*senxdx

u=e* = du=e‘dx

dv=senxdx = UvV=-—c0SX
entonces
J e*senxdx = -—ecosx —f e*(—cosx)dx
= —e*cosx —I—f e*cosxdx
se sigue
J e*cosxdx=e*senx — (—ex cosx +J e* cosxdx)
entonces

f e*cosxdx=e*senx+e*cosx —f e*cosxdx

de donde obtenemos

e*senx +e*cosx
Jexcosxdx: +C

2

4. Encuentre una férmula de reduccién (o de recursién) para:

1
In :J —(x2 +a2)n dx

Solucién: Notar que

dx x2+a? x2
Ioi=| —————dx=| ——dx=| ———dx + a’I
n-1 J(x2+a2)n—l (x2 + a?)" (x2 + a?)" n
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Usamos integracion por partes en la integral de la derecha:

xdx
u=x A dv:m de donde du=dx A v=—r 2(x2+a2)1_”
Luego:
x2 p x N 1 dx
—_—ax = —
(x2+a?)" (2n—-2)(x24+a®)" 1 2n-2 ) (x2+a?)"1
_ X n I,
2n—-2)(x24+a®)"1 2n-2
Luego:
X In—l 2
In-1 T T 2n—2)x®+ a1 ton—ate In
y ordenando:
I = 1 b 2n—-3
n =

— + I,_
az(2n—2)x2+a2)r1 " 2n—2"""

que es la formula de reduccién buscada, valida para n > 1.

1 X
Enelcason=1, esfacilverque I, = Earctan (Z) +C.

Usemos esta férmula para calcular:

) dx 1 X + 31 1 X + 3(1 X + 11
a _— - —_ = —— —_ - —_
(24P~ 22 4P+ 4P 4 2T 02 g(x2 42 | 4\42(x2+4) 27
n=

_ ! al + 3 al + 3arctan (x) +C
T 16 (x2+4)2 32 (x2+4) 8 2

2 -3/2 _ X
b) J(x +1) dx —(x2+1)1/2 + C
=
Ejercicios propuestos
1. Encuentre:
-
17) JSx cosx dx d) xInxdx
J
[ X
b) fx senx dx e | 2x senz dx
J
-
o) Jx cos2x dx N x2 e dx
J
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g JSx2 cosx dx i) fxg e tdx =

h) Jx(lnx)2 dx 7 fxz sen%dx
2. Calcular J sen(Inx)dx

3. Encontrar una férmula para calcular para todo n € N la primitiva f x"e*dx.

4. Use integracion por partes para obtener las férmulas de reduccién

cos"lxsenx n-—1 3
a) Jcos”xdx: + cos"?xdx

n n

b) fx”cosxdx:x”senx—nfx”_lsenxdx
o) Jx"exdxzx"ex—nfx"_lexdx
d) J(lnx)" dx=x(lnx)”—nf(lnx)"_1 dx

5. Integraciéon de las funciones inversas: Suponga que deseamos calcular

ff_l(x)dx

Hacemos la sustitucion u = f~1(x), entonces f(u)=x yasi dx=f'(u)du dedonde

ffl(x)dx=f uf'(uw)du

Si ademds aplicamos integracion por partes

ff‘l(x)dx =xf‘1(x)—ff(u)du

a) Calcular J arctanxdx

b) Calcular J arcsenxdx
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2.3. CLASE 4: Mas Métodos de Integracion

2.3.1. Recuerdo: Fracciones Parciales

DEFINICION 2.3.1 Una funcién racional es una funcién que se escribe como un cuociente de polinomios.
: iy . P(x) . o L
Se dice que una funcién racional m es una fraccién propia, si el grado del polinomio P(x) es menor
X

que el grado del polinomio Q(x). En caso contrario, es decir, si el grado de P(x) es mayor o igual al de

Q(x), la fraccién se llama impropia.

Toda fraccién impropia se puede expresar, efectuando la divisién, como la suma de un polinomio mas
P(x)

una fraccién propia. Es decir, si o ©8 impropia, entonces
P(x) Ny (x) oo 1(x :
— = Mx)+——, donde M(x) esun polinomio es propia.
Q(x) Q(x) Y aw

El siguiente teorema proporciona un método para descomponer cualquier fraccién propia como su-

ma de fracciones propias mas sencillas.

TEOREMA 2.3.1 (Descomposicion en fracciones parciales)

P(x
Cualquier fraccién propia ﬁ se puede descomponer en la suma de fracciones parciales del si-
guiente modo:
. . . . . P(x)
Si Q(x) tiene un factor lineal de la forma ax + b, no repetido, entonces la descomposicién de ——

Q(x)

A
contiene un término de laforma ——, A=cte.
ax+b

= Si Q(x) tiene un factor lineal de la forma ax + b, repetido k veces, entonces la descomposicién de
P(x) Ay Ap Ak .
A;=cte,Vi=1,--- k.

—— contiene términos de la forma + +-e ,
Q(x) ax+b (ax+b)? (ax +Db)k

= Si Q(x) tiene un factor cuadrético irreducible de la forma ax? + bx + ¢, no repetido, entonces la
Ax+ B

——— A, B=ctes.
ax®?+bx+c

P(x
descomposicién de % contiene un término de la forma
x

= Si Q(x) tiene un factor cuadratico irreducible de la forma ax? + bx + ¢, repetido k veces, entonces

. P(x) . :
la descomposicién de —— contiene términos de la forma

Aix+B A Q—i-(xB) Axx+ B

X x X

! ! 2 2 k k , A;, Bj=ctes.,,Vi=1,---,k.
ax?+bx+c (ax*+bx+c)? (ax?2+bx+c)k

Veremos a continuacién ejemplos de cada uno de estos casos.

Caso1l FEldenominador Q(x) es un producto de factores lineales distintos.

Esto significa que podemos escribir
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Q(x)=(a1x+b1)azx+bz)---(arx+by)

en donde no hay factor que se repita. En este caso, existen constantes Ay, -+, Ax tal que

P(x) Ay Az Ag
= + e ——
Q(x) aix+by axx+b; apx—+by

EJEMPLOS: Descomponer en fracciones parciales las siguientes funciones racionales:
7x+3
x“+3x—4

Solucién El denominador de la funcién racional se puede descomponer en factores lineales en la
forma:
X43x—4=(x+4)(x—1)

Luego la descomposicién en fracciones parciales es:

73 xt3 A B
x2+3x—4 (x+4)(x—-1) x+4 x-1

Para encontrar los valores de A y B, multiplicamos la igualdad por (x +4)(x — 1), obteniendo
7x+3=A(x—1)+ B(x+4)

Desarrollando se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

A+B =
—A+4B =
Luego, la funcién original queda:
7x+3 5 2

= +
x243x—-4 x+4 x-1
x242x—1
2. 8lx) = 2x34+3x2—-2x

Solucién El denominador se puede factorizar como sigue:

2x3+3x% —2x =x(2x*+3x —2=x(2x — 1)(x +2)
Luego, la descomposicion en fracciones parciales es:

x24+2x-1 _A+ B N C
x2x—-1Dx+2) x 2x—1 x+2
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Multiplicando ambos lados de la igualdad por el denominador comun, y luego resolviendo la ecua-
cion, se obtiene
x242x—1=AQ2x —1)(x+2)+ Bx(x+2)+Cx(2x —1)

Construyendo el sistema de ecuaciones andlogamente al caso anterior, obtenemos

1 1 1
A=—, B=- y C=——
2 5 10
de donde X X
x24+2x-1 _ % n 5 10
2x343x2—-2x x 2x—1 x+42

Caso2 Eldenominador Q(x) es un producto de factores lineales, algunos de los cuales se repiten.

Si Q(x) tiene un factor lineal repetido k veces de la forma (a;x + b;)¥, entonces la descomposicién en

fracciones parciales contiene k términos de la forma:

Ay Ay Ag
+ st ————
aix+br (aix+b1) (a1x+b1)

donde A;, Ay, -+, A son constantes.

EJEMPLOS: Descomponer en fracciones parciales las siguientes funciones racionales:
5x2—36x +48
Lofx) = 2o
x(x —4)

Solucién La descomposicion en fracciones parciales es:

5x?-361+48 _A, B C
x(x—42  x  (x—4) (x—4)?

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por el denominador comun:
5x2 —36x+48=A(x —4)>+ Bx(x —4)+Cx

se obtiene el sistema:

A+B = 5
—8A—4B+C = -36 de donde A=3, B=2, C=-4
16A = 48
Luego:
5x2—36x+48_3 2 4

x—4?  x (x-a) (x—_47
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7x+3

# MO Grape-e

Solucién La descomposicion en fracciones parciales es:

7x+3 A B C D

Gt —12  x+4 142 =D x-1p

Para encontrar los valores de A, B, C y D, procedemos andlogamente, obteniendo

-3 3

2
=T B = -1, C D=- (Ejercicio)
25

A =,
25 5

Caso3 Eldenominador Q(x) contiene factores cuadraticos irreducibles, ninguno de los cuales se

repite.

Si Q(x) tiene un factor cuadréatico no repetido de la forma ax? + bx + ¢, en donde, b?—4ac <0,

entonces la descomposicion en fracciones parciales contiene un término de la forma:

Ax+B
ax®*+bx+c
donde A y B son constantes.
EJEMPLOS: Descomponer en fracciones parciales:
4x2—8x+1
l. f(x) = —5———
) x3—x+6
Solucién: Tenemos que
4x*—-8x+1  4x?—8x+1 A Bx+C

= e +
x3—-x+6  (x+2)x®2-2x+3) x+2 x2-2x+3

Multiplicando por el comtin denominador:
4x?> —8x+1=A(x*—-2x+3)+(Bx+C)(x+2)

obtenemos el sistema

A+B = 4
—2A+2B+C = -8 de donde A=3, B=1, C=-4
3A4+2C = 1
Por lo tanto,
4x2—8x+1_ 3 x—4

= +
x3—x+6 x+2 x%2-2x+3
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2x2—x+4
2. glx) = —5——
8 x3+4x
Solucién: La fraccién se puede descomponer de la siguiente forma:

2x2—x+4 2x:2-x+4 A Bx+C
3 = 3 :—+2—
x°+4x x(x*+4) X  x°+4

Procediendo andlogamente se obtiene

A+B=2, C=-1, 4A=4 = A=1, B=1ly C=-1

2x2—x+4 1 x—1
de donde = =t
x3+4x X  x%+4

Caso4 FEldenominador Q(x) contiene un factor irreductible repetido.

Si Q(x) tiene un factor cuadratico repetido k veces de la forma (ax2+ bx + ¢)¥, donde b%? —4ac <0,

entonces la descomposicion en fracciones parciales contiene k términos de la forma:

Aix+ B n Axx+ By T Agx+ By
ax?+bx+c (ax?+bx+c)? (ax2+bx+c)k
donde Ay, A, , Ak y By, Ba,--- B son constantes.

1—x+2x%2—x3

Ejemplo Descomponer en fracciones parciales
jemp P p x(x2+1)?

Solucién Laforma de descomponer esta division de polinomios en fracciones parciales es

1—x+2x2—x3_A+Bx+C+Dx+E
x(x24+1)2 x  x24+1  (x2+1)?

Multiplicando por x(x? + 1)?, y luego igualando coeficientes, se obtiene el siguiente sistema:

A+B=0, C=-1, 2A+B+D=2, C+E=-1, A=1

cuya solucioén es (Ejercicio): A=1, B=-1, C=-1, D=1 y E=0. Entonces

1-x+2x>—x3 1 x+1 .
x(x24+1)2 x  x2+1 (x241)?
EJERCICIOS: Descomponer en fracciones parciales:
5x+7 7x?—11x+6

L A) = 3. fylx) = 2

x“+2x—-3 (x—1)2x*—3x+2)

x2+11x+15 3x3—6x%2+7x—2
2. falx) = 4. f4(x) =

(x—1)(x+2) (x2 —2x +2)?
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2.3.2. Integracion por Fracciones Parciales

La integracién por fracciones parciales es una técnica de integracién que se utiliza para integrar fun-
ciones racionales, es decir, cuocientes de polinomios. Para poder aplicar la técnica, es necesario que el
grado del polinomio del numerador sea estrictamente menor que el grado del polinomio en el denomi-
nador.

Caso1l FEldenominador g(x)es un producto de factores lineales distintos.

x24+2x-1

Ejemplo: Determine _
jemp fo3+3x2—2x

Solucién: El denominador se puede factorizar como sigue:
2x3 +3x2 —2x =x(2x?+3x —2=x(2x — 1)(x +2)
Luego, la descomposicion en fracciones parciales es:

x24+2x—1 _A+ B N C
x@2x—-1)(x+2) x 2x—1 x+2

Multiplicando ambos lados de la igualdad por el factor comun, y luego resolviendo la ecuacion, se tiene

x> 42x—1=AQ2x —1)(x+2)+ Bx(x+2)+Cx(2x —1)

1 1 1 ;
con A==, B=- y C=——. Asi
2 5 10
x24+2x—1 11 1 1 1 1
T dx = | |==4= -
2x3 +3x2-2x 2x 52x—-1 10x+2

_ 1 1 1
= sInlx|+5In2x -1 - {5 Infx +2|+ C

Caso2 Fldenominador g(x) es un producto de factores lineales, algunos de los cuales se repiten.

x4 —2x2+4x+1
3 5 dx
x°—x-—x+1

Ejemplo: Determine f

Solucién: La fraccién es impropia, por lo que comenzaremos por dividir los polinomios:

x*—2x2+4x+1 4x

S L [ B E—
x3—x2—x+1 x3—x2—x+1

Luego, factorizando el polinomio ¢(x)=x3—x?>—x+1 se obtiene
B-x—x+1=x-1>%x+1)
Por lo tanto, su descomposicion en fracciones parciales es:
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4x A 4 B + C
(x—12(x+1) x—1 (x—12 =x+1
del cual de obtiene: A=1, B=2 y C=-1, demodoque

x4—2x2+4x+1d 14 1 N 2 1 4
x = X - X
x3—x2—x+1 x—=1 (x—-1¢ x+1

x2 2
= —+4+x+Injx—-1—-———-In|x+1|+C
2 x—1

X2
= —+x+In
2

2 +C
x—1

+1

Caso 3 El denominador g(x) contiene factores cuadraticos irreductibles, ninguno de los cuales se

repite.
2x2—x+4
Ejemplo: Encuentre | ————dx
x°+4x
Solucién: La fraccidn se puede descomponer de la siguiente forma:

2x2—x+4_2x2—x+4_A+Bx+C
x34+4x  x(x24+4) x  x2+4

de donde se obtiene

A+B=2, C=-1, 4A=4 = A=1, B=1y C=-1

2x2—x+4 1 x-1
———dx = —+ dx
x34+4x x x%244

por lo cual

Il
—
S| =

ISH

=

+
—
RN
_+_§<
=

1
X — dx
fx2+4

1 1 b
In|x|+ = In(x%+4) — —arct (—)—i—K
njx| 5 n(x ) 2arc an 5

Caso4 Eldenominador g(x) contiene un factor irreductible repetido.

1—x+2x2—x3

X
x(x2+1)?

Ejemplo: Determine J

Soluciéon: Laforma de descomponer esta division de polinomios en fracciones parciales es

1—x+2x2—x3_A+Bx+C+Dx+E
x(x24+1)2 x  x241  (x2+1)?
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Multiplicando por x(x2 + 1)?, y luego igualando coeficientes, se obtiene el siguiente sistema

A+B=0, C=-1, 2A+B+D=2, C+E=-1, A=1

cuya solucioén es:

Entonces:
1—x+2x2—x3d 1 x+1+ x d
—_— dx = —_ — X
x(x2+1)? X x24+1  (x241)?
dx X dx xdx
= —— | ——dx- +
X x2+1 x2+1 (x241)?
l||11(2+1) tan(x) ! +
= In|x|—=In(x —arctan(x)— ———
2 2(x2+1)
Ejercicios Propuestos
1. Encuentre:
2x+1 5x—11
a dx
)fx2+x D fx2+10x+9
3x+1
b) Jx2+x dx 4x
——dx
8 J<4—x2
5x4+6
o) —dx
x24+3x+2
15x 451
1 h) —dx
X+ x24+7x+10
d) ————dx
1-x)(x—2)
9x + 25 1
e ———dx 0) dx
x%?+10x+9 x2—1

2. Exprese los integrandos como fracciones parciales y determine las siguientes:

X 4x+6 7x—23
%) Jx2—2x+1dx D) G 2 Jx2—6x+9dx
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2.3.3. Sustitucion tangente del 4ngulo medio

Este método se utiliza para integrales de la forma

f R(sen(x),cos(x))dx

X
donde R es una funcién racional. Utilizamos la sustitucién t = tan (E)' de donde
2dt
2arctant = x = — = dx
1+¢
Ademas,

) e ) e
sen| - | = — cos| — | = —
2 1+¢2 2 1+ 12

entonces
X X
sen(x) = 2sen (—) cos (—)
2 2
2t
1412
y
X X
cos(x) = cos® (—) —sen? (—)
2 2
112
1412
de donde
2t 1—1t2\ 2dt
R(sen(x),cos(x))dx=| R , = | R(t)dt
f (sen (x) (x)) ‘f (1+t21+42)1+t2 J (1)
. dx
EJEMPLOS: Calcular la integral .
1+senx+cosx
Solucién: Usamos la sustitucion ¢ = tan (%) entonces
2dt
dx dt X
f1+ . :J 21t+t2 — =f1+t:1n|t+1|+C:lntan(§)+1
senx +cosx 14+ 25+ 15
EJERCICIOS:
) dx 9 dx 3 cosxdx
" | 34+2cosx " | senx+cosx " | 14+cosx

+C
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2.4. CLASE 5: Problemas de valor inicial

Una ecuacién diferencial es una ecuacién en la que aparecen derivadas de una funcién desconoci-
da, expresada en forma de derivadas o de diferenciales. Resolver una tal ecuacién es encontrar la o las

funciones que satisfacen la igualdad.

EJEMPLOS:

dy x

“dx y
dy

2. == 4xy=y?
dx+xy y
dy 2 dy .

3. (E) —E—xy—cos(yx)

Como aplicacién del célculo de primitivas y la utilidad de la constante de integracion, vamos a re-
solver algunos problemas asociados a fenémenos fisicos. En estos problemas aparecen ecuaciones del
tipo

dy
—_— = X
T = fXg)

que llamamos ecuaciones diferenciales de variables separables. Note lo siguiente: si G (y) es una primi-

tiva de — y F(x) es una primitiva de f(x) entonces de la relacién

g(y)
G(y)-Fx)=C

derivando en forma implicita obtenemos

dy

G’ (y) E —F/(X):O
de donde 4
Y _
758 (v) fx)

Por otro lado, si

dy

A )
desde el punto de vista de las diferenciales podemos escribir

AV _ rydx

g(v)

dy _
fg(y) —ff(x)dx-l—C

lo que nos da un método para resolver este tipo de ecuaciones.

de donde obtenemos
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d
EJEMPLO 2.4.1 Resolver % =eVx

. . . 2 .
Pasamos a diferenciales e integramos: e Vdy=xdx = —e V= x? +C. Sesigue

0

1=—In(-C)

Notar que si y (0) =1 entonces

de donde obtenemos —C=e"!. Asi:

Reacciones quimicas y desintegraciéon

No es dificil observar en la naturaleza diversas reacciones quimicas entre elementos. Por ejemplo, si
moléculas de cierto tipo se desintegran por accién del medio, el nimero de moléculas que se descom-
ponen en una unidad de tiempo es proporcional al nimero de moléculas total presente. Hagamos un
modelo matemdtico de esta situacion: supongamos que en ¢ = 0 se tienen x( gramos. Si denotamos por

x(t) el nimero de gramos en el instante ¢ entonces 4x o 1a tasa de variacion de esta cantidad. Si k > 0

dr
es la constante de proporcionalidad, entonces
dx
— =—kx
dat
El signo “ — ” indica que la cantidad esta decreciendo, ya que k > 0. Notar que
x'(t)
x(t)

Se sigue que

f xl(t)dt:f—kdt > Infx(t)=—kt+C
x(t)

de donde
lx(¢)|=Ke ™

Como x(t) >0, obtenemos x (t)= Ke~*?. Ademas x (0) = x, de donde

x(t)=x¢e k!

Se llama semivida T al tiempo requerido para que la sustancia se reduzca a la mitad. De esta forma

Kt In2

X0 —
?=xoe = T=—
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EJEMPLO 2.4.2 Desintegracion radioactiva

El radio de carbono tiene una semivida de més o menos 5600 afios. Este se produce en la alta atmés-
fera por accién de rayos césmicos sobre el nitr6geno. El radio carbono por oxidacién pasa a diéxido de
carbono y éste se mezcla por el viento con el diéxido de carbono no radioactivo presente.

La proporcién en el carbono ordinario ha alcanzado hace tiempo su estado de equilibrio. Todas las
plantas y animales que comen plantas incorporan esta proporsicon de radio carbono en sus tejidos.
Mientras el animal o planta viven, esta cantidad permanece constante pero al morir deja de absorber
radio carbono y el que habia en el momento de morir comienza a desintegrarse.

Asi, si un fragmento de madera antigua tiene la mitad de radioactividad que un arbol vivo, éste vivio

hace unos 5600 afios. Si solo tiene la cuarta parte podemos determinar el tiempo en que vivié. Tenemos:

X0 -
= =xpekh

= Ind=kty
4

Como T= lnTz =5600, sesigue que fy=2T =11200 afios.
Esto da un método para medir la edad de objetos orgédnicos.

EJEMPLO 2.4.3 Si el 25% de una sustancia se desintegra en 100 afios. ;Cudl es su vida media?

Laley de enfriamiento de Newton

Consideremos el siguiente modelo simplificado para el fen6meno de variacién de temperatura en un

cuerpo. Supongamos que se cumplen las siguientes hipétesis:
= En el instante ¢ la temperatura en todo el cuerpo T'(¢) es la misma.

» Latemperatura del medio es constante Tj,

= El flujo de calor a través de las paredes del cuerpo, dada por a7 es proporcional a la diferencia

entre la temperatura del cuerpo y la temperatura del medio.

Podemos formular la tltima condicién como

dT
= —k(T-T,
T k( m)

donde k > 0 es la constante de proporcionalidad. El signo “ — ” puede ser explicado de la siguiente forma:

£ adT

1E<0.

si T> T, entonces el cuerpo se enfria; luego la temperatura decrece y as

Si T < T, entonceslatemperaturadel cuerpo crece; luego % >0.

Supongamos ademds que la temperatura inicial del cuerpo esta dada por Ty = T (0); entonces, tene-

mos el problema

ar
— = —k(T-T,
- (T~ T)
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Con el método anterior podemos encontrar una expresiéon para T'(¢); en efecto:

dT
—  —_kdt
(T—Tn)

Se sigue

In|T-Ty,|=—-kt+C

Como T(0)=Tp, tenemos

In|To— Tn|=C

y asi

|T ()= Tl =1To— Tl e *!

Los valores absolutos los podemos quitar razonando sobre la temperatura inicial (note por el teorema
del valor intermedio, si la temperatura comienza bajo T, no la puede superar de lo contrario existiria f,
tal que 0 =|Ty — Tp,| e k).

Finalmente

T(t)=Tn+(To— Tn)e ¥

Notar que tlim T(t)=Ty,
—00

EJEMPLO 2.4.4 Un cuerpo a 100°C es puesto en una sala a temperatura constante de 25°C. Después de 5

minutos la temperatura del cuerpo es de 90°. ;Cuanto tiempo tarda en estar a 50°?

EJEMPLO 2.4.5 Un cuerpo a 100° es puesto en una sala que estd a una temperatura constante desconoci-
da. Si pasados 10 minutos el cuerpo estd a 90° y pasado 20 minutos esta a 82°, calcular la temperatura de

la sala.

Mezclas

Para obtener un remedio, una pintura del color adecuado o un trago, es necesario mezclar diversos

ingredientes.

Considere un recipiente con un dispositivo de agitacién que en todo momento mantiene la mezcla
homogénea Suponga que tiene V litros de capacidad y contiene una mezcla de agua con sal. Si al re-
cipiente le agregamos agua con ¢ gramos de sal por litro a una velocidad de a litros por segundo y del
recipiente sacamos agua a la misma velocidad, ;qué cantidad de sal hay en el recipiente en el tiempo ?
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Sea x (t)la cantidad de sal en el recipiente en el tiem-
po t. La variaciéon de la cantidad de sal es

d
d—j = (Sal que entra) - (Sal que sale)

La sal que entra es ac. La cantidad de sal en el ins-
tante t es &Vt), luego la cantidad de sal que sale es
aivt). De esta forma, la ecuacién que modela la va-
riacion de la cantidad de sal es ~au

dx x(t)

—=ac—a——

dat v
de donde

dx a

=——dt
x—cV \%

Se sigue
x(t)=cV+Ke V!

Sila cantidad inicial de sal es x (0) = x, entonces
x(H)=cV+(xg—cV)e 7!

EJEMPLO 2.4.6 Suponga que el estanque contiene 100 litros de agua, que entra agua con 500 gramos de
sal por litro a razén de 5 litros por minuto, y que ademads sale agua a la misma velocidad del recipiente.
;Cuanto tiempo tarda en tener 10 kilos de sal el recipiente?

Crecimiento de poblaciones

Suponga que para modelar el crecimiento de una poblacién en tiempos cortos utilizamos la siguiente
regla: “ la tasa de crecimiento de la poblacién es proporcional a la poblacién existente. ” Entonces, el

modelo matemético para este fenémeno es la ecuacion:

apP

— =kP
dt

donde P = P(t) esla poblacién existente en el tiempo ¢ . Resolviendo por integracién directa se tiene

dap
J?:fkdt & In(P)=kt+C & P(t)= Myel*

donde M, representa la poblacién inicial.
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EJEMPLO 2.4.7 La poblacion de cierta ciudad se duplicé de 1900 a 1960. Si la tasa de crecimiento natural
de la poblacién es proporcional a la poblacién en cualquier tiempo y la poblacién en 1960 fue de 60000
habitantes, estime la poblacién para el afio 2010.

Solucién: Sean P = P(t) la poblacidon en el tiempo ¢ . El fenémeno queda modelado por la siguiente

ecuacion diferencial con valores iniciales:

ap
—— = kP
dt
ent=0 (1900) P(0) = 30000
en t=60 (1960) P(60) = 60000

Resolviendo como arriba:
P(t)=30000-2'/60

Para determinar la poblacién en 2010, se debe evaluar en t =110

P(110)=30000-2'1%/60 ~ 106907 habts.

2.5. Ejercicios de Controles y Certimenes

d 1
1. Encuentre la funcién y = f(x) sabiendo que d_.J)/c = f/(x) = 3x%>—4x+ g y f2)=09.
2. Calcular la integral xeV¥*lgx.
X 2 X
3. Calcule la siguiente integral indefinida —2 f de
Y 4+3cos?(e*
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Capitulo 3
La Integral Definida

3.1. CLASE 6: Integrales de Newton y de Riemann

La idea intuitiva de integral surge alrededor de 1670, cuando Newton comienza a desarrollar los con-
ceptos necesarios para el calculo de dreas de regiones acotadas por funciones continuas. Hacia 1850,
Riemann generaliza estas nociones y las define para funciones con un niimero finito de discontinuida-
des. Realiza demostraciones més formales y «descubre» el Teorema Fundamental del Célculo.

Iniciaremos este estudio formal con las ideas de Newton, que son muy parecidas a las ideas que ya
miramos cuando introdujimos el concepto de antiderivada, por medio del calculo de &reas.

DEFINICION 3.1.1 Sea f :[a,b] — Ry una funcién continua, acotada y no negativa. Se define la integral

definida de f entre a y b al valor del drea de la region encerrada entre las gréficas de f y el eje de las

b
f fx)dx

La idea de Newton para calcular estas areas, fue aproximar el drea buscada por la suma de las éareas

abscisas (eje x). Lo denotamos por

de rectangulos de ancho «muy pequeno».

y

0 a x x5 x3 Xy Xy x

Intuitivamente, es claro que tomando 7 rectdngulos cuyas bases son de igual longitud Ax, y haciendo
n — 00, el area comprendida bajo la curva y sobre el eje x serd la suma de las dreas de todos estos

rectangulos.

EJEMPLOS:
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1. Calculemos nuevamente el drea bajo f(x) = x? sobre el eje x, entre 0 y b, es decir, calculemos

b
J x%dx.
0

Hacemos

X0
Xn

n

Ax

0

b
numero de subrectdngulos

b
o= base de cada subrectdngulo

Sea A; : el drea del rectangulo i-ésimo. Entonces, si en cada intervalo de la forma [x;, x;+;] conside-

ramos la altura del rectdngulo como f(x;) tendremos:

A = f(0)-Ax = 0
A, = fx)-Ax = xPAx
A; =  f(x)-Ax = xiAx
Ap = flxe-)-Ax = xi_,Ax
Ap = flxp1)-Ax = x2_|Ax
Pero, notamos que: X1=Ax, Xxy=2Ax,,x;r=kAx,
A = 0

Az (Ax)

Ay = 4(Ax)3

Ar = (k—1)*(Ax)3

Ap = (n—13(Ax)

Por lo tanto:

n n n—1
Ar(n)=> Ap=(axP ) (k—17=(Ax) ) j*=(Ax)

-, Xxn=nAx, dedonde

s(n=1)(n-1+1)2(n-1)+1)
6

3
:(E) n(n—l)(2n—1):b_~°’(l_l) (2_1)
n 6 6 n n
b
f x%dx = lim b—s(l—l) (z_l)zb_g
0 n—oo 6 n n 3

b
2. Calcular J 2%dx.
0
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Consideramos nuevamente:

xo = 0
X, = b
n : numero de subrectdngulos
Ax = % = base de cada subrectangulo
Xr = k-Ax

de donde A = f(xg—1) - Ax =2%-1. Ax = 2k—DAx Ay = (28x)k-1. Ax

Luego, usando la férmula para la suma geométrica de raz6n 2% y primer término igual a 1:

Ak(n)—ZAk Z(ZAX)IC L Ax = AxZ(ZAx)k 1_ (2Ax)n_1 b 2n 1

Ax b
k=1 k=1 (2 )— n2n—1

de donde

b2xdx—hm 32"—1 b(2" —1)
0 ooy 1 lim n(2P"-1)
—00

siempre que el limite presente en el denominador no sea igual a 0. Calculémoslo:

(bIn2)y _q bIn2)ebIn2)y
lim n(2/"—1)= hm ((Zb)y — 1) =Ilim ¢ =Ilim (bIn2)e =bln2
n—oo y—>0 y y—>0 1

Asi, finalmente,

b
b2 -1 2b 1
2%dx = ( ):
0 bIn2 In2

EJERCICIOS: Determine:

b b b
1. J x3dx 2. J n*dx 3. J x2%dx
0 0 0

OBSERVACION: Podemos ampliar el concepto de integral de Newton de la siguiente manera:

b a
1. Sib < a, podemos definir J f(x)dx = —f f(x)dx y, en general
a b
b a
f f(x)dx=—f f(x)dx Va,beR
a b

2. Sia=»b J f(x)dx=0 VaeR
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3. Ademss, si f es una funcién continua que cambia de signo en el intervalo [a, b], entonces la integral
de Newton de f entre a y b se define como el 4rea total sobre el eje x menos el drea total bajo el eje

x y sobre la gréfica de f. De esta manera, vemos que el resultado puede ser positivo o negativo.

4. Sea f:[a,b] — R continuay acotada. Sea c €]a, b[. Entonces, claramente se tiene que:
b c b
J f(x)dx =J fx)dx +f f(x)dx
a a Cc

Esta ultima observacion tiene consecuencias interesantes:

b
b3 a3
. xdx =2 -4
) 3 3

a b b
En efecto: f xzdx+f x?dx :f x?dx.  Luego:
0 a 0
b b
a’ b3 b3 ad
— 4| x%dx=— = dx = — — =
3 a 3 a

b
2b _9a
. f 2%dx = o como se demuestra andlogamente.
n
a

Note que esto corresponde a determinar la primitiva de la funcién y luego evaluar el extremo superior

menos el extremo inferior, lo cual es .... notable!

3.1.1. Laintegral definida de Riemann

La integral de Riemann es una generalizacién de la integral de Newton. La gran diferencia es que no
requiere que el intervalo del dominio de f esté subdividido en segmentos de igual longitud, ni que la

funcién sea continua; basta con que sea acotada.

DEFINICION 3.1.2 Sea [a,b] un intervalo cerrado. Diremos que & ={xg, X1,...,X,} es una particién de
[a, b] sise cumple

A=Xg<X1<X2<-<Xp_1<Xpn=Db

OBSERVACION: Notar que & tiene n + 1 elementos y determina n subintervalos de [a, b] de la forma

[xi-1, %]
Usaremos la notacion Ax; =x;—x;—; Vi=1,---,n yllamaremos norma de la particién & al nimero
||| =max{Ax;:i=1,2,...,n}
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Para entender el concepto de integral de Riemann, supongamos que, como en el caso de la integral
de Newton, nos interesa calcular el drea acotada por y = f(x), x €[a,b] yelejex.

En cada subintervalo [x;_;, x;] escogemos un c; arbitrario, Vi = 1,---, n. Por lo tanto, una suma que
aproxima el 4rea sera:

n
Aler, 2,0+, e)= Y fle)AX;
i=1
Claramente, el valor de A depende de la eleccion de la particién & ydelos ¢; € [x;_1, x;]. Para que una

funcién sea integrable, necesitaremos que este valor no dependa de estas elecciones. Mdas precisamente:

DEFINICION 3.1.3 Una funcién f: [a, b] — R acotada se dice Riemann-integrable o simplemente integra-

ble siy solo si cualquiera sea la eleccion de los c¢; y los subintervalos Ax;, ocurre que el limite

Iim A(ci,-+-,cn) existe.
l22]l—0

b
En tal caso, el valor de este limite se llama integral de f en [a, b] y se denota por J fx)dx.
a

OBSERVACION: En la definicién de la integral de Riemann no basta exigir que n — 0o ya que los subinter-

valos no son necesariamente de igual longitud.

Veamos ahora otra manera (tal vez mds tangible) de verificar si una funcién es o no integrable segiin

Riemann.

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y sea & ={x,xy,...,X,} una particién de [a,b]. Para i =

1,...,n denotaremos por

inf{f(x):x € [x;_1,xi]}
sup{f(x):x €[xi—1,xl}

mi

M;

(Como [a,b] # @y [ es acotada se sigue que para cada i el conjunto {f(x):x €[x;_1,x;]} es no vacio y
acotado, por ende existen su infimo y su supremo).

DEFINICION 3.1.4 Si & ={x¢,X1,...,X,} es una particién de [a, b], se define la suma superior de f aso-

ciada ala particion &£ como el numero
n
S(f,2)=>_ M;Ax;
i=1
De manera similar, se define la suma inferior de f asociada a la particién & como el nimero

s(f,2) ZZmiAx,-
i=1
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PROPOSICION 3.1.1 Para cada & particion de [a, b] se cumple que s (f,2) <S(f,2).

Dem. En efecto, paracadai setieneque: m; <M;. Sesigue

n n
miAx; <M;Ax; = ZmiAx,- SZMiAxi

i=1 i=1

lo que concluye la demostracion.

OBSERVACION:

Claramente, para una eleccion arbitraria de c; € [x;_1, x;], se tiene que
N (f)gz) SA(CI)"' ,Cn)fs(fu@)
De aqui, es evidente que una funcién f serd integrable siy solo si

lim s(f,#)= lim S(f,&
2 11—0 (7.2 I 1l—0 (£.2)

En tal caso, se llama integral de Riemann de f a cualquiera de estos limites.

Refinamiento de una Particion

Si & es una particiéon de [a, b] y agregamos un nuevo punto de [a, b] a la particién, digamos x;,—; <
Xz < Xxi,, entonces formamos una particicion 2’ del mismo intervalo que tiene la propiedad 2 C 2’ .

Ademas

s(f.2)<s(f.2)

S(f,2)=s(f,2)

OBSERVACION: Si x;,—1 < Xz < X;, entonces

inf{f(x)ix € [xio—l’xg]}
inf{f(x)ixe [xi’xiO]}

mio

’

io
"
io

m
m

IA

mi,
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Asi

mi, (xio _xio—l) = mj (xio — Xzt X _xio—l)

mi, (xio —xg) +m;, (xg — Xjy— )

—

IA

/ V4
m;, (x,-o — xg) +m;, (xg — x,-o_l)

y de manera similar se muestra la propiedad equivalente para M;,. Luego, tenemos que

COROLARIO 3.1.1 Si & C %, entonces

s(fLn) = s(f,2)
S(f,22) < S(f,.2n)

COROLARIO 3.1.2 Si 2, y %, son dos particiones arbitrarias de [a, b] entonces

mb-—a)<s(f,2)<S(f,2)<M(b-a)

Dem. Tomar laparticion 2 =2,U%, y usar la desigualdad
s(f,2) <s(£,2) <S(f,2) <S(f,2)

DEFINICION 3.1.5 Llamaremos integral inferior de f en el intervalo [a, b] al nlimero real
b
J fx)dx=sup{s(f,2): 2 particiones de [a,b]}
va

Similarmente, se define la integral superior de f en el intervalo [a, b] como el niimero real

b
f fx)dx =inf{S(f,2):2 particiones de [a, b]}

OBSERVACION: Notar que los resultados anteriores garantizan la existencia de tales nlimeros. Ademés,

b b
J f(x)dxif fx)dx

podemos decir

DEFINICION 3.1.6 Diremos que f es Riemann integrable si se cumple

b b
J f(x)dx=f f(x)dx
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b
f fx)dx

y en tal caso escribiremos
para el nimero en comun.

TEOREMA 3.1.1 Considere una sucesion de particiones &2, de un intervalo [a, b] tal que
Im [2,)1=0 'y Im (S(f,2) =5 (f, %)) =0

Entonces f es integrable en [a,b] y, mds atin

b
%%S(f,gzn):%%s(f,gn)zf fx)dx

Dem. En efecto, para todo n se cumple

b Yy
s(f,g’n)if f(x)dxﬁf fx)dx <S(f, 2)

entonces L
b b
OSJ f(x)dx—f Fx)dx <S(f,2:) —s (f,P)

de donde obtenemos lo deseado al tomar el limite.

EJEMPLOS:

1. Las funciones constantes son integrables.

Dem. Sea f(x)=c, c=cte.en]a,b[. Probaremos que f es integrable utilizando el criterio del

limite, y dejamos como ejercicio hacer la demostracién utilizando sumas superiores e inferiores.

Sea & una particion arbitraria del intervalo [a, b], y sean c;, -+, ¢, puntos arbitrarios, donde c¢; €

[x;_1,x;]. Entonces:

A(cr,- v, ¢n) :Zf(ci)Ax,- = cZAxi =c(b—a)
i=1 i=1

b
lim A(cy,---,cn)=c(b—a) J cdx=c(b—a)
I -0 .

2. Lafuncién f(x)=x esintegrableen [a,b]. Mdsatn
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Dem. A modo de ilustracién, utilizaremos ambos métodos para demostrar que f es integrable
en [a,b].

Método sumas superiores e inferiores Considere las particiones aritméticas de [a, b]

b—a .
Po={xi=a+1i i=12,...,n
n

entonces como f(x)=x es creciente, se sigue que

m; = inf{x:x€[xi—1,xi]}=xi
M; = sup{x:x€[xi-1,xi]}=x;
Entonces
& b—a
s(f ) = in—l( - )
—a\ < b—a
= ( - )Zl(a—l-(l—l) )
(b a)( (n—l)nb a)
= an+-———
n
1
= ( )(Z(a b+an+bn))
B (b—a)® b2—a?
B 2n + 2
y luego
b2 — g2
,}I_I)EOS(f’gn): 2

De manera similar

S(f2n) = ixi (b;a)

I
—
[Ny
S|
N}

Il

~—

[yl

S|

IN)
N~
- =

~ |

_ (b-a) a?
N 2n 2
de donde obtenemos
lim S(f, ) = 2%
Mm S (f,7n) = —
y por lo tanto
b
b2 — a2
J xdx= a
2
a
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Método puntos arbitrarios

Sea & una particién de [a, b], que define los subintervalos Ax;,---,A,. De cada uno de estos subin-

tervalos escogemos un c; arbitrario. Llamemos

Xk +Xk—1

ar :punto medio del intervalo [x;_1,xk] = 5

Ademas, denotamos AXp = X — Xj—1. Entonces:

Alcy, -+, cp) = Zf(C’)Axl chAxl Z(a +c¢;—a;)Ax;
= Za Ax; + Z(C, —a;)Ax;
- Zx‘ +2xl L —xi_ 1)+Z(Cz a;)Ax;
= —Z(x —x7 )+ Z(Cz —a;)Ax;
= —(x —x3) + Z(Cz ai)Ax;

i= 1

1
= S0 -a’)+ ;(ci — ay)Ax;

n
Veamos que Z(ci—ai)Axi — 0 cuando ||Z||—0.
i=1

1
Notamos que Vi: |[Ax| < ||2] v lei—ail < EAxi' Entonces:
Z(cl—a)Ax, <Z|cl—a l1Ax;| < 121 —ZAxl ——||9||—»o si [211-0
Luego,

b
1
lim A(cy,--,cp)=| xdx=—-(b*>-a?
22 ]1—0 a 2

OBSERVACION: Esta ejemplo ilustra la ventaja del método de las sumas superior e inferior. Notar,
ademds, que esto resulta equivalente a calcular el 4rea del tridngulo con base el segmento de 0 a b

menos el drea del tridngulo con base el segmento de 0 a a.

3. Lafuncién

)= 0 xe  [0,1]nQ
Y711 xe [0,1]N(R - Q)
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no es integrable.

Dem. Por la propiedad arquimedeana, sabemos que en cada subintervalo de [a, b], por pequefio

que sea, existen racionales e irracionales. Luego:
Mp=1 A my =0, k‘:l’...,n

Por lo tanto,
n n n n
S(f,2)=) MiAxp=) Axc=b—a A  s(f,?)=D miAxp=» 0=0
k=1 k=1 k=1 k=1

Iim S(f,#)=b—a#0= lim s(f,2
[ll2[|—0 (f ) 7 [[12[|—0 (f )

Por lo tanto, f no es integrable.

DEFINICION 3.1.7 Sea f : [a,b] — R acotaday & 1 v e fiea)
una particién del intervalo [a, b]. Una Suma de o A
i JAcgh) /
Riemann para la funcién f respecto de la particién — /r
2 es una suma finita de la forma
4] [& ‘ Ly
Olxy=[al x X3 JERR P x,=b

S(f, 2, &)=Y flew)oee — Xi-1)

k=1

(c1. fleph
\

dondelos ¢; € [x;_1, xi] .

oo STSTRPRRRE I

2 l'{

—

OBSERVACION: Cuando la funcién considerada es continua, las sumas superiores e inferiores correspon-

den a sumas de Riemann.

Escribiremos

Iim S(f,22,e;)=L
I12]1—0 ( 2

para denotar que para todo ¢ > 0 existe un 0 > 0 tal que si &2 es una particiéon con ||Z|| < § entonces
|S(f,?]’,£,-) —L} <e.

TEOREMA 3.1.2 Sea f :[a,b] — R una funcién acotada entonces

rb
1. lim S(f,9)=f flx)dx

I ll—0
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lZ1l—0

b
2. lim s(f,2) =J flx)dx
va
b
3. Si f esintegrable en [a, b] entonces ”gﬁnos(f,g’,ei) :J fx)dx

El punto 3 es razonable pues
s(f,.2)<S(f.2,e) <S(f,2)

cualquiera sean las elecciones de ¢; realizadas.

OBSERVACION: En los libros de célculo se acostumbra a definir la integral de la siguiente forma: Sea f :
[a, b] = R acotada. Diremos que f es integrable Riemann si
r
lim S(f,2?,&)= lim i)ty —tr—
Jim S(f l)wmgﬂm )

existe y no depende del tipo de particiones ni de los €; escogidos. En tal caso se denota

b
lim S(f, 2, &) :f f(x)dx

I ll—0

Esta es la definicion que dimos al inicio, y es posible probar que ambas definiciones son equivalentes.

EJERCICIOS: [Desafio para los alumnos] Muestre que f(x) = e* es integrable en cada intervalo [a, b] més

b
J eXdx=el —e®
a

aln, muestre que

Ind: Utilizar particiones aritméticas.
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3.2.

CLASE 7: Propiedades de la integral definida

Veremos en esta seccion las propiedades més importantes de la integral de Riemann, que nos permi-

tiran operar con ellas. Comenzamos con las propiedades de linealidad.

PROPOSICION 3.2.1 Sean f, g : [a, b] — R acotadas e integrables. Entonces:

1.

2.

Dem.

1.

b b b
f £ g esintegrable ademas f (fx) £ gx)dx = J f(x)dx +f gx)dx

b

b
af(x)dx = af f(x)dx

Si a esunreal, entonces a f es integrabley f
a

Basta notar que, para las sumas finitas, se tiene que

Z f*g= Z f+ Z g
y las integrales consideradas son limite de sumas finitas. Hacemos el detalle para la propiedad 2.

Sif:[a,b]— R esacotada e integrable entonces

I (l—0

b
lim S(f,2,¢;) =f flx)dx

notar que si
n
S(f,2,e1) =D flex) Axy
k=1

entonces

S(af,2,¢i) =Zaf(sk)Axk =aZf(£k)Axk =aS(f,2,¢€:)
k=1 k=1

se sigue

b
lim S(af,2,e)= lim (aS(f,,@,si))zaHIim S(f,@,si)zaf fx)dx

l2]l—0 1 ]l—0 2|1—0
pero
b
lim S(af,2,¢ei)=| af(x)dx
Jim §(af,2,e:) f fx)
se sigue

b b
f af(x)dxzaj fx)dx
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TEOREMA 3.2.1 Si f(x)=0 Vxe€ [a,b], salvoun ndmero finito de puntos, entonces

b
f f(x)dx=0

Dem. Sean aj,---,aj lospuntos del intervalo en donde f(x)#0.
Sea M =maéax{|f(a;)|,i=1,---,k}. Entonces:

k k k k
A(er, - ei) =D flendx| < ) [ flenlax; <D _If(@lax; < M2l =|M|I|2 |1k
i=1 i=1 i=1 i=1
Asi: A(cy, -, cC — 0
ACer, el o

b
f f(x)dx=0
a
OBSERVACION: Una funcién de este tipo se dice «nula casi en todas partes» 6 «nula c.t.p.». En general, si
una propiedad se cumple en un subconjunto de R excepto, a lo mas en un ntimero finito de puntos, se

dice que la propiedad se satisface en el conjunto c.t.p.

COROLARIO 3.2.1 Sean f, g dos funciones definidas en [a, b] tales que f es integrabley f(x)# g(x) s6lo

en un namero finito de puntos (o, f(x) = g(x) c.t.p.). Entonces, g es integrable y, mds atin:

b b
f f(x)dx:f g(x)

Dem. Sea h(x)=g(x)— f(x). Porlotanto, h es nula c.t.p., de donde h es integrable y

b
f h(x)dx=0

Pero, g(x)=f(x)+h(x) = g es integrable (suma de funciones integrables en [a, b]). Ademads:

b b b b
J gx)dx = J fx)dx +J h(x)dx = J fx)dx

TEOREMA 3.2.2 Sean f, g : [a, b] — R acotadas e integrables. Entonces:

b
1. Si f(x)>0, entonces J f(x)dx >0
a

2. Si f(x)< g(x) paratodo x €[a, b], salvo quizds en un conjunto finito de puntos, entonces

b b
J fx)dx Sf g(x)dx
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3. |f(x)| esintegrable y se cumple:

b
f f(x)dx

4. Si m < f(x) £ M, salvo quizés un conjunto finito de puntos, entonces

b
Sf |f(x)ldx

b
mb—a) < J f(x)dx < M(b—a)

Dem.

2. Porlinealidad, g— f esintegrable, y por hipétesis, f(x)< g(x)c.t.p. Luego:
b b b
glx)— f(x)>0ctp. .. J (gx)-f(x)dx>0 = f f(x)dx SJ g(x)dx.
a a a

3. Como |f(x)| serd continua en todos los puntos en que f lo sea, se tiene que |f| es integrable en
[a,b]. Ademas:

b b
J@)=If&)] vxela,b] = f f(X)def If()ldx y

b b
—fx)ZIf(x)| Vxé€la,b] == —J f(x)deJ |f(x)ldx

b b
f f(x)dx SJ |f(x)dx
a a
4. Aplicacién directa de 2.
EJEMPLOS:
172 dx
1. Muestre que 0,5< <06
12/ (1= x2) (4-22)
Solucién:
. . . ) 1 1
La funcién en el integrando esté definida para —5 <x< > Luego:
3L < (1-x)-x2) < 4
V5 < JI-x?)4-x?) < 2
1 < -1 < 4 6
2 - (l_xZ)(4_x2) - 3\@ — 10

2. Sin calcular las integrales decidir cual es mayor:

1 1 1 1
(@) J xdx O J V1+x2dx (b) f senxdx 6 f senx dx
0 0 0 0
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PROPOSICION 3.2.2 (Aditividad) Sea f : [a, b] — R acotada e integrable. Para todo ¢ € [a, b], f es
integrable en los intervalos [a, c] y [c, b] . Ademas se cumple:

b c b
J f(x)dx=f f(x)dx+J f(x)dx

El reciproco también es vdlido, es decir, si f es integrable en los intervalos [a, c] y [c, b] para algin

c€la, b] entonces f : [a, b] = R esintegrable y vale la igualdad anterior.

DEFINICION 3.2.1 Sea f : [a, b] — R acotada e integrable. Definimos

1. J f(x)dx =0

b a
2. J f(x)dx = —f f(x)dx
a b

PROPOSICION 3.2.3 Sea f : [a, b] — R acotada e integrable. Dados «, 8, vy € [a, b] cualesquiera y sin

importar el orden entre ellos, se cumple:
B Y B
J fx)dx =f f(x)dx—i—f f(x)dx
a a Y

EJEMPLOS:

1. Suponga que

1 1

4
f(x)dx =5, ff(x)dxz—z y J h(x)dx=7. Entonces
1

-1 -1

-1 4 1 4
a) J fx)dx=— f(x)dx:—( f(x)dx+f f(x)dx) =—05B+(-2))=-3
4 -1 -1 1

1
b) J (2f (x)-3h(x))dx=2-5-3-7=—11

-1

4
2. Calcular f 2Mldx  donde [x] denota la parte entera de x.
0

4 1 2 3 4
f z[xldx:f z[x]dx-l—f 2[x1dx+f Z[X]dx+f 2Wdx =
0 0 1 2 3

1 2 3 4
=f 2°dx+f 21dx+f 22dx+f 22dx=14+2+4+8=15
0 1 2 3
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3
3. Calcular J [xz] dx.
1

En este caso, debemos hacer un anélisis més cuidadoso. Notemos que:

1 si 1<x<+v2
2 si V2<x<V3
3 si vV3<x<2
4 si 2<x<+5
[x?] = .
5 si V/5<x<v6
6 si V6<x<V7
7 si V/7<x</8
8 si vV8<x<3

Dejamos el resto de ejercicio al lector.

EJERCICIOS: Obtenga las antiderivadas de las siguientes:

1. f(x)=x—[x], x€]0,4]

X, 0<x<m/2
2. f(x)=1 senx, m/2<x<3m/2
-1, X >3m/2

3.2.1. Criterios de Integrabilidad

TEOREMA 3.2.3 Sea [ : [a, b] » R monétona; entonces f esintegrableen [a, b].

Dem.: Supongamos que f : [a, b] — R es creciente y 22, es la particién aritmética de [a, b] entonces

v =fix) /’_: ‘

’ fib) — fla)
0/ R

o~

—.-lﬂl'l._

0 Ip=a X Xz g = b
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S(f,2,) = ZMkAxk :Zf(xk)Axk = (b_a)Zf(xk)
P =1

n
k=1

s(f,2n) = kaAkaZf(xk—l)Aka(b;a Zf(xk—l)
k=1 k=1 k=1
Luego
$(1.2) =5 (1.2) = (0 ) S ()= f e = () (£10)- (@)
k=1
de donde

,F_Igo(s(f’@n)_s(f’gn)):o

y por lo tanto f es integrable.

OBSERVACION: Muchas de las funciones con las cuales se trabaja en cdlculo son monétonas por intervalos.
Entonces, por la propiedad de aditividad y el teorema anterior, es posible argumentar la integrabilidad

de practicamente todas las funciones elementales que conocemos, como e*,In x, arctan x,etc.

Con un poco més de esfuerzo es posible mostrar:

TEOREMA 3.2.4 Sea f :[a, b] — R continua; entonces f esintegrableen [a, b].

Este criterio se puede extender a funciones continuas por trazos, entendiendo por éstas, funciones

acotadas con un ntmero finito de discontinuidades de tipo salto, como vemos en el siguiente

TEOREMA 3.2.5 Sea f: [a, b] — R continua por trazos, y sean X, X1,... X, los puntos de discontinuidad

de f. Entonces f esintegrableen [a, b] yse cumple que:

b X0 X1 b
Jf(x)dx:f f(x)dx+J f(x)dx+---+f fx)dx

Para el cdlculo integral también existe un teorema del valor medio:

TEOREMA 3.2.6 (Teorema del Valor Medio para Integrales) Sea f una funcién continua sobre el in-

tervalo [a, b]; entonces:

b
dc € [a,b]: f f(x)dx=f(c)(b—a)
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OBSERVACION: Para entender geométricamente el significado de este teorema, considere una funcién
f = 0en el intervalo. Luego, esto quiere decir que existe un punto c en [a, b] tal que el 4rea bajo la curva
de y = f(x) es igual al drea del rectdngulo de base b — a y altura f(c).

Veremos a continuacion el Teorema del Valor Medio Generalizado para integrales, y demostraremos

este Ultimo. Veremos que el anterior es un caso particular de éste.

TEOREMA 3.2.7 (Teorema Generalizado del Valor Medio para Integrales) Sean f, g funciones tales

que:

= f escontinuaen [a,b]

= g esintegrable sobre [a, b] y no cambia de signo en este intervalo.
Entonces,

b b
dc €a,b]: J f(x)g(X)dx=f(C)f g(x)dx

Dem.: Supongamosque g=>0 (andlogamentesig <0).
Como f es continua en un intervalo cerrado, sabemos que alcanza su méximo y su minimo en el

intervalo. Luego, si m =min{f(x),x€[a,b]} A M=max{f(x),xe<l[a,bl}:

m < f(x) < M
mg(x) < flx)g(x) < Mg(x)
b b b
J mg(x)dx < f fx)gx)dx < J Mg(x)dx
b b b
Tnf glx)dx < ff(x)g(x)dx < Mf g(x)dx

b b
= Si f g(x)dx =0 entonces J f(x)g(x)dx =0 vy luego para cualquier c¢ en el intervalo
a a

ambas integrales valen 0.

b
_ S f®gdx .

= b
J, gx)ax
[a,b] y estd acotada por los mismos valores, sabemos que f toma todos los valores entre m y M.

Pero, como f es continua en

b
= Si J g(x)dx >0 entonces m
a

Luego, en particular, existe c € [a, b]:

J? f)gxdx

fle)=
[7 g(x)dx
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OBSERVACION:

= Para demostrar el Teorema del Valor Medio anterior (no generalizado), basta hacer g(x)=1 enel

Teorema del Valor Medio generalizado.

= Notemos que otra manera de mirar el T.V.M. es sefialar que, bajo las hip6tesis,

b
dc € [a,b]: f(c)=ﬁf f(x)dx

Esta sencilla altima observacién, permite definir

DEFINICION 3.2.2 Sea f:[a, b] — R integrable. Se define el valor promedio de f en [a, b] por

L
AV (f) =—J fx)dx

b—a
EJEMPLOS:
b
1. Probar quesi f : [a,b] — R es continuay J f(x)dx=0 entonces existe ¢ € [a, b] tal
que f(c)=0. “

2. Si [x] denota la parte entera de x, calcular:

4 4 _1\[x] 16
a) f (-2 dx b) f HED" s o) J [vVx]dx
0 0 2 0

b
3. Muestre que f e‘dx=el — e
a

Dem.: Sean &, las particiones aritméticas de [a, b]. Sabemos que f(x)= e* es integrable por ser

mondtona creciente, y luego para cualquier eleccién de puntos &y € [xi—1,X;] se cumple

n b
lim exp(er) Axy = e‘dx
i, Y eieas f

Por el teorema del valor medio:

exp (xx) — exp(xx-1)
Xk — Xk-1

=exp(ex) para algin e € |xx_1, X[ de donde

exp (xx) —exp(xx—1) =exp(ex) Axk

Para esas elecciones especiales de & se tiene

n n

Zexp(ek)Axk =Z (exp(xx) —exp(xx_1)) = e’ — e®

k=1 k=1
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n b
Pero lim exp(ex) Axg =J e‘dx y luego

Pl =0
17 ll-0 &
b
J e*dx=el —e®
a

b
4. ; Qué valores de a y b maximizan el valor de f (x - x2) dx?
a

a

3.3. CLASE 8: Teorema Fundamental del Calculo

3.3.1. Teorema Fundamental del Calculo

DEFINICION 3.3.1 Sea f : [a, b] — R acotada, integrable. Llamaremos Integral Indefinida de f ala fun-

cion F:[a,b]— R definida como

F(x) =J f(H)de

PRrROPOSICION 3.3.1 Si f: [a, b]— R esacotada e integrable entonces F es continua.

Dem.: Sea xp<]a,b[. Probaremosque }En(l) F(xo+ h)= F(xy).
SeaheR: xo+hela,b[. Entonces:

Xo+h Xo
f fryde —f f(de

Xo+h
f f)ydi—

0

X0 Xo+h Xo
|F(xo+ h) — F(xo)| = f f(t)dt+J f(t)dt—f f(t)dt

0

<|Mh| pues f es acotada

Luego, como:
0 < lim|F(xo + k) = F(xo)| < lim |Mh[=0

por el teorema del «<sandwich»: %Ziné F(xo+ h)= F(xo) y por lo tanto F es continua.

TEOREMA 3.3.1 (Teorema Fundamental del Calculo) Sea f : [a, b] — R continua; entonces la integral

indefinida F es derivable en x € [a, b] y, més atin
F'(x0) = f(x0)
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Dem.: Por la definicién de la derivada:

/ ¢ F(x+h)—F(x) L 1 x+h x o 1 x+h
F(x) = klil(l)f = }}E(l)ﬁ (L f(t)dt—L f(t)dt) = }llil(l)ﬁ (L f(odt

Por el Teorema del valor medio para integrales, sabemos que: 3Ic €[x,x + h]:

1 x+h
n (J f(t)dt) = f(c)

Notamos también que si & — 0, entonces ¢ — x. Luego, como f es continua, se tiene:

1 x+h
/ — i =t = i =
F(x) = lim - Ux f(t)dt) lim f(c) = lim f(c) = f(x)
Luego, efectivamente se tiene que F es una antiderivada de f.

OBSERVACION: Otras maneras de escribir este resultado son:

. ( f f(t)dt) | =)
d X
([

EJEMPLOS:

X /
1. (J 3\/1+t5dt) = V1+x5
0

=[x

X

2. Sea f(x)=J x3arctan(t?)dt . Calcule f(1).
1

Solucién:

X

X
f(x):f x’arctan(t?)dt :x3j arctan(r*)dr
! 1

X / X
f'(x) = (xsf arctan(tz)dt) =3x2j arctan(t?)dt + x3arctan (x?)
1 1

X

(%) :6xf arctan(t?)dt +3x%arctan(x?)+ 3x2arctan (x?)+x3- 2x
1

1+x*

37
Evaluandoen x=1: f”(1) = 7+1
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TEOREMA 3.3.2 (Regla de Barrows o Segundo Teorema Fundamental del Calculo) Sea
f:la,b]— R continuaysea g unaprimitivade f en [a, b]; entonces

b
J f(x)dx = g(b) — gla)

X
Dem.: Sea F la integral indefinida de f, esdecir, F(x)= | f(t)dt. Porlo anterior, sabemos que F

es continuay que F/(x)= f(x), es decir, F también es una ant?derivada de f. Luego:
Fx)=gx)+C, Vx €la,b]
En particular:
gla)+C=F(a)=0 = C=-g(a)
Asi
F(x)=g(x)—g(a) Vx € la,b] — F(b)=g(b)—g(a)
b
f fx)dx=g(b)-gla)
a

EJEMPLOS:

T

T
l.f cosxdx=senx| =senm—sen0=0
0
0

VA
=—cosnt—(—cos0)=1—-(—-1)=2

T
2. f senxdx =—cosx
0
0

S| 26

w

4 2 1
. 2x+1dx = =(2x+1)*2=
o 3 2

0

2

o
= arctan(1l) — arctan(—1) = 5
0

2 dx 2 dx
4, 5 = > = arctan(x — 1)
0 X°—2x+2 0 (x—1)+1

fn/z sen2x d fn/z 2sen(x)cos(x)
0 0

/2
= In(2)

o

dx =1n (1 + senz(x))

1+sen?x 1+sen?x 0

Usando regla de la cadena, el teorema anterior tiene una version mas fuerte:

PROPOSICION 3.3.2 Si f(x) es continuay g(x), h(x) son derivables en el intervalo [a, b] entonces se

cumple:

g(x) !
L. (f f(l‘)df) = f(g(x))-g’'(x)
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g(x) /
2. U f(t)dt) = f(g(x))- g’(x) — f(h(x))- h'(x)
R(x)

Dem.: Demostraremos 1. pues 2. se demuestra andlogamente:
g(x) !
Para calcular (—f f)d t) suponga que F es una primitivade f. Luego:
a
8(x) ! ,
U fle)d t) = (F(gtx) - F(@)) = F(g(x))-g'(x) 0= f(g(x)-g'(x)
a

EJEMPLOS:

cosx /
1. (J sen(tz) dt) = sen (coszx) -(—senx)—sen (xe) -3x?
X

3

=—sen(x)-sen (C082 x) —3x%sen (xG)

x3
2. Si x3+2x:f f(t)dt, calcular f(3).
0

x3
Solucion: Derivando directamente la expresion  x3 +2x = f f(t)dt setiene:
0
3x%+2= f(x%)-3x*
Evaluandoen x = V3 :

3V9+2

fB3)= 35

3. Determinar todas las funciones y = f(x) tal que

y(x)—l—J y()dt+3=0
0

Solucién: Derivando directamente la expresion, obtenemos

d
Y@)+yx)=0 = —yy:—dx
dy —X
7=— dx = Inly|=—x+C = y(x)=Ke

Para determinar la constante K, reemplazamos la solucién en la ecuacion:
X
Ke_x+f Ke 'dt+3=0 = Ke™ —Ke™+K+3=0
0

dedonde K=-3 porloque y(x)=-3e™*.
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2b . nb
n’ "'n )’

RIS

’

4. Sea f:[0,b] — R continua. ParatodoneIN,sea &, = {0,

b n
b
a) Verifique que Lf(x)dx=’}i_r)lolo;;f(kb/n)
b) Use lo anterior para evaluar:
1\2 [2)? n\>2
BRCENO)
n n n
o1 T 27 nmw
ii) hm—(sen——i—sen——i—---—i—sen—)
n—00 n n n

n
e s 1 1 1 1
iii) lim | —+ + +oot
1

na na+b na+2b ' na+(n-1)b

iv) lim — (e¥"+e%" 4.4 /")

n—oo n

Dem.:
a) Laparticién &, es aritmética, ysunormaes |Z,||=—. Ademas,
n

AXpy =X —Xp—1=—, k=1,---,n.
n

Escogemos c¢y=xr=-—. Luego:
n

b n "
bk\ b
dx = 1i A = i _ | —
fo Jedx IIsP’iIHILO ;ﬂck) ol ||5ﬂir\|rl>o ;f( n ) n
b 2b b
b) i) Sea f(x)=x? y consideremos la particion 9,1:{0,;,7,---,%},
bk\?
f(Ck)=(—) . Luego:
n
11} (2} 2
b3 lim — ((—) +(_) +...+(ﬁ) ):
n—oo 1 n n n
b((b 2 (21;)2 (nb)z)
=lim—||—=] +(—| +-+| — —
n—oo n n n
n n b
bk\ b bk\ b b3
= lim — | — = lim ] — = xzdxz_
”*O‘)kzz;f( n ) n ||%||~okzz;f( n ) n L 3
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ii) Sea f(x)=senx = f(cx)=sen
mk
b=m. Luego, f(cx)=sen (7)
Luego:
o1 ( T 21 mr)
n lim — [ sen—+sen—+---+sen—
n—oo n n n n

Asi:

n—oo n

1 1
iii) lim [ —+ + 4+
) n—>00(na na+b na-+2b

n
= lim _
n—00
= \a+

Claramente, debemos escoger

n v
) kn\
= lim sen| — | — = senxdx
n—0o0 n n 0

1
(EL

n

TT
1 T 27 nmn 1
lim — [sen—+sen—+---+sen— | = — senxdx
n n n T J,

N 1 i & 1
— | = lim _— | =
na+(n-1)b n—00 £ na+(k—1)b

1 Yo
— = ax
)b) n Jo a+bx

iv) Claramente, en este caso, f(x)= e3*, y se procede como arriba.

2xsen%—cos% si x#0

5. Sea f(x)={

0 si x=0

Calcule f(x)dx.

22

Solucién: Una antiderivada de f en el intervalo [—n, ﬂ] es

x2senl si x#0
F(x)z{ * #

ya que, efectivamente, F es continua en [—%,
F'(x)= f(x). Veamos que F’(0)=0:

F(n=FO) _

0

7)

h2seni — 0

si x=0

Ademads, es claro que si x # 0, entonces

F/(0) = lim
h—0

Luego:

h—0

1
h ‘
=lim hsen— =0
p o T imhseny

[ pramr(2)-r(-2)= 2 (s (2)-on (-3)) =2

6. Sea f:R — R una funcién continua; seana,b€R: a<b. Si

b b+t
VieR: J f(x)dx=f f(x)dx
a a+t

probar que f es periddica y hallar su periodo.
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b b+t
J f(x)dx f(x)dx

aEH b+t
= f(x)dx+f f(x)dx
a+t b

b+t

—j f(x)dx+ f(x)dx

a+[ b+t
j f(x)dx— f(x)dx+f f(x)dx
J f(x)dx—f fx)dx

fla+t)=fb+t) VieR

Derivando respecto a ¢ obtenemos:

Evaluando en ¢ =0: fla)= f(b).

Asi, T =b—aesun periodo para f; en efecto: fla+t+(b—-a)=f(b+1t), VieR

x2 _en /2 sent
e- —4+fx e dt

T

7. Calcular lim
x—2 1+cos2x

Solucién: Este es un limite de la forma g, por lo que aplicamos L'Hopital:

2 m/2
e- X _¢en +f esent ¢ 2ex _ psenx 2e _ psenxcogy € e
. s 4 X _ 14 b 1 T T _
lim =lim——=lim————— =— =—
=z 14 cos2x x—Z —2sen(2x) x—% —4cos(2x) 4 27

EJERCICIOS:

21
27
1. Pruebe que f |14+2cosx|dx=4V3+ 3
0

2. Lafuncién f(x) tomalos mismos valores parax =a y x =b, ytiene derivada continua. Determine

el valor de J f'(x)dx.
a
* 1
3. Determine fyc si J f(t)dt=cosx—§.
c

4. Determine f yunnumero a € IR tal que 6 + f( ) dt =2Vx Vx> 0.
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5. Calcule los limites:

1 2 4 6 2 " 5n3k + V7 k4
@ lim |—(YS+{ =+ o+ b) 1imzi
n—oo | n n n n n n—00 2nd

k=1

6. Encuentre d—);, donde y estd dado implicitamente por

y X
J etdt—I—J costdt =0
0 0

f (;C arcsentdt
7. Calcular Iim——
X0 Xtanx

A continuacién veremos c6mo se aplica lo que hemos visto respecto a las técnicas de integracién (o
de célculo de primitivas).

TEOREMA 3.3.3 (Sustitucién en integrales definidas) Sea f:[a,b] — R continua y sea

¢ :[c,d] —[a,b] con derivada ¢’ continuay tal que: p(c)=a, ¢(d)=>b. Entonces:
b d
f fx)dx =J flp(x)-¢’(x)dx
a c

OBSERVACION: Esimportante, al hacer una sustitucién en integrales definidas, preocuparse que la sustitu-

cién sea consistente, es decir, esté bien definida en el intervalo de integracién. Por ejemplo, si al calcular

27
dx .
—— hacemos u = tan(%) entonces cuando x = 7 se tiene que u — oo. Vea qué més sucede.
o D—3cosx
EJEMPLOS:

2
1. Evalte la integral definida: f xe* dx
0

Solucion: Consideramos el cambio de variable © =x2 con x€[0,2] = du=2xdx.
Luego, x=0 < u=0 y x=2 & u=4.

2
2
f xe* dx
0

Entonces:

_ 90)

Il
(=] ?
>
N =
Q
S
Q
<
Il
|
Q
=
™
Il
| =
~~
Q
S
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1
2. ;Esposible realizar la sustitucién x =sect enlaintegral I= f x2+1dx?
0

Solucién: No es posibleyaque sect>1 yelintervalo de integracion es [0, 1].

3. Demuestre que
v T v
f xf(senx)dx = > f f(senx)dx
0 0

Aplique esta propiedad para calcular

T
xsenx
11 cnc2 v dx
0 1+cos=x
Solucién: Hacemos el cambio de variable: Uu=n—-x = du=-dx:

Y Y

nf(senu)du—f uf(senu)du

0

T 0
J xf(senx)dx:—f (ﬂ—u)f(sen(rc—u))du:f
0 T 0

donde hemos usado que sen(w — u)=senu. Luego:

s s s 71'
ZJ xf(senx)dx:nj f(senu)du = f xf(senx)dxzzf f(senu)du
0 0 0 2 Jo
" xsenx 7 [T senx o (7' dr T -1 )2
—-dx=- ———dx=—— —— =—arctan(z) =(—)
0 14cos“x 2 0 1+4cos“x 2 ), 1+t 2 1 2

b
4. Sea f :[a,b] — R una funcién integrable, tal que f(x)= f(a+b—x). Si f f(x)dx =M,

b
determine f xf(x)dx.
a

b a b
Solucion: f xf(x)dx f (a+b—u)f(a+b—u)(—du)=f (a+b—u)f(u)du
a b a

~—~—
u=a+b—x

b b b
:J (a—i—b)f(u)du—f uf(u)du:(a—i-b)M—J uf(u)du
(a+b)M

b b
Zf xf(x)dx=(a+b)M = J xf(x)dx = 5

EJERCICIOS:

1 1
1. Pruebe que J x"1-x)"dx :J x"1-x)"dx.
0 0
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2. Seaa e Rt yconsidere f:[—a,a]— R una funcién continua.

a

a) Muestre que si f es impar entonces f(x)dx=0.

—a

a a
b) Muestre que si f es par entonces fx)dx= Zf f(x)dx.
0

—a

3. Aplique lo anterior para calcular:

a) J cos2xsen(5x)dx

—TT
1/2
1_
b) J cosxln(—x) dx
172 14+x

TEOREMA 3.3.4 (Integracion por partes en integrales definidas) Sean f,g : [a,b] — R diferenciables y

tales que f’y g’ son integrables en [a, b], entonces:

b b b
f f(x)g’(x)dx=f(x)-g(x)‘a—J f(x)g(x)dx

EJEMPLOS:

T

1. CalcularJ xcos(x)dx
0
Sean f,g:[0,7] — R tales que,
f(x)=x, g'(x)=cos(x)dx. Entonces f'(x)=dx,yg(x)=sen(x)

Luego, integrando por partes:

x sen(x)

T
J xcos(x)dx
0

P T
— J sen(x)dx
0 Jo

T
+ cos(x)
0

x sen(x)

T
0

(wsen(mt) —0sen(0))+ (cos(m) — cos(0)) = —2

2. Sea f una funcién con primera derivada continua en [0,1]. Si se sabe que f(0)=4 y f(2)=9,

calcule:

1
f f?(2x)- f'(2x)dx
0
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Verdnica Gri mnhprg Stern

Solucién: Integramos por partes, con u = f?(2x), dv= f'(2x)dx dedonde v= @

Luego:

1 1
- f Fen)- v de= e 12 - f 4f2(2x) f'(2x) dx =
0 0

32 1 32 30 93 43
_feop S Lo 9 8
2 o 2 2 2 2
93_43
I =
6
! In(x +1) s "arctanx
3. Sabiendo que 2—dx=—ln2, calcule —dx.
0 X°t1 8 o Xt1

dx
Solucién: Integramos por partes, con u =arctanx, dv= 1 dedonde v=In(x+1).
Luego:
1 1
arctan 1 In(x+1 s T v
arerany — %dxz—an——ln2=—ln2
0o X7 1 0o X°Tt 1 4 8 8

1
. (x+1)2-2 dx
asi I=| S22y _ :
b= ey Y T GEe

i) Calcular I;.

ii) Calcular I».

1-21-n
iii) Demuestre que In=—1+]n71_2]n.
n_
Solucion:
1 1 1
x+1)32-2 x2+2x—1 2x 2
i 1= de: ———————dx= 1+ —— dx=
o (2+1) o (*+1) 0 x2+1 x2+1
1
=x+In(x?+1)—2arctanx —1+ln2——
) Y12 —2 "x24ox—1 !
i) Ib= —_— = ———dx=
o (XF+1) o (XF+1) o (x 2+1)2 o 2+1)2

1
J(xz—i-l)z ( x2+1 f(xzﬂ)2 T2

Para calcular la integral restante, hacemos el cambio de variable:

u =arctanx = du=1 dedonde (x=0 = u=0) A (x=1 = u=—)

+ x2

I 1 1
L=-—+ —2cosudu=—+(——sen2u)
2 0 2 2
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. P12 - B
i) In= (x2+1)” (2+1)" (x2+1)" N

0

e (T 2ax T2 o[,
I RNC RS R e S R K ¢S T RN €N E

(x2 4117
1—n

1—21-n

:]n—l_zjn - L
n—1

—]n 1_2]n

5. Usando férmulas de reduccion, obtener la formula de Wallis:

1:3:5--..0 (n_]_)ﬂ' .
E S1 n €s par

/2 /2 R R s TR n
f sen”xdx:f cos"xdx =
0 0 D hGeenees (n—1) . ‘
si n es impar
1-3:5--.... n
Solucién:
/2 /2
In:f sen”xdx:f sen”_lxsenxdx:---:(n—l)f sen”_zxdx—(n—l)f sen" xdx
——— ——
0 0 M do 0 0
Es decir:
n—1
nl,=n-1I,_, de donde I, = p. I, »
Andlogamente:
I . n 2—11 _ n—31
n—-2 — n—2 n—-4 — n—2 n—4
2-1 r/2 n
I = Iy e I()—f dx=—
2 2
0
I 17
722
/2 /2
Ademas: J senxdx =-—cosx =1 s L=1
0
0

Asi, finalmente, se tiene la férmula pedida.

g w2 5317 157
Observacion: senxdx = ==-==
0 6422 32

/2

Dejamos como ejercicio el cdlculo andlogo para J cos" xdx
0

76



Verénica Gruenberg Stern 3.3. CLASE 8: TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

X
Int
6. Sea f(x) :f %dt, si x>0. Calcule f(x)+ f(1/x). Calcule ademaés esta suma para x = 2.
1

Solucién:

1/x
Int
Tenemos que f(1/x) = f md t ydebemos calcular entonces:
1

X 1/x
Int Int
1 = —dt —dt
fl)+ f(1/x) T +£

Analicemos la segunda integral:
1/x X 1 X
Int In- 1 Inu
——dt = — L. —du = ——du
L tHl =l ) %4-1 u? L u(l+u)

(" It Ine Int(+1) »
f(JC)+f(1/x)—f1 (—t(1+t)+t+l)dt_f1 t(1+t) f(lnt)t dt

Luego:

Calculamos esta tltima integral por partes:

X
sz Int t7'dt =Int-Int
lv\v/

u dv

X
X
—f tIntdt =In®x—1
1
1

1
I = zlnzx de donde fx)+ f(1/x) = —ln X

1
En particular, si x =2: f)+fQ1/2) = Eln2 2.

EJERCICIOS:
e
1. Encontrar la férmula de reduccién para f x°(Inx)"dx. Conella, calcular Is.
1

2. Demuestre, usando férmulas de reduccién, que

2 4
f 1-x®)"dx==-=-- 2n
3 5

2n+1

3. Demuestre que Vn € IN:

2
2n+1) =«
f x"V2x—x?dx = 2ntil 7
0

nl(n+2) 2"

X
et
4. Sea F(x)= f Tdt, si x>0. j;Paraquévaloresdex: Inx<F(x)? Pruebeque:

X el y
fl H—adt:e [F(x+a)— F(1+a)]
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3.4. CLASE 9: Aplicacién al calculo de areas en coordenadas cartesianas

3.4.1. Areas entre curvas

Sea f una funcién no negativa y acotada definida en el intervalo [a, b] € IR. Queremos definir el drea

de regiones del tipo:
R ={(x,y):x€la,bl,y €0, f(x)]}

Si Uy V son regiones, las condiciones basicas que deberia cumplir nuestra definicién son:
i. UCV = drea(U) < érea(V)
ii. Si area(UNV)=0 entonces darea(UUV)=area(U)+ area(V)

iii. Si R esunrectdngulo de lados a y b entonces d&rea(R)=ab

Si designamos el drea de % por A? (f) entonces las propiedades anteriores se traducen como.

1. SiVxela,b]: 0<f(x)<g(x) entonces Ab(f)<AL(g)
2. Vcela,b] secumple AL (f)=A¢(g)+AL(g)

3. Ab(c)=c(b—a)

Probaremos que si f es una funcién Riemann integrable, entonces la inica definicién posible de drea
de la regi6on Z es la integral de Riemann. En efecto, sea & ={xy,x1,...,x,} es una particién de [a, b]

entonces por la propiedad 2 se cumple
n
b i
AL ()= A% (/)
i=1
Pero, usando las notaciones usuales
miAx; AT (f) < MiAx;

se sigue que

s(f,2) <AL (f)<S(f,2)

Como la particién es arbitraria obtenemos

b Y
f f(x)dx <AL () SJ f(x)dx
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b b
De esta forma, si la funcién es Riemann integrable entonces fa f(x)dx = f " f(x)dx, de donde la tinica

definicién posible de drea que cumple con las propiedades basicas consideradas es

b
Ab(f)= f f(x)dx

OBSERVACION: El drea encerrada por dos funciones arbitrarias y = f(x), y = g(x) entrelasrectasx =a

y x=>b estd dada por

b
A=f |f (x)— g (x)|dx

3.4.2. Ejercicios

1. Hallar el drea de la region encerrada por las curvas y =10x—x2 y y =3x—8.

Solucién: Graficamos ambas funciones. Bus-
camos los puntos de interseccién de ambas

gréficas, es decir, resolvemos el sistema

= 10x —x?

y
y = 3x-8

de donde 3x—8=10x—x2 ecuacién que

tiene por soluciéon x =8, x =—1.

Notamos que en [—1, 8] la grafica de la pardbola
pasa por arriba de la recta.

Figural

Asi, podemos calcular el 4rea:

8 8
J (10x—x2)—(3x—8)‘dx=f (10x—x2—(3x—8))dx=?
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2. Encontrar el drea encerrada por las curvas y>=x y y=3x—10.

Solucién: Buscamos las intersecciones de las curvas,

es decir, resolvemos el sistema

vt o= x

y 3x—10

Despejamos x en la segunda ecuacién y reemplaza-

mos en la primera, de donde

, y+10
Y=
que tiene soluciones y =2,y = —g, valores que co-
25 .
rresponden a x = 4 y x = %’ respectivamente. Los

gréfico de estas curvas corresponden a una pardbola

Figura 2

y unarecta pero la pardbola tiene directriz perpendi-
cular al eje X, es mds conveniente mirar el problema

como si el eje Y fuera el eje X; queda

2 2
+10 +10 1331
_5/3 3 5/3 3 162

3. Hallar el &rea A encerrada por las curvas y =senx, y =cosx entrelasrectas x=0 y x=r.

Solucién: Buscamos las intersecciones de las

curvas y = senx, y = cosx en el intervalo

as 5 3N, [0, 7], es decir, debemos buscar las soluciones
de senx = cosx en el intervalo. Asi, x=rm/4.

En [O,%] : cosx>senx yen [%,n] se cum-

ple: senx>cosx. Asi

Figura 3

T /4 T
J |senx—cosx|dx:J (cosx—senx)dx+f (senx—cosx)dx:(\/5—1)+(\/§+1):2\/§
0 n/4

0
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4. Hallar el area encerrada entre las curvas 8y =x3 y 8y =2x3+x%—2x

Solucién: Buscamos los puntos de interseccién de

las curvas, es decir, resolvemos el sistema

8y = x°
8y = 2x3+x%—2x

Entonces

2334+ x2-2x=x & xP+x*-2x=0

S x(x—-1)(x+2)=0

Se sigue que las curvas se intersectanen x =0,

Fi 4
x=1vy x=-2. Ademads de forma analitica, po- gra
demos determinar cudl de las curvas se encuentra
arriba y en qué intervalo.

En efecto:
2x3+x%2—2x>x3 — x(x-1)x+2)>0
Luego, utilizando la tabla
-2 1
X - - - - - 0 + 4+ + + +
x—1 - - - - - - = = 0 4+ +
x+2 - - 0 4+ + + + + + +
xx-)x+2)|- - 0 + + 0 — - 0 + +

obtenemos que en el intervalo [—2,1] se cumple

(2x3 4+ x2 —2x) _ X
8 - 8
siysolosi x €[-2,0]. Asi
1 0 1
2x34+x2-2x) x3 2x34+x2-2x) x3 x3  (2x3+x%2-2x
J @otz2x) ), (Q——)dx—i- (——Q)dx:
. 8 8 . 8 8 . 8
_1,5 31
3 96 96
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5. Hallar el area encerrada por las curvas

Verénica Gruenberg Stern

xy =9
Vityy = 4

Solucién:
|
§

Como consideramos la curva
vx+,/y =4, estamos suponiendo x >0, y > 0.

Delacurva /x4,y =4 obtenemos

y=(a-va)
Busquemos los puntos de interseccién de las
curvas:
B (Vx+y7)'=16 > x+y+2/xy=16
o ' ’ ’ o Como xy =9 reemplazamos:
Figura 5 x+y+6=16 de donde x+y=10
Luego, tenemos el sistema
xy =9

x+y = 10
Multiplicando la segunda por x se sigue:
Reemplazando

x?+xy =10x.
xy =9

tenemos

x*—10x+9=0 = x=1

vV x=9
Luego, los puntos de interseccién son (1,9) y (9,1).

Se sigue que el drea es

[ (o 2ot

=——18In3
3

6. Encontrar el area encerrada por la curva cerrada y? = x2 — x4.

Solucién: En este caso, la dificultad radica en determinar la gréfica de esta curva.
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Note que y? > 0, entonces x*—x* >0 <
x?(1—x2)>0. Luego, xe<[—1,1]. Delaecuacion

yz — 2yt
obtenemos las funciones

y =£Vx?—x*==£x|V1-x?

Se sigue que el 4rea estd dada por

f_ll (11 V1=~ (=1l V1-2) ) ax

1
ZJ x|V 1—x2dx

-1

1
= 4J x\/l—x2=é
0

3

7. C1,Cy y Cs son las gréficas de las pardbolas y = x?, x > 0;

y=2x>,x>0 e y=mx? x>0

respectivamente. Cada punto (a, b) de C; se une a un punto de C; mediante un segmento vertical

y a un punto de C3 mediante un segmento horizontal. Asi, se originan las regiones A y B que se

muestran en la figura.

a) Encuentre el drea de la region A.

b) Encuentre el drea de la region B.

¢) Determine para qué valor del parametro m las regiones A y B tienen igual area.

83



CAPITULO 3. LA INTEGRAL DEFINIDA Verénica Gruenberg Stern

Solucién:

a) La region A esté limitada por la gréfica de las pardbolas y = 2x2, y = x? y la recta vertical

x =a. Luego, el drea de la region A estd dada por:

. “ “ x31a a3
Area(A)= | (2x*—x®)dx=| x%*dx= 3
0 0

0 3

b) Como el punto (a, b) pertenece a la pardbola y =x?: b =2a?.

2
Larecta y = b = 2a? intersecta a la gréafica de y = mx? en el punto (m/ —, 2a2). La region
m

B se puede descomponer como la unién de las regiones

2
B1={(x,y)€IR2: OSxSaVE, 2x2§y§mx2}
2 2 2 2
B, =4{(x,y)eR“: a ESxSa, 2x°<y<2a

Area(B) = Area(B,;) + Area(B.)

2
(m—Z)F\/%
0

Entonces:

Area(B;) = (mx?—2x?)dx = x’dx =

jf

a 2 1)%? 1
=-a’|2v2|—| -—-3V2y/—+2
e 3 m

a 3
Area(B,) = J (2a? —2x*)dx =2 (azx - %)
a 2

m

Luego:

_ 3 3/2
Area(B) = m-2 (a\/ i) —I—ga?’ (Zﬁ(i) —3\/§~1i+2) = ﬁ—é\/ﬁa‘”"/ i
3 m 3 m m 3 3 m
Otro método:
Area(B):f (\/7 ‘/ ) E_A_l‘/zcﬁ /i
3 m

3
o) Area(A) = Area(B) <« 4i - —\/_ \/ m= 32
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EJERCICIOS:
1. Encuentre el drea de la region acotada por las pardbolas y =x?2—6x+10 e y=6x—x2.

2. Encuentre el drea de la region acotada por la pardbola y =x? —4x+5, eleje x ylasrectas x =3
y x=5.

3. La hipérbola x?—y? =28 divide en tres regiones a la circunferencia x2+ y? =16. Hallar el drea

de cada una de las regiones.
4. Encuentre el drea de laregion acotadapor y=x3—x e y=x*-1.

5. Calcular el &rea encerrada por las curvas dadas por

y:x4+x3+16x—4 e y:x4+6x2+8x—4

3.5. Ejercicios de Controles y Certimenes

1. Calcule F’(0), si

x3
F(x):f ecsldt

2

2. Uselasustitucion u =x"1/2 para calcular

3 ~1/2
f cos(x~1/2) dx
1

x2

3. Use integracion por partes para calcular

5

J x3arcsenxdx
1/2

4. Compruebe que

o[s )4 (o2

Use lo anterior y sumas de Riemann para calcular

) [1 ((271)!)1/”]
IimIn|—|——
n—o0 n n!
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1
5. Considere fx”\/l—xdx, neN.
0

2n

Sy S
on+3 "1

a) Integrando por partes, pruebe que I, =
b) Calcule I,

¢) Calcule I,

6. Sea f una funcién continua en R. Determine g’(x) si
x3
gx)= arctan(2x)+J (t+x)f(t)dt
0

COosXx d t

7. a Sea F:R — R, definida por F(x) =f . Determine F’(7t/2).
6 V241
senhx —arctanx
b) Calcular lim .
x—0 1—cosx

8. Sean f:[—1,1] — R una funcién continua 'y

F(x)=x2f f(t)ydt, xeR
0

F'(m)
n?

Pruebeque f(0)=-—
9. Calcular el drea limitada por la grafica de las ecuaciones x=1-y*%, x=y(1—y?).

In(x +1)2

dx.
(x+1)y/4—-1n*(x +1)

e—1
10. Calcule la integral definida f
0
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Capitulo 4

Funciones Trascendentes

4.1. CLASE 10: Funciones logaritmo y exponencial

El principal objetivo de esta clase es definir las funciones logaritmicas y exponenciales que fueron
presentadas en mat021 de manera mds bien intuitiva. En este curso, las podemos definir formalmente,

mediante integrales.

4.1.1. Funcién Logaritmica

DEFINICION 4.1.1 Lafuncién f(t)= e con t > 0 es continua, por lo tanto para cualquier x positivo existe

x
1
f—dt

-

Se llama funcion logaritmica (natural) a la funcién In:]0,00[ — R, definida por

Ydr
In(x) = J —
1 t

1. Demuestre que parax >—1 y x#0 se cumple:

el nimero:

EJEMPLOS:

X
— <In(x+1) < x
1+x ( )

Solucién: Recordemos que, si m y M son los valores minimo y méximo de f en el intervalo [a, b]:
b
m(b—a) < f ft)dt < M(b—a)
a
) 1
Si f(t):;, a=1y b=1+x:

1 1+x1
x < —dt <1-x
14+x 1 t

X
— <In(x+1) < x
1+x
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TEOREMA 4.1.1 Sia,b € R* y r € R entonces

1. In(1)=0

. In (l) =—In(a)
a

. In(a-b)=1In(a)+In(b)

\S)

w

4. In (%) —In(a) - In(b)

[9)]

. In(a")=rlIn(a)

La funcién f(x)=1In(x) es continua en todo su dominio (R*), yademas:

= Six>1, entonces In(x) > 0.

X 1
1 1
= Si0<x <1, entonces ln(x):f ;dt:—f ;dt<0
1 X

1
1
= Six =1, entonces ln(1)=f ;dt=0, luego In(x)=0&=x=1.
1

1
Notemos también que f/(x) = —, Yx € R* de donde obtenemos que es estrictamente creciente. Es
X

1
coéncava, yaque f”(x)= 2 <0, ycumple In(x)—+4oo0 para x —+oo y In(x)— —oo para x —07.

Con la informacién obtenida la grafica de y =Inx es:
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EJERCICIOS:
e e?
1. Calcule J f'(x)Inxdx sabiendo que f (Int —1)f'(t)dt =1.
1/e 1

2. Sabiendo que ambas integrales existen, compruebe que

0 1
Inx
In(secx)dx =J dx
L/z 0 V1—x2
1/2

1
3. Calcular J cosx In (ﬂ) dx.
172 1—x

4.1.2. LaFuncién Exponencial
DEFINICION 4.1.2  Se llama funcion exponencial ala funciéon exp: R — R*, definida por
exp(x)= In"!(x). Esdecir, y=exp(x) < x=In(y).

Entonces:
exp(ln(x)) = x six>0

In(exp(x)) = x sixeR

En particular, se tiene que:
exp(In(l)) =1 & exp(0)=1

exp(In(e))=e < exp(l)=e
TEOREMA 4.1.2 Siexp(x):R— R*, entonces:
1. exp es continuay creciente en R.
2. exp(0)=1

3. exp(x+y)=exp(x)exp(y) Vx,y eR
expl(x)
exp(y)’
5. exp(rx)=(exp(x)), VxeR, VreR

4. exp(x—y)= Vx,y eR

6. VxeR:exp(x)=e*

d(exp(x)) d(e*)
dx odx

X

7. Esderivabley
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8. Es convexa.
9. exp(x)— +4o0 para x — +00

10. exp(x)— 0" para x — —00

Con la informacién obtenida, la grafica de y = exp(x) es:

DEFINICION 4.1.3 Sea a >0, x € R. Definimos a* por:

a* = exp(xIn(a)) = e*N)

TEOREMA 4.1.3 Se cumplen las siguientes propiedades:

1. a*>0ycontinua, Vx e R

2. a%=1

d(a*)

3. ——
dx

4. a* es creciente si a > 1, decrecientesia < 1,igualalsia=1

=a*In(a)

dx
EJEMPLOS: Encuentre la antiderivada de I = .
2senx —cosx —2

Sol.: Haciendo ¢t = tan(%), se tiene que:

2dt

2 dt dt
4t 1—1¢2 t2—4t+3 (t—2)2-1
—— -2
1+62 1412

Calcularemos esta primitiva de dos maneras diferentes:
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Método 1: Sust. trigonométrica Haciendo el cambio de variable ¢ —2=secz, setiene:

secz tanz dz
I=|——5— =-2] cosec(z)dz = Zln‘cosecz + cotgz|+C
tan< z
Ademas:
1 \/ —4r+3
secz=f—2 = (C0SzZ=—— senz =
r—2 (t—ZF
Por lo tanto:
t—1 tan(2)—1
1=2 +C =2In 2 +C.

\Jit2—4r+3

\/tanz(g) —4tan(3)+3

Método 2: Fracciones Parciales (t=22-1=((t-2)-1)((t—=2)+1)=(t —=3)(t —1), dedonde

1 __A B VIS I
(t—-3)t—1) (t—-3) (t—1) 2 T2
Por lo tanto,
1=—2.1 ! Y Var= -3 +mie—11+ c =" "Llsc
2 ) k=3 r)) e " R
tan(5)—1
=In|—F—|+C
n tan(3)—3
Ambas primitivas aparentan ser diferentes. Veamos que, en realidad
tan( )—1 tan( )—1
tan( )-3| \/tanz( )—4tan(3 )+3
en donde estd definida.
La expresion de la izquierda es igual a:
tan(3)—1 . tan?(3) —4tan(3)+3 tan(3)—1 _ (tan(3) —1)(tan(3) —3) Cml—o

Man@) -3 (an(@)—17 @n(})—=3  (tan(3)— 17

Por lo tanto, hemos verificado que ambas primitivas difieren en una constante.
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Ejercicios Propuestos

1. Muestre que y =exp(x) es la inica funcién derivable que cumple y’(x) =y (x) con y (0) =1.

a Ina
f lnxdx—I-J e’dy
1 0

y dar una interpretacién geométrica de esta cantidad.

2. Calcular paraa >1

3. Muestre que si 0 < a < b entonces

/_ab< b—a <a+b

Inb—Ina 2

4. Muestre que la funcién

eVt si >0
fx)= .
0 si t=0

es C*(RR).
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4.2. CLASE 11: Funciones Hiperbdlicas

Las funciones hiperbélicas estdn definidas como combinaciones de las funciones exponenciales e*
y e~*. Estas funciones simplifican muchas expresiones matemadticas que aparecen en las aplicaciones,
por ejemplo, en la tensién en un cable suspendido de sus extremos, movimiento de ondas en sélidos
eldsticos, etc. Daremos una breve introduccién a las funciones hiperbdlicas, sus graficos, sus derivadas y

antiderivadas.
DEFINICION 4.2.1 Definimos las funciones seno hiperbélico y coseno hiperbélico como las funciones
sinh, cosh: R — R dadas por:

X _ p—X X + —X
sinh(x) = % y cosh(x)= %

Usemos las técnicas aprendidas en MAT021 para graficar estas funciones hiperbdlicas:

d
= Notamos que: Ix (sinhx)=coshx >0 VxeR. Luego, sinhx es creciente.

2

Ademas: —_—
- dx?

(sinhx)=sinhx ynote que

ef—e >0 & efze™*
& x> —Xx

< x20
Luego, la funcién es convexa para x > 0 y concava para x <0.

» También podemos calcular

X—+00 X—+00

ex — e*x
lim sinhx = lim (—) =-+00
ex —_ e—x
lim sinhx = lim (—) =—00
X——00 X——00 2
= No hay asintotas para este gréfico.

Asi, obtenemos la siguiente grafica para y =sinh(x):
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fllrll
a1
4
-3 —:z -1 2 *
-1
-z
flx)=sinh{x}
Andlogamente, podemos graficar y = cosh(x):
d . >0 VxeR* .
= Notamos que: — (coshx)=sinhx . Luego, coshx escreciente parax >0
dx <0 VxeR~

y decreciente para x <0.

2

T2 (coshx)=coshx >0 VxeR. Luego,lafuncién esconvexaen todo R.

) =+

= Ademds:
e‘+e™*
= También: lim coshx = Ilim (—
x—=+00 X—+00 2
= No hay asintotas para este grafico.
Asi, lagraficade y =coshx es:
§
\
2
3 —iz -1
—1
flx)=coshix)

TEOREMA 4.2.1
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Dem.:

cosh?(x) —sinh?(x) = ( =1

eX +e~x\? eX —e=x\? e te 42 e pe -2
2 2 N 4 4

OBSERVACION:

1. Las funciones seno y coseno hiperbélico corresponden a las partes impar y par, respectivamente,

de la funcién exponencial. En efecto:

et —e™* e*+e™*
sinh(x)+ cosh(x) = 5 + 5 =e*

Ademas: sinh(—x)= —sinh(x) A cosh(—x)=-cosh(x), lo que prueba que sinh es impary

cosh es par. Estas propiedades son evidentes de las respectivas gréficas.
2. Recordemos que la relacion entre las funciones trigonométricas sen y cos es
cos’t+sen’t =1 VieR

lo que, geométricamente muestra que (cost,sent) pertenece a la circunferencia de ecuacién
x?2+y?=1, VreR. Elteorema anterior muestra que (cosht,senht) pertenece ala hipérbola
de ecuacion x%2—y?=1, VteR. Poreste motivo, se llama a veces funciones circulares a las

funciones sen y cos, y las funciones senh y cosh se llaman funciones hiperbélicas.
Maids precisamente, como coshu >0 Vu >0 notamos que:

= coshu
b son las ecuaciones paramétricas de la rama derecha de la hipérbola x?—y?=1.
= senhu

La analogia existente entre ambos tipos de funciones permite definir las pr6ximas funciones hiper-

bélicas.

DEFINICION 4.2.2 Definimos las funciones

= Tangente Hiperbélica como la funcién tanh: R — R dada por:

sinh(x) e*—e™*
cosh(x) eX4e~=

tanh(x) =

= Cotangente Hiperbélica como la funcién coth:R—{0} — R dada por:

cosh(x) e*+e™*

sinh(x) e¥—e™*

coth(x)=

= Secante Hiperbdlica como la funcién sech:R — R dada por:

12
cosh(x) e¥+e*

sech(x)=
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= Cosecante Hiperbdélica como la funcién cosech:RR—{0} — R dada por:

1 2

cosech(x)= senh(x) = P

EJERCICIOS:
Dejamos como ejercicio hacer las graficas de estas funciones. Mostramos a continuacién solo la de

y =tanhx, para que verifique sus célculos.

.

flx)=tanhix)

PROPOSICION 4.2.1 Vx,y € R se tiene:
1. 1 —tanh?(x) = sech?(x) y 1 —coth? x = —cosech? x
2. cosh(x 4+ y) = cosh(x)cosh(y)+ sinh(x)sinh(y).
3. sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y)+ cosh(x)sinh(y).
4, sinh(2x)=2sinhx coshx

5. cosh(2x) = cosh? x + sinh? x

4.2.1. Derivadas e integrales

Las seis funciones hiperbélicas, son combinaciones racionales de las funciones diferenciables e* y

e, por lo que son derivables (e integrables) en todo punto donde ellas estén definidas.
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4.2. CLASE 11: FUNCIONES HIPERBOLICAS

1. Calcular las siguientes derivadas e integrales:

1
a) f x%senh(x®)dx = 3 coshx®+C

b) % (tanh (\/ﬁ)) = sech? (m)

C) fcoth(Sx)dxzf
1 1
h2x—1
d) J sinhzxdx:f (M) dx =
0 0 2

In2 3
e) e*sinhxdx = - —
0 4

d
1d) Ir senh(lny/x?+1) = cosh(Iny/x?+1)

2. Calcular, si existe,

coshb5x

sinh5x

In2

[\CR ]

x —senhx

x=0 (1 —coshx)?’

t
V1+12

1
dx = glnlsinh5x| +C

sinh2 1

4 2

1 X

VX241 yx?2+1

Derivadas Integrales
ad . .
Ir (sinh x) coshx sinhx dx coshx+C
d (
— (coshx) sinh x coshxdx sinhx +C
dx J
d (
— (tanh x) sech? x sech®x dx tanhx +C
dx J
d (
Ix (cothx) —cosech? x cosech?x dx —cothx+C
X J
d [
T (sechx) —sechxtanhx sechxtanhx dx —sechx+C
X J
d
Ix (cosechx) —cosechx cothx cosechxcothxdx —cosechx+C
EJEMPLOS:
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Notamos que este limite es de la forma 2, por lo que aplicamos la regla de LHopital:

x —senhx 1—coshx

z 2z z

im = lim = lim — 00. Luego, no existe.
x—0(1—coshx)? x—02(1—-coshx)(—senhx) x—0senhx x—0 &

2
3. Calcular Jsechx dx.

J(sech)‘l(x)dx = f(sech)z(x) (1-tanh®x)dx = f(sech)z(x) dx — f tanh? x(sech)?(x)dx

1
= tanhx — gtanh3x+ C.

4. Calcular Jcosechxdx.

cosechx +cothx
cosechxdx = | cosechx dx = —In|cosechx +cothx|+C =
cosechx + cothx
1+ coshx 1+ coshx 1 |coshx+1
=—-In|———|+C = -In|—————|*C = —=In|———[+C
senh x ++/cosh? —1 2 |coshx—1

4.2.2. Funciones Hiperbélicas Inversas

Las funciones hiperbélicas inversas son muy titiles en el calculo de primitivas.

Recordemos que f(x)=sinhx es inyectiva (pues es estrictamente creciente en todo R) y es sobreyec-
tiva (es continua con xEIPoo sinhx =—o00 y xEToo sinhx =400). Luego, es invertible y, por el teorema de
la funcién inversa, esta funcion inversa es derivable. Debe tenerse presente, sin embargo, que no todas
las funciones hiperbélicas son biyectivas, por lo que, para poder determinar la inversa, en algunos casos

deberemos restringir el dominio y codominio.

TEOREMA 4.2.2 Las inversas de las funciones hiperbdlicas estan dadas por:

arcsenh(x)=sinh~'(x)=1In (x +4/x2+ 1) , VxelR

= arccosh(x)=cosh™!(x)=1In (x +/x2— 1) , x>1

1 1
» arctanh(x)=tanh™!(x)= Eln (;——x) , x| <1
—X

» arccoth(x)=coth™'(x)=tanh™" (}6), lx|>1

1+4/1—x2
—), 0<x<1

= arcsech(x)=sech™'(x)=cosh™! (%) =In ( e

98



Verénica Gruenberg Stern 4.2. CLASE 11: FUNCIONES HIPERBOLICAS

» arccosech(x)=cosech™!(x)=sinh™! (%) , X#0

Dem.: Demostraremos solo tres casos, dejando los demds como ejercicio.

c1—1 eV —e Y
» sinh™'x =y — x = senhy = — — 2x = eV —e7V. Luego:

eV —2x—eV =0. Multiplicando esta ecuacién por e? obtenemos la ecuacién cuadrética:

v _ 2x++/4x2+4 _ x:b\/xz——i-l

2

e —2xe?¥—-1=0 — e

Como eY >0, necesariamente e’ = x+4/x>+1, dedonde y = In(x++x%2+1).

= La funcién cosh : R — [1,00] es epiyectiva pero no inyectiva. Restringimos el dominio a R, y la
nueva funcién es biyectiva.
Luego, existe cosh™!: [1,00[— IR(J{. Como antes, cosh™'x = Yy <= x =senhy

eV +eY
X = T Entonces:

e —2xeY +1=0 de donde e¥=x++yx%-1.

Como y >0, setieneque e’ >1 dedonde e¥ =x++4/x?—1. s y=In(x++/x%2-1).

Por lo tanto, cosh™!(x) = In(x+y/x2-1), x>1.

» Andlogamente, tanh™'x =y = x = tanhy, |x| < 1. Luego:

ey —eV eV -1
X = = = xe +x=e¥ -1 => eV(x—-1)=-1—x
eVY+e™ eV +1

x+1 14+x 1 1+x
= eV = = y=-ln—-y, x| <1
1—x 1—x 2 1—x

ey =

EJERCICIOS: Calcular arctanh (%)
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4.2.3. Derivadas de las Funciones Hiperbdélicas Inversas

Funcién Derivada
1
arcsenh(x) —, x€R
\V1+x2
arccosh(x) , x>1
x2-1
1
arctanh(x) 5 x| <1
1—x
1
arccoth(x) > |x|>1
1-x
h(x) 1 0<x<1
arcsech(x _, X
xy/1-x2
hx) | —— £0
arccosech(x Y
|x]v 1+ x2

Dem.: Haremos solo una demostracion, las demds quedan de ejercicio. Veamos que

d 1
—arccosh(x)= ——, x>1
dx x2—1
En efecto: aplicamos el teorema de la funcién inversaa f(x)=coshx. Entonces
1Y/ 1 1
(x) = =
(f ) f(ft(x) sinh (cosh_1 x)
_ 1
\/cosh2 ((:osh_1 x) -1
_ 1
x2-1

puesto que cosh?x —sinh?x=1 de donde sinhx =1/cosh?x —1.

Otra demostracion:

d d
Ir arccosh(x) = Ir In (x +v/x2— 1) =

1 X 1
x+4y/x*—1 x2—-1 x2—1
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TEOREMA 4.2.3 En relacién a las funciones hiperbélicas inversas tenemos:

X
dx = arcsenh (—) +C, a>0
a

1
J \ a?+x?

X
dx = arccosh(g)—i—C, x>a>0

1
Jx2— a2
1
J az—xzdx =

1
—dx
f xy\ a?— x?2

1
— arctanh (ﬁ) +C six?<a?
a a

1
— arccoth (ﬁ) +C six?>a?
a a

1 X
= ——arcsech (—) +C, 0<x<a
a a

1 1 X
——dx = ——arccosech(—) +C, x#0ya>0
f xy a?+x? a a
EJEMPLOS:

1. Mostrar que en x = 0 se alcanza un minimo para la funcién  f(x)= x arctanh(x).

Solucién: Buscamos los puntos criticos:

, X
f'(x) = arctanh(x)+ T2 = 0

1
2. Calcular arctanh (Z) .

Solucién:

3. Calcular la integral

J ' 2dx
0 V3+4x?
Solucién: Hacemos u =2x entonces du=2dx vy

2

J Y 2dx du J 2 du . ( 2 )

i [ — ——————— = arcsinh| —
0 V/3+4x? 0o V3+u? 0 /(ﬁ)2+u2 V3
EJERCICIOS: Calcule
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1
1. J sinh(arcsenx) dx. 5. Jtanhz(x) dx.
0

1+senhx
2. —dx
1+ coshx

3. % (senh_l(tan x)) .

1
4, Jcoth(x)ln(sinh(x))dx. 7. J v/ 14cosh(x)dx.
0

6. f sinh*(x) d x.

4.3. Ejercicios de Controles y Certimenes
1. Sea ¢ : R — R una funcién diferenciable que satisface para todo x € R la relacién
X
v(x) —|—f cosh(2)y’(t)d t = cosh(x)
0

a) Determine ¢’(x) usando el teorema fundamental.

b) Determinar explicitamente la funcién ¢(x)y calcule también el valor de la constante de inte-

gracion.
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Capitulo 5

Integrales Impropias

5.1. CLASE 12: Integrales Impropias

b
En la definicién de la integral definida f(x)dx seexigié que f:[a,b]— R fueseacotada. Por
a
otra parte, el teorema fundamental del cdlculo requiere que f sea continua en [a, b]. Estudiaremos ahora
aquellas integrales en donde la integracion se realiza sobre un intervalo no acotado o bien la funcién tie-
ne una o varias discontinuidades de tipo infinito (es decir, no de tipo salto) en el intervalo de integracién.
Tales integrales se llaman integrales impropias.

Para estudiar las integrales impropias, consideramos 2 grandes casos:

oeTipoI : el intervalo es no acotado, o equivalentemente, uno de los limites de integracién, a o b, es

infinito. Es decir, son de la forma

o0
J f(x)dx con f integrableen a <x <oo
a

b
J fx)dx con f integrableen —oco<x<b

oeTipoIl : elintegrando esno acotado, es decir, f(x) tiende a infinito cuando x — a* o cuandox — b~.

Es decir, son de la forma:

b
f(x)dx con lim+ f(x)— o0, fintegrableen a<x<b
X—a
a
0
b
fx)dx con linbl f(x)— 00, fintegrableen a<x<b
X—0"

a

OBSERVACION: Cualquier integral impropia que tenga un ntimero finito de «valores infinitos» puede ex-

presarse como una suma finita de integrales simples de los tipos I y II. Por ejemplo:
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Jvoo dx _J*—l—l_ —l/2+ J*O s J*4 . JS .\ J*OO dx

oo 2x+1)(x—4) o J " 0 A s (2x+1)(x—4)
—— e U =~
Tipo I Tipo I Tipo I TipoII  TipoIl Tipol

donde hemos omitido escribir el integrando, por razones de espacio.

Para tener una idea de como evaluar una integral impropia del tipo I, consideremos el siguiente ejem-
plo: suponga que queremos integrar la funcién f: [1,400[ — R, x — f(x)=1/x2. En cada intervalo
delaforma [1,b] lafunciéon f(x)=1/x? escontinuay por lo tanto integrable; ademas, por el teorema

b
fdx_ 1
— ==

L X X

T dx ) b dx
Y lim —
1 X b—+00 1 X
1
= 1Ii 1-—1]=1
b—l»r—ir-loo ( b)

Esto motiva la definicién de integral impropia de primer tipo o primera especie.

fundamental del calculo, tenemos
b » 1
N b

1
Es razonable entonces considerar

5.2. Integrales impropias de primera especie. Criterios de convergencia.

DEFINICION 5.2.1 (Integrales impropias de primera especie) Definimos las integrales sobre intervalos no

acotados de la siguiente forma:

1. Si f:[a,+oo[— R esintegrable en cada intervalo [a, b], se define
b

+00
J f(x)dx= lim f fx)dx
a b—+00

a

2. Si f:]—o00,b] — R esintegrable en cada intervalo [a, b], se define

b b
J f(x)dx =aEIPwJ f(x)dx

3. Si f:R— R esintegrable en cada intervalo [a, b] € R entonces

+00 c +00
f f(x)dxzj f(x)dx+f fx)dx

donde c es cualquier nimero real.

En los dos primeros casos decimos que la integral converge si el limite existe (en tal caso el valor
+ b . . .

lo denotamos por fa * f(x)dx y f_oo f(x)dx respectivamente); en caso contrario, decimos que

a integral diverge. En el tercer caso decimos que la integral de la izquierda converge si las dos

integrales impropias de la derecha convergen en forma independiente.
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+00
OBSERVACION: En el caso 3. anterior es importante tener presente que para que f f(x)dx converja, es
—0Q

c +00
necesario que tanto f f(x)dx como f f(x)dx converjan, independientemente.
—00 c

Note que:

® x % ® x * x "
——dx= ——dx+ ——dx= lim ——dx+ lim ——dx=
L I+ x? Lo I x? o Ll+x? a—=o0 | 14x? b—oo f 1+x2

0 b
= lim In(14+x%)Y?| + lim In(1+x®"?| = lim —In(1+a?)"?+ lim In(1 + b%)"/?
a——00 a b—ooo 0 a—= b—o0

y ambos limites no existen; el primero tiende a —oo y el segundo a +oo. Luego, la integral anterior no

converge.

Sin embargo, si no se considera ambos limites de manera independiente:

a
X a
lim J dx = lim In(1+x*)"?| = lim In(1+a®)"? —In(1+(—a)*)"/* =0
B 1 +x2 a—oo a—oo

a—oo —a

Este ultimo cédlculo no debe inducir a error: para que una integral impropia de este tipo converja,
es necesario que ambos limites converjan independientemente. Pero, esta tltima integral impropia que

calculamos se llama valor principal de Cauchy de la integral. M4s precisamente,

o0
DEFINICION 5.2.2 Se llama valor principal de Cauchy de f f(x)dx allimite
—00

vp (f f(x)dx) = alirfw f(x)dx

EJEMPLOS:
00
1. Analizar la convergencia de la integral f —
X
1
Solucién:
+00 b
dx dx b
—=Ilim | —=limlnx| =limlnb-Inl=1limInb — oo .. diverge.
1 X b—o0 ] b—o0 1 b—ooo b—00 b—0o0

+00
2. Analizar la convergencia de la integral J x3dx.
0
Solucién:

+00 b 4
3 . 3 P
x°dx = lim x’dx=lim —
0 0

b—00 b—oo 4

b b4
=1lim — — o0 .. diverge.
0 b—ooo 4 booo
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+00
3. Analizar la convergencia de la integral f x3dx.
—Q
Solucién:
+00 0 400 4 4 4 4
x40 x*|b a b
Bdx=| x*dx+ x*dx= lim —| +1lim —| = lim —— + lim —
- - 0 a>-0 4 la booo 4 |0 a—-c0 4 hooo 4

Como ambos limites divergen, la integral pedida diverge. Note que, nuevamente el valor principal

es 0. Esto se debe, claramente, a que la funcién integrando es impar.

EJERCICIOS:
Analizar la convergencia de las integrales impropias:
+00 +00 +00
dx _ dx
(a) L ﬁ (b) JO e *dx () J;) x2—+1
oo T arctanxdx
-2
(d) £ (1-x)e"dx (e) f 1+82x ® j W
(0.¢) —0o0
~+00 0
dx .
(g L 211 (h) foo e Mldx Q) f_ooxexdx
~+00 00
dx dx
j — k d 1 —
§) J_oo 1 (S) foosenx x O fl P

5.2.1. Integrales “p”

400
dx
Llamaremos integrales p no acotadas a las integrales del tipo f ——. Estudiaremos su conver-
1

gencia.

Notemos que
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De esta forma
si p>1

T dx . Y dx p—1
— = lim — =
1 xP b—+oo || xP

+oo si p<l1

de donde concluimos que la integral

oo g
J — convergesiysolosi p>1.
x
1

EJEMPLOS:
1 - dx di L <1
. — iverge ues p = —
1 ~ g p p >
) oo dx 3 .
. 1 m converge pues p = > >1].

OBSERVACION: Supongaque f:[a,+oo[ — R es continua. Sic > a, entonces, por aditividad
b c b
f fx)dx = J f(x)dx+f fx)dx
a a c

c
Note que por la continuidad de f, f f(x)dx esunnimero bien definido; de esta forma
a

+00 +00
f f(x)dx converge siy solo si J f(x)dx converge
a c

Es importante tener presente que los valores a los cuales convergen ambas integrales pueden ser distin-

tos.

+00 +00

dx dx
EJEMPLOS: —,- converge puesto que —- converge.
X X
1

2 2
/3 1

Bast ) Jﬂodx fl dx+f+oodx
asta notar que — = — —
13 * 13 % 1 X

PROPOSICION 5.2.1 Sean f, g:[a,+oo[ — R funciones continuas.

+00

1. Si aeR—{0} entonces J

+0o0
af(x)dx converge siy solo si J f(x)dx converge. Més ain:
a a

+00

+00
J af(x)dxzaj fx)dx

a
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+00

+00 +o00
2. SiJ fx)dx y f g(x)dx convergen, entonces f (f(x)+ g(x)) dx converge. Mds aun
a

a a

+00 +00 +00
J (f(x)+g(x))dx=f f(x)dx+f g(x)dx

a

OBSERVACION: Proposiciones similares se pueden enunciar respecto a los otros tipos de integrales de

primera especie.

5.2.2. Teoremas de convergencia para funciones positivas

Suponga que es dificil encontrar una primitiva para calcular el valor de una integral impropia que es-
temos considerando. ;C6mo podemos garantizar que el limite existe sin necesidad de calcular la integral?

Para responder esta pregunta necesitamos antes el siguiente

LEMA5.2.1 Si F : [a,+00o[ — R es una funcién creciente entonces lim F(x) existe o lim F(x) = 4o0. El
X—00 X—00

primer caso se da siy solo si F es acotada superiormente.

OBSERVACION: La demostracion se basa en analizar los casos en que F es acotada y no acotada. En el
primer caso

)}i_I)I;OF(x):sup{F(x):x €la,+oo[}

TEOREMA 5.2.1 (criterio de comparaciéon) Sean f, g : [a,+00o[ — R funciones continuas en [a,+oo] tales
que para x > ¢ se cumple
0<f(x)<g(x)

Entonces:

+00 +00
= Si f g(x)dx converge, entonces J f(x)dx converge.
a

a
+00

+00
= Si J f(x)dx diverge, entonces J g(x)dx diverge.
a a

+0o0

f(x)dx converge siy solo si f f(x)dx converge, y andlogamente para g.
c

+0o0

Dem.: Sabemos que J

a

Si definimos .

F(X)=f f®yde y G(x)=f g(t)dt
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entonces por el teorema fundamental del cdlculo ambas funciones son derivables y con derivada positiva
400 +00

g(x)dx converge, entonces f g(t)dt converge

c

(por hipétesis 0 < f(x) < g(x) para x > ¢). Si f
y asi “

X 400
G(x)zf g(t)dtsf g()dt =M < 00

Como F(x) < G(x) se sigue que la funcién creciente F(x) es acotada y por tanto lim F(x) existe, es decir
X—00

+00 +00
J f(x)dx converge,yluego J f(x)dx converge.
c a

EJEMPLOS:
*
1. Estudie la convergencia de < dx
o X tX+ 1
. . 1 1
Solucién: Notarquesi x>1: x2<x*+x+1. Entonces: <=
x*+x+1 x
b b
1 1
5 dx < —dx / lim
, X t+x+1 X b—00
* *
- dx <1 ———dx converge.
, XTH+x+1 o X tx+1
. . “14ex
2. Estudie la convergencia de dx.
1
) 1 l+e* 1 . .
Solucién: Notamos que - < y como —dx es divergente, la integral en
x x X
1

estudio también diverge.

TEOREMA 5.2.2 (criterio del cuociente) Sean f, g : [a,+oo[ — R funciones continuas en [a,+o0o[ y no ne-

gativas tales que

I flx)
im——=

L>0
X—00 g(x)

+00 +00
entonces f g (x)dx converge siy solo si f f(x)dx converge.
a a
Ademas:

X +00 +00
e silim——==0 vy f g(x)dx converge, entonces J f(x)dx converge.
X
x) a4 +00 -ﬁoo
o silim——==40c0 vy f g (x)dx diverge, entoncesJ f(x)dx diverge.
X
a a
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Dem.: lim @ = L > 0 entonces existe M >0 talquesix > M
X—00 g(x)
L_fx) 3L
27 gx)™ 2
Se sigue para x > M
L 3L
58 =f(x)=g(x)—

Aplicamos ahora el teorema de comparacion, y se tiene el resultado.
EJEMPLOS:

1

o0
1. Estudie la convergencia de — T dx
, XtHx+1

. .. . . . 1
En este caso, aplicaremos el criterio del cuociente, considerando la funcién  f(x)= —- Enton-
X

ces:

- 1 *1

4
lim —— = lim 1+—+— =1#0 .. laintegral converge pues —dx converge (p > 1).
X—00 T X—00 X X 1 X

o0
1+e*
dx.

2. Estudiemos de nuevo la convergencia de f
1

1
Solucién: Aplicamos el criterio del cuociente, considerando la funcién f(x)= —. Entonces:
X

1

o0
1
=1#0 .. laintegral diverge pues f —dx diverge (p <1).
X
1

lim —— = lim
x—00 1+e X—00 1+ e_x

X

3. Estudiar la convergencia de:

a)

JO" dx b) f"o x dx c) foomxdx
1 xyVx2—1 0o Vx5+1 X

Solucién:
1
o oxyVx2-1 ) x2 . X )
a lim ———— = lim ——— = lim ——— =1 .. laintegral converge, pues p =2.
X—00 1 X—00 2 X—00 2
_ xyvxc—1 -1
X2
%2
Vxo+1 x5/2 1
b) lim ———— = lim —— =1 .. laintegral diverge, pues p=—.
X—00 1 X—00 5 2
- x°+1
x1/2
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Inx

. 1
2 Inx = 1 .
¢ lim X~ = lim — = lim = = lim —— =0 .. laintegral converge.
X—00 x—00 x1/2 X—00 ZL x—00 2./X
X372

EJERCICIOS:

1. Decida si las siguientes integrales son o no convergentes:

400 400 +00
dx 14+ e*
a) — c) e dx e —de
1 (x*+4) 0 | ltet+e

+00 3 2 +00

x°+3xc+1

b) 5 - dx d x3e ™ dx
. x°4+4x°+2senx 0

2. ;Para que valores 3 > 0 es convergente la siguiente integral impropia?

oo xdx
o 14+xP+xP

o0 o0
DEFINICION 5.2.3 Diremos que la integral f(x)dx  converge absolutamente si f |f(x)|dx
a

a
(que es una integral impropia donde el integrando es no negativo) converge.

o0

o0
TEOREMA 5.2.3 Si f |f(x)|dx converge, entonces f f(x)dx converge.
a

a

Dem.: f(x)<[f(x)] = O0Z[f(X)-f(x)=2|f(x)] = j |[f(x)| = f(x)dx converge.

J f(x)dx:f f(x)—|f(x)|dx+f |f(x)ldx converge.

a

OBSERVACION: Podemos utilizar también estos criterios adaptados con los otros tipos de integrales

impropias de primera especie.
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5.3. CLASE 13: Integrales impropias de segunday tercera especie

Vimos en la seccién anterior cémo enfrentar el problema de integrar sobre intervalos no acotados;
ahora veremos qué sucede sila funcién es no acotada y también cémo proceder cuando tenemos ambos
tipos de comportamiento.

Para tener una idea de cémo enfrentar el problema para funciones no acotadas, supongamos que
queremos calcular el drea bajo la curva y = f(x), donde f es una funcién positiva, continua, definida

sobre el intervalo [a, b[, con una asintota vertical en b. Para cada c € [a,b[ consideramos

Alc) = J f(x)dx

Claramente, podemos tratar de calcular

[
lim A(c) = 1111171 J fx)dx
c—D~ a

c—b~

Esto nos permite definir

DEFINICION 5.3.1 (integral impropia de segunda especie (funciones no acotadas))

1. Sea f:[a,b[ — R una funcién continua, no acotada en x = b. Diremos que f es integrable en [a, b[
b—¢

si el limite hm f f(x)dx existe, o, equivalentemente, si el limite lim+ f(x)dx existe.
£—0
a

En este caso eSCI'lblIIlOS

b
b lim | f(x)dx o bien
fx)dx = e
¢ li d
Jlim fx)dx

La integral impropia se dice convergente si el limite existe.
2. Sea f :]a, b] — R una funcién continua, no acotada en x = a. Diremos que f es integrable en ]a, b]
b b

si el limite lim+f f(x)dx existe, o, equivalentemente, si el limite lingr f f(x)dx existe.
c—a e—0
c

En este caso escribimos

La integral impropia se dice convergente si el limite existe.
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c
3. Sila funcién f tiene una discontinuidad en ¢, con a < ¢ < b, y si las integrales f fxydx A
a

b
J f(x)dx convergen, entonces
Cc

b c b
f f(x)dx=f f(x)dx+J f(x)dx

EJEMPLOS:

5
1. Determine, si es posible, J dx
2

xX—2

Solucién: Notamos que esta integral es impropia en x = 2. Luego, si converge, debe existir:

5 5
1 1
dx = lim dx = lim 24/ x -2
\I;‘ J_

x—2 c—2t

= lim 2v3-2y/c—-2 =2V3

5
c c—2F

/2
2. Estudiar la convergencia de J secxdx.
0

Solucién: Notamos que esta integral es impropia en x = 77/2. Luego, si converge, debe existir:

/2 c
[
J secxdx = lim f secxdx = lim In|secx+tanx|| = lim In|secc+tanc|—In|l|] — oo
- ﬂ, 0 T
0 0

c—3 c—5 c—5

2

Luego, la integral diverge.

dx
x—1

3
3. Estudiar la convergencia de J
0

Solucién: Notamos que la funcién integrando posee una discontinuidad de tipo infinito en x = 1.

JS dx fl dx fs dx
= +
0x—l 0x—l 1x—l

Como estas integrales divergen, vemos que la integral pedida también diverge.

Debemos por lo tanto separar:

5.3.1. Integrales “p”

Estudiaremos, para p > 0, la convergencia de las integrales p

1
dx
o+ X7
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1
Solucién: Notamos que las funciones de la forma f(x)= —, p > 0 tienen una asintota en x = 0. Luego:

xP’
1
f dx . dt
ot xP x=0t | tp

ti-p 4
si p
im{ Pl
= lim
x—0F
lnt|)1c si p=1
! i O<p<l1
— i
1-p P

+o0o si p=1

1

dx

De esta forma f —, converge siysolosi p<1.
0

+

OBSERVACION: Notar que mediante cambios de variables, todos los problemas se pueden reducir al ana-
+0o0

lisis de integrales del tipo f(x)dx. Porejemplo, si queremos calcular
a

b
1
ff(x)dx y se tiene que lim+f(x)—>oo, hacemos x=a+t~! dedonde dx:—ﬁdt,
X—a
a

obteniendo:

b 00 1
J f(x)dx = J f(a—jt)dt
a (

b—a)™! t

Andlogamente, si queremos calcular

b
1
ff(x)dx y se tiene que linbl f(x)—o00, hacemos x=b-—t"! dedonde dx:ﬁdt,
x—b~
a

obteniendo:

b 00 _1
J f(x)dx=J f(b—zt)dt
a (

b—a)! t

Por lo tanto, podemos aplicar los teoremas vistos anteriormente (integrales de tipo I) para estudiar la

convergencia de integrales de tipo II.

5.3.2. Teoremas de Convergencia

Enunciaremos a continuacién los teoremas de comparaciény del cuociente para el caso de integrales

impropias del tipo II. En este tltimo caso, puede basarse la demostracion en el siguiente
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LEMA 5.3.1 Si F:[a,b[— R es creciente entonces Hril F(x) existe o bien HI? F(x)=+o00. El primer caso
X—b~ X—b~

de cumple si y solo si F es acotada.

TEOREMA 5.3.1 (criterio de comparacién) Sean f, g : [a,b[ — R funciones continuas en [a, b tales que

para x > ¢ > a se cumple
0<f(x)<g(x)

entonces:

b b
1. Si f g(x)dx converge entonces J f(x)dx converge.
a a

b b
2. Si f f(x)dx diverge entonces J g(x)dx diverge.
a a

TEOREMA 5.3.2 (criterio del cuociente) Sean f, g : [a,b[ — R funciones continuas en [a, b[ y no negati-

vas tales que

b b
Entonces, f g(x)dx converge siy solo si f f(x)dx converge.
a a

Ademas,

b b
o siL=0y j g(x)dx converge, entoncesf f(x)dx converge.
a a

b b
o silL=o0c0y J g(x)dx diverge, entoncesf f(x)dx diverge.
a a

OBSERVACION: Podemos utilizar también estos criterios adaptados con los otros tipos de integrales im-

propias de segunda especie.

EJEMPLOS:

Inx
——dx.
N

Solucién: Elintegrando posee una asintotaenx =0. Calculamos

1
1. Analizar la convergencia de f
0

1
Inx Inx p
lim x3*— = lim — = lim —*— = lim —4x'/* =0
x—0t ﬁ x—0t x—1/4 x—0t —ix*5/4 x—0t
! dx . 1lnx
Como —7; converge (p=3/4<1), setieneque ——dx converge.
o X / o VX
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3 JE
2. Analizar la convergencia de —dx
, Inx

Solucién: Elintegrando posee una asintotaenx=1. Calculamos

/x x3/2 — x1/2 312 _1y-1/2 3 1
Iim(x—1)— = lim ——— = lim % = lim =x32— =x1/2 =1,
x—1* Inx x-1+ Inx x—1* < x—1* 2

3 3 Jx
Como ——dx diverge, entonces —dx diverge.
, x—1 , Inx

b
3. Seanm,ne€R: 0<m,n <1. Analizar la convergencia de f (x—a)™™b-x)"dx.
a

Solucién: Claramente, estamos suponiendo que a # b. Entonces, como

b c b
J (x—a)_m(b—x)_”dx:f (x—a)_m(b—x)_”dx+f (x—a)™™b-x)"dx
paraalgin c €]a, b[.

= Analizamos la primera integral de la derecha, que posee una propiedad en x = a:

) 1 1
xll)rg(x —a)" G—a)"(b—x) = b_ay por lo que converge.

= Analizamos la segunda integral de la derecha, que posee una propiedad en x = b:

) 1 1
xlgil—(b —x)" G—a)"(b—x)" = b—a) por lo que converge.

b
Luego, la integral J (x—a)™™(b—-x)"dx converge.
a

DEFINICION 5.3.2 Las integrales impropias de tercera especie o mixtas son aquellas integrales que combi-

nan las de primera y segunda especie.

EJEMPLOS:

1. Laintegral

+00 dx
0 VX + x4

es una integral impropia mixta. La funcién tiene una asintota vertical en x = 0 y el intervalo de inte-

gracion es infinito. La convergencia de esta integral dependerd de la convergencia de las integrales

! dx oo dx
or VX+x? y . Vx4t

impropias
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2. Determine para qué valores de p converge la integral
0 g
xi—p
dx
0o 1t+X

Ooxl‘l’d * dx ! dx N * dx
X = = _—
o ltx 0 xP +xp-1 0 xP 4 xpP~1 ) xP 4 xpP~1

1
ax
= Andlisis de convergencia de la integral _
o XP+ xP—1

Solucién:

N . - 1
usando criterio de comparacion al limite con f(x)= T obtenemos
X

xP-1 1

im —— = lim — =1

= lim
x—0t XP +xP71 xoor 1+x
'odx
Asi, ———— convergeparap —1<1(p<2) ydivergeparap—1>1(p>2).
o XP+xPl

dx

(o.¢]
= Andlisis de convergencia de la integral —_—
L XP+ xP~1
N . . 1
usando el criterio de comparacién al limite con g(x)= — obtenemos
X

z. xp z.
Iim — =1lim —— =1
x—00 xP 4 xP~1 X—00 1_|_l
X

o0
dx
. <
Por lo tanto, fl Prap converge para p >1 ydivergeparap <1

En resumen:

P <1 ! dx Oo X di
d) arap =1, . W convergey 1 W 1verge.
%) x1-p
D < .
Luego,sip <1, . P dx diverge.

1 00
b P > dx di dx
arap =2, o g iverge y T g converge.
T e a
LS .
Luego,sip >2, L | x diverge.
) Paral 5 boax * dx
C aral <p <.z, . m convergey 1 W converge.
00 x1-p
Luego,sil<p <2, ———dx converge.
o XP +xP1
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3. Estudie la convergencia de la integral

e

d
x4
Solucion:

Un camino posible es hacer el cambio de variable u =/x, ylaintegral queda:

ooe_x 00 1 00
f = J e_”zdu:2f e_”zdu—i-ZJ e du
0 %3 0 0 1

1

. . —u? . . . .2
La primera integral e " du no es una integral impropia, pues f(u) = e~** es una funcién

0
continua, definida en un intervalo cerrado.

o0
Para la segunda, usamos comparacién: 0<e “*<e~* siu>1. Como laintegral f e “du
1

o0 o0
, e—*
converge, entonces la integral J e du converge. ..laintegral f dx converge.
X
1 0
Otro camino posible es usar directamente el método de comparacion: f ——dx converge,
pues
x 1
< < — Vo<x <1
Vx T Vx
y como la integral f — dx converge, entonces la integral f 7x
Para la integral ¢ 7 < et sixz1.Y la integral
ara la integra , — < e six > 1.Y como la integra
g . ﬁ ﬁ g
o0

o0
e X
e *dx converge, entonces la integral
1 VX
Luego,
° _d
X converge.
VS &

Los criterios que hemos dado hasta ahora solo sirven para funciones positivas. Sin embargo, podemos

formular el siguiente criterio de comparacién:
TEOREMA 5.3.3 Sean f, g, h funciones continuas en [a,+o0], tales que
gx)< f(x)<h(x)

+00 +00
Entonces, si J gx)dx y f h(x)dx convergen, sesigue que f f(x)dx converge.
a a

a
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Dem.: Basta considerar la desigualdad 0 < f(x)—g(x) < h(x)—g(x) yaplicar el criterio de compa-

racion para funciones positivas.

EJEMPLO 5.3.1 La integral impropia

oo senx
5 dx
0o X +1

Note que no podemos aplicar los criterios de comparacioén para funciones positivas, pero

es convergente.

1 senx 1
- < <
X241 7 x2+1 7 x2+1

+00 +00
1 . L y senxdx
Como ——— converge, se sigue por el criterio de comparacién que —, - converge.
0o Xt 1 0 x+1

EJERCICIOS:

1. Clasificar en los diferentes tipos de integrales impropias y analizar la convergencia:

+00 2 (" © x/3
x“dx e
a) ToZiot h i
0o 1+xe+x J o 1+e
+00 +oo
dx senx
b o —dx
) J() (l_x)4 g) Jo x3/2
o 4 [T
) f S A—" h) e In(l+e")dx
o (P 1)(x*+3) Jo
T rl
d)f X dx ) dx
o Senx J, vsenx
1 [ 00
e) J Inxdx 7 x"e *dx
0 J1

2. Determinar todos los valores de a € R para los cuales la integral

x%dx
—_ converge.
0o Vx°(1-x)
o0
. . —y2 .
3. Determine si f y3e™"dy esono convergente. En caso afirmativo, calcule su valor.
—00
2
L : dx
4. Determine, si es posible, .
1 x4/ x%2-1
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b
dx
5. Demuestre que J W (b>a) converge Vp <1 ydiverge Vp>1.
x—a
a
'(Inx)n
6. Demuestre que VnelN: dx existe.
0 ﬁ
7. Pruebe que la integral
(o8}
cosXx
J s—dx
L X
converge.
8. Pruebe que
o0
f senx
0 X
converge.
9. Hallar a y b tales que
®(2x24+bx+a
—— —1|dx=1.
) x(2x+a)

dx

1

o0
10. Probar que = )
q Jo (r?+2rxcosf +x2)*2  r?(1+cosh)
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5.3.3. CLASE 14: Funcion Gamma

DEFINICION 5.3.3 Para cada x > 0, se define la funcién Gamma, I'(x), como
o0
I'(x) = J e 't lde
0

Veamos que I'(x) estd bien definida Vx > 0. Notamos que:

o0 1 o0
I[(x) = J e 't*ldt = f e 't* ldt + J e 't*dt
0 0 1

Estudiemos cada integral por separado:

o0
1
» Para demostrar que J e~ "t*'dt converge, consideramos g(t)= Pt Luego:
1
e~ tyx-1 rx+1
lim ——— = lim e~ "t*! = lim =0
t—00 1 t—00 t—oo el

r2

o0
Luego, como J ) converge, la integral pedida también converge.
1

1
= Probemos ahora la convergencia de J e 't ldr:
0

1
e Six=1: f e~'drt claramente converge.
0
e Six>1:
1 ) 1 ) 1
f e 't lde = — et +J (x—Dt*2e7tdt = —t* et +(x—1)f t*2etdt
0 0 0
u=r*1

dv=e tdt

Notamos que, integrando sucesivamente por partes, se va bajando el grado de la potencia de

t. Luego, basta considerar el caso

e 0<x<1:

IA

1 (pues t >0)
tx—l

e—t

tx—le—t

1 1 £x 1 1
t“le7tdt < t*ldr=—| ==
0 0 X [0 X

expresion que estd bien definida para cada x €10, 1[.

IA
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PrOPIEDADES 5.3.1 La funcién I'(x) satisface las siguientes:
1. T()=1

2. I'(x+1)=xI'(x) Vx>0. Enparticular, I'(n)=(n-1) Vnel.
EJERCICIOS:

o0
1. Sabiendo que f e Wdu= g demuestre que T (%) =Vn
0

2. Probar que F(%) = g

3. Calcule F(g)

5.3.4. Funcion Beta

La funci6n «beta» es una funcién de dos variables, definida mediante una integral impropia. Més

precisamente:

DEFINICION 5.3.4 Sean x,y > 0. Definimos (x,y) como

1
/o'(x,y)zf -y
0

Veamos que f(x,y) estd bien definida, es decir, que B(x,y) € R. Para ello, deberemos analizar los

siguientes casos:
x=1 AN y=21 O0<x<l A y>1; x>1 AN O<y<l; O<x<1l A O<y<l

Casol: x>1 A y=>1

En este caso, la integral no es impropianien t =0 nien ¢t =1, por lo que converge.
Casoll: O0<x<1l A y>1

En este caso, la integral es impropia en t =0:

notamosque 0<r<1 = 0<1-t<1 dedonde 0<¢*1<1 A 0<(1-rp-1<1
1

1
0<t*1(1—¢t)~1<1 yporlo tanto f (1 —t)Y " lde Sf dat. Luego, converge.
0

0
Casolll: x>1 A O<y<l1

En este caso, la integral es impropia en ¢ =1, y se procede andlogamente, por comparacion.
CasolV: O<x<l A O<y<lI:

En este caso, la integral es impropia tanto en ¢t =0 como en ¢ = 1, y por lo anterior, basta usar aditivi-
dad.

Dejamos como ejercicio probar las siguientes propiedades:
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PrOPIEDADES 5.3.2  Dados x,y > 0 se tiene:

1. /3()c,l)=l
X
2. Blx,y)=p,x)
3 ple) =YLty +1)
_ (y -1
4. ﬁ(x’y)_x(x+1)---(x+y—1 Vye]N
I'(x)r
5. /J’(x,y):r(();)—_‘_(;/)) Vx,yelN
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5.4. Ejercicios de Controlesy Certimenes

124

e
. Determine los valores de a € R para los que f
1

. Determine los valores de p € R para los cuales converge la integral

* dx
0 (14+x)xP

. Encontrar todos los valores de p > 0 para los cuales la integral impropia

o0
xP
[
o Vxir+1
es Convergente.

1
x(lnx)*1 dx.

o0
arctan 2
Determine el valor de a € R para el que ——dx=—.
. 11X 8
o0
. S . . 1—cosx .
. Determine si la integral impropia f ———dx converge o diverge.
X
0

Determine la convergencia o divergencia de las siguientes integrales:

w2 3
a) b)
2 x—2 o X1




Capitulo 6

Coordenadas Polares

6.1. CLASE 15: Coordenadas Polares

Hasta ahora hemos estudiado el sistema de coordenadas cartesianas o rectangulares para localizar
puntos en el plano. Existen otros sistemas de coordenadas que en determinadas condiciones de sime-
tria presentan ventajas respecto a las coordenadas cartesianas. En esta clase estudiaremos el sistema de
coordenadas polares.

6.1.1. Posicién de un punto en coordenadas polares

En el sistema de coordenadas polares, un punto P del plano se representa por un par (r, 8) donde r
es la distancia del origen (llamado polo) al punto dado y @ es el d&ngulo de inclinacién del radio vector oP
con respecto al semieje positivo X llamado eje polar.

OBSERVACION: En lo que sigue trabajaremos con el &ngulo medido en radianes.

EJEMPLO 6.1.1 En coordenadas polares, el punto P =(3,7t/6) es ubicado dibujando primero un rayo que
parte en el polo que forme un dngulo 6 = 7t/6 con el semieje positivo (eje polar). Luego, sobre dicho radio
y desde el origen se mide r = 3 unidades. Notar que el mismo punto del plano pudo haber sido localizado
usando las coordenadas polares (3, —117/6), mas atin P=(3,7/6+2nn) para n € Z.

Extension de la representaciéon Todo punto P =(r, 0) tiene infinitas representaciones

(10)= (r,0 +2km) con keZ
S (=r,0+m+2kn) con keZ

Note que el origen o polo es representado por todos los puntos de la forma (0, 8) con 8 € RR.
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Férmulas de transformacion

Ya que estamos familiarizados con las coordenadas rectangulares es ttil poder transformar coorde-
nadas polares en rectangulares y viceversa. Para obtener férmulas de transformacién observamos que el
origen es el polo en polares y el eje polar es el semieje X positivo. Si el punto P tiene coordenadas polares
(r, ) entonces

X = rcosf

y = rsenf

Aunque en la definicién de coordenadas polares se pide que r > 0, estas férmulas son vélidas incluso si
r <0: en ese caso, el punto representado corresponde a (—r, 0 + n).

EJEMPLO 6.1.2 Hallar las coordenadas rectangulares y representar graficamente los puntos P cuyas coor-
denadas polares son:

1. 2,7/3) — (2cosm/3,2senn/3)=(1,+3)
2. (2,—117/3)
3. (—4,31/4) — (4cos(7r/4+7'c), 4sen(7‘c/4+7r)) =(—4,—+2/2)

4. (—2,-57/3)

De las férmulas de transformacion anteriores obtenemos

rt o=

)

+y?

=

tan @

R I=

parax #0

De esta forma, si queremos obtener la representacién polar de un punto en coordenadas rectangulares
(x,y) tenemos que hacer lo mismo que para obtener la forma polar de un complejo. Recordemos:
como la funcién tangente tiene periodo 7, esta ecuacion determina el dngulo 6 salvo un mdltiplo entero

de . Sabemos que

3!9*6]—E,E[: tant9*=Z
2 2 X
de donde:
o* si x>0
0= n+6* si x<0 A y=>0

—n+60* si x<0 A y<O0
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OBSERVACION: Si (x,y) no es el origen entonces siempre son validas las férmulas

senf = )
Vx2+y?
cosf = al

Nz

EJEMPLOS:

1. Determine las coordenadas polares del punto (—2,2+/3) en coordenadas cartesianas.

Solucién: r = {/(—2)2+(2V3)2 =4
2V3

s i U
tanf* = —— = —/3. Como ——<0*<—, setieneque 0*=——
=2 2 2 3
T 2n
O=——4+n=—.
3 3

2. Determine las coordenadas polares del punto (5, —5) en coordenadas cartesianas.

Solucién: Note que
r*=x*+y*=50 = r=5v2
El punto estd en el cuarto cuadrante y
-5 T

tan@z?z—l = 0=——

Se sigue que el punto en coordenadas polares es

(5«/", —%) = (sﬁ, %n)

3. Escribir la ecuacién x? + y? —4x + 2y =0 en coordenadas polares.

4. Considere todos los puntos en coordenadas polares que cumplen la ecuaciéon r =4 sen 8. Transfor-

mar a coordenadas cartesianas e identificar su gréfica.

Solucién: Si multiplicamos la ecuacién por r obtenemos
r?=4rsen

Pero r2=x?+y%2 vy rsenf =y, dedondelos puntos es coordenadas rectangulares satisfacen
x2+ y =4y

es decir
P (y—2)° =2

que es una circunferencia de radio 2 y centro (0, 2).
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6.1.2. Graficas en coordenadas polares
Las curvas mas simples en coordenadas polares son de la forma:
r=c A 0=aq, c,a = ctes.

La primera representa una circunferencia centrada (de radio c si ¢ > 0) y la segunda representa un rayo,
que parte del polo y tiene dngulo a respecto del eje polar.

Mais en general:

Sea f una funcién de una variable a valores reales (f : D C R — R). Definimos el subconjunto de IR?

de todos los puntos de coordenadas polares (r, 8) que satisfacen la ecuacion
r=r(0)
Este conjunto puede ser escrito en coordenadas cartesianas en la forma

G = {(rcos@,rsen@)e]RZ:r=f(0),HeDom(f)}
= {(f(8)cos8, f(8)send) €R?: 6 € Dom (f)}

Al conjunto G se le llama grafica polar de f y la ecuacién que la origina es llamada ecuaci6n polar de f.

Para graficar en el plano una ecuacién en coordenadas polares es conveniente hacer un analisis pre-
vio antes de ubicar puntos para simplificar la construccién de la grafica. En este anélisis se consideran

las nociones de interceptos, simetrias, extension.

OBSERVACION: Como sabemos todo punto de coordenadas (r, 8) coincide con el punto de coordenadas
(—r, 8 + ), de esto se sigue que si la ecuacién de una curva en coordenadas polares es de la forma

r=f(6)
entonces la misma ecuacion tiene las representaciones
(-D)"r=f(0+nmn)

para n € Z. Es por esta razén que las ecuaciones r =1y r = —1 son la misma circunferencia y también la

0
r=2sen| —
2
0
r=-2cos| —
2

gréfica de

es la misma que la de
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DEFINICION 6.1.1 Diremos que la grafica de la ecuacion r = f(0) es acotada si
dM>0: |[r|<M V6eDom(f)

es decir, si es posible encerrar la gréfica de r = f(8) por una circunferencia de radio M (o mayor).
EJEMPLOS:
1. r=4sen(40)cosf esacotada, pues|ri<4 VOel.

2. r=e? no esacotada. Grafiquela.

Simetria respecto al eje polar

La gréfica de una ecuacién es simétrica respecto al eje polar si al reemplazar 6 por —8 la ecuacion po-

lar no varia. También es posible verificar la simetria respecto al eje polar, si al cambiar simultdneamente
r por —r y 0 por 1—0
la ecuacién no varia.

OBSERVACION: [importante] Cuando decimos que la ecuacién r = f(68) no cambia estamos diciendo que

se obtiene una de sus multiples representaciones (—1)" r = f (6 + nn).

EJEMPLOS:

1. r =1 es simétrica respecto al eje polar. (Notar que al reemplazar r por —r y 6 por = — 6 obtenemos

r =—1 que es la otra representacion de esta circunferencia)

2. r=2cos(26) es simétrica respecto al eje polar.

Simetria respecto al eje normal (Eje Y)

Si al reemplazar 8 por 7w — 6 la ecuacién polar no varia (o al reemplazar en forma simultédnea r por —r

y 68 por —6) entonces la ecuacion es simétrica respecto al eje normal.

EJEMPLO 6.1.3 La gréfica de r =4sen# es simétrica respecto al eje polar.

Simetria respecto al polo

Si la ecuacién polar no cambia al reemplazar r por —r (0 8 por 8 + ) entonces la grafica es simétrica

respecto al polo

EJEMPLO 6.1.4 Estudiar las simetrias de r =|2sen 8|
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EJEMPLOS:
1. Graficar r=1+cos@

Solucién:

= Note que |[r|=|1+cos 8| <2 luego el grafico estd dentro de la circunferencia de radio 2.

= Interceptos.

\S) w o
5 Nl:\ [ (e
N | = O =[N =

Note que f(0)=1+cos 8 es periddica de periodo 27; luego, se repiten las intersecciones con
los ejes.

= Simetrias: Se verifica que la gréfica es simétrica solamente respecto al eje polar. Por tanto
basta dibujarla en el semiplano superior.

= Ahora damos algunos valores de dngulos conocidos:

610 /6 n/3 | n/2| 2m/3 51/6 T
rl2|1+(v3/2) [3/2| 1 |1-(1/2)|1-(Vv3/2) |0

con estos datos podemos construir la grafica que se presenta a continuaciéon:
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2. Graficar r=1-2cos#f.

3. Graficar r=2sen(360).

4. Graficar r=8cos#f.

5. Graficar r?=a?cos26, a cte.

6. Graficar: r=acos20, r=acos30, r=acosnf, nelN.

6.1.3. Intersecciones de graficas en ecuaciones polares
Como ya sabemos una ecuacidén polar r = f(8) tiene las representaciones
(-D)"r=f(0+nn)
por lo cual encontrar las intersecciones de dos ecuaciones polares
ro= f(6)
ro= g(0)

puede implicar resolver més de un sistema de ecuaciones (depende de la cantidad de representaciones

de una curva en polares).

EJEMPLO 6.1.5 Hallar los puntos de interseccién de las graficas de
r=2cos(20) y r=1

Si ya las sabemos identificar, sabemos que son una rosa de 4 pétalos y una circunferencia de radio 1
centrada en el origen, por lo que buscamos 8 puntos de interseccion.

Al resolver el sistema

r =1
r = 2cos(20)
tenemos
—=cos(20)
de donde
0— T 5t 7m 11
666 6
Si usamos la representacion de la curva r =1 dada por r = —1 obtenemos
r = -1
r = 2cos(20)
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de donde )
——= 20
5 cos(20)

y asi
T 2T 4m 5w

33373
De esto se obtienen 8 puntos de interseccién distintos.

EJERCICIOS: Encontrar la interseccion de las graficas de r = cos268 y r =cos 8
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6.2. CLASE 16: Area en Otras Coordenadas

6.2.1. Areaen Coordenadas Polares

Vamos a considerar el problema de hallar el 4&rea de una regién plana encerrada por la grafica de una
ecuacion polar y por dos rayos que parten desde el origen. Vamos a utilizar para ello sumas de Riemann
para aproximar el valor exacto del drea, sin embargo, esta vez, en lugar de considerar rectdngulos em-

plearemos sectores circulares.

Recordemos que en un circulo de radio r, un sector cir-

4\ a-ir cular de dngulo central 8 (medido en radianes) tiene un
' area de )
A==r?0
2

Dada una ecuacién en coordenadas polares r = f(6) donde f es una funcién continua y positiva,
que estd definida sobre @ < 8 < 8, ylaregion R de drea A encerrada por la grafica dela ecuaciéon r = f(6)
yporlosrayos 8 =ay 8 =3 con a < 8 que parten desde el origen.

Consideramos una particion
P ={a=0p<0,...<0,_1<0,=p} la que deter-
mina n subintervalos [6;_1, 0] para k = 1,2,..., 1. " )
En cada uno de esos intervalos seleccionamos un . 5 "‘ Al
dngulo 6; arbitrario entonces el drea encerrada ﬁ’? L'_ - " -::'-?.’er
por la gréfica entre los rayos 0 = 0,_; y 6 = 0 es .“': i :h
aproximadamente igual a / } -
[ At |
S (@) s, .

de esta forma el area total encerrada es aproximada-

mente

n
1 2
AN;E (£(6;)) a6k
Si f es continua entonces

B

.ol M2Aaa  [71 2
Jim D3 () 2= | 5000

a
DEFINICION 6.2.1 Sea f : [a, 8] — R una funcién continua y positiva. Sea R la regi6n encerrada por la

133



CAPITULO 6. COORDENADAS POLARES Verénica Gruenberg Stern

gréfica de la ecuacién en coordenadas polares r = f(6) yporlosrayos 8 =a y 8 =f. Elareade R

estd dada por

Fq
A:f E(f(e))zde

a

EJEMPLOS:

1. Encontrar el drea encerrada por el cardioide r =2(1+ cos 8)

2. Encontrar el drea encerrada por un pétalo de r =4sen(26)

EJERCICIOS: Encontrar el drea total encerrada por la lemniscata r2=4sen(26)

6.2.2. Extension de la féormula

Para calcular el area de la regiéon encerrada por las gréaficas de dos ecuaciones polares r = f(8)y
r=g(@)yporlosrayos 8 =a, 8§ = donde a < fy g(8) < f(08) primero calculamos el 4rea mayor y le

restamos la menor es decir

- 1 (7 1 (7
\ A = EJ f2(0)d0—if g%(0)do

a

2

a

Nt 1 (P
o —f (£2(0)-g*©)do

EJEMPLOS:
1. Hallar el drea fuera de la cardioide r =2(1+ cos ) y dentro de la circunferencia r =6cos 8.

. s . 1 T
Solucién: Las curvas se intersectan en: 2(1+4+cosf)=6cosf = cosl = 3 = 0= :I:g.

Por la simetria,

1 n/3 /3
A:2-§J 3600829—4(1+0089)Zd9:4f 8cos’0 —2cosf —1d0 =4n
0 0

2. Hallar el &rea comtin a las dos circunferencias r =2senf y r =2cos 6.
. . T
Solucién: Las curvas se intersectan en: 2senf =2cos = 0= 1

Por la simetria,

1 /4 T
A=2-— 4sen’0df==—-1
2 0 2
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EJERCICIOS: Dadas las curvas (1) r=2cos(30) y () r=1.

1. Hallar el &rea que encuentra en el interior de (1) y exterior a (2)
2. Hallar el 4rea que encuentra en el exterior de (1) e interior a (2)

3. Hallar el area interior a ambas.

6.2.3. Areaen Coordenadas paramétricas

Recordemos, en primer lugar, lo que entendemos por coordenadas paramétricas: dadas dos fun-

ciones continuas f,g:[a,b] — R, lasecuaciones
x = f(1), y=g(t) a<t<b
determinan las ecuaciones paramétricas de la curva
C={(x,y)€R*:x=f(t),y =g(t) cont €[a,b]}

Notar que, a medida que ¢ (el pardmetro) varia de a hasta b, el punto del plano (x,y) = (f(¢), g(¢)) se

mueve y recorre la curva C, de ecuaciones
x = f(1), y=2g(1) a<t=<b

El punto (f(a), g(a)) es el punto inicial y el punto (f(b), g(b)) es el punto terminal o punto final. Si

ellos coinciden se dice que la curva plana C es cerrada.

DEFINICION 6.2.2 Parametrizar una curva cartesiana C es encontrar funciones f, g : [a, b] — R tales que

C:{(x,y)G]Rz:x:f(t),y:g(t) parate[a,b]}

Recordemos que las parametrizaciones no son tnicas; por ejemplo

x = —13
C:{ telR
y £

= t
C:{x relR
y =

ambas son parametrizaciones de la gréfica de la pardbola y = x2.
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CAPITULO 6. COORDENADAS POLARES
OBSERVACION: Las curvas dadas en coordenadas polares pueden parametrizarse de maner estandar: si

con 0elap]

r=r(6)
entonces
x=rcosf, y=rsen(f) para0ea/pf]
es decir
] x = f(t)cost telap]
y = f(t)sent

es una parametrizacion de la grafica polar.

DEFINICION 6.2.3 Si entre los puntos (f(a), g(a)) v (f(b), g(b)), se verifica que (f(t1), g(t1)) es dife-
rente del punto (f(f2), g(¢2)) paratodo ¢, y t» diferentes del intervalo ]a,b[, se dice que la curva

plana C es simple. En otras palabras esto expresa que la curva no se cruza a si misma.

OBSERVACION: Las curvas simples pueden ser cerradas.

/
. Curva cerrada (no simple)
Curva cerrada simple

DEFINICION 6.2.4 Si C es una curva paramétrica cerrada y simple descrita por las ecuaciones
a<t<b

x=f(¢) y=g(1)

diremos que ella es descrita en el sentido positivo si se describe en forma antihoraria y descrita en el

sentido negativo si se describe en el sentido horario.
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EJEMPLOS:

1. Lacurvax =cos(4t),y =sen(4t)parat €[0,7/2] es una curva cerrada simple descrita en el sentido
positivo. En cambio x =sen(4t),y = cos(4t) para t € [0, 71/2] es una curva cerrada simple descrita

en el sentido negativo.

2. Lagréfica de la cardioide r =1+ cos 8 se puede describir mediante las ecuaciones paramétricas

x = (l1+cost)cost

y = (1+4cost)sent

para t € [0,27] y es una curva cerrada simple descrita en sentido positivo.

Presentamos a continuacion una férmula cuya demostracion se verd en MAT024 (aunque es posible
realizarla en este curso dividiendo la regién en subregiones mds simples), que trata sobre el drea ence-

rrada por una curva paramétrica.

TEOREMA 6.2.1 Sean f(t), g (¢) funciones definidas en [a, b] y derivables por tramos tales que

C: x = [ t €la,b]
y = g()

describe una curva cerrada simple orientada en sentido positivo. Entonces

1Jb
A==
2
a

es el drea encerrada por la curva.

f) gl

b
1
df=— g () —Ff()g(t))dt
) gl L(f( )8 ()= f'(t)g(t))

2

EJERCICIOS: Muestre que al usar la férmula anterior en

C:{x = f(t)cost e [a,f]

y = f(t)sent

se obtiene el drea encerrada por la ecuacion polar
r=f(0)conb e |ap]
Solucién:

b
A= %J f(t)cost(f'(t)sent + f(t)cost)—(f'(t)cost — f(t)sent)f(t)sent dt =
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b
1
= EJ fz(t)(cos2 t+sen’t)dt =
a

OBSERVACION:

b b
f f(t)g’(t)dt=—J f(gt)de

En efecto: basta realizar una integracién por partes
y utilizar que la curva es cerrada; de esto podemos

obtener Y
A=J fg(nade

o bien

b
A=—f fl(t)g)de

1 b
EL fA(t)dt

OBSERVACION: Si la curva es recorrida en sentido negativo debemos cambiar el signo en las integrales.

EJERCICIOS:

1. Verificar que las tres férmulas anteriores dan lo esperado para la curva dada paramétricamente por

X=cost, y=sent,

2. Encontrar el 4rea encerrada por la elipse

2 2

Xy

PERE AN

y por la astroide
X234 y23 =1

3. Calcular el area encerrada por la cicloide

= a(r—sent
c. X a(t—sent)
y

= a(l—cost)

y el eje X.
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6.3. Ejercicios de Controles y Certimenes
1. Determine el 4rea de la region fuera del circulo r =1, y dentro de la cardiode r =1 —sen 6

. . . . . 1
2. Exprese, mediante integral (es), el rea interior a la curva r =1+ cos6 y exterior ala curva r = >

3. Considere las curvas

Determine el drea encerrada por las curvas.
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Capitulo 7

Mas Aplicaciones

7.1. CLASE 17: Longitud de Arco

Dada una curva plana C definida en forma paramétrica por

C: { x = x) parat €[a,b]
y = y(@)
donde x(t),y (t) son funciones diferenciables sobre [a, b] hallaremos una férmula integral para calcular
la longitud de la curva.
Consideremos una particién & ={a = ty, t1,*- ti-1, ti,..., t, = b} del intervalo [a, b] y consideremos
los puntos sobre la curva Q; = (x(¢;),y (¢;)) para i = 0,1,2,...,n entonces la longitud de la curva es

aproximadamente

> d @i Qi)=Y ) —x (e + (3 (1)~ y (11-1))°
i=1 i=1

por el teorema del valor medio existen puntos ¢}, £;* en el intervalo [#; 1, t;] tal que

x()=x(tiz) _ (17)

li—ti—1
J’(ti)—J’(ti—l) _ 7 4k
el AU
luego
(x(t)=x ()P + () =y () = (¢ (1)) @+ (v (17)) (an)?
= [ () + 0 (5)) Jany
se sigue
Ve —xw 0P+ -y (0P =y (¢ () + (v ()8
asi

ian:d (Qi,Qi-1)= lan: \/(x’ (t;k))z +(y’ (t;**))zAti
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aunque esta Ultima expresion no es una suma de Riemann se demuestra que

n b
lim Z\/(x’(t;*))z—k(y’(t;k*))zAti=f \/(x/(r))2+(y/(t))2dt
i=1 a

l221l—0

TEOREMA 7.1.1 SiC:x=x(t),y =y(t) t€la,b]esuna curva paramétrica suave entonces su longitud

[y (%) o

OBSERVACION: Si la longitud es finita entonces decimos que la curva es rectificable. (en las condiciones

esta dada por

del teorema la curva es rectificable)

EJEMPLOS:
1. Calcular la longitud de arco de la astroide

X234 23 = g2/3

Solucién: Parametrizamos la curva por las ecuaciones

X = acos’t

y = asen’t, t€10,27]

Analizando la simetria de la curva nos damos cuenta que basta calcular

/2 2 2
dx dy
4 — — | dt
fo \/(dr) +(dt)

/2
12af |sent cost|dt
0

L(C)

= 6a

2. Hallar la longitud de un arco de la cicloide

x = a(t—sent)
y = a(l—cost), teR, a>0
Soluciéon: Como
x'(t) = a(l—cost)
y'(t) = asent
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se sigue
\/(x’(t))z%—(y’(t))2 = \/(a(l—cost))z—i—(asent)2
1—cost
= Za\/—
2
t
= 2a|sen (5)‘
se sigue

dt=8a

()

21
J 2a
0

3. Calcular la longitud de arco de la curva

t
COSzZ
x(t) = f dz
Z
1
tSGIlZ
y(t) = dz
1 Z

desde el origen al punto mds préximo que tenga tangente vertical. Resp: In (%)

7.1.1. Longitud de arco en coordenadas cartesianas

Si queremos calcular la longitud de la grafica de una funcién y = f(x) para x € [a, b] entonces pode-

mos emplear la formula anterior junto a la parametrizacién

C: r= 1 arat €la,b]
\y = rn® ’

y obtenemos

b
LMFJ\H+WUWM

EJEMPLO 7.1.1 Hallar el perimetro de la regién limitada por la recta y =1 y la grafica de la funcion

92x+e—2x
y= 4
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7.1.2. Longitud de arco en coordenadas polares

Si queremos calcular la longitud de la gréfica de una ecuacion polar r = f(0) para 6 € [, #] entonces

podemos emplear la férmula para longitud de curvas paramétricas junto a la parametrizaciéon

C:{ x = J(O)cosb para 0 € [a, B]

y = f(@)senf

y obtenemos
B 2 2
dx dy
L = — — | do
o = (@) (%)
B
- J \/(f’(H)cosﬂ—f(0)sen0)2+(f’(@)sen()+f(0)cos€)2d0
a
B
= J \/(f’(H)COSH—f(0)sen9)2+(f’(9)sen9+f(9)cos€)2d0
P 2 2
= f V() +(£0)%a0
a
EJEMPLOS:
1. Calcular el perimetro de la cardioide r=a(l+cosb).
Sol.:
VA
! zzf Va?(1+cos(0)? + a?sen?(0)d 6
0
T
=2af 2+42cos(6)d 6
0
T
1
1 f [Lcos(®)
0 2
i 0
:4af cos(—)d@
2
0
0 VA
:4a-23en(—) = 8a
2) o
2. Hallar la longitud total de la curva r =asen3 (%)
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EJERCICIOS:

1. Encontrar la longitud de las siguiente curvas:

X
a)yzf Vvud-1ldu, 1<x<2
1

b) x=Iny/1+1t? y=arctant, desde r=0 hasta t=1
2. Calcular el perimetro de la regién que es interior a las curvas r=senf y r=1+cos#.

3. Sea f una funcién positiva que no es constante tal que en todo punto de [0, b] la longitud de la

gréfica es igual al drea de la regién bajo ella y sobre el eje X. Hallar la funcién suponiendo que

fO)=1.
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7.2. CLASE 18: Volumenes de Solidos

Mediante integracion, es posible también calcular volimenes de solidos, como veremos en esta sec-

cién.

7.2.1. Volumenes por Secciones Transversales

Consideremos un sdlido en el espacio, del cual nos interesa calcular el volumen. Vamos a seguir un
proceso similar al realizado para definir dreas entre curvas; esta vez utilizaremos ciertos voliimenes co-

nocidos para realizar la aproximacién (en el caso de dreas utilizamos rectangulos).

DEFINICION 7.2.1 Diremos que un sélido es un cilin-
dro recto cuando estd delimitado por dos regiones
planas congruentes R; y R, situadas en planos pa-
ralelos y por una superficie lateral generada por un

segmento rectilineo cuyos extremos coinciden con b’

—
=

los limites de Ry y R, y que se desplaza de manera 2
que es siempre perpendicular a los planos paralelos.
La altura del cilindro recto es la distancia entre los
planos yla base es Ry 6 Ry.
OBSERVACION: Sila base es un rectangulo, el cilindro recto obtenido se denomina paralelepipedo rectan-

gulo o recto, y si la base es un circulo se obtiene un cilindro circular recto.

Si el 4rea de la base de un cilindro recto mide A unidades y la altura es & unidades, el volumen del

cilindro recto es V= Ah. Usaremos esta formula para determinar el volumen de sdlidos méds complejos.

y Seccidn transversal

de drea A(x) Sea S el sélido del cual queremos calcular el volumen. Tra-

P,
/ zamos un eje de forma que en cada posicién de tal eje se
/ conozca el drea de la seccion perpendicular del sélido a

dicho eje. Denotemos el eje por OX y A(x) el area de la

/

r
i
™
o —————
M

seccién. Supongamos ademads que el s6lido se encuentra

entre los planos x =a y x = b.

Probaremos que si la funcién de 4rea transversal A(x) es integrable en [a, b] entonces el volumen del

solido es

b
V(S)=J A(x)dx
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Primeramente, debemos tener claro que el volumen de un sélido debe satisfacer ciertas propiedades

basicas. Si S; y S2 son dos sélidos, denotemos por V(S;) y V(S2) sus respectivos volimenes. Entonces:

n 51CS = V(S1)SV(S2)

n V(S1NS)=0 = V(S:US)=V(51)+V(S2)

Sea, entonces, £ = {xy,x1,...,Xn} una particiéon de [a, b] y para cada i, sean:

= C; la parte del s6lido entre los planos x =x;_; y x = x;,

» C; el cilindro recto de base m; (A) (infimo de A(x) en [x;—1,x;]) y altura x; —x;1,

» C; el cilindro recto de base M; (A) (supremo de A(x) en [x;_1,x;]) y altura x; — x;_;

Entonces, Vi=0,---n:
v (c) =vie)<sv(a)

de donde

N

v(G) SiV(Ci)SiV(a)
i=1 i=1

i=1 =
y luego
s(A,2) < V(S) < S(A4,2)

Como la particién es arbitraria, concluimos que

b

b
J Ax)dx < V(S) < J A(x)dx

a

Si A es una funcidn integrable, es razonable entonces definir

b
V(S)=J A(x)dx

que es la formula para el calculo de voltiimenes de s6lidos por secciones transversales.
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EJEMPLOS:

1. Una pirdmide de 3 metros de altura tiene una base cuadrada que tiene lado igual a 3. Calcular su

volumen.

et

Si consideramos la seccién transversal perpendicular de
Seccién transversal la pirdmide como en la figura, a la altura x desde el vér-
tice, vemos que ésta mide también x. De esta forma, el
area de la seccion transversal A(x) es x2. Los limites de
integracién son 0 y 3. Entonces el volumen de la pirdmide

es

q_"""'--...*.r{m} 3 3 s
V(P):f A(x)dx:f x2dx=21
0 0 3

3

=9m?

0

2. El principio de Cavalieri dice que sélidos con igual altitud e idénticas secciones transversales en
cada nivel tienen el mismo volumen. Esto sigue de forma inmediata de nuestra definicién del vo-
lumen puesto que la funcién drea A(x) y el intervalo de integracion [a, b] es el mismo para ambos

solidos.

bl __— mismo volumen

misma seccion
transversal

3. Una cufa es extraida desde un cilindro circular de radio 3 por dos planos. Un plano es perpen-
dicular al eje del cilindro y el segundo corta al primer plano en un dngulo de 45° en el centro del

cilindro. Encontrar el volumen de la cuiia.
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7.2. CLASE 18: VOLUMENES DE SOLIDOS

El dibujo nos da una seccién transversal perpendi-
cular al eje escogido, las secciones son rectangulos

de area

A(x) = (alto)(ancho)
= x (2 VI— xz)
= 2xy9—x2

los rectdngulos recorren desde x = 0 hasta x = 3 se

sigue:

b 3
V:f A(x)dx:f 2xV9—x2dx=18
a 0

7.2.2. Volumenes de So6lidos de Revolucion

V0 _ 52

DEFINICION 7.2.2 Un s6lido de revolucién es un sélido generado mediante la rotacion de una regién pla-

na alrededor de una recta en el mismo plano.

Calcularemos el volumen de este tipo de s6lidos mediante dos métodos: el método de los discos y el

meétodo de los cilindros.

Método de los discos

Suponga que la regién plana estd limitada por las graficas de dos funciones y = R(x), y = r(x) y por

las rectas x = a y x = b. Supongamos ademds que para x € [a, b] se cumple 0 < r(x) < R(x). Esta region

gira alrededor del eje X. Note que, en la coordenada x, el drea de la region transversal corresponde a

A(x)= (area del circulo mayor) - (drea del circulo menor)

Ademas, el mayor radio corresponde a R(x)y el menor a r(x). Luego

A(x)=nR?(x)—mr?(x)

et

(x, Rix))

(x, rix))
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Asi, el volumen esta dado por
b b
V:f A(x)dx:nj (R*(x)—r?(x)) dx
a a

Notar que, en caso de que las funciones giren entorno ala recta y = ¢ entonces sigue siendo valida la

férmula
A(x)= (4rea del circulo mayor) - (4rea del circulo menor)
EJEMPLOS:
1. Laregion acotada por la curva y = x>+ 1 y la recta y = —x + 3 gira alrededor del eje X generando

un sélido. Encontrar su volumen.

Primero dibujamos la regién ubicamos el mayor y menor

radio al eje de rotacion en este caso

R(x) = —x+3
r(x) = x*+1
.‘.
T._ @ ] buscamos los puntos de interseccién de las graficas para
R@ = —x 43 h"'ﬁ\ obtener los limites de integracién
* rix) 7;5“_‘1“‘% Yll"l
=5 | xX241=—x+3
x '|"‘"'-=-._ —y
/ tiene por soluciéon x = -2y x =1 luego calculamos el vo-
‘ lumen

x4 3 b
=21 vV = ﬂf (Rz(x)—rz(x)) dx

1
= nJ ((—x—i—S)Z - (x2+ 1)2) dx
2

117
= —n
5

2. Laregion acotada por la pardbola y = x? ylarecta y = 2x en el primer cuadrante gira alrededor del

eje y para generar un solido. Encuentre su volumen.
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Bosquejamos la regidn. En este caso conviene mirar

las funciones como dependientes de y, el radio ma-

yor es R(y) = /¥ y el radio menor es r (y) = y/2.
La recta y la pardbola intersectan en y =0,y =4 se

) )ar

sigue que el volumen del sélido es

|4

1]
&
S
3
Yo
—~
3
N—r
[\]
|
VY
N <

3. Encontrar el volumen del sélido de revolucién generado al girar la regién acotada por y = +/x y las
rectas y = 1,x =4 alrededor de la recta y = 1. En este caso el radio menor es 0 y el radio mayor es

R(x)=+x—1 (esa es la distancia al eje de rotacion) se sigue que

4
vV = Jn(ﬁ—l)zdx
1

=T
I

. I

’ I
: |
1

4. Encontrar el volumen del solido de revolucién generado al girar la regién acotada por la pardbola

x=y?+1ylarecta x =3 alrededor de la recta x =3.

En este caso es conveniente trabajar con funciones dependientes de y, el mayor radio es R (y) =
3—(y%+1) yelintervalo de integracion es [—ﬁ, x/i] se sigue entonces

vV = J_Zn(s— (y2+1))*ay

64
= —Van
15
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2 - -
a ,' I-‘ el
1i3.vD)

e bl
T

(3. V7))

Método de las capas cilindricas.

Ahora utilizaremos una aproximacién diferente del volumen mediante cilindros. Suponga que una

region es acotada por el grafico de una funcién positiva y = f(x) y el eje X sobre un intervalo finito

[a, b]. Esta regidn esté a la derecha de la recta x = L (supongamos que a > L). De esta forma, la regién

puede tocar la recta pero no pasa a través de ella. Generamos un sé6lido de revolucién rotando tal regién

alrededor de la recta, como indica la figura:

Sea P = {x¢,x1,..., Xy} unaparticién del intervalo [a, b] y sea ¢, el punto medio del intervalo [x_;, X¢].

Aproximaremos la regién mediante rectdngulos con bases en esta particion. El rectangulo de altura f(ci)

ybase xy —xyx—1 rotaentorno alarecta X =L, generando una capa cilindrica con volumen

Vi =

7 (xx — LY f (cx) — m(xk—1 — L)* f (ck)

= 7nf(cx)(xk +Xk—1—2L)(xk — Xk—1)
= 2n(ck—L)f(ck)Axk

El volumen es, aproximadamente,

Ve V=D 2m(er— L) f(cr) Axi

k=1 k=1
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Sila norma de la particiéon tiende a cero, obtenemos

b
V:f 2n(x—L)f(x)dx

Vamos a resumir la férmula pero poniendo énfasis en su obtencién.

PROPOSICION 7.2.1 El volumen del s6lido generado por la rotacidon de una regién plana definida entre

x=a y x=>b alrededor de unarecta x = L que no pasa a través de la region estd dada por
b .
Radio de la capa altura de la capa
V=1 2nm ) . P ) . P dx
a cilindrica en x cilindrica en x

OBSERVACION: Esta formula es més general y permite, por ejemplo, considerar el caso en que la altura del

rectangulo estd limitada por la gréfica de dos funciones.

EJEMPLOS:

1. Laregion acotada por la curva y = V/x, el eje X, ylarecta x = 4 gira alrededor del eje y para generar

un sélido. Encuentre su volumen.

Primero realizamos un gréfico de la regién. En un punto
de coordenada x trazamos un segmento paralelo al eje de

rotacién, calculamos la altura y la distancia al eje de ro-

4 tacion. Se sigue que los limites de integraciéon son x =0y
x =4 luego
b Radio de la capa altura de la capa
vV = 2n . ) . ) dx
4 cilindrica en x cilindrica en x
4
= J 27x (ﬁ) dx
0
128
) = — T
i 5

2. Laregion acotada por la curva y = v/x el eje x y la recta x =4 gira entorno al eje x para generar un

s6lido. Encontrar el volumen.
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Dibujamos la regién y trazamos un segmento para- 4oy

lelo al eje de revolucién en un punto x del interior

del intervalo calculamos la distancia al eje de rota- [ v

ciony la altura del segmento. En este caso la variable
es y y los limites de integracién son a =0y b =2 se

sigue que el volumen del sélido es
f b ) ( Radio de la capa ) ( altura de la capa ) J
T e e y
a cilindricaen y cilindricaen y
2
f 2n(y) (4—y?)dy
0

= 8r

v

3. Determinar el volumen del s6lido de revolucién obtenido al rotar la regién limitada por y = x> +1,

y =x +3 alrededor de larecta x = 3.

Aplicamos el método de las capas cilindricas, buscamos los puntos de interseccién de las gréficas
21—
x“+1=x+3

tiene soluciones x =2 y x = —1 esbozamos una grafica: Aplicamos la férmula para voltimenes por

capas cilindricas
b Radio de la capa altura de la capa
vV = 27 dx
a cilindrica en x cilindrica en x

2
vV = J 271(3—x)(x+3—(x2+1))dx
-1

45
V = —nm
2
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7.3. CLASE 19: Area de Superficies de Revolucién

Una superficie de revolucién se genera cuando una curva plana gira alrededor de una recta coplanar.
En esta secciéon determinaremos una férmula para el 4rea de tales supetrficies y las calcularemos en va-
rios casos especiales. El drea de una superficie general se desarrollard en MAT024, que considera entre
sus tdpicos, el calculo integral en varias variables. Es posible mostrar que las superficies de revolucién
son un caso particular de ese desarrollo general.

Sea C una curva en R? dada paramétricamente por (x(¢),y(t)),t € [a,b] y sea L una recta en R?

dada por la ecuacién ax + by +c=0.

Estudiaremos, en primer lugar, el caso especial en que la curva C es el segmento de recta que une los
puntos P, = (x1,51) v P»=(x2,52). Supondremos que la recta L no corta el segmento. Sean d, y d; las
distancias de P; y P, a L respectivamente.

Notemos quesi PP, 1 L, entonces laregion es un disco (ver figura), cuya area es

A(R)= |7wlf —nd§|

Si PP || L entonces d, =d, = d y la superficie de revolucién es un cilindro (ver figura) de radio d y

longitud d(P,, P,). Se sigue que el drea de la superficie es

AR)=2ndd(P, P)

Supongamos ahora que no se cumple P, 1 L ni PP || L. Entonces, la superficie es un cono trun-
cado con radios d; y d», respectivamente. Para encontrar el drea de este cono truncado vamos a obtener

el area superficial de un cono de lado ! y radio de base a. Notemos que se cumple
0l=2ra
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y el drea ser4, por lo tanto,

1
—01°=rla
2

Ahora, para encontrar el drea del cono truncado vamos a restar el drea de dos conos: uno de longitud de

lado /; al que tiene la longitud de lado mas largo /. Entonces, el drea superficial es

ﬂlgdz—ﬂlldl = ﬂ(lgdz—lgdl-i'lzdl—lldl)
n(dz+di)(l2—11)
= n(di+d2)d(P, P)

Asi, si la superficie de revolucién estd generada por un segmento de recta, vemos que es posible re-

ducir el célculo de su 4rea a expresiones conocidas.

Consideremos ahora el caso general de una curva definida paramétricamente por (x(¢),y(¢)), con
t €la,b]. Sea ? ={ty,11,...,t,} una particiéon de [a, b]. Realizaremos una aproximacién de la superficie
de revolucion generada por la curva (x(¢),y (¢)) para cada subintervalo ¢ € [t;_, £;], en el que aproxima-
remos esta curva por el segmento P,_; P;, donde P, = (x(t;),y (¢;)) parai=1,2,...,n.

Consideramos la nueva curva, aproximacién de la original, formada por la unién de todos estos seg-
mentos (ver figura mds abajo). Al generar la superficie de revolucién, obtenemos la suma de las dreas de
estas aproximaciones, que es

n
Sn=Y m(di+di)Ai
i=1

donde d; esla distancia desde P; a Ly A; es lalongitud del segmento P;_; P;. Note que para cada i tenemos

g |ax (1) +by (t:)+c|

\ a?+b?

A=y () —x ()P + (v () -y (6))?
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Suponiendo que las funciones x(¢) e y(t) son derivables, es posible aplicar el teorema del valor medio
para encontrar, en cada subintervalo, puntos s;, u; € |t;_1,t;[ tales que

A= e —x )P+ ) -y (61)°

~ \/(x(t,-)—x(t,-_l))%(y(ti)—y(ri_l))z
B (ti —ti—1)?

= &P+ )’ Ar

(ti —ti-1)

n n
Entonces las sumas Z diiAiy Z d;A; pueden considerarse como aproximaciones de la integral
i=1 i=1

Jb |ax(t)+by (1) +c| JE @OF + (v (0)2dt

a vV a?+ b?

Estas consideraciones nos llevan a la siguiente definicién de area de superficie de revolucion:

DEFINICION 7.3.1 Sea C una curva suave dada por (x(¢),y(t)), t € [a,b]. Considere una recta L :
ax+by+c =0 que no corta la curva C. Para t € [a,b], consideremos la distancia desde el punto
(x(t),y(r)) alarecta L dada por

- |ax(t)+by(t)+c|

\ a®+b?

Entonces, el drea de la superficie de revolucién obtenida al rotar la curva C en torno alarecta L estd dada

Pl

por

b
A(S)=2nf p (D (& (1P + (v (1)1
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7.3.1.

Casos particulares importantes:

1. Si consideramos el gréfico de la funcién y = f(x) con x € [a, b] y la rotacién se realiza en torno al

eje x, entonces el drea de superficie de revolucién estd dada por

b
A(S)=2nf |f GV 1+ (7 (x)*dx

2. Siunacurva C estd dada en coordenadas polarespor r=p(6) con 6 € [a,] yLesunarectaque
parte desde el origen dada por 8 =y que no corta C entonces el drea de la superficie de revolucién
estd dada por

B
a©)=2z | po1sen(0-1)y/(p(0)+ (@) a0
a
donde la distancia desde el punto (p (8)cos(6), p(0)sen (6)) alarectaestd dada por p (6)sen (6 —7)
paraf € [a,B].
(p(0) cos(@), p(0)sin(F))
\ C
_\ ] .
X \ p(6)] sin(? — )|
\
/ \
/ 0 -
EJEMPLOS:

1. Considere el segmento de la recta (x/a)+ (y/h) = 1 para x € [0,a] donde a, h > 0. Entonces la
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superficie del cono que se obtiene al rotar este segmento en torno al eje y estd dada por

ZnLha (1—%) 1+ (%)zdy
o)

2
= mav a®+h?

A(S)

21a

como era de esperar.



Verénica Gruenberg Stern 7.3. CLASE 19: AREA DE SUPERFICIES DE REVOLUCION

2. Deduzcalaférmula A=4nr? para el drea de una esfera de radio r.

La esfera puede considerarse como generada por la semicircunferencia
X =rcost, y =rsent, t€|0,7]

al ser rotada en torno del del x.

Luego,

s
A = J ansent\/(—rsent)2+(rcost)2dt
0

s
= anZJ sentdt
0
Vi
= 21r’(—cos t)‘ =2nr’(1—(-1)) = 4nr?
0

3. Considere el elipsoide S obtenido al rotar la elipse (x%/a?) + (y2/b?) =1 en torno al eje x. Deter-

mine el drea de este elipsoide.

Consideramos la curva b
y=—Va®—x?, x €[—a,al
a

Entonces, el drea estd dada por

A(S) = 27'cf —Va —x2\/1+ b2x2x dx

?)
_ anf\/ (b?—a?)x? 2)x2

Si a < b entonces pongamos ¢ = v/ b?> —a?/a y asi
2nth cx
A(S) ~~2a 1+

4mab

- e f V1+1t2dt

¢ Jo

2mab

= 7'cca [C\/1+62+ID(C+ 1+02)]

En cambio, si @ > b entonces ponemos ¢ =1/ a®> — b?/a y la integral es

Zﬂb f ’/1— E dx

4mab
= f 1—t2dt
¢ 0

2mab
= . (C\/l—cz-l—arcsenc)
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4. Considere el toro S obtenido al rotar la circunferencia (x —a)®+ y?=Db? con 0<b<aentorno

al eje y. Encontrar el 4rea de la superficie del toro.

Usamos la parametrizacion de la circunferencia dada por

x(t)=a+bcost, y(t)=bsent, te[—m,m
Luego
T
AS) = 2rm (a+bcos t)\/(—bsent)2+(bcos tPdt
-
= 27mb (a+bcost)dt
-7
= 4n’ab
EJERCICIOS:

1. Calcular el area obtenida al rotar un arco de la cicloide

x = a(t—sent)

y = a(l—cost)
alrededor de la tangente a la curva en su punto mads alto.

2. Encontrar al drea de la superficie de revolucién obtenida al rotar la gréfica de y = x? para x € [0, 1]
entorno alarectax+y=2.

3. Calcular el 4rea de un espejo parabdlico de altura a y didmetro 8a.
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7.4. CLASE 20: Aplicaciones Fisicas

7.4.1. Centro de Masa

DEFINICION 7.4.1 Consideremos un conjunto de n particulas situadas en puntos P, P, -, P, en un sis-
tema de coordenadas cartesiano en el espacio. El centro de masa del sistema de particulas es el punto del

espacio de coordenadas Pcy = (X,¥,z) definido por:

donde
m;: masadelai—ésima particula
(xi,yi,2i)=P;, i=1,---,n esdecir, son las respectivas coordenadas de P;.

Es decir, el centro de masa de un sistema de particulas es, intuitivamente, el punto del espacio donde
podria considerarse que se encuentra una particula representativa del sistema y su distribucion.

7.4.2. Centroide

El concepto de centroide es una generalizacién del concepto de centro de masa. Para introducir esta
idea para un objeto geométrico vamos a generalizar lo visto arriba, aplicdndolo a una funcién cualquiera.
Recordemos la nocién de promedio de una funcién. Dado un n € N y una funcién f:{1,2,...,n} = R, el
promedio de los valores de f en los puntos 1,2,..., n estd dado por

FO+fR)+---+f(n)

n

Prom (f) =

Considere ahora una funcién f: IN — R, ; Cémo podemos definir el promedio de f? Una posible defini-

cién, basada en una extension de lo anterior, es

Prom (f) = lim

n—00 n

(f(1)+f(2)+---+f(n))

si tal limite existe.
Considere ahora el intervalo cerrado [a, b] en R y una funcién f: [a, b] — R. ;Cémo podemos definir
el promedio de f? Supongamos que

» :{xoyxlw--)xn}

es una particién de [a, b] y escogemos s; € ]x;_1,x;[ parai=1,2,...,n.Si f asume el valor f(s;) en todo

el intervalo ]x;_;, x;[ entonces podriamos definir
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fs)(x1—x0)+- f(sn)(xXn —Xp-1)

(x1—x0)+--+(xp —xp-1)

1 n
= m;f(si)(xi —Xi-1)

Prom (f)

Si f es integrable en [a, b] entonces cuando n — oo lo anterior nos conduce a

b
Prom (f) = ﬁfa fx)dx
Los promedios ponderados aparecen cuando deseamos asignar mds o menos importancia a algunos de
los valores que toma la funcién. Dado n e Ny f: {1,2,...,n} = R, sean w(1), w(2),...,w(n) nimeros
positivos tales que w(1)+ w(2)+---+ w(n) # 0. Si decidimos asignar los pesos w (1), w (2),...,w(n) a
los valores f(1), f(2),..., f(n) respectivamente, entonces el promedio ponderado de f respecto a esos

pesos es

wf(D+w)fR)+--+w(n)f(n)

Prom (f) = wD)+w2)++wn)

Con esto en mente damos la siguiente definicion.

DEFINICION 7.4.2 Una funcién integrable w : [a, b] — R es una funcién de peso si es no negativa y
b
W= fﬂ w(x)dx #0.Si f:[a,b] — R es una funcion integrable y w : [a, b] — R es una funcién de peso,

entonces el promedio ponderado de f con respecto a w esta definido por

b b
f w(x)f(x)dx J w(x)f(x)dx

W = b
f w(x)dx

Un centroide de un conjunto de puntos, es un punto cuyas coordenadas son promedios ponderados

Av (fiw) =

de la correspondiente funciones coordenadas definidas en el conjunto. De esta forma la coordenada x
de un centroide de un subconjunto D € R3 es el promedio ponderado de la funcién f : D — R3 dada por

f(x,y2)=x.

DEFINICION 7.4.3 (Centroide de una curva) Sea C la curva plana suave dada por las ecuaciones (x 1),y (t)) L e

[a, b]. Se define el centroide de la curva C como el punto de coordenadas (x,y) dadas por:

[ xds  [7x(0)V & (0P + (' (1) dt
[Tas [PV @+ (1) de
[yas [Ty @F+ (' (0)dr

[Pas [PV @P+ ()

=l
|
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DEFINICION 7.4.4 (Centroide de una region plana) Considere funciones f1, f2 : [a, b] — R continuas con

f1(x) < fo(x) para x € [a, b] yla region plana dada por
R={(x,y)eR*:a<x<byfilx)<y<fo(x)}
se define el centroide de R como el punto (x,¥) dado por

[Pxda [7x(f00)-fi(x) dx
f:dA f:(fZ(x)_fl(X))dx

<
Il

f: (W) (fo(x)— fi(x)) dx
" (o) - () dx

y=

OBSERVACION: Esimportante notar que sila regioén es simétrica respecto al eje Y entonces la coordenada

X es cero, Y, si es simétrica respecto al eje X, la coordenada y es cero.

EJEMPLOS:

1. Hallar el centro de masa de una delgada lamina semicircular (es decir, de ancho despreciable), con

distribucién uniforme de masa, consistente en el semidisco dado por
x*+y*<1, y=0
Solucién: Sea 6 = densidad superficial de masa de la ldmina = cte.

Notamos que X =0. Para calculary, notemos que:

mm-12 7
m=~o- =—
2 2

Luego:

1
ZJ y-64/1—y?dy
—_ Jo
Y= o
2

_-2/3-yeAp_ 4

0o 37

T
2

_ 4
o= (0.2)
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2. Determinar el centroide de un tridngulo.

Solucién:

Ubicamos el tridngulo en el plano carte-
siano, como indica la figura. Si b es la lon-
gitud de la base y s es la longitud aproxi-

mada de la franja de ancho dy, entonces:

dA=sdy

Por semejanza de tridngulos:

S_h-y
=T

Luego:

Ly Go-y)ay _n
Y= 1bh e

Ahora deberiamos encontrar x. Pero, el cdlculo anterior indica que el centroide estd ubicado en un

punto cuya distancia a la base es un tercio de la altura.

3. Determinar el centroide de un sector circular.

Solucién:

4. Laregion formad porlasrectas x =0, y =2a ylacurva y?=4ax serotaen torno al eje y.

Encontrar el centroide del volumen de revolucién resultante.

Solucién:

7.4.3. Momento y Momento de Inercia

DEFINICION 7.4.5 Consideremos un conjunto de n particulas (o masas puntuales) situadas en puntos
P, P,---, P, enun sistema de coordenadas cartesiano en el espacio. El momento de inercia I del sistema

de particulas respecto de un eje dado se define por:

n
I=> mR?
i=1
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donde
m;: masa ubicada en el punto P;
R;, i=1,---,n distancia desde P; al eje dado.

OBSERVACION: El momento de inercia se puede interpretar como la inercia de una particula respecto a la

rotacion.

EJEMPLOS:

1. Considere una delgada lamina de un material que cubre exactamente la regién acotada por las
curvas

y= x2, x=2, y=0
Encontrar el momento de inercia I, de esta ldmina respecto del eje y, sila densidad de masa en un
punto (x,y) es Vx.

Solucién: Una franja de ancho dx tiene drea aproximada x?>dx u una densidad constante v/x.

Luego, la masa de la franja de material es, aproximadamente,
Vxxtdx=x*?dx

La distancia al eje y es igual a x, de donde, multiplicando la expresion anterior por el cuadrdo de

la distancia, obtenemos
2,5/2 5

Sumando los momentos de todas las franjas sobre el intervalo [0, 2], y tomando limite cuando dx —
0:

2 2
2 2 64

= x*x*dx=| x*?dx=—=x"? =—V2
0 0 11 o 11

2. Determinar el momento de inercia respecto de un didmetro de un disco circular homogénero del-

gado de masa m y espesor f.

Solucién: Consideremos el disco de radio R centrado en el sistema de coordenadas. Una franja

de ancho dy tiene una masa igual a s -2x dy, ysumomento de inercia respecto al eje x es:
7

Luego,
y *VR?—y?dy

I, = R2

2

2m b R X
= (—Z«/(RZ—xZ)B-F? (x\/ R? —xz) +R2arcsenﬁ)

R
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2m ( R? T T mR?2
= | g & 5 -R(=3)|=
TR 8 2 2 4

3. En el ejemplo anterior, determine el momento de inercia con respecto al eje z, perpendicular al
disco.

Solucién: Claramente:

mR?2 mR? mR?
Izzfrzdmzf(x2+y2)dm=1x+1y= + =

4 4 2
4. Hallar el momento de inercia de un cono circular recto de masa m, en torno de su eje.

Solucién: Ubicamos el cono con vértice en el origen y hacemos coincidir el eje del mismo con el
eje x. Elegimos un a delgada ldmina perpendicular al eje, y supongamos una densidad igual a 6. El

momento de inercia de la ldmina respecto al eje x es

1 1
—(masa)y? = =(6ny2dx)y?
2 2
Rx .
Como y = - se tiene que:

h h 4
1 1 Rx 1
L= =ny?dx)y*=| =|on[— dx=—06nRh
x L 5Oy dxly J;z(n(h)) 71007

3Im

1
Pero m=-6nR%h = 6=——
3 mR%h

I, =—mR?

166



Verénica Gruenberg Stern 7.5. CLASE 21: TEOREMA DE PAPPUS Y OTRAS

7.5. CLASE 21: Teorema de Pappus y otras

7.5.1. Teorema de Pappus

TEOREMA 7.5.1 (Teorema de Pappus para superficies) Sean C una curvasuavey L unarecta (que no cor-
ta C) en R2. Si C rota entorno a L entonces el drea de la superficie generada es igual al producto de la

longitud de la curva por la distancia recorrida por el centroide.

La demostraciéon es simplemente multiplicar las expresiones involucradas

b
A(S)=2ﬂf p(t)\/(x’(t))2+ (v (0)*de

el centroide es (X, )

[JxV @ P+ 0)de [y @R+ () de
V@O + (' @Pde [PV OF + (7 (0)2de

(x.y)=

luego la distancia recorrida por el centroide es

) }af+b)7+c{ 27
T =
v a®+b? 1(C)y/ a?+ b2

b
. 27 / 2 / 2
= _l(C)L p () (& (0 + (v (1) dt

b
J (ax(t)+by(t)+c) \/(x’(t))2 + (y’(t))zdt

entonces

|af+b37+c|

b
= 7(£))? / 2 4.
a?+ b2 )_ML POV WP + (' (1) dr =A(S)

1(C) (27‘5

TEOREMA 7.5.2 (Teorema de Pappus para volimenes de s6lidos de revolucién) El volumen de un s6li-
do de revolucién obtenido al rotar la region plana R entorno a una recta L es igual al drea de la regién

plana multiplicada por la distancia recorrida por el centroide de la region.
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EJEMPLOS:

1. Calculemos el centroide de un semicircunferencia de radio a. La parametrizamos por ¢ € [0, 7]

x(t) = acost
y(t) = asen(r)
se sigue
s
l(C)=J \/(—asent)2+(acost)2dt=7m
0
entonces
1 T
X = —f a(cost)adt=0
ar J,
1 (" 2
y = —f u(sent)udt=—a
ar J, T

el centroide es (0, 27") que no esta en la curva. Note que por la simetria sabiamos que la coordenada

x era nula.

2. Encontrar el drea de la superficie obtenida el rotar el semicirculo y = v/ a? — x? x € [—a, a] entorno

alarecta x +y =2a. Por el teorema de Pappus se tiene

2nd ((0,2?61),x+y=2a) 1(O)

()%“—Za()
= 27 T Ta

2V2na?(n—1)

A(S)

3. Encontrar el volumen del toro obtenido al rotar el circulo (x — a)2 +y2<b? (0< b < a) entorno al

eje Y.Desarrollo: Utilizando Pappus el centroide de la region es (a, 0) se sigue

V=_2mra) (ﬂbz) =2n%ab?

7.5.2. Fuerza, Trabajo, Presion,...
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7.6. Ejercicios de Controles y Certimenes
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