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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—Variables Aleatorias
L Definicion

Definiciones.

Definicién (Variable Aleatoria)

Dado un espacio muestral 2, se define una variable aleatoria
como una funcion X : Q — R.

Supongamos que la variable aleatoria entrega resultados en un
conjunto E. Si se cuenta con una medida de probabilidad IP sobre
(2, se dice que la variable aleatoria X induce una medida de
probabilidad Px sobre E, Px : P(E) — [0, 1], dada por

Px(A) =P(X~1'(A)), ACE.

También es posible olvidarse de la medida de probabilidad sobre Q2
y definir directamente la medida de probabilidad sobre el conjunto
de resultados posibles. Esto es lo que se hard en este curso.
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—Tipos de Variables Aleatorias
'—Caso discreto

Caso Discreto

Sea X una v.a. discreta con conjunto de resultados posibles:
mE={e e, ..., ey} (Caso finito)
mE=/{e,er...,enent1,...} (Caso infinito numerable)

Definicion (Funcion de Probabilidad)

Una funcion de probabilidad para X es una funcion

p:E — [0,1]
e — ple) =P({e})

> ple)=1

ecE

que cumple:
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—‘I'ipos de Variables Aleatorias

L Distribuciones discretas importantes

Bernoulli(p)

La variable aleatoria discreta X se distribuye segtin una
distribucion de Bernnoulli de pardmetro p € [0, 1] (se denota

X ~ Ber(p)) si X tiene solo dos resultados posibles, E ={0,1} y
el evento {1} tiene probabilidad p, es decir:

_J 1
X_{O 1—p

Esta variable aleatoria es utilizada para modelar cualquier
experimento en donde existan dos resultados posibles y uno se
identifique con un éxito (evento {1}) y otro con fracaso (evento

{0}).



Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—‘I'ipos de Variables Aleatorias

L Distribuciones discretas importantes

Binomial(n, p)

La variable aleatoria discreta X se distribuye segtin una
distribucion de Binomial de pardmetros n € Ny p € [0, 1] (se
denota X ~ Bi(n, p)) si X tiene como resultados posibles el
conjunto E = Ny el evento {k} tiene probabilidad p; dada por

n

p=PX=k) = (k)pk(l _pyr

La distribucion binomial se utiliza para modelar situaciones en
donde interesa contar la cantidad de éxitos, que ocurren con
probabilidad p, luego de n intentos.



Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—‘I'ipos de Variables Aleatorias

L Distribuciones discretas importantes

Poisson(\)

La variable aleatoria discreta X se distribuye segtin una
distribucion de Poisson de parametro A > 0 (se denota

X ~ Poisson(\)) si X tiene como resultados posibles el conjunto
E =Ny el evento {k} tiene probabilidad p; dada por

)\ke—A

k!
La distribucién de Poisson se utiliza para modelar el nimero de
eventos que ocurren en un lapso fijo de tiempo, si se sabe que
estos eventos ocurren en promedio a tasa \.

P =PX=k) =
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—Tipos de Variables Aleatorias

|—Caso continuo

Caso Continuo

Consideremos una variable aleatoria X continua. Supondremos
que los resultados posibles estardan en R.

Definicién
Una funcion de densidad de probabilidad es una funcion tal que

f:R — [0,00)
x — y=f&)

(0.9]
que ademds cumple: / fx)dx =1
—0o0



Diremos que una funcion de densidad de probabilidad f es la
densidad de la variable aleatoria X si

IP’(XEA)=/f(x)dx ACR
A

En particular si A es el intervalo [a, b], se calcula

P(X € [0, b]) = / )
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Una variable aleatoria continua X se dice que sigue una

distribucién uniforme de parametros a y b (denotado X ~ Ula, b])
si su funcién de densidad de probabilidad estd dada por:
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Figura: Funcién de densidad de una distribucién uniforme
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Una variable aleatoria continua X se dice que sigue una

distribucién exponencial pardmetros A (denotado X ~ exp()\)) si
su funcién de densidad de probabilidad esta dada por:

Ae ™ x>0
10 = {O

x<0
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Figura: Funcién de densidad de una distribucién exponencial
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Una variable aleatoria continua X se dice que sigue una
distribucién exponencial parametros p y o2 (denotado
X ~ N (u, 0?)) si su funcién de densidad de probabilidad

estd dada por:

1 —(—p)?
X) = eéx, 20
FO) = ez P

«O> «Fr « =
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Figura: Densidad de una distribucién normal
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—Tipos de Variables Aleatorias

L Distribuciones continuas importantes

Distribuciéon Acumulada

Definicién (Funcionén de Distribucuién)

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad de
probabilidad f. Se define la funcion de distribucion acumulada o
simplemente funcion de distribucion como como

F:R — [0,1]
a — F(a)zlP((—oo,a]):]P(XSa)zif f(x)dx



Una funcién de distribucion acumulada posee las siguientes
propiedades

1 lim F(a)=0
a—r—0o0
2 lim F(a) =1
a—o0
3 F es creciente y continua a la derecha.

4 Por el teorema fundamental del calculo se cumple que

F'(a) = f(a).

«4O>» «Fr «=)r « =)



Una funcion X : Q — R" es un vector aleatorio de n componentes.
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—Vectores Aleatorios

L Caso discreto

Probabilidad Conjunta

Definicion (Probabilidad Conjunta)

Supongamos que el vector aleatorio X = (X, ..., X,,) es tal que

cada una de sus componentes es una variable aleatoria discreta,
con conjunto de resultados posibles E;, i = 1, ..., n. Se define la
probabilidad conjunta como una funcion

p:E\xE;x..xE, — [0,1]
(81,82,...,8,,) — p(el,ez,...,en)
ademas se cumple:

Z Z Z plei. ez, ....ey) =1

e €EE| ex€E, en€E,



Dado un conjunto A C R", se calcula
P(A) =

>
(er

pler,
..... en)EAN(E; X...XEy)

L en).

1 2

Figura: Probabilidad Conjunta
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—Vectores Aleatorios

|—Caso continuo

Probabilidad Conjunta

Definicién (Densidad de Probabilidad Conjunta)

Una funcion de densidad de probabilidad conjunta es una funcion
tal que
fR" — [0,00)
(X1, X)) — y=f(x1, .. x)

(o.¢] o0

que ademds cumple: / . / flxt, ..., xp)dxidxy...dx, =1
—0o0 —00

Dado un conjunto A C R", se calcula

P(A) :/Af(xl,...,xn)dxl...dxn.
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—Vectores Aleatorios

LMarginales y condicionales

Densidades Marginales

En esta seccidon se estudia sélo el caso continuo, el caso discreto
es similar, reemplazando la funcion de densidad de probabilidad
por la funcién de probabilidad. Los resultados de esta seccion se
pueden generalizar para n variables. Por simplicidad se presenta
para el caso n = 2.

Definicion (Densidades Marginales)

Supongamos que un vector (X,Y) tienen densidad conjunta
f(x,y). Se definen las densidades marginales por:

m fx(x) = /f(x,y)dy (Marginal de X)

mfy(y) = /f(x,y)dx (Marginal de Y )
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I—Vectores Aleatorios

|—Marginales y condicionales

Independencia

Definicién (Independencia)

Dos variables aleatorias X e Y son independientes si
P((X,Y) € AxB)=P(X € A)P(Y € B), VA, BCR"
Observacion: Es posible demostrar que dos variables seran

independientes, si y sélo si f(x,y) = fx(x) - fy(y). Es decir, la
densidad conjunta es el producto de las densidades marginales.
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—Vectores Aleatorios

L Esperanza y Varianza

Esperanza

Definicién (Esperanza)

Se define la esperanza de una variable aleatoria X como:

> e-P(e) X discreta
ecE
(0.9]

E(X) =
(X) / x-f(x)dx X continuo con densidad f(x).

—00

La esperanza de X representa el centro de masa de la variable
aleatoria, si la masa se distribuye segtin la densidad f(x).



1 E(X) € R, es decir es un niimero.
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1 E(X) € R, es decir es un niimero.

2 E(-) es un operador lineal, es decir, dadas X e Y dos V.A. y
a € R, entonces

E(aX +7Y) = oE(X) + E(Y)
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1 E(X) € R, es decir es un niimero.

2 E(-) es un operador lineal, es decir, dadas X e Y dos V.A. y
a € R, entonces

E(aX +7Y) = oE(X) + E(Y)
3 Sea g: R — R. Se cumple que

oo

m E(g(X)) = > g(e) - P(e) (Caso discreto)
ecE

—00

m E(g(X)) = / g(s) - f(s)ds (Caso continuo)

«O> «Fr « =
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
|—Vectores Aleatorios

L Esperanza y Varianza

Varianza

Definicién (Varianza)

Se define la varianza de una variable aleatoria X como

S (e — E(X))? - P(e) Caso discreto

e€E

V(X) = E(X-E(X))*) = /(s —E(X))? - f(s)ds Caso continuo cos

—00

La varianza mide el grado de dispersién de la funcién de densidad
de probabilidad. Mientras mds grande es la varianza, menos
concentrada es la funcién de densidad de probabilidad.



1 V(X) € R+, es decir es un nimero positivo.
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1 V(X) € R+, es decir es un nimero positivo.
2 V(c) =0, para ¢ € R constante.
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1 V(X) € R+, es decir es un nimero positivo.
2 V(c) =0, para ¢ € R constante.

3 V(aX+bY) = a®V(X)+b*V(Y) +2abE[(X —E(X))(Y —E(Y))].
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Variables Aleatorias y Distribucién de Probabilidades
I—Vectores Aleatorios

L Esperanza y Varianza

Covarianza

Definicién (Covarianza)

Sean X e Y dos V.A. Se define la covarianza entre X e Y como

Cov(X,Y) =E[(X —EX)) - (Y —E(Y))]

Se puede probar que esta definicion es equivalente a
Cov(X,Y)=E(X-Y)—E(X)-E(Y)

La covarianza mide el grado de relacién que existe entre las
variables X e Y. Un resultado importante es la relacidon que existe
entre la independencia de dos variables aleatorias y la covarianza.



Si X e Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0.

Es importante notar el sentido de la implicancia, pues la reciproca

no es cierta. Es decir, si Cov(X, Y) = 0 no necesariamente X e Y
son independientes?.

1Se cumple cuando X y Y son normales.
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