Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas

Universidad de Chile

HMFMO010-1 Introduccién al Calculo (Etapa II)

Profesor: Pablo Dartnell R.
Auxiliar: Alejandro Bravo G.

estudian
Semana 1 UNIVE

06 de enero de 2025

P1 [Axioma del supremo]

a)

Sean A y B dos subconjuntos de R, no vacios y acotados superiormente. Pruebe que sup(4 U B)
existe y que

sup(A U B) = max {sup(A), sup(B)}

Sean A y B conjuntos de reales positivos, no vacios y acotados superiormente. Probar que AB es
acotado superiormente y sup(AB) = sup(A)- sup(B). Nota: AB ={z-y:xz € A, y € B}.

Sean A, B C R, conjuntos no vacios. Suponga que =z < y para cada ¢ € A y cada y € B. Suponga
que existen sup(A) e inf(B). Pruebe que sup(A)<inf(B).

Considere dos conjuntos V, W C R no vacios tales que:
VeeV,VyeW: :x+y <0,

demuestre que ambos conjuntos son acotados superiormente y que ademés sup(V) + sup(W) < 0.
Muestre que sup(ﬂ) = /sup(4), donde A C R, es no vacio y acotado superiormente. Considere
VA={z:x¢c A}

Sea b un niimero real. Definamos el conjunto:
A={z€eR:Ve>0, z<b+e}

Pruebe que A es acotado superiormente y que tiene supremo. Demuestre ademés que sup(A)= b.

P2 Cacule los limites de las siguientes sucesiones:
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P3 [Cotas y axioma del supremo]

a) Sean los conjuntos:

[a,b];[a,b); (a,b]; (a,b) ; (—00,b) ; (=00, b]; (a,00) ;[a,00) ; R,

determine, de existir, el minimo, infimo, supremo y maximo (para cada caso).
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b) Demuestre que si un conjunto tiene maximo, ese maximo es igual al supremo.

¢) Determine y justifique si existe minimo, infimo, supremo y méximo del siguiente conjunto:
D = (6,100] U (150, 350].

d) Demuestre la caracterizacién del supremo dada por (Ve > 0) (3x € A)x > s —¢, con A un conjunto
acotado superiomente no vacio y s el supremo.

P4 Demuestre por definicién de limite que:
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P5 [Bernoulli]

a) Demuestre que nh_}rr;o q" =0, para ¢q € (0,1), usando la Desigualdad de Bernoulli I y el teorema del
sandwich.

b) Demuestre que 7}1_{130 /a = 1, con a > 1, usando la Desigualdad de Bernoulli I y el teorema del
sandwich.

¢) Demuestre que nhﬁngo ¥Un =1, con a > 0, usando la Desigualdad de Bernoulli II y el teorema del

sandwich.
P6 [Sucesiones mondtonas]

a) Considere la sucesién definida por la recurrencia:

[ab? + M?2
M = a, My = aa—i_T",conO<a<b,

i) Demuestre que M, es acotada superiormente por b.
ii) Demuestre que M, es creciente.
iii) Justifique que el limite de M,, existe y calcilelo.

b) Sea a € (0,1) fijo. Considere la sucesién a,, definida por:
a; = a, pt1 = an (2 —ay),

i) Demuestre que Vr € R se tiene que 7(2 — r) < 1.
ii) Demuestre que Yn € N, a,, € (0,1).
iii) Demuestre que a,, es una sucesién creciente y calcule su limite.

c¢) Considere la sucesién (P,), .y definida por:

bP,

Py>0 P =
0 ) n+1 Q+Pn7

donde a, b son constantes positivas.
i) Demuestre que si (Py,),,cy s convergente, los tinicos valores posibles de su limite son 0y b — a.
ii) Pruebe que si a > b, entonces (P,), oy es decreciente y converge a 0.
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P7 a) Considere el siguiente conjunto:

A:{nil:neNU{O}}

Encuentre por inspeccién, si es que existen, min(A) y sup(A).
b) Demuestre, usando la propiedad arquimediana en forma apropiada, que sup(A)=1.
P8 [Limite por definicién]

a) Sea (a) una sucesién que converge a 1y (b,) una sucesion tal que (Vn € N) a,, < b, < 1. Usando
la definicién de convergencia, demuestre que (b,,) converge a 1.

b) Si lim X, = L, demuestre que lim X, = V'L, para L > 0.
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