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P1. (a) (1,5 pts.) Calcule la siguiente suma:
S=1-34+3-54+5-7T+---499-101

Indicacion: No es necesario simplificar el resultado final.

-

Solucién: Notar que la suma S se reescribe como:

50

> (2k—1)(2k +1) Z4k2—1

k=1
50
:4-Zk2—21
k_ —
50- (50 4+1)-(2-50 +1)

6
50 - 51 - 101
=2 ———— — 50

=2.50-17-101 — 50
=50-(2-17-101 — 1)
= 171650

—4.

— (50 —1+1)

(Obs.: No es necesario llegar al resultado simplificado.)

Distribuciéon de puntajes:

s 0,7 pts. Por correcta identificacién de la sumatoria a calcular.
= 0,8 pts. Por el correcto calculo de la sumatoria planteada.

= En caso de que se haya planteado una sumatoria incorrecta pero se haya resuelto
correctamente, se asign6 0,5 pts..

6
(b) (1,5 pts.) Usando solo los axiomas de cuerpo de los niimeros reales, pruebe que 5= 3.

Solucién: Comenzamos trabajando el lado izquierdo hasta llegar al derecho:
6 1 .
Tk 6-2" (Def. de cuociente)
=(05B+1)-2 (Def. de 6)
=(4+1)+1)-27¢ (Def. de 5)
=((B+1)+1)+1)-2= (Def. de 4)
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= (((2+1)+1)+1)+1)-2~ (Def. de 3)
=(2+1D)+1)+1+1)- 271 (Ax. Asociatividad)
=(2+(1+1))+ (1 +1))-2 (Ax. Asociatividad)
=(2+2)+2)-2 (Def. de 2)
=(2+ ) 2714 2.271 (Ax. Distributividad)

=(2-271+2.271)4+2.271 (Ax. Distributividad)
=(1+ 1) +1 (Def. de inverso multiplicativo)
—2+1 (Def. de 2)
=3 N (Def. de 3)

Distribucién de puntajes:

= Puntaje asignado de forma proporcional al nimero de pasos hechos correctamente,
esto debido a las miiltiples formas de resolverlo.

\

(c) (3 pts.) Resuelva la siguiente inecuacién:

Solucién: Notemos de inmediato que z = —5 no es solucién (no satisface la inecuacién).
Por lo tanto, trabajaremos con x # —5. Dado esto, |z + 5| > 0, podemos multiplicar por
dicho factor sin alterar el sentido:

|| — 5 > | + 5|

Los puntos criticos son x = 0 y x = —5. Separémonos en casos:
Caso 1: © € (—o0,—5). Estamos a la izquierda de ambos puntos criticos, por lo tanto

r+5<0yxz<0. Asi, |z| = -z y |xr+ 5| = —(x +5), por lo tanto la inecuacién queda:
—z—-5>—(r+5) < —z-5>—-z—-5

Esto es cierto para cualquier niimero real z (se cumple la igualdad), por lo tanto la solucién
es x € R. Sin embargo, para obtener la solucién del caso tenemos que intersectar con el
intervalo de trabajo:

S; =RN(—00,—5) = (—o0,—5)

Caso 2: x € (—5,0). Estamos a la derecha de x = —5 y a la izquierda de z = 0, asi, z+5 > 0
y & < 0. La inecuacién queda:

—x—5>x+5 << x< -5

La solucién del caso es:

Sy = (—=5,0) N (00, —5] = 0

Caso 3: = € (0,+00). Aqui ya estamos a la derecha de ambos puntos criticos, por lo tanto
x>0y x+5>0. Asi, la inecuacién queda:

r—5>xr+5 < —-5>5
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Esto no es cierto para ningun real. Asi, la solucién de este caso es:
S3=0nN(0,+00) =0

Ya descartamos el caso x = —5, pero falta ver qué pasa con el punto critico x = 0.
Evaluémoslo en la inecuacion:

0] —5>[0+5 <= —-5>5

Esto tampoco se cumple, por lo tanto z = 0 no es soluciéon. La solucion global es la unién
de los intervalos que nos dio cada caso:

5251USQU53=(—OO,—5)U@U®:(—OO,—5)

Distribuciéon de puntajes:

s 0,4 pts. Por correcta identificacién de puntos criticos y divisién de casos.
s 0,7 pts. Por cada caso resuelto de forma correcta.
= 0,5 pts. Por obtencién de la solucién final.

= Si hubo un incorrecto planteamiento de casos o resolucién, se asigné 0,3 pts..

\ J

P2. (a) (3 pts.) Determine la ecuacién de la circunferencia que pasa por (—2,0), tiene radio 5 y la
coordenada x del centro es 1. jEs tnica la solucién?

-

Solucion: Para empezar, nos piden calcular la ecuacion de una circunferencia, las cuales

tienen la siguiente forma:

(& —0)* + (y — y0)* = 7

Donde (xg,yo) es el centro de la circunferencia y r su radio. Ademas nos dicen coordenada
x del centro es 1 y su radio es 5, es decir, zgp = 1 y r = 5. Asi la ecuacion de la circunferencia
con centro (xg,yo) = (1,yo) resulta:

(€= 1)"+ (y —y0)* =5 =25
2?2+ 1+y* -2y +yi =25 (1)

Para concluir, basta notar que el punto (—2,0) pertenece a la circunferencia buscada por
lo que tiene que satisfacer la ecuacién anterior. Insertando sus coordenadas en la ecuacién
tenemos:

(=2)2—2(=2)+1+02 =2y - 04+ =25  (2)

Es decir, y% = 25. Asi, yg = £5. Luego, los 2 centros posibles para la circunferencia pedida
son (1,—5) y (1,5), por lo tanto, la solucién no es tnica. La ecuaciéon queda:

(z—12+@w+x5)2%2=25 (3)
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Distribuciéon de puntajes:

» 1 pts. Por llegar a (1).
» 1 pts. Por pasar de (1) a (2).

» 1 pts. Por pasar de (2) a (3).

. J

(b) (3 pts.) Considere una circunferencia C' que tiene radio r > 0y centro (0,b), con b < 0, y una
recta L de ecuacién y = mx. Demuestre que la circunferencia C' intersecta a la recta L siy

solo si rv/1+m2+b> 0.

-~

Solucién: Primero, construyamos la ecuacién de la circunferencia:
C:(xz—0)2+ (y—b)? =12 osea, 22+ (y — b)> =12 (1)

Ahora bien, para buscar las intersecciones, debemos despejar una variable de cualquiera
de las dos ecuaciones y reemplazarla en la otra. Como la recta es y = mx, nos conviene
reemplazar este valor en la ecuacién de la circunferencia:

2 2

— 2?2 +m?z? - 2mbx + b =7
— 221+ m?) —2mbz + (B> —r?) =0 (2)

22+ (mx—b2=r

(3) Esto es una ecuacién cuadritica en x, cuyas soluciones son las intersecciones de la
recta con la circunferencia. Para que haya al menos una interseccion, necesitamos que el
discriminante sea mayor o igual a 0:

A=0—4dac>0 = (—2mb)? —4(1 +m?) (B> —r?) >0
= 4Am’b* — 4(V* — r* + m*b* — m*r?) > 0
= 4m?b® — 4b* + 4r® — 4m?b? + 4m*r? >0
— 4 + 4’ +4m* 2 >0
(dividimos en 4) => —b? 4+ 72 +m?r? >0
= A(1+m?) =" 20 (4)

(suma por diferencia) = (rv/1+m?2 +b)(rvV1+m?2 —0) >0
Ahora bien, notemos que b < 0, entonces —b > 0. Por lo tanto,

rvV14+m2—b=rvV14+m?2+(=b) >0

Si dividimos por dicho factor, llegamos a la desigualdad que queriamos demostrar. (5)

Distribucién de puntajes:

» 0,5 pts. Por llegar a (1).
» 0,5 pts. Entre (1) y (2).

» 1 pts. Por el razonamiento de (3).
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P3.

» 0,5 pts. Por llegar a ecuacién (4).

» 0,5 pts. Por concluir hasta (5).

(a) (3 pts.) Encuentre e identifique el lugar geométrico de la siguiente relacion, sefialando los

elementos principales segtin corresponda (vértice, foco, centro, etc.):

42% + 25y — 40z + 96 = 0

Solucién: Podemos completar el cuadrado de z. Dado que z? estd acompafiado de un 4,
podemos dividir por dicho ntmero:

25
x2—10$+zy2+24:0

Como (z — 5)2 = 22 — 10z + 25, nos falta sumar 1 para obtener el cuadrado perfecto:

25
($*5)2+192:1

Podemos reacomodar el término que acompana a y de la siguiente forma:
y?
(4/25)

Identificamos g = 5, yo = 0, a = 1, b = 2/5. Como a > b, esta es una elipse horizontal, con

/1 —4/25 121 V21 V21
1/: %:?,fOCOSFlz (5—‘—?,0)

y2
mE =]

(x—5)% + =1 < (z—-5)2+

centro en C' = (5,0), excentricidad e =

V2l
5

5 5
,0)ydirectricesD1:x:5+—yD2::1::5——.

7%= vai vai

Distribucion de puntajes:

= 1 pts. Por completar el cuadrado de la variable x.
s 1 pts. Por acomodar la ecuacién para que quede como una elipse.

s 1 pts. Por reconocer los elementos principales del lugar geométrico.




Escuela de Verano Universidad de Chile

(b) (3 pts.) Considere la parébola de ecuacién y? = 4pz con p € R\ {0} fijo y P = (z0,70) un
punto de ella. La recta perpendicular a OP por P corta al eje OX en B y la proyeccién del
punto P sobre el eje OX es A. Demuestre que el trazo AB tiene longitud constante.

Indicacion: O = (0,0) es el origen del sistema de coordenadas.

Solucién: Lo primero es bosquejar la situacién:

Y

(Obs.: Por la escala del dibujo, pareciera que OP no es perpendicular a PB, sin embargo, lo mds importante
del bosquejo es la ubicacion de los puntos, la orientacion de la pardbola y las rectas. Como p € R\ {0}, la
pardbola puede abrir hacia la derecha o izquierda. Los dos bosquejos estarian bien.)

Con la informacién que tenemos, podemos construir la ecuacién de la recta OP. Notemos
que la pendiente es:

Y% —0  wo
mop = ==
Trog — 0 i)
Con la ecuacién punto-pendiente, obtenemos que OP : y = D, Luego, como B esté en el
o

eje OX, podemos decir que B = (xp,0). Con esto obtenemos la ecuacién de la recta PB:

0— _ . _
mpp = 0 _ & jPB:y:i-(x—:nB)
rp — Xo rp — Xo B — o
Como PB y OP son perpendiculares, se cumple:
mPB‘mOP:_1:>_7yO @:—1

IB — To %o

De la tltima ecuacién se obtiene (x) 2 = zo(zp — 2¢). Como P estd en la pardbola,
satisface su ecuacion, es decir, yg = 4pxg. Podemos reemplazar esta tultima informacién en
la ecuacién (x). Se sigue que:

dpry = zo(xp — x0)

Como g # 0 (sino, P coincidiria con O), podemos dividir por zg, quedando con:
dp =xp — o

Finalmente, como A es la proyeccién de P sobre OX, se tiene que A = (x¢,0). Asi, AB se

calcula como:
AB =d(A,B) =xp —x0 = 4p

Dado que 4p es constante, se concluye que AB también lo es.
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Distribuciéon de puntajes:

1 pts. Por bosquejar correctamente la situacion.

0,5 pts. Por calcular las ecuaciones de OP y PB.

0,5 pts. Por aplicar la condicién de perpendicularidad (my - mg = —1).
0,5 pts. Por aplicar la condicién de pertenencia de P a la pardbola.

0.5 pts. Por juntar las ecuaciones obtenidas y concluir.




