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P1. (a) (3 pts.) Demuestre, sin usar tablas de verdad, que la siguiente proposicién es una tautologia:

(p = q = P = g

Solucion: Primera opcién: Método algebraico:

p+=q <= (p = 9N (g = p) (Doble implicancia)
— (Vo A(@Vp) (Caract. =)
= (PVa)V(aVp) (De Morgan)
= (pAQ)V(¢AD) (De Morgan)
<~ [(pAQVgN[pAG) VD] (Distributividad)
— [(pVOA@VOIA[(pVD)A(GV D) (Distributividad)
<~ [(pVo AV]AIV A(qVD)] (Tercio excluso)
= (Ve A(@VD) (Identidad)
= (p = ¢ N(q@ = D) (Caract. =)
— (p<= ¢ N (Doble implicancia)

[Obs.: No se asigna puntaje por mencionar el nombre de las propiedades.]

Segunda opcién: Método exploratorio: Suponemos que el lado izquierdo es falso, entonces
p <= q es verdadero. Sabemos que esto solo ocurre si:

p <= VAq < V,obienp <= FAq <= F

En el primer caso, tenemos al lado derecho: F <= V lo que es falso. En el segundo,
nos queda V <= F, que también es falso. Luego, en este caso si son equivalentes ambos
miembros.
Ahora veamos qué pasa si el lado izquierdo es verdadero. Esto significa que p <= ¢ es
falso. O sea,

p << FANq <= V,oblenp < VAq < F

En el primer caso, el lado derecho queda V' <= V lo que sabemos que es verdadero, y en
el segundo, F' <= I que también es verdadero. Asi, en este caso también son equivalentes
ambos lados.

Luego, se concluye que lo pedido es una tautologia.

Distribuciéon de puntajes:

s 1 pts. puntos por llegar hasta justo antes de la distribucion.
= 1 pts. puntos por distribuir correctamente y uso del tercio excluso.

= 1 pts. por concluir identificando las implicancias a obtener.
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P2.

= En caso de existir errores tempranos, se asigné puntaje de manera proporcional al
desarrollo algebraico correcto posterior.

» Para métodos exploratorios se distribuyé el puntaje en funcién de la argumentacion
entregada.

. J

(b) (3 pts.) Encuentre los valores de verdad de las siguientes proposiciones: (1,5pts. cada una)

(VxeR)(FyeR) z<y
(FyeR)(Vzr eR) <y

Escriba también la negacién de ambas.

Solucién: Para la primera, basta tomar y = x. Como sabemos que x < z, la proposicién
es verdadera. Su negacion es (3z € R)(Vy € R) = > y.

Para la segunda, tenemos dos opciones.

Primera opcién: Nos dice que existe un nimero real que es mayor o igual a todos los demas.
Procedamos por contradiccion, supongamos que dicho real existe (llamémosle y). Pero en
R siempre existe y + 1, que es mayor estricto que y. Por lo tanto, es imposible que haya
un real mayor que todos los otros, siempre el sucesor genera una contradiccién. Entonces
la proposicién es falsa. Su negacién es (Vy € R)(Jz € R) = > v.

Segunda opcién: Trabajar directamente con la negacién. Sabemos que es:

MyeR)(FzeR) 2>y

En este caso, basta tomar x = y + 1, pues y + 1 > y siempre se cumple. Por lo tanto la
negacion es verdadera, y la proposicién original, falsa.

Distribuciéon de puntajes:

s 1 pts. por cada valor de verdad argumentado correctamente.

= 0,5 pts. por cada negacién correctamente obtenida. Se asigna 0,3 pts. si solo los
cuantificadores se niegan correctamente.

N J

(a) (3 pts.) Sean A, B, X,Y conjuntos no vacios y X C Y. Demuestre que:

AN[XU(B\(A\ X)) CANY

Solucion: Tomemos las hipdtesis como ciertas, y partamos del lado izquierdo:
ANXUB\A\X)]=An[XU(BN((A\ X)] (Def. diferencia)
=AN[XUBNANX)) (Def. diferencia)
=AN[XU(BN(A°UX)) (De Morgan) (1)
=AN[XU(BNA)U(BNX) (Distributividad)
=AN[XU(BNA9] (Absorcién) (2)
=(ANX)U(AN(BNA) (Distributividad)
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P3.

=(ANnX)Uud (Consistencia)
=ANX (Identidad)
CANnY N (Hipotesis X CY) (3)

[Obs.: No se asigna puntaje por mencionar el nombre de las propiedades.]

Distribuciéon de puntajes:
» 1 pts. por llegar a (1).
» 1 pts. por pasar de (1) a (2).

» 1 pts. por concluir correctamente usando la hipétesis (entre (2) y (3)).

\

(b) (3 pts.) Sean A, A" C E'y B, B’ C F. Demuestre:

(AUA'Yx B=(Ax B)U(A' x B)

Solucién: Ocupando la definiciéon de producto cartesiano, y partiendo del lado con mas
informacién, tenemos que:

(AxB)U (A" x B)={(z,y) |r€e ANye B}U{(z,y)|z€ A’ Ny e B}
={(z,y) | (x€eANyeB)V(xec A NyeB)} (Def. U) (1)
={(z,y)| (x€e Avae A)Ny € B} (Distrib.)
={(z,y) | (xr€ AUA )Ny € B} (Def. U) (2)
=(AuAd)xB 1 (Def. x) (3)

Distribuciéon de puntajes:
» 1 pts. por llegar a (1).
» 1 pts. por pasar de (1) a (2).

» 1 pts. por concluir correctamente usando la hipétesis (entre (2) y (3)).

\

(6 pts.) Demuestre por induccién que se tiene la siguiente igualdad:

Zk3 n+1)

Solucion: Partamos demostrando el caso base n = 1. Notemos que se cumple:

1
B=0234+13=1=
> + 1
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[Obs.: Pueden tomar como caso base n =0 o n = 1. Ambos son vdlidos.]

Hipodtesis inductivas:

n?(n +1)>2

n
Para algin n € N, Z kS = 1

k=0

Paso inductivo: Demostrar la propiedad para n + 1. Entonces, debemos demostrar que:

s (n+1)2%(n + 2)2

K3 =
2 1

En efecto,
n+1 n
YN =>K+(n+1)°
k=0 k=0
2 12
2
_ 2[1
= (n+1)°[ 5+ (n+1)]
2
B o[n” +4n+4
—(n—i-l){ 0 }
1)2 2)2
_(n—l— )2 (n+2) n

Luego, por el principio de induccién, se concluye la propiedad pedida.

Distribucion de puntajes:

= 1 pts. Verificar el caso base

1 pts. Plantear la hipdtesis inductiva

1 pts. Plantear el paso inductivo

1 pts. Separar el término n + 1 de la sumatoria

1 pts. Aplicar la hipdtesis inductiva

1 pts. Concluir la demostracion




