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Teoremas Universidad de Chile =

Introduccion

Esta es la ultima parte del curso, donde veremos los teoremas mas
relevantes a partir de las clases anteriores: Teorema del Seno y
Teorema del Coseno. Estos teoremas nos permiten deducir
relaciones que existen entre los lados y dngulos de tridngulos que
no necesariamente son rectangulos.
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Teorema del Seno

Consideremos un triangulo cualquiera® ABC, de lados a, b, ¢y
angulos «, 3,7

Tenemos la siguiente relacién conocida como el Teorema del Seno

Teorema del Seno
sen(a)  sen(B)  sen(y)

a b c

1Cuando se refiere a cualquiera, quiere decir que puede tener cualquier
angulo interior, no es necesariamente ni equilatero, ni isdsceles ni rectangulo.
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Teorema del Seno

Demostracién: Si se traza una altura de lado h en el vértice C
obtenemos lo siquiente

Al hacer eso tenemos dos triangulos rectangulos: ADC rectdngulo
en Dy el tridngulo CDB también rectangulo en D. Aplicamos
directamente la definicién de seno de un angulo y obtenemos lo
siguiente.

sen(a) = g y sen(pB) = g
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Teorema del Seno

Despejando h en ambas igualdades tenemos que

sen(a)b=h y sen(B)a=h
Igualando h:
sen(a)b = sen(3)a

Que es lo mismo que

sen(a) sen(ﬁ).

a b
Notar que este mismo procedimiento se puede hacer con el angulo
~ y el lado ¢ por lo que tendriamos que

sen(a)  sen(B) sen(”y).

a b c
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Teorema del Coseno

Consideremos un tridangulo cualquiera ABC, de lados a, b, c y
angulos «, 3,7

Tenemos la siguientes relaciones conocidas como el Teorema del
Coseno

Teorema del Coseno

a’> = b? + c® — 2bc cos(a)
b? = a% + c® — 2ac cos(B)
c? = a° + b% — 2abcos(y)
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Teoremas Universidad de Chile =

Teorema del Coseno

Demostracién: Si se traza una altura de lado h en el vértice C
obtenemos lo siquiente

15,

B

Al hacer eso tenemos dos triangulos rectangulos: ADC rectangulo
en D vy el tridangulo CDB también rectangulo en D. El lado AD en
verde es desconocido asi que lo llamaremos x, por otro lado, el
segmento DB en azul tendra valor ¢ — x (ya que AD + DB = ¢)
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Teorema del Coseno

Apliquemos el Teorema de Pitagoras en el tridngulo CDB, con esto
tenemos que

a®> = h?+ (c — x)?
= h +c®—2cx + X2
Donde en la dltima linea se aplicé el cuadrado de binomio.

Notemos que el tridngulo ADC también se le puede aplicar el
Teorema de Pitdgoras con lo que tenemos que

B2 = h2 4 x2
b2 _ X2 — h2
Si esta dltima igualdad h> = b? — x? la reemplazamos en
a%2 = h? + ¢ — 2¢cx + x2, obtenemos lo siguiente
?=b>— x>+ c?—2cx + x?

= b% + c? — 2¢x
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Teorema del Coseno

Finalmente, fijandonos nuevamente en el triangulo ADC tenemos
que
cos(a) =

)

o | X

que es equivalente a
x = bcos(«)

Esto tltimo lo reemplazamos en la ecuacién a®> = b?> + ¢ — 2cx y
concluimos que

a® = b? + c® — 2bc cos().
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Teorema del Coseno

Este mismo procedimiento se puede hacer con los lados b y ¢
gracias a la simetria de la férmula, con lo que tenemos el Teorema
del Coseno para los tres lados, es decir,

a’> = b? + c® — 2bc cos(a)

b? = 2% 4 ¢ — 2ac cos(B)

c? = a° + b> — 2abcos(y)
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Comentarios Finales

Realizar la dltima guia aplicando los conceptos vistos en esta clase
y las anteriores. No duden en contactarnos en caso de cualquier
consulta que tengan. Mucho éxito!
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