Optimizacion Lineal

Introduccion

El primer capitulo de este apunte tratard de la optimizacion, la cual aborda muchos ambitos
de la vida, desde los procesos industriales, hasta cuando vamos a comprar el pan, o cuando
vamos con retraso a nuestro lugar de trabajo o estudio. Sin embargo, dado que vamos a hablar
de optimizacion vale hacerse la pregunta bésica:

¢ Qué es la optimizacion?

Para saber que es la optimizacion podemos buscar en varios lugares, que a lo mejor muchos
de ustedes también buscaria, por ejemplo:

e Segun la RAE (Real Academia de Lengua Espafiola): La optimizacion es el acto o
efecto de optimizar. A su vez, definen optimizar como “Buscar la mejor manera de
realizar una actividad”.

e Si buscamos en Wikipedia, nos da una definicion parecida, pero que nos acomoda un
pOCO Mas:

“En matemdticas la optimizacion o programacién matematica intenta dar respuesta a un
tipo general de problemas matematicos donde se desea elegir el mejor entre un conjunto de
elementos. ”

Esta definicidén nos da una manera mas contextualizada de entender la optimizacion, puesto
que nos define que tipo de problemas aboca. Notar que dejamos en negritas algunas palabras,
la primera obviamente es optimizacion. La segunda frase que dejamos en negrita es el mejor.
Cuando hablemos de optimizacion durante este curso, buscaremos siempre a EL mejor, al
que mejor cumple con nuestros requisitos y bajo ciertos criterios. La segunda frase es
conjunto de elementos: esto quiere decir, que no podemos elegir cualquier cosa dentro de
lo mejor, sino que el conjunto de elecciones esta bien definido.

Para no seguir confundiéndonos, vedmoslo en un ejemplo:



Ejemplo 1 - Ir al supermercado.

Supongamos que ustedes estan entretenidos en su casa y los mandan a hacer compras en
supermercados. Como estaban entretenidos ustedes quieren volver lo mas rapido posible:

S5 minutos

15 minutos

En este ejemplo, analicemos los conceptos anteriores.

- ¢Cuél es nuestro criterio? Llegar lo mas répido posible.

- ¢Cudl es el conjunto de elementos que hace mencion la definicion? El conjunto
conformado por los tres caminos.

- ¢Cudl es el mejor dentro de nuestro criterio? Irse por el camino de 5 minutos. A este
camino lo Ilamaremos solucion dptima.

Este es uno de los inmensos ejemplos que hay en la vida real de optimizacion, sin embargo,
este problema parece ser muy facil y al parecer no se necesita mayor estudio para resolverlo,
ni siquiera para plantearlo matematicamente. A continuacion veremos que estos problemas
en general, no son faciles de resolver y que necesitamos herramientas matematicas para poder
analizarlos y resolverlos.



Modelos de Programacion lineal

Un modelo matematico es una manera de representar algun aspecto de la realidad a traves de
las matematicas. Existen muchos tipos de modelos matematicos, por ejemplo, los modelos
de ecuaciones diferenciales, modelos de simulacion, modelos de teoria de juegos, modelos
economicos, modelos de optimizacion, etc.

Los problemas de la vida real pueden ser descritos de muchas formas, dependiendo de quien
lo haga, y tambien, pueden ser entendidos o interpretados de varias maneras. Esto es algo
natural, ya que cada persona utiliza el lenguaje de una forma particular, el cual no tiene por
qué ser igual para todos. Sin embargo, esto es problematico a la hora de abordar problemas
muy grandes, que s6lo pueden ser resueltos a traves de un computador, ya que las maquinas
no tienen capacidad para entenderlos y, por lo tanto, necesitan de un lenguaje especial para
poder trabajar.

En este contexto, es que se hace necesario tener una forma universal de modelar estas
problematicas, de modo que éstos puedan ser programados y resueltos sin ambigiedades.
Asi es como nacen los modelos de optimizacion, y en particular, en donde nos centraremos,
los modelos de Problemas de Programacion Lineal o PPL. Estos modelos se componen de 5
partes fundamentales, que seran explicadas a partir del siguiente ejemplo:



Ejemplo 2 - Problema de la Dieta Optima

Una persona debe decidir las cantidades 0ptimas a consumir de 3 distintos alimentos: carne,
fruta y verdura, cada uno de los cuales aporta cierta cantidad de proteinas, vitaminas y
carbohidratos. Por razones de salud, esta persona debe consumir cierta cantidad de cada uno
de estos nutrientes, como minimo. Cada uno de los alimentos tiene un precio conocido, y se
debe encontrar la dieta que satisfaga los requerimientos de salud de esta persona a minimo
costo.

Este problema queda modelado de la siguiente forma:

Conjuntos:

Alimentos: i € {carne, fruta, verdura}
Nutrientes: j € {proteinas, vitaminas, carbohidratos}

Cuando se define un conjunto, se le asigna un indice que “recorrera” ese conjunto en todo el
modelo. En este caso, el indice i, puede tomar los valores “carne”, “fruta” y “verdura”,
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mientras que j puede tomar los valores “proteinas”, “vitaminas” y “carbohidratos”.

Variables de Decision:
x; = Cantidad de alimento i a consumir

Aqui se han definido 3 variables: X;qrnes Xveraurar Xrruta 1aS cuales son ndmeros que
representan las cantidades a consumir de cada alimento.

Parametros:
n;; = Aporte de alimento i en nutriente j
p; = Precio unitario de alimento i

b; = Cantidad minima de nutriente j a consumir

]




Supongamos que la persona que resuelve este problema cuenta con la siguiente informacion:

MNutrientes . . . .
Proteinas Vitaminas Carbohidratos

por kg.

Carne 0,2 0,05 0,3

Fruta 0,2 0,3 0,25

Verduras 0,1 0,15 0,4

Precio por kg. Minimo Requerido

Carne 3 Proteinas 0,15
Fruta 2 Vitaminas 0,1
Verduras 1 Carbohidratos | 0,3

Los parametros no hacen mas que referirse a estos datos, por ejemplo, en este caso:
® Ngrutas,carbohidratos — 0.25

® Pearne =3

o bvitaminas =01

Restricciones:
Se debe consumir, al menos b; unidades del nutriente j:Y.;  n;; x; = b; V j € Nutrientes

Naturaleza de las Variables: x; = 0 Vi

El simbolo que es como una letra A “invertida” , V, significa para todo. Luego la restriccion
de minimo querido puede ser leida de la siguiente manera:
“Para todos los nutrientes, la sumatoria de lo que consumo en cada nutriente debe ser mayor

o igual a lo minimo”.

Aqui se han definido 3 restricciones sobre el minimo de nutrientes a consumir (una por cada
nutriente) y 3 mas, sobre el tipo de nimeros que deben ser las cantidades a consumir de cada

alimento (una por cada alimento):




Minimo de proteinas:

Ncarne,proteinas Xcarne + Nfruta,proteinas Xfruta + Nyerdura,proteinas Xverdura = bproteinas

0,2 Xcarne + 0.2 Xpryea + 0.1%peraura = 0.15
Minimo de vitaminas:

Ncarnevitamina Xcarne + nfruta,vitamina xfruta + Nyerdura,vitamina Xverdura 2 bvitamina

0.05 Xcarne + 0.3 Xpruea + 0.4%peraura = 0.1
Minimos de carbohidratos:
>

ncarne,carbohidratos Xcarne + nfruta,carbohidratos xf‘ruta + nverdura,carbohidratos Xverdura =

bcarbohidratas

0,3 Xcarne + 0.25 Xpryrq + 0.1%perqurq = 0.3

La cantidad de carne debe ser un nimero positivo: x.4yme = 0
La cantidad de fruta debe ser un numero positivo: xsy¢q = 0
La cantidad de verduras debe ser un nimero positivo: X,ergura = 0

Funcion Objetivo:

bixi
i € Alimentos

La funcidn objetivo pretende minimizar el costo total de la dieta, es decir:

PcarneXcarne + PfrutaXfruta + DverduraXverdura

3 Xcarne t 2 Xfruta + 1 Xverdura




Ejemplo 3 - Problema de la Mochila

Usted cuenta con una mochila de capacidad CAP unidades, que utilizara para llevar algunos
objetos al colegio. Los objetos que puede llevar son los siguientes: un notebook, una

fotografia, un lapiz y un libro, cada uno de los cuales le entrega una utilidad de Ui y ocupa

Ci unidades de capacidad en la mochila. Usted debe decidir qué elementos llevar al colegio,
de manera de obtener la mé&xima utilidad posible.

Conjuntos:
Objetos: i € {notebook, foto, lapiz, libro}

Variables de Decisién:
_ |1 sisellevael objeto i
10 sino

Este tipo de variables se denominan variables binarias y sirven para representar decisiones
del tipo si 0 no.

Parametros:

Ui = Utilidad recibida si se lleva el objeto i

G = Capacidad que el objeto i ocupa en la mochila

CAP = Capacidad de la mochila

Notar que el pardmetro CAP no tiene subindice, ya que es un Unico valor y no depende de
los objetos.

Restricciones:
_ _ C; - X; <CAP
No sobrepasar la capacidad de la mochila: i

Naturaleza de las Variables: %i € {0’1} Vi

La variable %i s6lo puede tomar los valores 0 y 1.




Funcion Objetivo:
Max > u; - X,

Ejercicio Propuesto:

Utiliza los siguientes valores de los parametros Yi, Ci y CAP:

Motebook Fotografia Lapiz Libro
Capacidad 15 5 3 10
Utilidad 35 40 10 15
Capcidad de la Mochila: 25 unidades

Intenta encontrar la solucién optima. ¢Existe algin método para encontrarla?

Solucion Grafica

Hasta aca solamente hemos hablado solo de modelar los problemas pero ain no hemos visto
como encontrar la solucion 6ptima. Con dos variables, e inclusive tres, existe un método para
poder resolver estos problemas el cual describiremos a continuacion con el ejemplo de la
fabrica de muebles:

Ejemplo 6 - Fabrica de muebles - Solucion grafica

Primero pensemos en la restriccion de la cantidad de las piezas pequefias:
2xmesa + szilla <8

Y hagamos un grafico x,,.sq V/S Xsing Y Veamos todas las combinaciones de mesas y sillas
que ocupan 8 piezas pequefias. Claramente si hacemos 4 sillas y ninguna mesa, dado que
cada silla ocupa 2 piezas pequefias ocupamos 8 piezas pequeiias (Punto A). Por otra parte,
si hacemos 4 sillas y ninguna mesa también ocupamos 8piezas (Punto B). Lo mismo pasa si
hacemos 3 mesas y 1 silla, o si hacemos 3 sillas y 1 mesa (Puntos C y D). Ahora si unimos
todos esos puntos nos queda el siguiente grafo:




)

Notemos que cada uno de esos puntos cumple con la condicion: 2x,,e5q + 2Xsi11a = 8-

Ahora pensemos en los puntos que cumplen 2x,,.s4 + 2xsi14 < 8. Por ejemplo, el no hacer
nada X,esq = 0 ¥ X5inq = 0 (Punto E) cumple esa restriccion 2 -0 + 2 - 0 < 8. Al igual si
hacemos una mesa y dos sillas (Punto F), puesto que 2-1+2:-2 =6 < 8. Ahora si
queremos hacer 3 mesas y cuatro sillas, la restriccion no se cumple, puesto que 2 -3 + 2 -
4 =14 > 8 (Punto G).
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Claramente los puntos que si cumplen la restriccion estan a un lado de la recta. Por lo que
una manera de graficar una restriccion con desigualdad, es graficar la recta asociada y
pintar un lado del plano, en donde se cumple la restriccion.

A continuacion hacemos lo mismo con el resto de las restricciones, graficando todas juntas.

Luego, al conjunto de soluciones le llamaremos también region factible que es la
interseccion de todas las areas, que es basicamente, el lugar donde se cumplen todas las

restricciones.

Region Factible




Ahora, tenemos caracterizado el “conjunto” y solo nos basta encontrar el mejor dentro de ese
conjunto. Para hacer eso procederemos de la siguiente forma:

- Nos daremos un valor para la ganancia objetivo cualquiera por ejemplo 10.

- Graficamos la curva Ganancia =10, es decir: 16x,,05q + 10X, = 10

8y

Region Factible

o T : X ~ ; ;
Todos los puntos marcados en la recta que estan sobre la region factible son combinaciones
de mesas y sillas que provocan una ganancia de $10.

- Ahora nos daremos otro valor de posible ganancia, por ejemplo 40:
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Nuevamente los puntos dentro de la region factible que estan sobre la recta
7: 16X e5q + 10x5i114 = 40 son los puntos que tienen una ganancia de 40.



Ahora la pregunta es cual de esos puntos es el que tiene mayor ganancia. Para responder
primero vemos dos cosas:

1. Las rectas de ganancia 10 y 40 son paralelas. En general, con cualquier valor de
la ganancia que queramos graficar resultara una recta paralela a estas.

2. Cuando la ganancia aumenta, la recta se “desplaza” hacia arriba en la derecha,
por lo que si queremos aumentar la ganancia lo maximo posible debemos movernos en
esa direccion. ;Hasta cuando? Hasta que las rectas ya no “toquen” la region factible.
Esto se da en el siguiente valor:

354

254

Region Factible
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Que es justo la interseccion de las dos rectas. Es decir en el punto (2,2), es decir, tal
como lo habian comprobado antes, la solucion optima es hacer 2 mesas y 2 sillas, con lo

que se obtiene una ganancia de 52.

Notar que la metodologia es general para todos los problemas con dos variables:
e Primero graficaremos cada una de las restricciones e identificaremos la region donde
se interceptan la llamaremos region factible.
Para cada valor posible de la funcién objetivo graficamos la recta asociada.
Hacemos crecer este valor hasta que estas rectas “no toquen” la region factible.
Identificamos el punto o arista que es la 6ptima y determinamos su valor.



Ejemplo 4 - Problema de Produccion

En una industria se fabrican dos articulos: Ay B, los cuales deben pasar por los procesos
P1, P2, y P3 para su elaboracion. La utilidad que se obtiene por cada articulo A es de
$8.000 y por cada articulo B es de $26.000. La cantidad de horas que cada articulo debe
pasar por cada proceso se muestran en la siguiente tabla:

Horas por
pe P1 P2 P3
proceso
A 7] 4 ]
B 5 7 8

Por restricciones de personal, en los procesos P1, P2 y P3 se puede trabajar un maximo de
40, 36 y 32 horas, respectivamente. Se desea conocer las cantidades 6ptimas a producir de
cada articulo, de modo de obtener la maxima utilidad posible.

Conjuntos:
Articulos: | € {A B}
Procesos: J € {PL P2,P3}

Variables de Decisién:

Xi = Cantidad del articulo i a producir

Parametros:

N = Cantidad de horas que necesita el articulo i en el proceso j

Ui = Utilidad que se obtiene por cada articulo i

HMAX; = cantidad maxima de horas en que puede realizarse el proceso j

Restricciones:

h; - X < HMAX, V]
No utilizar mas de TMAX; horas en proceso j: Z‘ ’ :

Naturaleza de las Variables: Xi = 0 Vi
Funcion Objetivo:
Max Zui - X

Solucion Grafica

En este caso, como se tienen solo 2 variables de decision, este problema puede ser graficado
en un plano cartesiano como un sistema de inecuaciones:



e 0OX,+5x; <40
o 4X,+7Xz <36

o 8X, <32

Ademas, se puede encontrar la solucién dptima de este problema, evaluando la funcién
objetivo en cada uno de los vertices de la zona coloreada. Esta zona se llama Region Factible
y estd compuesta por todos los puntos que satisfacen todas las restricciones del problema.

La funcion objetivo en este ejemplo es: Max {8.000-x, +26.000- X5} | os vértices de la
region factible y el valor de la funcién objetivo evaluada en cada uno, son:

00 T 30

(2% o) $53.333
$104.000
$120.000

(5%1’ 2%1) T $102.545

Luego el 6ptimo se alcanza en el vértice (2’4), es decir, producir 2 unidades del articulo Ay
4 del articulo B, obteniéndose una utilidad de $120.000.

¢Por qué la solucion Optima se encuentra necesariamente en alguno de los veértices?, ;qué
ocurre si se considera un punto que no se encuentra en los vértices?



