Ecuaciones



PROPIEDADES DE LA IGUALDAD

Propiedad Descripcion

LA=B & A+C=B+C  Sumarla msmacantidad a ambos lados de
LIna ectiacion da una ecuacion equivalente

2A=B & CA=CB (C#0) Multplicar ambos lados de una ecuacion
por la misma cantidad daferente de cero da
LIna ectiacion equivalente.




ECUACIONES LINEALES
Una ecuacion lineal en una variable es una ecuacion equivalente a una de la forma
ax+b=0

donde a y b son numeros reales y x es la variable.

Ecuaciones lineales Ecuaciones no lineales
No lineal; contiene el
dx—5=3 x2+2x=8 cuadrado de la variable
2x=%x—7 \Vx — 6x =0 Nolineal;contiem?laraiz
- cuadrada de la variable
b 3
x—6=; ;-2x= l No lineal; contiene el

reciproco de la variable



EJEMPLO 1 | Solucién de una ecuacién

Resuelva la ecuacién 7x — 4 = 3x + 8.

SOLUCION

7x—4=3x+ 8

(7x—4)+4=(3x+8) +4

X

1% — 3K

=1

4x

N
-
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3x+ 12

(3x + 12) — 3x

"» ‘-l— —
-

2

(R

Ecuacion dada
Sume 4
Simplifique
Reste 3x
Simplifique
Multiplique por
Simplifique

x=3

lineal



EJEMPLO 2 | Solucién para una variable en términos de otras

Despeje M de la ecuacion siguiente.
mM

5

re

SOLUCION  Aun cuando esta ecuacién contiene m4s de una variable, la resolvemos
como es usual al aislar M en un lado, tratando a las otras variables como si fueran nimeros.

Gm
F= (—2>M Factorice M del lado derecho
r
2 2
r r Gm Gm
— |F = M  Multiplique por el reciproco de —
(Gm) (Gm)( rl ) PAGIERO 4 r?
r2F Simplifi
—= implifique
Gm piiiqg
. r’F
La soluciébnes M = —

Gm’



EJEMPLO 3 | Despejar una variable en términos de otras

El drea superficial A del rectdngulo cerrado que se muestra en la Figura 1 puede calcularse
a partir de la longitud /, el ancho w y la altura h de acuerdo con la férmula

A = 2w + 2wh + 2lh

Despeje w en términos de las otras variables de esta ecuacion.

/

_di =
P

w

FIGURA 1 Una caja rectangular
cerrada



SOLUCION  Aun cuando esta ecuacidn contiene mds de una variable, la resolvemos
como es usual al aislar w en un lado, tratando las otras variables como st fueran ndmeros.

A= (2w+ 2wh) + 2h  Reina términos que contengan u

A=2h= 2w+ 2wh Reste 2l
A=2h=(24+2hw Factorice w del lado derecho
ﬂ = Divida entre 2/ + 2h
T+ W ividaen
| A=2h
La solucion es w =

A+



ECUACIONES CUADRATICAS

Una ecuacion cuadratica es una ecuacion de la forma
axl+bx+c=0

donde a, b y ¢ son numeros reales con a # 0.

PROPIEDAD DE PRODUCTO CERO
AB=0  siysolosi A=0 o B=0




EJEMPLO 4 | Solucidon de una ecuacién cuadratica por
factorizacion

Resuelva la ecuacién x> + 5x = 24.

SOLUCION  Primero debemos reescribir la ecuacién de modo que el lado derecho sea (.
i +5c=24

'+5r=24=0  Rested
(x=3)x+8) =0  Factorice
x=3=0 o x+8=0  Propiedad de Producto Cero

x=13 Xx=-8 Resuelva

Las soluciones sonx =3y x = -8,



SOLUCION DE UNA ECUACION CUADRATICA SENCILLA

- .’ ’
Las soluciones de la ecuaciéon x> = csonx = Vc y x = —Ve.

EJEMPLO 5 | Solucién de ecuaciones cuadraticas sencillas

Resuelva las siguientes ecuaciones.
(@) x*=5 (b) (x —4)*=5

(a) Del principio contenido en el cuadro precedente, obtenemos x = * V/5.
(b) También podemos tomar la rafz cuadrada de cada lado de esta ecuacion.

(x—4)Y?=5
x—4=%V5 Tome la raiz cuadrada
x=4%V5 Sume 4
Las soluciones sonx =4 + V5 y x = 4 — /5.



COMPLETAR EL CUADRADO

b 2
Para hacer que x* + bx sea un cuadrado perfecto, sume (;) , que es el cuadrado

de la mitad del coeficiente de x. Esto da el cuadrado perfecto.

2 2
x2+bx+(2) =(x+2)
2 2

EJEMPLO 6 | Resolver ecuaciones cuadraticas completando
el cuadrado

Resuelva lo siguiente.
(@ **=8r+13=0 () A*=12x+6=0



SOLUCION

@ x =8+ 13=0 Ecuacion dad
r-8r=-3 Reste 13
_\!
r=8+16=-13416  Completeel cuadrado sume(%) =16

(x=4)=3 Cuadrado perfect
1=4=+\} Tome la raiz cuadrada
=4tV Sumed



(b) Después de restar 6 de cada lado de la ecuacion, debemos factorizar el coeficiente de x*
(el 3) del lado izquierdo para poner la ecuacion en la forma correcta para completar el

cuadrado.
Ai=12x+6=0 Ecuacion dada
- 12x = -6 Reste 6

3(x2 — 4x) = —6  Factorice 3 del lado izquierdo

Ahora completamos el cuadrado al sumar (-2)* = 4 dentro de los paréntesis. Como
todo dentro de los paréntesis estd multiplicado por 3, esto significa que en realidad es-
tamos sumando 3 - 4 = 12 al lado izquierdo de la ecuacion. Entonces, también debe-
mos sumar 12 al lado derecho.

3(x2 —4x+4)=-6+3-4 Complete el cuadrado: sume <
2

3(x=2)"=6 Cuadrado perfecto
(x—2)=2 Divida entre 3
x =2 mikNfD Tome la raiz cuadrada
=242 Sume 2



LA FORMULA CUADRATICA

’, - » - ‘)
Las raices de la ecuacion cuadraticaax” + bx + ¢ = 0. donde a # 0. son

—b + Vb = dac
x:

2a

DEMOSTRACION Primero, dividimos entre a cada lado de la ecuacién y pasamos la
constante al lado derecho, obteniendo

2 b c . .
p gl Sy 9 P Divida entre a
a a

A continuacién completamos el cuadrado al sumar (b/2a)’ a cada lado de la ecuacién:

2 2y iz——5+ 2y Complete el cuadrado: (i)z
X ax 20 - a 20 ompeee Cua: 0. sume 20
b \? —dac + b?
5 2 bt [ > Cuadrado perfecto
2a 4a
s b* — dac Tome 1a rafz cuadrad
20 P 20 ome ia cua a
x_—b: b* — dac S D
2a 2a




EJEMPLO 7 | Uso de la formula cuadratica

Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones siguientes.

(a) W =5r=1=0 (b)4x2+l2x+9=0 (c)x2+2x+2=0
SOLUCION

(a) En esta ecuacién cuadriticaa =3,b= —S5yc = —1.
b= -5

2 =5x—-1=0

Por la férmula cuadratica,

(=)= VISP —a3)(=D) _s = VAT

2(3) 6
Si se desean aproximaciones, podemos usar una calculadora para obtener
3= NI

5+ V3T
6

X ~ 1.8471 y X = P ~ —(.1805



~-

(b) Usando la féormula cuadréticacona =4,b = 12y ¢ =9 dard

-2+ V(12))=4.4.9 =12+
: 2:4 8
Esta ecuacion tiene s6lo una solucién, x = —

3
)

(3] L%
-

(¢) Usando la formula cuadrética,cona = 1,5 =2y ¢ = 2 resulta

=2+ V2=4.2 =2+V=4 =2+2V-]
x: = =
2, ) )

Como el cuadrado de cualquier ndmero real es no negativo, V=1 no estd definido en
el sistema de nimeros reales. La ecuacion no tiene solucion real.



EL DISCRIMINANTE

El discriminante de la ecuacion cuadritica ax* + bx + ¢ =0 (a # 0) es
D = b* - 4ac.

1. Si D > 0, entonces la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.
2. S1 D =0, entonces la ecuacion tiene exactamente una solucién real.

3. S1 D <0, entonces la ecuacion no tiene solucion real.

EJEMPLO 8 | Uso del discriminante

Use el discriminante para determinar cudntas soluciones reales tiene cada ecuacion.

(@ > +4x=1=0 (b) 4> = 12x+9=0 (¢) ;x> =2x+4=0



SOLUCION

(a) El discriminante es D = 4> = 4(1)(=1) = 20 > 0, por lo cual la ecuacién tiene dos
soluciones reales distintas.

(b) El discriminante es D = (—12)* = 449 = 0, por lo cual la ecuacién tiene una so-
lucién real.

(¢) Eldiscriminante es D = (—2)> — 4(3)}4 = —3 < 0, por lo cual la ecuacién no tiene
solucion real.



EJEMPLO 9 \ Trayectoria de un proyectil

Un objeto lanzado o disparado verticalmente hacia arriba a una velocidad inicial v, m/s alcan-
zard una altura de h metros después de f segundos, donde h y f estdn relacionadas por la formula

h=-5t+w

Suponga que se dispara una bala verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 240
m/s . Su trayectoria se ilustra en la Figura 2.

(a) ;Cuéndo caeré la bala al nivel del suelo?
(b) ;Cudndo alcanza una altura de 1920m ?

(¢) ;Cudndo alcanza una altura de 3200m?
(d) ;Cudl es la altura del punto més alto al que llega la bala?



l v
descenso
f K

ascenso

h

FIGURA 2

M

A,




SOLUCION  Como la velocidad inicial en este caso es tp = 240m/s , la f6rmula es
h= - 5¢ + 240t
(a) El nivel del suelo corresponde a h = 0, de modo que debemos resolver la ecuacion
0= -5t +200t Hagah=0
0= - 5t = 48)  Factorice

Por lo tanto, = 0 o = 48. Esto significa que la bala arranca (f = 0) al nivel del
suelo y regresa a éste después de s segundos.



(b) Haciendo h = 1920 da la ecuacion
1920 = — 5> + 240t  Hagah = 1920

5 12— 240¢ + 1920 = 0 Todos los términos
al lado izquierdo
{1 - 48t +384 = Divida entre 16
Factorice

110 or tR~48 Resuelva






(d) Cada altura a la que llega la bala es alcanzada dos veces, una vez en su ascenso y una
vez en su descenso. La tinica excepcion es el punto més alto de su trayectoria, que se
alcanza una sola vez. Esto significa que para el valor més alto de h, la siguiente ecua-
cion tiene s6lo una soluci6n para f:

h= -5t +240¢
51> =240t + h =0 Alterne al lado izquierdo
Esto a su vez significa que el discriminante D de la ecuaci6n es 0, de modo que
D= (-240)*-4(5)h=0
57600 —20 h = ()
h = 2880
La méxima altura alcanzada es 2880 metros






