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Capitulo I

RELATIVIDAD ESPECIAL:
CINEMATICA

I.1. Origen de la Relatividad Especial.

I.1.1. Las Ondasy su Medio de Propagacion

A continuacién describiremos los elementos fisicos que llevaron a proponer la idea de 11 exis-
tencia de un elemento invisible que se denomino éter.

Todo tiene que ver con la velocidad de propagacion de una sefial o una onda.

Una onda es una perturbacion propagandose en un cierto medio. Cada punto oscila sin despla-
zarse y de alguna forma arrastra a su vecino. La oscilacion puede ser en la direccién de propagacion
de la perturbacién (como en el caso del sonido) y se las denomina longitudinales. Si la oscilacién
es perpendicular a la propagacién (como en el caso de una cuerda), se denominan oscilaciones
transversales. Ilustraremos estas definiciones a continuacion.

Por ejemplo, el sonido es una onda propagiandose a través del aire. Note que en el tubo de la
figura 1.1, las moléculas del gas oscilan en torno a su posicion y en la direccién de propagacion del
sonido. El receptor se informa por el cambio de presion en el elemento de volumen de gas en su
vecindad. No hay transporte de materia desde la fuente hasta el receptor.

El sonido es una onda longitudinal, se propaga en la direccion de propagacion de las compresio-
nes en el gas.

Al mover el extremo de una cuerda subiéndola y bajandola, vemos que aparece un onda pro-
pagandose. Los pequefios tramos de cuerda se desplazan en una direccion perpendicular a la direc-
cidén que se traslada la onda. Vibran alrededor de la posicion horizontal de la cuerda.

Una piedra lanzada en una poza genera un tren de ondas propagandose en circulos visibles sobre
la superficie del agua.
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Figura I.1: Propagacion del sonido en un tubo. Las zonas de alta densidad (las mds oscuras)
corresponden a la mayor presion. Esta sobre-densidad se propaga hacia la derecha reemplazando
a las zonas de densidad mds baja. El volumen en cada tramo del tubo se comprime y descomprime
pero las particulas de gas NO se trasladan hacia la derecha.la energia se traslada, no las particulas.

El punto que nos interesa destacar, es la necesidad que exista un medio a través del cual la
perturbacién se propague. Sin un medio de propagacién NO hay sonido. No hay sonido en el
vacio. En la Luna los astronautas se debian comunicar mediante ondas electromagnéticas aunque
estuvieran a centimetros de distancia.

Las ondas transversales en el agua, necesitan un medio donde propagares. Lo mismo ocurre en
la cuerda.

Una demostracién de la diferencia entre ambos modos aparece en el video !

A partir de estos ejemplos de la vida diaria Es natural considerar que cualquier vibracion requiere
de un medio para propagarse.

‘ 1

Figura 1.2: Ejemplos de ondas transversales. http:/ /www.physics.isu.edu/ hackmart/waves100.pdf

Thttp://www.youtube.com/watch?v=whlz95jX3pk&NR=1

I1. ORIGEN DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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I.1.2. Las Propiedades de la Luz y la Propuesta de la Existencia del Eter

En 1831 era conocido que una corriente eléctrica generaba un campo magnético. En 1862 J. C.
Maxwell pens6 que el proceso inverso también debia ser correcto: El cambio de un campo magnéti-
co deberia generar un campo eléctrico. Para ello afiadi6é un término a las ecuaciones que generaba
este efecto. Junto con ello, descubrié que estas nuevas ecuaciones aceptaban una solucién del tipo
de ondas propagdndose. Cuando calcul6 la velocidad de esta onda, usando solo datos obtenidos
directamente de experimentos con electricidad y magnetismo, descubrié que el valor numérico
obtenido era muy similar al valor de la velocidad de la luz, que provenia de experimentos que no
tenian vinculacion alguna con las ecuaciones propuestas por Maxwell. Esto no pasé desapercibido
al genio de Maxwell y en 1862 propuso que la luz era efectivamente una onda electromagnética:
un campo eléctrico y magnético se propagaban en forma sinusoidal. Esta propuesta fue confirmada
experimentalmente més tarde 2.

Sin embargo, lo que es relevante para la relatividad especial, es que las ondas electromagnéticas
no necesitan de un medio para propagarse. Lo pueden hacer en el vacio.

A esta altura y con los datos acerca de las ondas presentadas anteriormente, parece natural
entonces invocar un medio: el éter en el cual se propaguen las ondas electromagnéticos. Es el
peso de la tradicion el que opera acd. Su unico objetivo era servir de soporte para que las ondas
electromagnéticas se propagaran en el vacio. Era el equivalente de lo que el agua proporciona a
una onda transversal que se propaga a través de ella.

A finales del siglo XIX, la teoria del éter era ampliamente aceptada. Se suponia que el éter
penetraba todos los cuerpos y representaba un sistema de referencia universalmente inmoévil. No
era arrastrado por los cuerpos que se movian inmersos en este éter. Tenia el cardcter de lo absoluto.

De acuerdo a esta teoria, la velocidad de la luz en el vacio es igual a ¢ sélo en el sistema de
referencia del éter. En cualquier otro sistema de referencia dotado de una cierta velocidad con res-
pecto al éter, la velocidad de la luz se obtenia sumando (o restando, de acuerdo a la circunstancia)
la velocidad de la luz a la del sistema. Esto se visualizaba a menudo como el viento del éter: la
onda de la luz parecia tener una velocidad (c & v) al ser medida por la fuente en movimiento con
respecto al éter. Por ejemplo, en la onda transversal viajando en la cuerda, si Ud. viaja a esa misma
velocidad vera la protuberancia en reposo con respecto a su referencia.

Hasta esa fecha la existencia del éter no estaba probada. De existir, abria la posibilidad de medir
la velocidad del movimiento orbital de la tierra alrededor del Sol, mediante un rayo de luz viajando
a favor de la velocidad orbital de la Tierra y compararla con la velocidad de la luz viajando en
oposicion a la velocidad orbital de la Tierra.

Un sinnimero de experimentos se realizaron para demostrar la existencia del éter. E1 mas cono-
cido es el realizado por Michelson y Morley (1881-1887) que se propuso demostrar la existencia
del éter midiendo la velocidad de la luz a partir de rayos viajando a favor y en contra de la veloci-
dad orbital de la Tierra. En retrospectiva, éste parece ser el tnico que definitivamente descart6 la
teoria del éter.

Zhttp://www.michaelbeeson.com/interests/GreatMoments/MaxwellDiscoversLightIsElectromagnetic.pdf

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Sin embargo, Michelson crefa fervientemente en la existencia del éter y, hasta el final de sus dias,
se cuestiond en qué podria haber fallado su procedimiento que impidié demostrar la existencia del
éter. Nunca crey6 en el resultado obtenido.

Por el contrario, Einstein postulé que la velocidad de la luz era una constante universal, la
misma para todos los sistemas inerciales. Einstein no se baso en el resultado del experimento de
Michelson.Morley.

Un video (en inglés) que relata esta historia aparece en’.

Para conocer la vida de Michelson, el primer norteamericano en ganar el Premio Nobel, ver 4

I.2. Los Postulados de Einstein y el Nuevo Protocolo para las
Mediciones.

La idea predominante en los tiempos de Einstein era la existencia de un éter, omnipresente,
inamovible e inalterado por el movimiento de otros cuerpos y con un tiempo absoluto. La luz se
propagaba con velocidad ¢ en este medio intangible. En otros sistemas de referencia, en movimien-
to uniforme con respecto al éter, la velocidad deberia cambiar apropiadamente.

En la mecdnica inventada por Newton, el tiempo y la posicién en un sistema de referencia
inercial se relaciona con la posicién y el tiempo en otro sistema inercial que se desplaza con una
velocidad uniforme con respecto al anterior estdn dadas por las transformaciones de Galileo.

(x' =x+u-t,
Transformacion Yy =y,
de 1.1
Galileo z =z,
t' =t

De acuerdo al Principio de Superposicion de Galileo, revisado en el Capitulo de Cinematica, si
la velocidad de la luz es ¢ en un sistema de referencia inercial, en otro con velocidad relativa u con
respecto al anterior, la luz deberia propagarse con velocidad (¢ - u), como se indica en la Figura
L.3.

La ley de composicién de velocidades de Galileo NO es compatible con constancia de la velo-
cidad de la luz en todos los sistemas inerciales propuesto por Einstein.

3https://www.youtube.com/watch?v=IpjdcA8fcw  Episode 41: The Michelson-Morley Experiment, in the Me-
chanical Universe
“http://www.juliantrubin.com/bigten/michelsonmorley.html

I.2. LOS POSTULADOS DE EINSTEIN Y EL NUEVO PROTOCOLO PARA LAS MEDICIONES. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura 1.3: De acuerdo a la ley de composicion de velocidades de Galileo, un destello de luz (o
foton) lanzado por un observador en reposo absoluto tiene una velocidad c¢. Si su velocidad es
medida por otro observador que se mueve con velocidad u con respecto al anterior, la velocidad
del destello (o foton) deberia ser (¢ -u).
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Figura I.4: Michelson y Morley usando un interferometro, instrumento de su invencion, no lograron
encontrar un cambio en la velocidad de la luz relativa al movimiento orbital de la Tierra. En su
informe, afirmaron que si existia un cambio en la velocidad de la luz, éste era menor que la
resolucion de su interferometro, que era el instrumento mds preciso de su época para realizar una
medicion de esta naturaleza.

En uno de los postulados propuesto por Einstein, mantiene la equivalencia de los sistemas iner-
ciales tal como lo estableci6 Galileo. Esto se traduce en que no existe un experimento fisico que
logre distinguir un sistema inercial de otro.

Einstein también postul6 que la velocidad de la luz es una constante universal. Con esto ya no
se requiere de un medio como el éter para que la luz se propague. Simplemente, cada observador

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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inercial debe medir el valor ¢ para la velocidad de la luz.

(Como se logra esto? ; Como es posible medir el mismo valor ¢ para la velocidad de la luz en to-
dos los sistemas de referencia inerciales? La respuesta se encontré modificando las transformacion
de coordenadas propuestas por Galileo [I.1].

Por ejemplo, si en un sistema de referencia inercial la luz viaja entre el punto Q y P en el
intervalo A t medido en el sistema que nosotros dibujamos en reposo (ver Figura 1.5). Con Ax =
[xp — xql, entonces Ax/At = c.

(Salida del fotén |
€ o
. 2
U

2 0 X' ¥
o—=L > :@:
% pulso de luz (fotdn) X =0

Q A X 7

Figura 1.5: Salida del pulso de luz (foton). El origen del sistema de referencia de ambos obser-
vadores coincide instantdneamente en t =0 =1t". En ese mismo instante se dispara el pulso de luz
(foton). De acuerdo al postulado de Einstein, ambos observadores miden el mismo valor para la
velocidad de la luz c. Las coordenadas del punto de llegada es xp y X}, en el sistema inercial en
movimiento.

Si evaluamos las coordenadas de los puntos Q y P en el sistema en movimiento relativo con
velocidad V, manteniendo el mismo orden de los puntos, debemos obtener Ax’/At’ = ¢, donde
el valor de la coordenada x’corresponde al punto P, evaluado en el sistema en movimiento (ver 1.6).
Note que el tiempo también debe depender del sistema de referencia para mantener ¢ constante en
ambos sistemas. El tiempo no permanece igual como ocurria en las transformaciones de Galileo
[L.1].

Como muestra el ejemplo incluido mas adelante, la transformacién de coordenadas de un siste-
ma a otro en movimiento relativo es diferente de las propuestas por Galileo [I.1]. Deben cumplir
con el Postulado 2 de Einstein: si consideramos dos puntos entre los cuales viaja el pulso de luz,
entonces Ax’/At" = c. En este caso, las coordenadas de los respectivos puntos (eventos) evalua-
dos en el sistema S (aquel que consideramos en reposo en la figura) deben cumplir Ax/At = c.

I.2. LOS POSTULADOS DE EINSTEIN Y EL NUEVO PROTOCOLO PARA LAS MEDIGIONES. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura 1.6: Llegada del foton al punto P. Segiin el observador que dibujamos en reposo, el foton ha
recorrido una distancia igual a Ax en un tiempo At. En el caso del observador en movimiento, la
distancia recorrida es Ax' medida, como se sefiala en la figura, a partir del origen de coordena-
das de este observador. El tiempo empleado es At'. El tiempo, como mostraremos mds adelante,

transcurre en forma diferente en ambos sistemas. La relacion entre las coordenadas debe cumplir
la condicion: Ax'/At" = ¢ = Ax/At.

Las ecuaciones que cumplen con esta condicion fueron descubiertas por A. H. Lorentz antes que lo
hiciera Einstein y llevan su nombre. Las incluimos a continuacién sin deducirlas. Lo haremos mas
adelante. Las transformaciones de Lorentz para un movimiento unidimensional como el ilustrado
en las figuras 1.5, y 1.6, son

ct—-— ,  x—Vt

=T e Vh
- V-2

donde ct’y xindican las coordenadas de un evento evaluado por el observador S° (aquel en
movimiento) y las sin prima las coordenadas del mismo evento evaluado en S.

1.2)

La luz adquiere un nivel superior, es una constante universal. De este modo la pregunta no es
cOmo se propaga sino, como se deben cambiar las transformaciones de coordenadas entre ambos
sistemas para que cada observador inercial le adjudique el mismo valor ¢ en su sistema de referen-
cia. Esto debe ser independiente de la velocidad relativa (menor que la velocidad de la luz) entre
ambos sistemas.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Ejemplo

No hemos explicado el origen de las transformaciones de Lorentz [1.2], pero podemos estu-
diar sus propiedades algebraicas y comenzar a familiarizarnos con ellas, ya que son las mismas
encontradas posteriormente por Einstein.

a.- Verifique que las dimensiones de las transformaciones de Lorentz desplegadas en [I.2] son
las correctas.

b.- Muestre que en el limite de ¢>>V, las transformaciones de Lorentz tienen como limite las
transformaciones de Galileo [I.1]. Debemos imponer que V/c — 0.

c.- Demuestre que usando las transformaciones de Lorentz se verifica que Ax'/At' = ¢ =
Ax/At. Note que la coordenada del punto de partida Q coincide con el origen O y O’ de cada
uno de los sistemas de referencia en el instante inicial de salida del pulso de luz. Por tanto, en este
instante inicial Xq = Xq/ = 0 para t=0y t’=0.

Solucion

a.- El uso de la coordenada c t en lugar de t se justifica para tener un cuadri-vector con todas sus
componentes con la misma dimension:[L]. Es posible apreciar que, escrito de esta forma, todos
los numeradores de la férmula de transformacion [1.2] tienen dimensién de longitud.

b.- Para el caso del tiempo, donde aparezca V/c lo ponemos igual a cero y obtenemos t’ = ty
X’ = X — Vi, que son las transformaciones de Galileo [I.1]. Las transformaciones de Galileo son
validas s6lo cuando la V' << ¢, en el limite no-relativista.

c.- Como se desprende de las Figuras 1.5 y 1.6 la coordenada del punto Q es nula por construc-
cién: Xq=X"g = 0. Por tanto AX = (Xp — Xg) = Xp. Lo mismo es verdadero en el sistema
en movimiento relativo AX" = (Xp — X) = Xp . Y el argumento se repite también para el
tiempo: At = tpy At = t.

Por tanto s6lo nos debemos preocupar por la relacion entre las coordenadas entre ambos sistemas
del punto P. Escribiendo las transformaciones de Lorentz para el punto P

ctp _ VX
P Xp — Vit
cth=——— ¢ xt=""" Y donde Xp = ctp. (13)
V2 V2
T-= -z

Reemplazando Xp por c tp en la expresion para t; y tp obtenemos

1 —

Ct;; = ctp (14)

1 — —

2. LOS POSTULADOS DE EINSTEIN Y EL NUEVO PROTOCOLO PARA LAS MEDICIONES. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Analogamente, reemplazando tp por Xp/c en la expresion para Xj, en la ecuacion [1.3], obtenemos

1Y
Xp = Xp Cv = = (1.5)
-z
Dividiendo la ecuacién [1.5] por [1.4], obtenemos
X X
2= (L6)
th,  tp

Bajo esta transformacién de coordenadas, la velocidad de la luz es la misma en ambos sistemas
de referencia inerciales.

Hemos jugado con el dlgebra de estas transformaciones. En las siguientes secciones indicaremos
los desafios a las ideas preconcebidas que provoca el hecho que la velocidad de la luz sea la misma
en ambos sistemas de referencia.

Note que este resultado es vélido para cualquier valor de la velocidad relativa. O

Los postulados de Einstein.

Los sistemas inerciales son equivalentes. Es imposible diferenciar un
sistema inercial de otro mediante un experimento fisico. El resultado del
experimento es el mismo en todos ellos.

La velocidad de la luz c, es una constante universal. Tiene el mismo valor
en cada uno de los sistemas inerciales. No es posible transmitir informa-
cién a una velocidad mayor que c.

A pesar que estos postulados parecen muy simples, tienen consecuencias notables, todas verifi-
cadas al dia de hoy.

Resultados que se desprenden de estos Postulados.

A.- El Tiempo es Relativo. Relojes idénticos marcan tiempos diferentes si se ubi-
can en sistemas de referencia en movimiento relativo.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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B.- La Simultaneidad es Relativa. La simultaneidad estd definida para un sis-
tema de referencia inercial especifico. No existe la simultaneidad absoluta,
como en el sistema de Galileo.

C.- El Protocolo de Medicion. La propuesta de Einstein define en forma precisa
el protocolo para realizar una medicion, por ejemplo el largo de una barra o
cOmo sincronizar dos relojes idénticos.

D.- Lo Relevante es el Espacio-Tiempo. Si no existe un tiempo absoluto, igual
para todos los sistemas inerciales, se requiere especificar el tiempo en cada
sistema, ademas de las coordenadas espaciales. Se requieren cuatro numeros
para describir la trayectoria de una particula. Las coordenadas de un punto P
estan dadas por una tétrada [ct, X, y, Z].

I.3. Diagramas Espacio-Tiempo

Sabemos que la propuesta de Einstein resulto exitosa. Por tanto tomamos como una verdad
cientifica que el tiempo no transcurre igual en todos los sistemas de referencia.

El cuadro de lo conocido de mecanica comienza a cambiar drasticamente.

Si el tiempo NO es el mismo para todos los observadores inerciales, debemos incluirlo en el
sistema de coordenadas. Por ejemplo el punto P en el sistema de referencia S, se debe especificar
por cuatro nimeros [ct, X, y, z]. Para conocer sus coordenadas en otro sistema, debemos usar las
transformaciones de Lorentz [1.2] y obtenemos P(ct’, x’, y’,z’).

Todas las componentes de las coordenadas deben tener la misma dimension, por esto usamos c t
en lugar de t en el eje temporal.

Otro factor son las unidades de los ejes en los graficos. Dado el valor de la velocidad de la
luz, el uso de las escalas usuales de longitud, un metro por ejemplo, hace imposible apreciar una
caracteristica en un grafico. Para hacer el uso grafico mas intuitivo y evidente, usamos como unidad
para todas las coordenadas espaciales 3 x 108m, la velocidad de la luz. No genera problemas puesto
que es una constante universal.

Con esta escala los rayos de luz siempre viajan en la bisectriz del dngulo formado el eje ct y el
eje X, si el rayo de luz viaja en este eje coordenado.

Este cambio de escala facilita la interpretacion, no contiene ningin cambio conceptual. Refleja
el hecho que los rayos de luz son vitales para entender esta teoria y constituyen un elemento
fundamental en el protocolo de las mediciones.

Si una piedra cae en una fuente con agua (ver Figura 1.2 ), se genera una onda superficial que se
aleja del punto donde cay6 con una velocidad caracteristica. El frente de onda es una circunferencia

1.3. DIAGRAMAS ESPAGIO-TIEMPO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura I.7: A la izquierda se dibuja un destello de luz en dos dimensiones espaciales y una tem-
poral. Se representa por un frente circular dibujado en distintos tiempos en la figura. Al centro se
dibuja el desplazamiento de esta onda para distintos tiempos, sin incluir explicitamente el eje del
tiempo. En la figura de la derecha, el dngulo del vértice del cono es de 90°. Esto refleja que la
onda de luz viaja en 45° con respecto al plano de los ejes (x,y).

que se expande alejandose del origen. En el diagrama espacio-tiempo, provisto de una dimension
temporal y dos dimensiones espaciales, la trayectoria de una de las ondas aparece como un cono
cuyo vértice descansa en el punto (evento) donde se origind la onda, que en este caso coincide
con el origen del sistema de coordenadas (Ver Figura 1.7). Algo similar es lo que sucede con un
destello de luz, éste se propaga como un cascarén esférico en un espacio de tres dimensiones. En
los diagramas en dos dimensiones espaciales, esta onda se transforma en un cono de luz.

Un punto en el diagrama espacio-tiempo representa un hecho concreto e instantdneo. Por ejem-
plo, el punto e instante en que un objeto puntual toca el suelo al caer, o un martillo golpea a un
clavo, o una luz se enciende... etc. Esto se denomina un evento.

Por otra parte, si dejamos un libro (considerado como objeto puntual) sobre una mesa, ese evento
se propaga en el tiempo, pero mantiene su coordenada espacial X y se transforma en una linea
vertical en el espacio-tiempo. Esta linea se denomina linea de universo de la particula (el libro en
este caso). Si la particula estd en movimiento uniforme, en linea recta, su linea de universo es una
recta inclinada. Estos dos ultimos casos estan representados en la Figura 1.8.

A partir del gréifico se puede deducir que

X, — X \Y4
t — e R = —. I.7
an ¢ c(ty — tq) c @7

Como no es posible representar 4 dimensiones en el papel, dibujaremos s6lo una o dos coor-
denadas espaciales. Las figuras incluidas a continuacion representan un observador en una o dos
dimensiones espaciales.
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Figura 1.8: La linea A, representa la trayectoria en el espacio-tiempo de un observador en reposo
en el sistema de referencia. En el diagrama del centro, se dibuja la linea de universo (recta in-
clinada) de un observador (puntual) que se aleja del origen con una velocidad V. A la derecha
se indica la trayectoria de un rayo de luz con su inclinacion de 45° y se muestra que tan ¢ = V/c,
corresponde a la velocidad del observador B.
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Figura 1.9: Linea de universo de una particula que rota alrededor del origen describiendo una
circunferencia de radio a. A la derecha se incluye una particula que repentinamente explota en
tres pedazos. Note que una de las trayectorias es anomala: ;Cudl parece propagarse con una
velocidad mayor que la velocidad de la luz?

La Relatividad Especial, como la introduciremos acd, es una teoria cinematica: transforma las
coordenadas de un evento en un sistema de referencia a las que mide otro observador en movi-
miento relativo. Se requiere ser cuidadoso con la medicién. Debemos tener claro la nocién de
simultaneidad y la interpretacion de los graficos espacio-tiempo.

I.4. Laldea de Simultaneidad

Si existe un so6lo tiempo, un tiempo universal o absoluto, dos eventos son simultdneos si ocurren
al mismo tiempo. El tiempo transcurre igual en todos los relojes. Para sincronizarlos, los relojes
se acercan, se ponen a la misma hora y después uno de ellos se traslada al punto donde quedara
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Figura 1.10: Linea de universo de los puntos extremos de una barra rigida que permanece en
reposo para t < 0y en seguida viaja con velocidad v con respecto al sistema S. A la derecha se
indica la linea de universo, proyectada en el plano (ct,x) de los extremos de una barra que gira en
torno al origen.
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Figura I.11: En la figura de la izquierda, el observador A (en movimiento) recibe un pulso de luz
proveniente del observador O (en reposo) y lo refleja de vuelta. En el diagrama de la derecha
se representa la misma situacion pero como una filmacion. En este diagrama el observador A se
ubica en el carro que se aleja con velocidad V. Los tres eventos relevantes de la Figura estdn
serialados y son: O, Py Q.

ubicado. De esta forma, repitiendo la misma operacion, se arma una red de relojes sincronizados,
que marcan el mismo tiempo simultdneamente.

Esta es la definicion de simultaneidad absoluta.

El problema surge al utilizar la Relatividad Especial de Einstein en la sincronizacion de relojes.
En esta teoria el tiempo transcurre més lentamente en un reloj en movimiento relativo con respecto
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a otro’. Por tanto, al desplazar un reloj, adquiere una velocidad relativa con respecto al reloj de
referencia y, al transcurrir el tiempo més lentamente en éste, se pierde la sincronizacion. El método
anterior para sincronizar relojes no se cumple.

I.4.1. Simultaneidad Absoluta (La velocidad de la luz es infinita)

Para todos los efectos de la vida diaria, la luz se propaga con velocidad infinita. De esta forma
no hay retardo en recibir la informacion entre dos eventos separados una distancia dada. Cuando
recibo el fotén indica que el evento que lo origind tomo lugar en el preciso instante en que lo
recibid.

En el diagrama espacio—tiempo, esta situacion se representa como dos eventos ubicados en un
plano ortogonal al eje del tiempo. Esta es nuestra definicién de eventos simultaneos.

El fotén que arranca desde el laser ubicado en A se refleja instantineamente en B y retorna
hasta A. Al impactar en B, el reloj comienza a funcionar. Como la velocidad es infinita, no hay
retardo en el tiempo. La coordenada espacial se determina cuando se ubica el reloj, y se graban
estas coordenadas en la base del reloj. De esta forma A y B quedan sincronizados.

El mismo procedimiento se aplica a cualquier otro punto. Por ejemplo el punto C. Al fijarlo en
su posicion sabemos sus coordenadas. El rayo de luz hace funcionar el reloj con la informacion
del tiempo al cual debe partir.

De esta forma, al sincronizar muchos relojes de esta forma podemos formar lineas de simulta-
neidad absoluta. Estas son rectas perpendiculares al eje ¢t (Ver Figura 1.12).

At At
B

1.
k r:;:’;ﬁ%—
t B ¢ X

Figura 1.12: Un destello de luz viajando con velocidad infinita. Llega a todos los lugares si-
multdneamente.
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Los eventos a, b, ¢, d y e son simultidneos, ocurren en el instante t;.

Los eventos A, B, C, D y E son también simultdneos, pero ocurren en el instante t, con poste-
rioridad a t;.

SDemostraremos este resultado en la préxima seccién
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Supongamos un observador que viaja con velocidad v con respecto al anterior, la pregunta: ;Cual
es la linea de simultaneidad asociada al observador bautizado como S’?(Ver Fig. 1.13)

Larespuesta es la misma que le asociamos al observador en reposo: al considerar la velocidad de
la luz infinita, no importa la velocidad con que se desplace este nuevo observador S’con respecto a
S, los eventos A y B, son simultdneos debido a que la luz no demora en recorrer cualquier distancia.

"5/‘3’

/ .
st lamas

Figura 1.13: Los planos de simultaneidad son las lineas horizontales. Son los mismos para todos
los observadores inerciales. Si la velocidad de la luz es infinita, nos lleva a la existencia de la
simultaneidad absoluta.

La simultaneidad absoluta se usa en la fisica no-relativista.

Analicemos qué ocurre cuando la se toma en cuenta la velocidad de la luz como una constante
universal, finita e insuperable en el vacio.

1.4.2. Simultaneidad relativa (La velocidad de la luz es finita)

Se denomina simultaneidad relativa porque estd asociada a un sistema de referencia especifico.
Dos eventos simultaneos, lo son sdlo en el sistema de referencia en el cual asi se determind.

Para establecer simultaneidad relativa entre dos eventos, enviamos un pulso de luz desde el reloj
maestro, hacia el reloj a sincronizar (B o D en la figura [.14). Al rebotar en el reloj, lo activa y el
pulso retorna a la fuente. Alli se calcula el instante en que se activo el reloj en B y la distancia que
los separa referida al sistema S, d=T c¢. Se envia otra sefial, que no se indica en la figura [.14, y
que adelanta el tiempo del reloj en B en d/c segundos para sincronizarlo con el reloj maestro y que
marca su su coordenada comod=T c.

Con esta estrategia podemos sincronizar todos los relojes en el sistema S.

Es interesante notar que este método tiene semejanzas con la forma de coordinar el GPS local
con el reloj atdmico de cada satélites.

De esta forma la simultaneidad con respecto a un evento en el eje ct esta definida de la misma
forma que en el caso anterior (con ¢ = co). Estd formado, para el caso unidimensional, por una
serie de lineas todas perpendiculares al eje vertical ¢ t que representa al tiempo que marca el reloj
asignado al observador ubicado en el origen.
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S i
N gﬁ?{?ﬁa{a‘?ﬁg, M

Figura I.14: La luz viaja desde el reloj maestro hasta el punto B, rebota y vuelve al reloj maestro.
Demora T segundos en ir y T segundos en volver. El punto medio del intervalo de 2T corresponde
al instante cuando el rayo de luz impacta al reloj en B y lo activa. Definimos como simultdneos el
instante O del reloj maestro y el evento B. También su distancia queda determinada, es c'T.

Podemos imaginar que distribuimos una infinidad de relojes en todo el espacio y mediante una
serie de sefiales como la indicada, sincronizar cada uno de ellos con el reloj maestro y, al mismo
tiempo, asignarle una coordenada de la forma ya explicada. (Ver 1.19).

Resumiendo: a la nube de eventos que cubren el espacio-tiempo, le hemos asignado un tiempo
y una coordenada espacial usando un protocolo bien establecido. Este mismo protocolo debe ser
usado en cualquier sistema de referencia inercial para sincronizar sus relojes.

Mostraremos que las lineas de simultaneidad en dos sistemas de referencia inerciales en movi-
miento relativo, no coinciden.

La simultaneidad es propia de cada observador inercial y no coincide con la de otro sistema en
movimiento relativo.

I.4.3. Simultaneidad Relativa: Dos Observadores en Movimiento.

Analizamos esta situacion utilizando un experimento pensado. Primero estudiamos el caso més
simple. En el sistema en reposo S y desde el punto medio de una barra de largo 2L, se lanza
dos destellos apuntando hacia cada extremo de la barra. Los destellos viajan, rebotan y llegan
simultdneamente al centro desde donde salieron. este ejemplo es simple pero sirve para familiari-
zarse con lo diagramas de espacio-tiempo y la notacién utilizada (Ver Figura ??).

A continuacién consideramos un sistema, que designamos como S’, y que aleja con velocidad
V del observador S. Examinaremos la simultaneidad en este sistema de referencia usando: los
dos pulsos simultdneos saliendo de una fuente puntual, la barra de largo 2 L’que viaja fija a S’,
representada por las rectas inclinadas p’y @’ en la Figura I.17 y siguiendo los postulados de Einstein
para la Relatividad Especial (Ver Figura 1.17).
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Figura 1.15: A la izquierda se muestra el lanzamiento de dos destellos de luz simultdineamente
desde el punto medio del carro que se encuentra en reposo en el sistema fijo S. Ambos alcanzan
simultaneamente los dos extremos del carro. A la derecha se ilustra el mismo fenémeno, dos deste-
llos de luz que arrancan desde el punto medio del carro en movimiento donde viaja el observador
S’. De acuerdo a S, el pulso de la izquierda llega antes puesto que el otro pulso el punto a’ se
aleja. la velocidad del destello no depende de la velocidad del carro, es una constante universal.

pct .
L=ct
P é ‘\\t_,' ¢ (i ; £ a‘ Q
H—@% = 7
! / iflinea de
/(' lluniverso
1 = = \Y ,|gu|so de a
\ Jde luz ;
(Experimento) “ R | #
|z |

+-
3 - :
i
‘ | ) 3L g=ct
S Simbolo que {j} 2
R representa un Q S L E ﬂ

reloj asociado R@mgmma de espacio *nempo] \
a un observador - evento a = evento

Figura 1.16: Dos destellos de luz salen simultdneamente desde el punto medio del carro que se
encuentra en reposo en el sistema S. Ambos alcanzan simultdneamente los dos extremos del carro.
A la derecha se incluye el diagrama de espacio-tiempo de este experimento.

De acuerdo a S’, la fuente de luz pasa por el punto medio de la barra con una velocidad -V. Al
coincidir con el punto medio de la barra, lanza los dos destellos como se indica en la Figura I.17.
Como la velocidad de la luz no depende de la velocidad de la fuente, por tanto se propaga en S’con
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Figura I.17: Dos destellos de luz salen simultdneamente desde el punto medio de la barra de largo
2L, Esta barra viaja fija al sistema S’. Como se fundamenta en el texto, estos dos pulsos llegan
simultdneamente, de acuerdo al sistema S’, en los eventos marcados en la Figura a la derecha,
como A’yP’. Larecta P'A’ es la recta de simultaneidad para S’. Queda claro que la simultaneidad
en el sistema S y S’son diferentes. Esta es la definicion de simultaneidad relativa, asociada a un
sistema de referencia inercial especifica.

la velocidad ¢ de acuerdo al postulado de Einstein.

En la figura I.17 se indican los puntos P’y A’que son los eventos donde el pulso impacta los
extremos de la barra usada para este experimento pensado. Como los pulsos partieron del pun-
to medio de la barra, estos dos eventos son simultdneos de acuerdo al observador S’.(Ver figura
derecha de 1.17).

2 Trayectoria de laLuz)

L (la misma para ambos
7 sistemas)

L

/ \'!-x

Eineas de Simultaneidad en Ea Eineas de Simultaneidad en Sj

Figura 1.18: A la izquierda se dibujan lineas de simultaneidad para el sistema S. A la derecha
se ilustra una familia de lineas de simultaneidad en el sistema que consideramos en movimiento
relativo con respecto a S, y que denominamos S’. Estas son las lineas construidas en la Figura
anterior 1.17.
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Después de determinar estos dos eventos como simultdneos, en la Figura 1.17 , los unimos
mediante una recta P’ A, esta es la linea de simultaneidad para S’ . Todos los relojes sincronizados
ubicados sobre esta linea marcan el mismo tiempo ct’. Vemos que NO coincide con la linea de
simultaneidad encontrada para el observador S, ver Figura I.16.

Si repetimos el proceso con otros pares de puntos simétricos con respecto al origen, desarro-
llamos una familia de lineas de simultaneidad asociadas al observador S’ similar a la familia de
rectas dibujadas en S.

Coémo sincronizar relojes de acuerdo a la teoria de la Relatividad especial.

Para sincronizar una red de relojes, los fijamos uniformemente a lo largo del eje-x (o en los
vértices de una malla tridimensional, por ejemplo) donde permanecen fijos al sistema de referen-
cia elegido. A partir de un reloj de referencia enviamos pulsos de luz a cada reloj. Al recibirlo,
comienza a marcar el tiempo y lo refleja hacia el reloj maestro. Este protocolo origina la simul-
taneidad relativa: valida s6lo para el sistema de referencia en el cual los relojes permanecen en
reposo. Estudiaremos los detalles geométricos en la proxima sub-seccion.

; HJ‘..?——:'?-\ me
SRR Ll

Figura 1.19: El observador construye un andamio en su Laboratorio donde cada reloj en cada
vértice tiene un tiempo dado por el reloj ubicado alli y también sus coordenadas espaciales. Ambas
cantidades fueron asignadas en el proceso de sincronizacion de cada reloj con el reloj maestro.
(Extraido del libro Spacetime Physics, R. Taylor and J. A. Wheeler, W. H. Freeman and Company.)
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Sincronizacion mediante rayos de luz en un sistema de referencia en movimiento.

Es un buen ejercicio dibujar como se aprecia la situacion desde el punto de vista de un sistema
de referencia en movimiento S’ .

El rayo de luz siempre viaja bisectando el angulo formado por el eje x y el eje temporal ct.
Cuando son perpendiculares, el dngulo es 45°, si se aleja hacia la derecha, como en este caso, el
angulo es menor.

En la Figura siguiente 1.20, se aprecia que los eventos A y B, son simultdneos para el observador
S, pero no lo son para el observador designado por S°. En el sistema S’, A es simultdneo con A’ y
A’ ocurre antes que b en el sistema S.sucede antes que B.

S
cth et 5 ct A

e
/" rayo de luz hacia P

Figura 1.20: A la izquierda, se dibuja el rayo de luz que se inicia desde M, rebota en A e impacta
en N. De acuerdo al protocolo, el punto medio del trazo NM, A’, es el evento simultaneo con A,
por tanto para S’los puntos A 'y A’son simultdneos. Se indican también las coordendas del punto
A en el sistema S (a la izquierda de la figura) y S’ . Las coordenadas de A en los sistemas Sy S’
estdn relacionadas por las transformaciones de Lorentz [1.2].

Ejercicio

Dibuje el evento A” simultdneo con A’ en el sistema S. Hacer lo mismo para el punto B:
encontrar el evento simultdneo en el sistema S’ .

I.5. La Contraccion del Largo

A continuacioén, utilizando las transformaciones de Lorentz definidas en [1.2] y los diagramas
de espacio tiempo introducidos previamente, encontraremos estos dos efectos que son centrales
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en la teoria de la Relatividad Especial. Al mismo tiempo tendremos la oportunidad de apreciar la
importancia de los graficos espacio-tiempo para entender y visualizar los efectos poco intuitivos
de la relatividad.

I.5.1. La Aparente Contraccion del Largo de una Barra en Movimiento
Relativo

Definicion:

La medicién del largo de una barra en un sistema inercial se define como la distancia espacial
que existe entre sus dos extremos medidos a lo largo de una linea de simultaneidad del sistema
inercial escogido.

Como la simultaneidad es relativa, el largo también depende del observador que mida. Por tan-
to resulta que una barra en movimiento parece acortarse (como mostraremos). Pero esto no es
real, no es fisico. Es una consecuencia de la simultaneidad utilizada para la definicion del largo.
Una barra en movimiento relativo con velocidad constante, no se acorta ni se alarga. No le ocu-
rre absolutamente nada. Cualquier cambio que pudiera experimentar atentaria contra el principio
de equivalencia entre todos los sistemas inerciales: ;Como se podria explicar que la misma ba-
rra resulte ser mas corta en un sistema inercial comparada con su largo en otro? ;No son todos
indistinguibles?

Medicion de una barra en movimiento: método grafico.

las siguientes definiciones aparecen en todos los textos debido a la frecuencia con la cual apare-
cen en los diversos cdlculos de la relatividad especial.

(1.8)

ol <

Los puntos A, B y C de la Figura 1.21, estan elegidos para hacer mds faciles la comparacion
entre los valores de ambos largos L'y L’.

Claramente L y L’ son diferentes, pero como mostraremos a continuacioén que el resultados sea
L > L’, va contra nuestra intuicion .

Las lineas £5 y {g son paralelas puesto que la barra estd en reposo en el sistema S’ . De este
modo la coordenadas de los eventos B y C en el sistema S’ son las mismas: X’g=X"c = L.
Andalogamente, X’ 4 = 0, puesto que permanece en el origen del sistema S’.

Note que en la Figura a la derecha el evento B esta corrido hacia la izquierda con respecto a C
en la figura superior. La idea es destacar que el evento C ocurre después que el reloj de S marcaba
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Figura 1.21: Las lineas {5 y U, representan la linea de universo (o trayectorias en el espacio-
tiempo) de los extremos A 'y B de la barra rigida en movimiento con respecto al sistema fijo
S. El largo definido por el sistema S para la barra es L = AB, puesto que es la distancia entre
los extremos de la barra y son eventos simultdneos. De la misma forma, L’ = AC, es el largo
definido para la barra por el sistema S’ puesto que A 'y C son eventos simultdneos en el sistema
en movimiento S’.

t=0. La barra se desplaza. Es lo que se ve claramente en el grafico espacio-tiempo de la izquierda.
Calcularemos este retraso a continuacion.

Medicion de una barra en movimiento: método analitico

Para comparar los largos L y L’ utilizaremos las ecuaciones de Lorentz [1.2] y las coordenadas
de los dos extremos de la barra evaluadas de acuerdo a cada uno de los observadores Sy S’ . Para
encontrar la relacion entre los valores medidos por cada uno de los observadores Sy S° debemos
usar las transformaciones de Lorentz, puesto que estamos comparando dos sistemas inerciales en
movimiento relativo.

En el sistema S, las coordenadas de los extremos de la barra las denominamos A y B. Cuando
nos referimos al sistema de referencia S’ nos referimos a los eventos A’ y B’ , especificamente
X’ A'Y X’B/.

Utilizando los valores indicados en la Tabla anterior I.1 relacionamos las coordenadas del evento
B’ en ambos sistemas de coordenadas. Como debemos atenernos a los postulados de la relatividad
especial, utilizamos las transformaciones de Lorentz [I.2], que garantizan que la velocidad de la
luz es la misma en ambos sistemas.

X’ es la coordenada espacial del evento B’ en S° . X3/ es la coordenada espacial del evento B’
en el sistema S.
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Cuadro I.1: A continuacion especificamos las Coordenadas respectivas en los
Dos Sistemas de Referencia incluidos en la Figura.

Coordenadas Sistema S Coordenadas Sistema S’
XA = 0,
Xs = I, X =0
Xg—Xa = L Xg: = L
Xp = L+ V(tgr—ta), Xp =Xy = L
tA = 0.

4
=
X' 1
CTB S A_'#__E- v
O O Xg!

Figura 1.22: Las lineas {5 y g, representan la linea de universo (o trayectorias en el espacio-
tiempo) de los extremos A 'y B de la barra rigida en movimiento con respecto al sistema fijo S. A
la derecha, el extremo B’ medido en el sistema S’ es X’ g:. Como los eventos By B’ estdn en la
misma linea de universo {g, ambos tienen la misma coordenada en S’, 0 sea X' g =X’ p-.

Xb = U=y (X —Vtg)
y(L—l—VtB/—VtB,)

= L' =vyL
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Otro método para obtener la contraccion del largo

Recurriendo a la interpretacion de la linea de universo del extremo B de la barra en el sistema
S’ podemos apreciar del grafico que

X, =X, =L, (1.9)

dado que B y B’ se ubican en la misma linea de universo en S’ y que permanece paralela a la
linea que cruza el origen. Permanece por tanto a la misma distancia del origen en toda la trayectoria
y asi tiene el mismo valor de la coordenada que -en este caso- B’ .

X, = Xi=0
Xé/ I X/A/ = LI = Xé

usando la transformacion de Lorentz [1.2]

X =v(Xg —vtg), (1.10)

Como tg = 0 (puesto que es simultdneo con A ) y Xz = L, obtenemos

L' = yL. 11

Si analizamos el procedimiento seguido para comparar el largo L de una barra en dos sistemas
de referencia en movimiento relativo, podemos notar que la diferencia surge de la forma en que se
defini6 la longitud: Se debe medir la distancia entre ambos extremos en forma simultdnea. Como
la simultaneidad es propia de cada sistema de referencia, eso explica la diferencia en la longitud
asociada a la barra por dada uno de los observadores.

La barra no sufre ningiin acortamiento ni elongacién. La diferencia proviene del protocolo esta-
blecido para definir asociar el largo de una barra rigida.

I.6. La Dilatacion del Tiempo

Para medir la dilatacion del tiempo debemos comparar un reloj que lleva S’ en el origen (el
punto O’) con un conjunto de relojes sincronizados pegados al eje-x en el Sistema S. El sistema
S’se desplaza con una rapidez V, con respecto S.

Usando las transformaciones de Lorentz [1.2] obtenemos:

Vo
Ct(,)/:])/ - ‘y (CtP_ ?XP) y X(;’:P - 0 == ‘Y (X.P - Vo tP). (1.12)
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Figura 1.23: Las lineas ct y ct’, representan las trayectorias en el espacio-tiempo del origen Oy
O’ de los sistemas de referencia S y S’. P es un punto arbitrario donde se comparan los tiempos
indicados por el reloj, fijo en S y ubicado en la coordenada Xp con el reloj fijo al origen de S’ .

Despejando el tiempo en esta tltima ecuacion,

= tp = 2
P_VO

y reemplazando este valor en la ecuacion .12 obtenemos

, Vi N (W
cto/:y Ctp—gctp =YcC —g tp

/ 1 \4 \4
:>to/p:—\/§><(1—§>tp: ]—?tp
a2
= tp = yty_p Como<y > 1, entonces, ty_p < tp. (I1.13)

Por tanto el tiempo medido por el reloj en movimiento transcurre mas lentamente que el tiem-
po medido por el sistema de relojes sincronizados que, nosotros consideramos arbitrariamente,
permanecen en reposo.

Existe un elemento que debemos considerar: ;Qué ocurre si, a diferencia del caso estudiado,
consideramos el sistema S’ en reposo y el sistema S estd en movimiento? ;Puede afectar este
cambio nuestra conclusién?

De acuerdo a los principios de la Relatividad Especial, los sistemas inerciales son indistingui-
bles entre si. A partir de la ecuacién 1.13 podriamos inferir que en el sistema en reposo el tiempo
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transcurre mas rapido y asi podriamos identificar el sistema en reposo absoluto: aquel en el cual el
tiempo transcurre mas rapidamente que en cualquier otro sistema inercial. Esto es una contradic-
cion a los postulados iniciales.

WYL R
t=o Tzov*r:o
a0 "
.—Q. X
t =0 X

Figura 1.24: La linea ct’ es vertical porque consideramos a S’ en reposo. Ahora es el sistema S se
desplaza en el sentido negativo del eje X con velocidad -V ,. La tangente tan & = V/c es negativa
y por eso el sistema de referencia se abre, a diferencia del caso anterior. Se indica una linea de
simultaneidad en el sistema S.

Estudiemos qué ocurre si invertimos la situacion. Consideraremos entonces el sistema S’ en re-
poso y con un conjunto de relojes sincronizados y un reloj en el origen del sistema S para comparar
tiempos (Ver Fig 1.24).

V, 2
ctpr =y (Ct]/)/ + ?0 x,’>> , xpr = Y(xp + Votp,) = 0. (1.14)
Reemplazando la segunda ecuacion en la primera,
Vo [ Vo \4 Ve
ctpr =y {ct{;/ +— (—?ct{;,ﬂ = yctp <1 —2) = 1— gct,’g,
Ytpr=tp = tpr < tp debidoaque vy >1. (1.15)

Repetimos la frase usada en el caso anterior: El tiempo medido por el reloj en movimiento trans-
curre mds lentamente que el tiempo medido por el sistema de relojes sincronizados que, nosotros
consideramos arbitrariamente, permanecen en reposo.

Comparando las ecuaciones , vemos que efectivamente el resultado es simétrico. Al intercam-
biar el papel de reposo y movimiento en estos sistemas, obtuvimos los resultado dados por las
ecuaciones .13 y I.15.
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Al comparar el reloj en el sistema en movimiento con los relojes en el sistema en reposo, obser-
vamos que en el sistema en movimiento, el tiempo siempre transcurre mas lentamente: el tiempo
se dilata. Si intercambiamos su papel de reposo y movimiento, el tiempo se dilata siempre en el
sistema considerado en movimiento. Esta es la conclusién valida.

Hasta aqui, la dilatacion del tiempo ocurre en el sistema que designamos en movimiento relativo.

Buscamos un resultado que no dependa de esta eleccion. Debemos quebrar la simetria de los
sistema inerciales en el esquema de la Relatividad Especial. Es la conclusion sacada a partir de los
dos ejemplos anteriores.

El esquema siguiente quiebra la simetria o intercambiabilidad reflejada en los resultados previos
e ilustra de manera més concreta la dilatacién del tiempo.

Ejemplo

Considere un par de gemelos ubicados inicialmente en el mismo punto. Repentinamente uno de
ellos comienza a alejarse con velocidad constante V,. Transcurrido un tiempo retorna con la misma
rapidez -V,, mientras el otro gemelo permanecié en reposo en el origen durante este intervalo.
Calcule el tiempo que transcurre en el intervalo de ida y vuelta de acuerdo a los relojes de cada
uno de los gemelos.

Solucién
Antes de plantear el problema, un par de comentarios.

Cada gemelo representa un sistema de referencia inercial por casi todo el intervalo entre la ida
y vuelta con una excepcion. El gemelo viajero parte con una velocidad V, y retorna con -V, por
tanto debid sufrir una aceleracion en una parte de su trayectoria y NO constituye un sistema inercial
durante todo su trayecto. Asi, estos dos sistemas de referencia no son simétricos. El gemelo en el
origen NO sufre ninguna aceleracion.

Suponemos que la aceleracion transcurre en un intervalo muy pequefio que no afecta el resultado
final ni la conclusion. De hecho, confinamos el cambio de velocidad a un punto, el punto Q. Esta
suposicion no afecta nuestro resultado, pero no lo demostraremos aca.

El gemelo viajero regresa y comprueba que estd mas joven que su par. Esto ilustra que el tiem-
po transcurrido depende de la trayectoria seguida en el espacio-tiempo. Ilustra la dilatacién del
tiempo del viajero. También ilustra la dilatacion del tiempo en un sistema bioldgico -la edad de
los gemelos-, y establece asi que este resultado es valido donde se considere el tiempo como una
variable.

Solucion

En el evento 0 se activan los relojes de ambos gemelos: ty = t’9=0.

Dividimos el problema en dos partes: la trayectoriade O aP y de P a R, en el caso del gemelo en
reposo, y de O’ a Q y de Q a R para el gemelo en viaje. Como los tramos recorridos son iguales
y son cubiertos con la misma rapidez, los tiempos asociados a cada gemelo T y T’ , deben ser
también los mismos. (Ver Fig. 1.25).
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Figura 1.25: Diagrama de los gemelos. Uno de ellos emprende un viaje. Al reencontrarse, aquel
que fue de viaje es mds joven. El quiebre de simetria entre ambos sistemas estd en el punto Q de
la figura. El gemelo de viaje experimenta una aceleracion en esa vecindad y por tanto pierde su
cardcter de inercial. Los tiempos de ida y regreso mantienen la misma rapidez constante salvo el
intervalo con aceleracion, y toman el mismo tiempo de viaje por tramo.

La solucién consiste en encontrar relaciones entre T y T’ . Para ello usamos las transformacio-
nes de Lorentz [I.2] que, recordamos, dadas la coordenadas de un evento en un sistema inercial,
encuentra las coordenadas de dicho punto o evento en un sistema inercial en movimiento relativo.

En este modelo simple, reducimos el tramo con aceleracion al punto Q, de forma que hay un
cambio a bruto de velocidad a la entrada de Q y a su salida.

En el sistema del gemelo en viaje X’ =0. Veamos las relaciones entre las coordenadas del punto
Q en ambos sistemas.

Vo
téz}/(tQ—ng) , xq =0="vy(xq — Vo tg), (1.16)

reemplazando la segunda ecuacion en la primera, obtenemos
%
I T 0

Los eventos P y Q son simultdneos (ver Figura 1.25) para el gemelo en reposo. Si denominamos
el tiempo transcurrido desde O hasta P como T, entonces tp=tq = T.

Para el gemelo viajero, t;, =0, = (t'q -t'o/) = T".
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El gemelo en viaje demora lo mismo en ir desde el origen hasta alcanzar el punto Q, que en

retornar al origen, el punto R. Este trayecto, que denominamos QR, lo recorre con una velocidad [
- Vol.

(t"R—t"Q) =Y |:(tR—tQ) + %(XR—XQ)} , (X"R—X"Q) = Y[(XR—XQ)+V0(tR—tQ)]. (118)

En forma similar, reemplazando la segunda ecuacidn en la primera y teniendo en consideracion los
valores de algunas de las variables, obtenemos

2

V,
Xr=0=Xg, tr—tQ) =T =v (1 — C—‘z’) (tr — tq)- (1.19)

1
Como T" = — (tg —tg),
Y

y lo que tarda en el viaje de ida es igual a lo que tarda en volver
1

T =T =-T
Y

Entonces

2T
MT'+T7 =2T = - como y > 1 entonces 2T' < 2T. (1.20)

El tiempo transcurre mds lentamente (se dilata) para el gemelo viajero. Llega més joven que su
contraparte. No hay ambigiiedad aqui.

Ejemplo

El tripulante de un avién lanza un destello desde el piso al techo, donde rebota y retorna al punto
de partida.

Una persona en tierra sigue la trayectoria del rayo de luz rebotando en el avidn, que se desplaza
con una velocidad relativa V,, respecto del observador en tierra. Ver Fig. (??).

Se desea conocer la relacion entre los tiempos de rebote medidos por el tripulante y el observador
en tierra.
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Soluciéon

La situacién es similar a los ejemplos previos de esta seccion salvo que la propagacion del rayo
de luz es perpendicular a la direccion de la velocidad.

Hay dos factores que contribuyen a que este problema sea mas directo de resolver. Primero, las
longitudes perpendiculares a la velocidad relativa NO se contraen como ocurre con las longitudes
que se alinean con la velocidad relativa. Ver Postulado 5 en seccion(1.7). Existe una forma facil de
visualizar, ése es el segundo factor.

& T T

R
'y

Astronaut—-—‘;g

¥

= |
@MO / i Beginning g Ending

Receiver event ) @ At event

Observer
Zodres on Earth'/

Figura 1.26: En el sistema S’, (cohete), el rayo sale y vuelve al origen después de rebotar en el
espejo superior. El mismo fenomeno, observado desde tierra permite ilustrar el camino del rayo
de luz y la aplicacion directa de los principios de la relatividad especial.

En el avidn el destello parte de O’ , rebota en L y vuelve al punto de partida O’ .

Como ya establecimos que la altura L es la misma para ambos observadores, podemos dibujar
la trayectoria del rayo de luz vista desde el observador en tierra.

Por otra parte, cada uno de los pasos representados en la Figura (1.26) es un evento en el sistema
de Laboratorio. Cuando sale el rayo ( primera figura a la izquierda), cuando llega al espejo supe-
rior (figura del medio) y la posicién del origen O’ del sistema S’ , son tres eventos referidos al
sistema de Laboratorio. Con ellos podemos dibujar un tridngulo rectingulo y aplicar el teorema de
Pitagoras:

(WAt + 12 = (cAty)?,

donde 1 A t; es la distancia que recorre la nave en el intervalo A tg, tiempo que tarda el rayo en
ir desde la base al espejo superior de la nave medida en S. L es la distancia entre espejos en S’ (que
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es la misma que en S) y ¢ At es la distancia que recorrio el rayo de luz de acuerdo a S.

s=vD? + 2

S S

E
r--.

L=<

M|

Figura 1.27: Geometria de la trayectoria del rayo de luz visto por el observador en tierra.

Si consultamos al astronauta acerca del tiempo que emple6 el rayo en ir desde el espejo inferior
(origen O’) hasta el espejo superior nos indica que es Aty, = L/c. Reemplazando este valor en la
ecuacion anterior y despejando At en funcién de A tg/, tenemos:

)
Aty = 1—;Ats, obien Aty =vAty

Conclusion : At > At'. El tiempo en S transcurre mas rapido que en S’.

O

L.7. Postulados de la Relatividad Especial

Veamos las bases de la cinemadtica de la relatividad especial. Acd se ignora todo tipo de interac-
cién con otras particulas o fuerzas: gravitacion, eléctrica... .

Para construir el andamiaje de cada observador inicial s6lo permitiremos la emision y recepcion
de rayos de luz por parte de estos observadores. esta emision o absorcién no los afecta dindmica-
mente: no cambian de posicion ni adquieren velocidad.

A continuacion estableceremos los postulados de la Relatividad Especial.
Postulado 0 El espacio es homogéneo e isotropo.

Esta afirmacion indica que el resultado del experimento no depende del lugar donde se realiz6
(homogeneidad del espacio). Tampoco interesa la direccion donde apuntemos con nuestros ejes
coordenados, todas las direcciones son equivalentes (isotropia).
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En la superficie de la tierra existe una direccién preferida dictada por la gravitacion. Como
sefialamos, no la consideraremos. La homogeneidad e isotropia del espacio ha sido verificada con
un error menor que £2 x 1075 [19].

Postulado 1 Un movimiento no-acelerado o inercial es el vinico que puede determinarse en
forma absoluta, sin referencia a ningiin otro observador.

Un sistema inercial ocurre cuando cada particula de prueba que estd inicialmente en reposo,
permanece en reposo y cada particula de prueba que esté inicialmente en movimiento continda en
movimiento, sin cambio en su rapidez o direccion.

No existe un sistema inercial, existen s6lo buenas aproximaciones. La superficie de la tierra es
considerada como un sistema inercial y en la mayoria de los casos se comporta de esa forma. Sin
embargo, sabemos que esta girando con respecto a un eje diametral y también en torno al Sol.. etc.

Postulado 2 Existen infinitos sistemas inerciales. Cada sistema que se desplaza con respecto a
uno inercial con velocidad constante, constituye otro sistema inercial.

Las leyes fisicas deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia inerciales. Si
cambian al ir de un sistema a otro podriamos singularizar uno de ellos y de esta forma definir un
sistema maestro con respecto al cual referir toda la fisica. Esto no se puede llevar a cabo, por tanto,
debemos aceptar que los sistemas inerciales son indistinguibles.

Postulado 3 La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales. Es una cons-
tante universal de la naturaleza.

Este postulado va mucho més alld del resultado experimental establecido en el afio 1887 por
Michelson y Morley. Estos dos fisicos norteamericanos intentaron medir el cambio que deberia
experimentar la velocidad de la luz al propagarse a favor y en contra del movimiento de la tierra.
El resultado del experimento resultd ser nulo: no encontraron una diferencia detectable entre
las velocidades en los distintos sentidos. Experimentos mds recientes, con mayor precision, han
llegado a la misma conclusién [20].

Este experimento no se ajusta a las transformaciones de Galileo (I.1). Si la velocidad de la luz
en un sistema de referencia es ¢, en el sistema que se mueve con una velocidad V con respecto al
anterior, de acuerdo a las ecuaciones (I.1), deberia ser c’= ¢ ==V, dependiendo del sentido en que
se traslade.

Postulado 4 En relatividad especial la distancia espacial queda definida como un niimero real
y positivo asociado a dos eventos simultdneos. Este niimero es la distancia Euclidea entre estos
dos eventos.

Finalmente:
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Figura 1.28: La propagacion de un pulso de luz visto por un observador en reposo en la nave
(izquierda, son los circulos concéntricos) y el pulso visto por un observador en reposo fuera de
la nave (figura derecha, el centro del circulo permanece en reposo con respecto al sistema de
referencia del observador). Para éste el pulso se propaga con la velocidad c y alcanza la cola de
la nave antes que la nariz, a diferencia de lo observado por el piloto de la nave.

Segin s

Figura 1.29: Los dos extremos de la barra son fotografiados simultdneamente en el sistema S. El
largo de la barra es la distancia euclidea entre ambos eventos.

Postulado S El largo de una barra que se desplaza en forma perpendicular a la velocidad
relativa entre dos sistemas de referencia inerciales, no experimenta cambio alguno. Su longitud es
la misma medida en cualquiera de los sistema de referencia.
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Ejemplo

A partir de la figura que se acompaiia, Los autores J. A. Wheeler y R. Taylor en [2], argumentan
que en el contexto de la relatividad especial no puede existir un cambio en las longitudes perpen-
diculares de una barra que se desplaza perpendicular a la velocidad relativa de los sistemas de
referencia inerciales. Complete Ud. la explicacion.

Solucion

Dos observadores inerciales deben alcanzar las mismas conclusiones acerca de un evento. Por
ejemplo, si un observador ve que una luz se enciende, otro observador debe percibir el mismo
evento. No puede ocurrir que en una ampolleta se encienda en un sistema inercial y no lo haga en
otro.

En este ejemplo, consideraremos si el carro de la Figura permanece sobre los rieles, dentro de
los rieles o fuera de ellos. En ambos sistemas inerciales se debe alcanzar la misma conclusion.

Esta es una demostracion por reduccién al absurdo.

Supongamos que una longitud perpendicular al movimiento relativo se acorta debido al movi-
miento. Esto indica que si mido un largo L de una barra en mi sistema de referencia, esa misma
barra si se desplaza con respecto a mi sistema de referencia, y mido su largo, éste resulta ser menos
que el original L.

Apliquemos esto al carro de la Figura. Consideraremos dos sistemas de referencia: uno fijo a los
rieles y el otro fijo al carro del tren. Lo que mediremos es el ancho de las ruedas del carro (vistas
de frente en la Figura). En reposo las ruedas del carro permanecen sobre los rieles.

Consideremos el acortamiento propuesto en el parrafo anterior. En este caso un sistema de re-
ferencia fijo a los rieles ve (por ejemplo) que el ancho de los carros (que normalmente viajan a
lo largo de los rieles, es decir entrando o saliendo de la hoja) se acorta. Por tanto este observador
afirma que el tren en movimiento cae en el interior de los rieles.

Otro observador inercial, fijo al carro observa que los rieles (o mejor los durmientes), viajan y
por tanto la distancia entre ellos se acorta y las ruedas del tren caen fuera de los rieles. Para un
observador inercial el carro cae dentro de los rieles y para el otro observador inercial, el carro cae
fuera de los rieles.

Claramente esto es contradictorio. O el carro cae dentro o cae fuera, pero no ambos.

La salida a esta contradiccion es que NO ocurre ni acortamiento, como se supuso acd, ni alarga-
miento, alternativa que no se considerd pero que conduce a la contradiccion sefialada).

O

Esta conclusion descansa en la premisa que los sistemas inerciales son indistinguibles el uno del
otro.

Este postulado puede entonces considerarse que se desprende de los anteriores.
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Figura 1.30:
L.8. Transformaciones de Lorentz: Método Analitico.

I.8.1. Transformaciones de Lorentz

Consideremos dos sistemas de referencia: S, en el cual nos ubicamos y S’ , que se desplaza con
rapidez v con respecto a S. El vector velocidad vV, quiebra la isotropia del espacio. Seleccionamos
la direccién de la velocidad como el eje x y nos restringimos a este caso particular.

Suponemos que la relacién entre las coordenadas de un evento visto desde el sistema S y desde
S’ , sea lineal en las coordenadas. Suponemos también por simplicidad que los origenes de coor-
denadas de ambos sistemas de referencia coinciden x = x’ = 0 en t = t’ = 0. Analicemos sélo la
coordenada x’ por ahora.

x'=ax+bt, (1.21)

donde a y b son funciones de la velocidad, a = a(v) y b =b(v).

Considere una particula ubicada en el origen de coordenadas del sistema S’, por definicion:
x’ = 0. De manera que la ecuacion anterior nos da

0=ax+bt. 1.22)

donde x representa la posicion del origen de cooordenas de S’ en el instante t.

De aqui obtenemos 0 = ax + b t, de modo que

Las funciones a(v) y b(v) estan relacionadas. La transformacion general de coordenadas toma la
siguiente forma:
x' ' =av) (x—vt). (1.23)
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Utilizando el Postulado que afirma que todos los sistemas inerciales son indistinguibles entre si
deducimos que esta misma relacion debe ser valida para el sistema S’:

x = a(v]) x" +vt], (1.24)

donde hemos supuesto que a(v) = a(|v|). El factor multiplicativa a(v) depende del médulo de
la velocidad relativa.

Consideremos ahora la constancia de la velocidad de la luz. Si en el instante t = 0 = t’
enviamos un pulso de luz en el sentido positivo del eje x, en cada uno de los sistemas inerciales se
debe cumplir:

x’ = ct’ pulso con velocidad de laluzen S’

x = ct pulsocon velocidad de laluz enS.

Reemplazando estas dos ultimas ecuaciones en 1.23 y 1.24 obtendremos una expresion para la
funcién a(v), como se indica a continuacion:

ct' = alv)(x—vt) = av)(ct—vt)
ct = a(v)(x'+vt) = (ct'+vt')
St = av)(1-Yt

t = av)(1+9Ht

C

Reemplazando la expresion de t en la dltima ecuacion de t’,podemos obtener a(v).

De estas igualdades se desprende

a(v) =vyv) = —. (1.25)

donde definimos a(v) = vy, por convencion.

En definitiva la transformacion 1.23, se escribe:
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x ' =v(v) (x —vt). (1.26)

Para obtener la transformacién del tiempo operamos algebraicamente con las mismas transfor-
maciones anteriores:
x = y(x'+vt)
x = yly(x=vt)]+yvt’

Si despejamos t’ de la ecuacion anterior, obtenemos:

1— 2
t’:yt+( y)x.
YV

Re-escribimos esta ultima ecuacion, utilizando las siguientes igualdades:

1 —p?
T—p2 1—-p2

con 3 = v/c. Finalmente la expresion para t’ es:

1—y'=1- = —BY,

v = y{t—3x. (1.27)

Las ecuaciones 1.23 y 1.24, son las transformaciones de Lorentz. Dadas las coordenadas de
un evento en un sistema S, podemos obtener las coordenadas en el sistema S’ a través de estas
ecuaciones.

Las coordenadas perpendiculares a la velocidad y y z, se transforman igual que en las tranfor-
maciones de Galileo.

Note que para v << c se recuperan las transformaciones de coordenadas de Galileo.

1.8.2. El significado de VER y MEDIR en la Relatividad de Einstein

Definimos VER cuando todos los fotones emitidos desde el objeto que nos interesa llegan si-
multdneamente a nuestro ojo. Es claro que los puntos mds alejados del ojo deben emitir antes los
pulsos de luz para llegar al mismo tiempo que aquellos ubicados en una posicién mas favorable.

MEDIR es una operacion que involucra los siguientes elementos: un sistema de referencia iner-
cial determinado, una red de relojes sincronizados en dicho sistema de referencia, cada uno con una
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camara que sefiale un evento, el tiempo y sus coordenada. El observador en este sistema recopila
los datos y compara. Por ejemplo si quiere medir el largo de una barra en movimiento con respecto
a su sistema de referencia, debe ubicar dos fotos, una en que aparezca el comienzo de la barra y
otra con el otro extremo de la misma barra. Ambas deben indicar el mismo tiempo (simultdneidad).
La diferencia entre las coordenadas permite conocer el largo de la barra.

Ejemplo

Un tren S’ se mueve con velocidad v = 0,6 ¢ en la direccién +x con respecto a un observador en
reposo en el sistema S. Dos rufianes con sendos atomizadores, se ubican a L = 5m de distancia en
el sistema S. Ambos rufianes disparan simultineamente de acuerdo a relojes sincronizados en el
sistema S . Al gatillar el atomizador aparecen 2 manchas A’y B’ en el tren. Los rufianes aseguran
que la distancia entre las manchas es L = 5m (La distancia que separa los atomizadores del tren
es despreciable).

= & [& ™

L

A
7 Mg

a) Los pasajeros del tren llevan sus relojes sincronizados. De acuerdo a los pasajeros del tren
(quién dispard primero?

b) (Cuadl es la distancia entre las dos manchas medidas por un observador en reposo con respecto
al tren?

c) (Cual es la distancia entre los dos rufianes, de acuerdo a los pasajeros en reposo con respecto
al tren?

Respuesta

Del gréfico se desprende que B sucede antes que A, segtiin un observador en la nave. Calculemos
la diferencia de tiempo. Debemos comparar los eventos A y B en los dos sistemas de referencia.
En el sistema fijo a la tierra los eventos A y B son simultdneos y ocurren a una distancia L:

Ax =1L,y At =0.
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En el tren, las coordenadas son

vAX vL
At/:'}/(At——cz ):—'}/F
L
Donde At’ = [t} —t)] = —yc—:.
35 15
t/ =0—-5=ZZ =_=
ctg =0 554 1

t, =1,25x 1075

Las dos manchas una vez en el tren se propagan

rigidamente con €l, es decir su linea de universo na- L _
ceen Ay B pero a partir de entonces se propaga ~ rnjm?uu%kpof
paralela a la linea t'. La distancia entre las manchas, s waerindoies ol
medida con un metro por un observador en la tren es | tens .
AC, que definimos como L’. )

q Figura [.31: .

(Cuanto vale L'?
1) Primer método.

De acuerdo a las transformaciones de Lorentz, la coordenada del punto C en funcién de las
coordenadas del mismo evento en tierra, son:

X, =y [xe —v(te — ta)l,

pero X es la posicion en el sistema S del extremo de la barra después que ha transcurrido un
intervalo (t. — tg) = (t. — ta), su valor es:

Xc =xg +V(tc —ta), ademds xg = L,
X :L+V(tc_tA)>

de modo que:

X(/; =Y [L+V(tc _tA) _v(tc _tA)] :‘YI—-

I—/:‘YL L'=+L.

i1) Segundo método. t o

[ela (ct)

L Linea de mivisy

— . / Aelns, manchns
/

C es la proyeccion de la coordenada x’ de B.
Eso es precisamente lo que representan las Trans-
formaciones de Lorentz: una proyeccion del vec-
tor (AB en este caso, del sistema (x,t) al sistema

C./ Departamento de Fisica
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(x',t’). La proyeccion de B en x’ es simplemente
Ax" = y(Ax — vAt) = vy L, (At = 0, puesto que
AB es simultdneo S). Ademds xj; = Xx(: puesto que
B y C estdn en la linea de universo de un observa-
dor en reposo en S’. L’ = 1,25L = 6m. Note que
AC > AB ACy; > A;B.

c¢) La linea de universo de los dos rufianes son rectas verticales en el diagrama de espacio-tiempo

fijo en la tierra (S) .

Ay B senalan la posicion de los rufianes. Esta distancia segin un observador en el tren es la
interseccion entre la linea de universo de B y la linea de simultaneidad de un observador en el tren

(por ejemplo : el punto C. La coordenada de C en el sistema (t’,x') :

Xe = vxe—(te—ts)Vl,

Xce= Xgp=%xg—0=x%xg—xa =1,
= X x=L

L= y[L— vt — tg)

pero t.—ty=7v |(tc—ta) — %(xC — XA)]

Ay C son simultdneos en S’, luego: vy [(tC —ta) —

A€—L

N
7 BT X
\inea, sivmlianeidad

=L
c
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tg = ta (simultdneoen S)
X. = xg en S
2 1
L= {L—V—ZL]z—LD
c Y

Ejemplo

Sean S y S’, dos sistemas inerciales que coinciden en un instante. S’se mueve con respecto a S
en la direccion (x+), con una velocidad v = constante. En el origen de Séxiste una pantalla de cine
que proyecta una pelicula de t’'minutos, la cual es vista por un observador que se encuentra en el
origen de S. ; Cuanto tiempo dura la pelicula para el observador en S? Suponer v = 0, 6 c.

Utilizando las transformaciones de Lorentz, se obtiene:

Para S’: At' = vy(At — éAx),

Para S: At = y(At + %Ax’).

Sabemos lo que dura la pelicula en S’= At’ es conocido (con respecto a las mediciones que hace
un observador en S’). Ademas Ax’ = 0 (la pantalla permanece fija en S’). Luego At = yAt'. Sin
embargo, debemos calcular el tiempo que demora en llegar a S el dltimo fot6n de la pantalla.

) Ax . , . , .
i.e. At* = — ya que cuando en S’termind la pelicula, ésta atin no ha finalizado en S.
c

Por otra parte Ax = y(Ax' +vAt') =yvAt’

= At=vAt' + At* =y At’ (1 + E) =2At

L.9. Composicion de Velocidades

L.9.1. Velocidades paralelas.

El método de los productos de la funcién k para obtener la suma de las velocidades no es el mas
sencillo. Sirve para ilustrar que todas las formulas de la relatividad especial se pueden obtener a
través de su uso.

A continuacion incluimos una derivacidn alternativa.

Para ello necesitamos usar el Postulado # 5 planteado previamente.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Supongamos que un cuerpo P viaja con velocidad u’ con respecto a un sistema S’. A su vez,
este sistema viaja con una velocidad v con respecto a s. Queremos calcular la velocidad u de este

cuerpo con respecto al sistema s.

Designamos las coordenadas de P con respecto a S’ como (t,,x,). Las coordenadas de este
punto con respecto al sistema s son (tp, ;). La relacién entre ambas coordenadas estd dada por la
transformacion de Lorentz (donde hemos suprimido el subindice p)

Ax" = y(Ax —vAt),

v
At' = y(At— SAX).
c
Por definicion
, AX , , )
U =—-:, la velocidad P con respecto al sistema S’.Por otra parte:
At’
Ax . .
u= At la velocidad de P c/r al sistema S
Ax
A Dx—vAt  Ap Y
At/_ _At—lAX_ v Ax
c? At
;. u—v
u —_— ]w
e
Despejando u de esta ecuacion
v-u
wW(l——-) = u—wv,
c
v-u
(1 —u = u +v,
c
u' +v
U= ——
Ly
+ 5]

Esta es la ley de composicion de velocidades. Es directo comprobar quesiu’ =c,v=c = u=
C.

No es posible lograr velocidades mayores que la velocidad de la luz sumando velocidades con
esta ecuacion relativista.
Velocidades Perpendiculares

Supongamos que el observador en S’se mueve en un eje perpendicular a la direccion de despla-
zamiento de los dos sistemas de referencia, digamos el eje y. La velocidad relativa, de acuerdo a

un observador en S es:
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Ay’ B Ay

At/ vAx.’
viAt——5-]

dividiendo ambos factores por At y definiendo

) Ay/ Y g
v, = —=
Y At/ )
A
vy = —E, obtenemos:
Ay’ v
AU VT T T .
v[1— g] Figura 1.33: .

Esta es la férmula que relaciona una velocidad
perpendicular a la direcciéon de movimiento en el sistema S’, con la velocidad medida desde el
sistema de referencia en reposo.

El objetivo del siguiente ejemplo es recordar que cuando las mediciones se realizan en el mismo
sistema de referencia, toda la cinematica y la geometria de un curso de Introduccién a la Fisica son
validas. S6lo cuando queremos relacionar medidas en sistemas de referencia inerciales diferentes
es necesario recurrir a las transformaciones de Lorentz y a la geometria del espaciotiempo.

Ejemplo

Un sistema S’ estd en movimiento uniforme con respecto a otro, S. En S’ se ubica una barra que
forma un dangulo 6’ con respecto a la direccién del movimiento. ;Cudl es la direccion de la barra
medida por un observador en S.

De la figura se obtiene:

!

Ay’

Usamos esta relacion porque Ay’ es perpendicular
al movimiento y por el Postulado # 5 : Ay’ = Ay.

=cot O’ LIS

Cualquier diferencia en el valor del dngulo que
aparezca en S proviene de la relacion entre Ax’ y I
Ax. Gréficamente lo que mide S se ve en la figura
1.34:

Figura [.34: .
Coordenada de A :
Xy =7vYxa (puestoqueAt=0enS)

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Xy =X, = Ax = yAx

Ax _ AX —lcote’
Ay  vAy' vy

N Figura 1.35: La figura
A cot© sefiala lo que mide el ob-
Y servador Sy S’.

cot0 =+/1—p2%cotd’

Ejemplo

Si observamos una estrella fija desde la Tierra, debemos inclinar la orientacién del telescopio
debido al movimiento relativo de la Tierra con respecto a la estrella. Este fendmeno se denomina
aberracion de la luz y consiste en el cambio de direccion de la propagacion de la luz, al pasar de
un sistema en reposo a otro en movimiento relativo, si el dngulo de incidencia no es paralelo a la
velocidad relativa entre los sistemas de referencia.

Calcule la inclinacién 8’ con que debe posicionarse el telescopio, de acuerdo a la Figura, en los
dos casos siguientes:

a) Calcule el valor del angulo 0, en la forma clésica, es decir sin usar relatividad especial.

b) Desarrolle el calculo del angulo 6’ en forma relativista y compare este resultado con el ante-
rior.

’

é' ESTheuA FIOK

Figura 1.36: A la izquierda aparecen los dos sistemas de referencia que estdn en movimiento re-
lativo. A la derecha se da una idea del cambio de direccion que se le debe dar al telescopio para
enfocar la estrella fija (sin movimiento propio).

a) Como la Tierra se estd acercando a la estrella, de acuerdo al esquema indicado, la velocidad
relativa aumenta u + c sen 0, recordemos que no estamos utilizando la relatividad especial.
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an 0 — u+cseno

~ ccos©
tan O/ = |[tan O + ]
c cos 0

En forma no-relativista las velocidades se suman en forma usual.

Como la luz - de acuerdo a la figura - va al encuentro del sistema de referencia, la velocidad
relativa aumenta.

v, = —ccosB

vy, = —(u+csenb)

b) Ahora procedemos con el formalismo relativista.

De acuerdo a las férmulas dadas

Vy — U Vy
v, = ;UW v, = ;U
a2 vl — s ]
v, = —csenb vy = —ccosb
, [csen O + u] , c cos 0
v, = ——— vy = ———————a
x 1+usene Y [1+usen9]
v/ u-+csenb0 1
I Yx
tan 0' = . Lsen 0 X HHHHB
1+ c ccos 0 B H
usen 0
v+ ] {a)
tan 8’ = ufcsend [tan O + v ] ; f
=Y c cos 0 =Y c cos 0 FUHHHHI%:I
La diferencia con el tratamiento no—relativista es [] B H
un factor y en frente de toda la expresion. (b) I ﬂ

Ejercicio c_C b

Explique si la figura que se acompaifia es correcta
o no. Justifique su respuesta.

Universidad de Chile Dé&partamento de Fisica
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Un par de comentarios finales con respecto al
tiempo. Es la variable que se puede determinar con
mayor precision. Esta es una ventaja técnica, que
nos permite hacer experimentos y confrontarlos con
predicciones bien precisas, como ya lo describimos
anteriormente.

Por otra parte, utilizando las palabras de Penrose [9]: ”...1a relatividad especial nos ensefia algo
profundo acerca de la realidad fisica, en relacion a la naturaleza del tiempo”.

Una de estas ensefanzas —como hemos visto—, se refiere al cambio en el concepto de simultanei-
dad, dos fenémenos A y B que ocurren al mismo tiempo en un sistema de referencia, de acuerdo a
otro observador que viaja con una velocidad v, constante, con respecto al anterior, A ocurre antes
que B. El concepto de simultaneidad deja de ser absoluto.

I.10. La funcion k: el Efecto Doppler

1.10.1. El Efecto Doppler Relativista

Utilizaremos un método geométrico, ademas del analitico para determinar la correccion debida
al efecto Doppler. El método se debe a H. Bondi, un fisico inglés quien lo introdujo. El factor que
refleja la correccion del efecto Doppler lo denominaremos el factor k para escribir menos. Es nota-
ble que con este factor podemos re-obtener las transformaciones de Lorentz, las transformaciones
de la velocidad..., en resumen todo lo conocido de relatividad especial.

Desde los ainos 1920 sabemos que las galaxias estdn alejandose de la nuestra con una velocidad
proporcional a la distancia que nos separa. La frecuencia v. = 1/T de la luz que proviene de
estas galaxias y la identificacion del dtomo que las emitio, revela que nos llegan con un cierto
corrimiento en el valor de la frecuencia v/ = v + Av. Esta diferencia, mds algunos resultados
basicos de cosmologia, nos permite estimar la velocidad con que se estdn alejando. Este fendmeno
se denomina corrimiento al rojo, que resalta el hecho que las galaxias se alejan. Si las galaxias
estuviesen acercandose, el corrimiento cambiaria de signo y se denominaria corrimiento al azul
(la frecuencia aumenta).

Una explicacion cualitativa de lo que aqui sucede es la siguiente: suponga que enviamos una
seflal a un habitante de dicha galaxia, ésta consiste en dos destellos de luz separados por un in-
tervalo T. Como, desde nuestro punto de vista, la otra galaxia se aleja, el segundo destello debe
recorrer un trayecto mas largo que el primero y por lo tanto demora mds en alcanzar la galaxia y
en ser detectado por uno de sus habitantes. Este retraso depende linealmente del lapso que media
entre ambas sefiales T y de la velocidad relativa entre ambos medios. Si designamos como kT,
el intervalo con que se recibe la sefial, donde k = k(v) es una funcién que s6lo depende de la
velocidad de separacion de estos dos objetos.

Utilizaremos esta funcién k(v) para desarrollar las ecuaciones que caracterizan al relatividad
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Figura [.38: En la figura de la izquierda se ilustra como un fotén alcanza una fuente en movimiento.
A la derecha se incluye el diagrama de Bondi para este mismo caso.

especial. Toda la relatividad especial es comparar las mediciones de un sistema inercial con las de

otro que se desplaza con velocidad relativa.

Esta funcidn k tiene una interpretacion fisica bien concreta: es el efecto Doppler relativista, de
esta manera, cuando en la siguiente seccion calculemos el valor de k, habremos encontrado el valor
que debemos utilizar para determinar el corrimiento de la frecuencia de un objeto que se aleja (o

acerca) en forma relativista.

1.10.2. La funcion k

La funcién k fue introducida hace alrededor de 50
afios por Hermann Bondi, un fisico del Reino Uni-
do. El desarrollo que hemos adoptado aqui es una
version mas detallada de lo expuesto por R. Wald
[13] en su libro.

A continuacion calcularemos analiticamente la
relacion entre las mediciones hechas en distintos sis-
temas de referencia. Usaremos el método grafico.
Primero calcularemos el efecto Doppler relativista,
cuyo nombre se refiere al cambio de color (o lon-
gitud de onda) que detecta un observador en repo-

Universidad de Chile

epartamento de Fisica



50 version de 14 de enero de 2019

so cuando un rayo de luz (o un sonido) es emitido
desde una fuente en movimiento, o viceversa, el ob-
servador estd en movimiento y la fuente emisora en
reposo. Para que este fendmeno ocurra debe existir
una velocidad relativa V entre la fuente y el observador.

En A dos observadores (puntos) inerciales O y O;, se cruzan y sincronizan sus relojes. De
acuerdo al reloj de O;, T segundos mads tarde, éste envia un rayo de luz a O,. Este lo recibe en
el instante que definimos como k T. Postulamos aqui que cualquier diferencia en los intervalos
puede ser explicada en base a esta funcion k(v). La funcidn k sélo puede depender de la velocidad
relativa v, puesto que es el unico parametro del problema: k = k(v) > 0. Ademas, siv — 0,
k — 1, puesto que no hay velocidad relativa en este caso.

Si a su vez Oy, al recibir la sefal la responde inmediatamente, entonces O; la recibira en el
instante k(kT).

El altimo argumento se apoya en el postulado # 3, que sefiala que ambos sistemas son equivalen-
tes, de forma que si al ir de O, hasta O, el intervalo de tiempo aparece multiplicado por un factor
k, lo mismo debe suceder al viajar de O, hacia O;. Ambos son sistemas inerciales, indistinguibles
y sincronizaron sus relojes en A. Cada vez que un observador (S) detecte que otro sistema de refe-
rencia (S’) se esta alejando, los intervalos de tiempo se relacionaran con la funcién k(v) como se
ha especificado aqui.

La distancia espacial EG que aparece en el gréfico se puede calcular de dos formas:

Primer Método: podemos calcular cuanto se demor6 el rayo de luz en llegar al punto G que,
como es simultdneo con E en el sistema S, es equivalente a calcular el tiempo que marca el reloj
del observador en E. Este valor es:

EG=c-— =c-[K¥*—1] ¢ = velocidad de la luz. (1.28)

Recuerde que la simultaneidad es un concepto relativo en esta teoria, por lo tanto
cuando decidimos comparar dos eventos simultdneos para el observador O;, hemos
quebrado la simetria entre los dos sistemas inerciales O; y O,. Los resultados son
vélidos sélo para el sistema de referencia O;.

Volviendo a nuestro cédlculo, sabemos que la distancia que se alejé O, a partir del punto en que
ambos coincidian, (A) es:

EG=v-AE=v-(K*+1)

—_— — T
3 1.29)

110. LA FUNCION K: EL EFECTO DOPPLER Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccidén a la Mecanica

51

Igualando estas dos expresiones, obtenemos:

T T
v [k*+1] 5 = c(k? — 1)5, despejando (v/c), se obtiene:
Vv K —1 1+ B
= — = kz = —
B (c) 2 1—-p

Notemos que, si k = 1, entonces 3 — O lo cual equivale a que la velocidad de la luz c, sea infi-
nita. Este es el limite Newtoniano: en este caso las transformaciones de Lorentz, que deduciremos

mas adelante, toman la forma de las transformaciones de Galileo (I.1).

Ya hemos encontrado k como funcién de la velocidad. Podemos explicar brevemente como
podemos detectar la velocidad de un objeto mediante pulsos enviados con un intervalo de tiempo
T. Estos al rebotar en el objeto que se aleja con velocidad v, vuelven en un intervalo (k> — 1) - T.
Al medir este intervalo y conociendo T y la expresién —ya obtenida— de k? podemos conocer la
velocidad. Este es el principio fisico que regula el funcionamiento de los radares de velocidad de

la policia.

Para dos sistemas alejandose:  k

Para dos sistemas acercandose: k =

Ejercicio

Demuestre que:

1 2

K- = =2y,
Jiep

X donde hemos definido y =

Universidad de Chile

1
Si—p

Departamento de Fisica



52 version de 14 de enero de 2019

Contraccion del largo

La inclusion del postulado # 3, indica que solo estd definida la distancia espacial —o el largo
entre los extremos de una regla— entre dos eventos que ocurren simultdneamente en un sistema de
referencia.

Estudiaremos la contraccion del largo usando el algebra de los k.

Por definicion la longitud es la distancia espacial entre dos eventos simultineos. Aqui vamos a
comparar el largo L’ de un barra en reposo en un sistema S’, con el largo de esta misma barra, pero
medido en el sistema S, que lo denominamos L. La configuracién se indica en la Figura adyacente.

El método que usaremos nos permitird manipular coordenadas en distintos sistemas de referen-
cia.

Calculemos las coordenadas del evento N en el
sistema S. De la Figura se desprende que S J

cAt, =(L+vAt,), yque
cAt_=(L—vAt.).

Este resultado se obtiene siguiendo la trayectoria
del punto M en la Figura. En t = 0 su coordenada
espacial es L, en At, es [L +vAt,], puesto que se M,
estd alejando de S.

En At,, la barra estd representada por NN’
segun el observador S. En ese instante se envia un :
rayo de luz hacia el origen de la barra. Lo alcanza 0 LA 7 X
en At_ segundos mds tarde y la distancia que debe Ly Ll sing I mASW, w\\'v.
recorrer es el largo de la barra menos lo que ésta se
acerca, en el intervalo de tiempo At_, una distancia Figura 1.39: Qué mide el observador Sy qué
L —vAt_. Despejando (At, + At_) de estas dos mide el observador S’. Lineas de simultanei-
expresiones obtenemos: dad en cada sistema de referencia.

L L 2cL

At At = = .
o c+v c—v c2—V?

[L)]

Como los eventos marcados por A 'y B son si-
multdneos, utilizando los resultados del ultimo ejer-

cicio, tenemos:
At + At

V1—-p2
Finalmente, como en el sistema S’, el rayo de luz parte del origen de la barra en ty = 0 y vuelve a
S’ en B, despues de rebotar en el otro extremo de la barra, entonces tenemos:

Aty +At_ = [i1)]

clAt, +At]=21" [ii)]
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Despejando (At, + At_) de las ecuaciones [i)] y [ii)], e incluyendo el valor de (At} + At”)

obtenido en [iii)], tenemos la relacion deseada entre Ly L":

I

VBT

Comprobamos que L < L', al medir el largo de una barra en movimiento, medimos un largo menor.
Como hemos sefialado, este hecho es consecuencia de que la simultaneidad es relativa. A la barra
no le pasa absolutamente nada, no se comprime.

1.10.3. Dilatacion del Tiempo

Usando la definicién del factor k(v), podemos demostrar que el tiempo transcurre mas lenta-
mente para un observador que se aleja de nosotros con velocidad constante. En este caso haremos
las comparaciones entre dos eventos que son simultidneos con respecto a nosotros, el sistema de
referencia en reposo. De esta forma nuestros resultados no son universales, son s6lo vélidos en
nuestro sistema de referencia. La razén: la simultaneidad es relativa.

De la Figura, los eventos A y B, son simultdneos en el sistema S. Si definimos como A t|ls = OA,
los segundos que marca el reloj del observador en reposo con respecto a S, debemos evaluar la

cantidad At" = Atls: = OB: es decir ;qué tiempo indica el reloj que se mueve con el observador
S
De la geometria de la Figura obtenemos que:
k2 —1 K2+ 1
OA = TH+T="T

El reloj del observador S’, que se aleja de A, al

pasar frente a B marca (de acuerdo a la definicion
de k)
OB=kT.

Si comparamos los tiempos:
k2 +1
T
" ¢
con OB = At'|[ss=kT, T&‘

despejando T de las ecuaciones anteriores, obtengo

At/ |S/
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Esta es la dilatacién del tiempo de acuerdo al obser-
vador en reposo en S. Si At’ = 1, entonces At > 1, el tiempo transcurre mds lentamente en el
sistema S’.

El hecho que el tiempo transcurre mds lentamente en el sistema que estd en movimiento, no de-
termina si un sistema se encuentra en reposo absoluto con respecto a otro. La razon es la siguiente:
al comparar los tiempos At |s y At |s/ para dos eventos simultdneos en S, estamos quebrando la
simetria entre los sistemas S y S’, y de esta forma obtenemos el resultado asimétrico ya senalado.

A continuacion se demuestra que la expresion para la dilatacion del tiempo es simétrica: el ob-
servador en reposo en S’, midiendo dos eventos simultdneos en su sistema de referencia encuentra
que el tiempo transcurre mds lentamente en S.

Ejercicio

Repetir el mismo procedimiento para comparar lo que marcan los relojes, pero ahora midiendo
eventos simultdneos en S’. Obtenga:

At’ |5/

At |s=

JRealmente se atrasa el tiempo para un observador en movimiento?

La palabra realmente utilizada en la pregunta parece esperar una respuesta que traiga a escena
el tiempo absoluto. Al formularla no se hace mencién al sistema de referencia que se considera.

La respuesta es que este resultado s6lo senala que el sistema de relojes sincronizados por S’se
atrasan con respecto a aquellos sincronizados por S. Pero este resultado, de acuerdo a Sfio permite
concluir nada puesto que, en su opinion, los relojes de S no estdn sincronizados. Para ilustrar
esto, podemos ubicarnos en el sistema de S’y considerar que S esté retrocediendo con respecto a
nosotros y repetir el mismo célculo. Lo que obtenemos es que ahora el reloj de S se atrasa con
respecto al de S’.

De aqui se desprende que este experimento no permite concluir que el tiempo transcurre dife-
rente en ambos observadores.

Para lograr una respuesta definitiva con respecto a la evolucion del tiempo en dos sistemas de
referencia en movimiento relativo, debemos comparar los mismos relojes dos veces. Con esta con-
sideracion, ya no es posible refutar un resultado debido a la imposibilidad de sincronizar los relojes
de los dos sistemas de referencia. En la siguiente seccion daremos una respuesta concluyente a este
problema.
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I.11. El tiempo transcurrido depende de la trayectoria:
Paradoja de los Gemelos.

A continuacién demostraremos que el tiempo no es absoluto y por lo tanto transcurre de forma
diferente para distintos observadores en movimiento relativo.

Este problema tradicionalmente se conoce como la paradoja de los gemelos. Consiste lo si-
guiente: uno de los gemelos permanece en Tierra mientras el otro emprende un viaje interestelar y
posteriormente, al volver, se compara con su hermano.

La dificultad técnica que plantea este problema es la aceleracion que experimenta el gemelo in-
terestelar en el momento de invertir el sentido en la direccién de su viaje con el objeto de retornar.
Las expresiones que hemos usado no se pueden aplicar de acuerdo a los postulados, que excluyen
los sistemas acelerados. Para eliminar este problema usaremos tres sistemas inerciales sincroniza-
dos y concluiremos que el tiempo, efectivamente transcurre mas lentamente en uno de los sistemas
de referencia.

2
0 V vee ([
o —
e
. o ¥ .
r &
&
<—-tcf v
f

Figura 1.40: Nos ubicamos en A, sistema en reposo. B se aleja de A con una velocidad relativa V'y
C se aproxima hacia A con una velocidad V (segiin A). A la izquierda se indica el grdfico ct versus
x y a la derecha el esquema habitual con la coordenada x en el eje horizontal.

Antes de plantear este problema hagamos un ejercicio cuyo resultado serd de utilidad mas tarde.

Encontramos la expresion de k en funcién de v en las paginas anteriores. Note que k(—v) =
1/k(v), es decir que cuando dos observadores se aproximan debemos usar (1/k) en lugar de k
para relacionar los intervalos correspondientes de tiempo. Para demostrar que el tiempo no es
absoluto y depende del camino recorrido necesito 3 observadores (o relojes) A, By C.

En el desarrollo del problema distinguimos 3
eventos:

— A coincide con B definido como: AB
— B coincide con C definido como: BC

— C coincide con A definido como: CA
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Denominamos T al tiempo indicado por el reloj
de B que transcurre entre el evento: [A coincide con
B] y el otro evento [ B coincide con C]. El intervalo
que transcurre entre el evento: [B coincide con C]
y el evento [C coincide con A] es también T, segiin
el reloj de C. Esto se puede notar en la Figura, las
lineas de universo de C y B son simétricas con res-
pecto a la vertical, porque los trazos que van des-
de [AB], hasta [BC] y desde [BC] hasta [CA], son
idénticos y por lo tanto ambos toman el valor T.

De acuerdo al dlgebra de los k el tramo entre los eventos [AB] y [AC] es [k T + T/K] .

Por otra parte, si en [BC], el observador B acciond el reloj de C y lo dejé marcando T segun-
dos, cuando C llegue al encuentro con A marcard un tiempo 2 T. Comparando ambas cantidades,
podemos concluir:

1
T >
(k+k)T_2T

Estas expresiones son iguales sélosik =1 = vy =0, 6 ¢ = o0.

1 2

Kt -=—Frr—>2
k /1 —p2

De esta forma el tiempo que marca el reloj C es menor que el indicado por A. El tiempo no es

absoluto, no transcurre igual para todos los observadores.

En el caso de los gemelos la respuesta es similar a la obtenida aqui. El gemelo de viaje llega
mas joven al encuentro con su hermano. La diferencia de edad no es la que obtuvimos, puesto que
es necesario considerar la aceleracion que experimenta durante parte del viaje. En este caso no
tiene sentido intentar utilizar el argumento de la simetria de los sistemas inerciales para invalidar
el resultado. El gemelo que estuvo de viaja sabe perfectamente que su sistema de referencia, al
menos por unos segundos, no fue inercial.

También se puede objetar que en el caso propuesto no se comparan los mismos relojes en A,
pero lo esencial aqui es que el reloj C al compararlo con el de A, traia informacion acerca del
tiempo empleado por un reloj B al recorrer el trayecto que le correspondia. Se demostré entonces
que el tiempo contabilizado a lo largo del camino AB — BC — y CA, es mds corto que el tiempo
contabilizado por S entre AB y CA.

1.12. El retorno de lo absoluto: los invariantes.

Se puede verificar, a través de las transformaciones de Lorentz, que la combinacion

(ct')? —x2 = ct? —x2
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es un invariante: posee el mismo valor en todos los sistemas inerciales. Esta distancia la denomi-
namos (As)?. Aqui hemos encontrado una cantidad que tiene un valor independiente del sistema
de referencia, es el equivalente al tiempo absoluto en la teoria de Galileo y Newton.

As* = (At)? — (Ax')? = 2(At)? — (Ax)?

Sabemos por experiencia lo importante que son las cantidades conservadas en mecanica, electrici-
dad...etc.. El equivalente en relatividad especial son los invariantes.

Como ejercicio, podemos re-obtener la dilatacion
del tiempo (que el reloj en B funciona més lento que
un reloj, idéntico, en A). O;Q y O,P son lineas (o /[\’*
planos en tres dimensiones) de simultaneidad con
respecto al observador A. Llamemos As = PQ. b

As? = c2T", puesto que Py Q se ubican en la

linea de universo de B y por lo tanto xp = x,. T
ASZ:mzzCz(tp—tQ)z_(XP_xQ)z —_— _
01 A
PQ° =2 T? — (Ax) 7{?—}
Hemos definido Ax = xp — Xq. Figura 1.42: .
Como (As)? es un invariante,
As? = T? = T2 — (Ax)?
Ax 1172
T = cT|1— (=)
c c { ( T ) } ;

pero Ax/T =V, velocidad con que B se aleja de A.

T=Ty1-p2 = T=T//T-p%

SiT=1s, T< 1,puestoque p < 1y 1/4/1—p% > 1. Esto se denomina la dilatacién del
tiempo.

I.13. Ejercicios Resueltos

I.13.1. Las transformaciones de Lorentz: el método k.

Las transformaciones de Lorentz son las ecuaciones que relacionan las coordenadas de un evento
P = (t,, x;), en un sistema inercial S, con las coordenadas que describen el mismo evento P, en

Universidad de Chile Departamento de Fisica



58 version de 14 de enero de 2019

otro sistema S": P = (t), x;).

El punto P es lo que hemos denominado un evento en el espacio—tiempo. Con respecto al obser-
vador A, el punto P tiene coordenadas P (t, x) puesto que consideramos sélo dos coordenadas una
espacial y otra temporal, para mantener la simplicidad. En la figura, el origen del tiempo se ubica
arbitrariamente en cualquier punto de la linea de universo de A.

El sistema de coordenadas se ubica con el observador A, éste tiene coordenadas (t, 0). El punto
Q es simultdneo con Py por lo tanto ambos tienen la misma coordenada temporal en el sistema A.

Q:Q(tao)) P:P(tax)-

Para enviar un rayo de luz desde A hasta P, debo gatillar el haz de luz en el instante (t — x/c).
Dicho rayo rebota en P y alcanza A en el instante (t 4+ x/c).

La cantidad (x/c) tiene dimensiones de tiempo.

Supongamos que existe otro observador inercial B, que asigna al evento P, las coordenadas
(t’,x). La relacion entre (t,x) y (t’,x’), que respeta los postulados de la relatividad especial, se
denominan las transformaciones de Lorentz. Ubicamos el origen del tiempo en la interseccion de
las lineas de universo de A y B. Al enviar un rayo de luz desde A, este cruza la linea de universo
de B en (ct’ —x’) y posteriormente alcanza el punto P. De vuelta toca la linea de universo de B en
(ct’+x')y Aen (ct+x).

Usando el método de la funcion k, podemos rela-
cionar ambos sistemas de referencia. Na

ct' —x' =k (ct —x),

Este caso corresponde a la relacién que existe entre

el tiempo que transcurrid entre el origen del tiempo
(interseccion de las lineas de universo de Ay B) y 67
el instante en que se envia el primer rayo desde A y

el tiempo que tarda B en recibirlo: T' =k T.

El siguiente caso, corresponde al rayo de luz re-
flejado desde el punto P y relaciona el tiempo que
ha transcurrido segin el reloj de B cuando recibe el
rayo de luz, con el tiempo que ha transcurrido para
A cuando recibe de regreso el mismo rayo de luz:

(@-x)
u "\t=t w0 RP

Il

X

(ct+x) =k (ct’' +x')

Figura 1.43: Un rayo de luz cruza a los dos
De estas dos ecuaciones se puede despejar X" y t' pservadores.

como funciones de x y t.
, 1
2ct’ =k(ct—x) + X (ct+x),
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1
2x' = —k(ct—x)+ E(ct+x),

AN A "o
(Bl ) ((ft'ﬂ()
) | - kT (it +x)
T Cavo del 7o
r@ﬁ'k’jﬁ\dc
0

Figura 1.44: En la figura de la izquierda debemos identificar T con (ct - x) y kT con (ct’-x’).
pero recordando que:

(k+-)= 5y con k= q

Donde hemos definido B =v/cyy = 1/[\/1 — B2l.

Despejando x’ y t” de las ecuaciones anteriores obtenemos:

X = Y{X —V t}>
(1.31)
" = y{t— C"—Z X}

El siguiente ejemplo ilustra lo que sucede con un objetos macroscopico que viaja con una velo-
cidad cercana a la de propagacion de la luz. También podemos considerar esta situacion como lo
que sucederia si la velocidad de la luz tuviera un valor més pequefio y todo el resto de la fisica no
experimentara cambios.
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Si un avién se acerca a una muralla ilumindndola con un foco, como se ilustra en la Figura,
la zona iluminada se acerca desde infinito hacia la muralla. Mostraremos en este ejemplo, que es
posible que el movimiento de la sombra proyectada por una muralla debido al foco en movimiento,
puede desplazarse desde la muralla hacia infinito, si el foco (o el avién) se acerca a velocidades
muy cercanas (pero inferiores) a la velocidad de propagacion de la luz.

Ejemplo

Un avién viaja en forma rectilinea a una velocidad u,cercana a la velocidad de la luz y a una
altura H sobre el suelo. Una linterna, encendida al pasar el avién, emite un rayo de luz pasando
apenas sobre el muro.

Dos observadores A y B en reposo, descansan detrds del muro de altura h. B se ubica justo
detras del muro, mientras que A permanece a una distancia ¢ de B.

Al pasar sobre la muralla (punto D, en la figura) el avion enciende otra linterna que ilumina al
observador B. En este ejemplo, nos interesa s6lo estas dos linternas, la situada en el punto P y
apuntando sobre el borde superior de la muralla y la situada en el punto D, justo sobre la muralla
y apuntando en forma vertical sobre B.

a) Encuentre el valor que debe tomar la velocidad u del avion de modo que el destello (fotén)
emitido desde la linterna en P, al ser encendida por el paso del avidn, alcance al observador A
justo en el instante en que el fotén, emitido desde la linterna situada en el punto D, alcanza al
observador B.

Hallar el rango de valores del angulo ¢ para el cual ocurre esta situacion.

b) Demuestre que si la velocidad del avidén es mayor que el valor encontrado en la pregunta
anterior (pero siempre menor que la velocidad de la luz), entonces la oscuridad que hay en el lado
izquierdo del muro se propaga desde B, al lado de la muralla, hacia A. Justo lo opuesto a lo que
dicta el sentido comiin.

Este es un ejercicio de cinematica no-relativista.
Solucion

a) Para encontrar el valor buscado para u, calcularemos el tiempo que tarda el rayo de luz en
recorrer los dos caminos propuestos en el enunciado (ver Figura):

T(P = C— A)=Ta,

TP—-D—C—B)=T;.

Calculemos Tx.
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Figura 1.45: Al pasar por los puntos P y D el avién enciende una linterna ubicada en cada uno de
dichos puntos y que apunta en la forma indicada.

Como los tridngulos rectangulos A CDP ~ A CBA, entonces

AP H ~ H __-. H
TR de aqui se obtiene AP:HACZE\/Ez—FhZ,

donde hemos usado CA =/ h? + (2.

Pero T, es el tiempo que el fotén demora en recorrer la distancia PA, de modo que:

. (1.32)

H ——
TA:E h2+€2'

Para calcular la velocidad u de modo que el destello emitido en D llegue a B simultdneamente
con el foton que sali6 desde P y alcanza A, debo considerar el tramo PD que recorri6 el avidn.

o=

Tg=T(P—-D)+T(D— C — B).

El tiempo que transcurri6 entre P — D es

D
T(P—=D) = P—
u
De la Figura se tiene:
PD _ ¢t
DC W’
de modo que
- 0 (
PD=-DC=—-(H—h L
o C h( ) (1.33)
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de esta forma

((H—h
TP D)= LU=
hu
El tiempo de viaje del destello entre D y B es:
H
T(D — B) = —
c

de donde se puede obtener el tiempo que tarda el rayo en alcanzar el punto B, contando el instante
desde que el avion encendi6 la linterna en el punto P:

H— H
TBET(PHB)ZU_F?.

hu

Si imponemos la condicidén que A y B reciban los destellos simultineamente, se debe cumplir que
Ta = Tg, y de esta ecuacién obtenemos la condicién buscada:

((H-—h) H HVQh:+
—+_:_—’
hu C c h

despejando u/c, obtenemos:

: 1+ h)’ — h
¢ ¢
h
(1—-=)
como % =tan ¢, entonces: % = i H . (1.34)
Los (b — tan cb}

El dngulo ¢ debe cumplir la siguiente condicion:

L_L<1 _ 1—send)> h
C cos ¢ H™

En el grafico que se acompafia se puede estimar el rango de valores posibles que puede tomar

.

b) Es claro que si la velocidad del aviéon u aumenta, entonces el destello emitido en P, llegaa A
después que el emitido desde C, puesto que el avién viaja mas rapido y el iempo Tpp se acorta.

Si el avi6n viaja con una velocidad u = 1(¢) que se ajusta a la ecuacién 1.34, la region AB se
ilumina en forma instantdnea.
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u/c versus phi(en radianes), para h/H=0.5

1.2-IrL
1.1%
1 .
0.9" f
0.8 i
0.7 r
0.61 ’,
>3 0.2 na 06 os ¢
Figura 1.46
Si
_h
u H
1>—=>(——— .
c (1—send))cosd)

entonces la zona AB se ilumina desde B hacia A, siempre que no emita destellos cuando ¢ < 0, 6.
Para ¢ > 0,6 no se cumple que T < 1.

Ejemplo
La Paradoja del Granero

Considere un atleta corriendo con una garrocha de largo propio 20 m. (La velocidad del atleta

NEY I . .
). Este sostiene la garrocha de modo que se mantiene paralela a

con respecto al granero es de
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la direccién de movimiento del atleta. En su carrera, el deportista pasa por un granero de longitud
propia = 10 m. ; Seria posible cerrar los dos extremos del cobertizo de manera que el atleta y la
garrocha queden atrapados en su interior?

Analice su respuesta desde el punto de vista del atleta y del observador en el interior del granero.

Solucion

Solucion:
Sea Ly = longitud propia del granero, Ly = 10 m.
L = longitud propia de la garrocha, L = 20 m.

1) Andlisis con respecto al atleta:

El atleta opina que L4 sufre una contraccion puesto que ve aproximarse al granero con velocidad

73
(v/3¢)/2 luego LEJA] =L4\/ 1— ( 22)2 = LTQ = 10 = 5m y como la longitud de su garrocha es L

(largo propio) = para el atleta es imposible quedar atrapado en el interior del granero puesto que:
L>1,/2

1) Anaélisis con respecto al observador parado en el granero.

El observador B considerado en reposo ahora, ve aproximarse al atleta con ‘/Tgc, por lo tanto, la

contraccion de la garrocha es:

(e L 20
LB =1-—2—=-="=10
2 22 ™
y como Ly = 10m (largo propio del granero)entonces para observador B es perfectamente posible
que el atleta (A) quede atrapado en el granero, ya que:

LB = L, L®® = Jong. medida por B de la garrocha de A

Alternativa # 2: Uso directo de las Transformaciones de Lorentz.

sea Ax = X — Xq
’ r /
Ax' = X X

donde 1 y 2 eventos que indican la entrada y salida del granero para andlisis (i) y el fin y
comienzo de la garrocha en anélisis (i1)

Las transformaciones de Lorentz son:
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(x)Ax = v(Ax' +vAt')
(xx)At = y(At' + ZAX

i) S’ desea medir la longitud del granero = At’ = 0 en (*) = Ax = yAx'

Ax = longitud granero medido por S
Ax’ = longitud granero medido porpor S’

A =LV =k =L o1

v

=
= Paras’es imposible quedar atrapado

11) Ahora

Ax = x;—x; = largo garrocha con respecto s
Ax’ = xj}—xj = largo garrocha con respecto s’

S desea medir la longitud de la garrocha = At =0

de(xx) =

en(x) =

=

At = —C%Ax’

Para S es posible quedar atrapado

s sk sk sk sk st s sk s st sk sk sk skeosk sk sk sk skokosk ok
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I.14. Ejercicios Propuestos

1.—

Un vagén de tren se mueve sobre una via a velocidad constante v. A y B estan en los extremos
del vagén y los observadores C y D estan de pie junto a la via. Definimos el evento AC como
ocurrencia de A al pasar frente a C, y los otros similarmente.

(a) De los cuatro eventos BD, BC, AD, AC, ;cudles sirven para que los observadores que
estdn sobre la via midan el paso de un reloj llevado por A?

(b) Sea At el intervalo de tiempo entre estos dos eventos para los observadores que estan a
un lado de la via. ;Qué intervalo de tiempo marca el reloj en movimiento?

(c) Supdngase que los eventos BC y AD son simultdneos en el sistema de referencia de la
via. ;Son simultdneos en el sistema de referencia del vagén?. Si no, ;cudl es primero?

Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler relativista para la linea
6563 Adel Hidrégeno H,, emitida por una estrella que se aleja de la Tierra a una velocidad
relativa de 10=3c, 107%¢, y 10 "c. ¢ Es una buena aproximacién el resultado a primer orden?

Un aeroplano de 40 m de longitud en su sistema de reposo se mueve a velocidad uniforme

de 630 % con respecto a la Tierra.
g

(a) ({Qué fraccion de su longitud de reposo parecera acortarse, con respecto a un observador
sobre la Tierra?

(b) (Cuanto tiempo tardard, segin los relojes en tierra, para que el reloj del aeroplano se
retrase un microsegundo? (Suponga que tnicamente es vdlida la relatividad especial).

El radio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la velocidad a que
gira alrededor del Sol, como de 30 km/seg. ;Cudnto pareceria acortarse el didmetro de la
Tierra con respecto a un observador en el Sol, por el movimiento orbital de aquella?

Se mide la longitud de una nave espacial y se encuentra un valor exactamente igual a la
mitad de su longitud propia.

(a) (Cual es la velocidad de la nave con respecto al sistema del observador? ;Cudl es la
dilatacion del tiempo unitario de la nave?

Dos naves espaciales tienen una longitud de 100 m cada una, medidos en su sistema propio.
Se desplazan en sentidos opuestos, cruzdndose en el vuelo. El astronauta que va en la nariz
de una nave, que la designamos por A, mide el tiempo que transcurre entre el paso de la nariz
y la cola de la otra nave (B) desde su puesto de observacion. Encuentra que este intervalo es
2,50 x 107° segundos. A partir de este dato, encuentre:

(a) (Cudl es la velocidad relativa de las naves?
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Figura 1.47

(b) (Cual seria el intervalo medido en la primera nave (A), si ahora registrara el intervalo
que transcurre entre que la nariz de la nave (B) pasa frente a la nariz de (A) y la cola de (B)
pasa frente a la cola de (A)?

Acompaiie ambas respuestas con un gréfico espacio-tiempo.

7.— (a) Si la vida (propia) promedio de un mesén w es 2,3 x 107° segundos, ;qué distancia
promedio viajaria éste en el vacio antes de morir, de acuerdo con mediciones en diferentes
sistemas de referencia, donde su velocidad es de 0,00c, 0,60c, 0,90c, y0,99c respectivamen-
te.

(b) Compare cada una de estas distancias con la distancia que el mismo mes6n mediria.

8.— A 200 km sobre el nivel del mar, una particula de rayo césmico primario choca contra la
atmoésfera de la Tierra; en esta colision de alta energia se produce un mesén 71, el cual
desciende verticalmente a una velocidad de 0,99c y, en su sistema propio, se desintegra
2,5 x 10~ 8seg después de producido. Segin se ve desde la Tierra, ;a qué altura sobre el
nivel del mar se desintegra el mesén?

9.— En la Figura, A y B son los puntos de interseccion del eje x (varilla estacionaria) con una
varilla inclinada (varilla en movimiento) en dos instantes diferentes. La varilla inclinada se
estd moviendo en la direccion +y (sin cambiar de inclinacién) a una velocidad v.

(a) Demuestre que el punto de interseccion de las varillas tiene una velocidad w = vcot©
hacia la izquierda.

(b)Sea® =30° y v= %c. Demuestre que, en este caso, u excede a ¢ y explique porqué
no existe ninguna contradiccién con la relatividad.
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10.— Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectiles se estin moviendo en
linea recta, paralelamente uno respecto del otro; el primero a una velocidad de 0,9 c y el
segundo a una velocidad de 0,7 c. Encuentre la velocidad de un proyectil con respecto al
otro.

11.— Un observador sobre la Tierra que llamamos A, manda una sefial con una linterna cada
seis minutos. Otro observador, B estd en una estacion espacial estacionaria con respecto a la
Tierra. Designamos con C a un astronauta que viaja en un cohete de A a B, con una velocidad
constante de 0,6 c, con respecto a A.

(a) (A qué intervalos recibe B las sefiales de A?
(b){ A qué intervalos recibe C las sefiales de A?

(c) (A qué intervalos recibe B los destellos de C?

12.— Considere la existencia de particulas que tienen vida finita y cuyo nimero en funcién del

tiempo esta dado por:

—tIn2
N(t) = N, exp Tn .

Siendo N, el nimero de particulas que existen en t = O y es la llamada vida media de las
particulas, ya que en el tiempo t = T el numero inicial se ha reducido a la mitad:

N(0) =N, N(1) =

Los mesones 71", por ejemplo, se producen en colisiones de alta energia entre una particula
de rayo c6smico primario y la atmésfera terrestre. Su vida media propia es T, = 2,6 x 1072
s. Suponiendo que N, mesones 7t se han formado a la altura h de la tierra y que descienden
hacia ella con rapidez 0.9999 c llegando solamente el 1 %:
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(1) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(1) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que llegaria a la superficie terrestre si no se
hicieran correcciones relativistas.

13.— Dos misiles de igual largo propio pasan en sentido contrario a velocidades relativistas. El
observador O tiene un cafién en la cola de su nave apuntando en direccion perpendicular al
movimiento relativo.

Como indica la figura, O dispara cuando la punta A coincide con A’. En el sistema de re-
ferencia de O, el otro misil sufre una contraccién de Lorentz. En consecuencia O sospecha
que su bala no dara en el blanco. Pero en el sistema de referencia de O’, es el misil O el que
aparece contraido y por lo tanto, cuando A y A’coinciden el observador ve lo que aparece en
la tercera figura.

(a) Uno de los diagramas contiene un error. Descubralo.

(b) Usando las transformaciones de Lorentz descubra lo que realmente sucede en este en-
cuentro.

Nota: L = largo propio de los misiles. u = velocidad del misil O con respecto a O’.

14.— Se tiene una barra de largo L que se desplaza con velocidad v. En los extremos de esta barra
se ubican dos espejos como se muestra en la figura. Suponga que un fotén se encuentra entre
ellos. Si en t = O el espejo de la izquierda coincide con el punto x = 0 y justo en ese
instante el foton esta siendo reflejado en ese mismo espejo, dibuje la trayectoria del foton y
de la barra en un diagrama espacio-tiempo ¢ = 1.

Fotén rebotando en los espejos
-t P

/
?9
donde L’ es la distancia propia con respecto a S’ y T’ es el tiempo que marca un reloj estético
con respecto a S’.

15.— En el sistema S’, un sujeto corre en la direccién del eje y’ con velocidad constante V =

A su vez, S’ se mueve con una velocidad U con respecto a otro sistema de referencia inercial
S.

a) De acuerdo a un observador en reposo en el sistema S, calcule las dos componentes de la
velocidad de este sujeto y a partir de este resultado encuentre la tangente del &ngulo con que
éste se aproxima.
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b) Suponga que en el sistema S’ hay una serie de interruptores separados por una distancia
propia L’. A medida que el sujeto avanza los va encendiendo. Al ser activados, estos envian
un fotén (o un pulso de luz, si Ud. lo prefiere) que viaja directamente hacia S en la direccion
del eje x del sistema S.

Calcule la velocidad w,, con que los detectores se encienden en el sistema S, a medida
y

que van recibiendo la sefial luminosa proveniente de S’. Suponga, si le ayuda utilizar este

dato, que inicialmente el sistema S’ se encontraba a una altura H sobre S. Recuerde que la

distancias perpendiculares al movimiento relativo no sufren alteraciones.

ST T

Figura 1.48: Ejercicio # 19

¢) Si el observadoren S, U = V cos 6, V = V sen 6, representan las componentes de
la velocidad V con la cual se aproxima el sujeto, demuestre que la velocidad con que se
encienden los detectores en el sistema S es:

V sen 0

1_Vcos@

wy =

c

d) Demuestre que si V ~ c (es decir, B ~ 1)y el d4ngulo 8 es muy pequeio, la velocidad
W, toma su maximo valor para 0 =2(1—B) ~ (1+B)(1—B) = 0 ~ 1/y.

16.— Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectiles se estain moviendo en

linea recta, en forma paralela y en el mismo sentido. Si denominamos uno de los proyectiles
por O; y le asociamos la velocidad V; = 0,9 ¢ y al otro, O; la velocidad V, = 0,7 c:

a) Encuentre la velocidad de O con respecto a O;.

b) Si los largos propios son L; y L, respectivamente, cudl es el largo del cohete L,, de acuerdo
a O].

17.— Una barra de largo L’ con respecto a su sistema en reposo, se aleja con una velocidad V,

1.14.

de un observador en reposo. Si desde cada uno de los extremos de la barra se envian dos
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04
43
— A7
—
<
e
Figura 1.49: Ejercicio # 20
destellos en forma simultdnea con respecto al sistema fijo en la barra, calcule la diferencia
de tiempo At con la cual arriba cada uno de los destellos al observador S.
A
"\
\\
A r
. -
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A "-
At ", e
AN ’I’
\\\ /”
L \\ l’
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> *
I” \\
heightheight >

Nota: El intervalo A t, no depende de la distancia a la cual se ubica la barra del origen de S.
Ud. puede posicionarla donde mds le acomode, respetando las condiciones impuestas en el
enunciado del problema.

\

il
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18.— Dos cohetes que viajan en la misma direccién pero en sentido opuesto, se cruzan, como
se senala en la Figura. En el sistema S, que corresponde a la Tierra, ambos cohetes tienen
rapidez u y largo {.

1) Calcule el intervalo —medido por un observador en Tierra—, que transcurre entre el instante
que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que comienzan a separarse.

ii) Calcule el intervalo medido por un pasajero de uno de las naves —sistema S’—, entre el
instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que las naves comienzan a
separarse.

e

19.— Una varilla de un metro de longitud en su sistema propio, se aproxima a un observador en

reposo con una velocidad 75 ¢, como se indica en la Figura.

a) /Cuadl es el largo de esta varilla en el sistema del observador?

b) Suponga ahora que la varilla esta inclinada en un angulo 0’ = arcos(5/6), en el sistema de
referencia que viaja con la varilla. Calcule el angulo de inclinacion de la varilla medido en
el sistema de referencia del observador fijo en tierra.

c¢) Calcule el largo de la varilla en el sistema de referencia del observador en reposo, para
esta segunda configuracion.

20.— La estructura de la izquierda (remache) tiene una protuberancia de largo L. que al insertarse
en el objeto con forma de U a la derecha alcanza justo a tocar el interruptor B ubicado al
fondo de la cavidad. Esto ocurre cuando ambos objetos estdn en reposo (primera figura). B
es un interruptor que, al ser tocado, gatilla la bomba de TNT sefialada. Note que la cabeza
del remache (por ejemplo el borde A) se apoya en los bordes del objeto en U al ser insertado.

i.- Suponga que el mismo remache se acerca con una rapidez V, con respecto a un ob-
servador en reposo en la estructura en U, como aparece en la figura. Explique cuan-
titativamente qué sucede con el extremo del remache cuando A toca el borde de U:
también toca B, lo tocé antes, a qué distancia se encuentra segin qué observador ; Ex-
plota la bomba? Debe acompafiar un gréfico espacio-tiempo de la situaciéon donde se
especifique qué midid y su valor.

ii.- Considere las mismas preguntas, pero ahora desde el punto de vista de un observador en
reposo con respecto al remache que ve acercarse al objeto en U. Siendo un observador
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sistema inercial, opina que la estructura en U se acerca con rapidez V. ; Explota o no
la bomba, de acuerdo a este observador?

iii.- En definitiva, si la bomba explota NO puede depender del observador. ; Como resuelve
Ud. esta paradoja?

iv.- En el caso i.- suponga que se conect6 un dispositivo al punto A del remache tal que si
A es presionado dispara un laser que corta el cable que une B con la bomba. En este
nuevo escenario: § Explota ésta o no?

i
A >

=

THNT THT

L

-
L L

21.— El diagrama representa un policia midiendo la velocidad de un auto mediante el efecto Dop-
pler. Nos instalamos en el sistema de referencia de la autoridad. Del auto sélo indicamos la
flecha del tiempo para no complicar el dibujo. Se indica la trayectoria de dos nodos separa-
dos por una longitud de onda (A) emitida por la pistola del policia y la recibida después de
reflejarse en el auto unos instantes mas tarde. (recuerde que los largos, como la longitud de
onda, se miden en intervalos tipo espacio).

1.- De la figura, demuestre (no sélo afirme, explique por qué) que:cAt = vAt + Areﬂejado’
y que cAt = Ajpcidente — VAL, donde v es la velocidad del auto ¢/r al policia.
ii.- A partir del resultado anterior obtenga (f = frecuencia), freﬂejada = kfincidente » €ON
k = 1+V/c

—1-V/e

ii1.- Suponiendo que el cambio de frecuencia es pequefio debido a que V/c es muy pequefio,
muestre que (Af/f) ~ 2V/c . Verifique cudn pequeo es si V=120 km/h.

iv.- El radar de la policia de Santiago, opera con una frecuencia de 10,525 x 107 ciclos/s.
(Cudntos ciclos por segundo cambia el haz reflejado comparado con el incidente (o envia-
do)?

v.- ;Qué resolucién debe tener la maquinita de la policia para poder distinguir entre un
automovilista que viaja a 120 km/h y otro, infractor, que guia a 121 km/h?
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