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Inicio
iSaludos chicos! Como vimos que estaban bastante complicados con la materia de geometria analitica

(rectas y planos), decidimos que seria buena idea hacerles una guia que les explique de manera simple esta
materia. Los temas que toca esta guia en particular son:

1. Rectas en R2

a) Forma Vectorial

)

b) Forma General

¢) Paralelismo en R?

d) Perpendicularidad en R?
)

e) Interseccién de Rectas en R2

2. Rectas en R?

a) Forma Vectorial
b) Paralelismo en R3

¢) Perpendicularidad en R?

Con todo esto dicho jComencemos!
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Rectas en R?

Intuitivamente, si les preguntamos ;Qué es una recta? Seguramente dirdn algo como "Una linea recta”
o que "Lo que puedo hacer usando una regla de forma comun”, lo cual puede ser un buen punto de partida.
En el caso de las rectas en R? (vale decir, en 2D) Una recta la podemos tener dibujada en el plano cartesiano
como en la imagen de la derecha:

Como podemos ver, las rectas son parecidas entre si, so-
lamente que en algunos casos estan como inclinadas o movidas
respecto al origen. ; Como podemos diferenciarlas entre si? Hay
variadas formas, partiremos mostrandoles la llamada ”forma vec-
torial” de la recta, que trata de describir una recta diciendo co-
mo " Partes desde un lugar y después te mueves siguiendo una

flecha.

Recta Vertical Recta Trasladada

Forma vectorial de la recta en R? [

Esta forma de escribir la recta aprovecha el conocimiento i
que tienen sobre vectores (si es que no los entendieron bien,
podemos explicarlo si lo piden). En general se basa en la légica
de "Tengo una posicién inicial, y esta la voy trasladando segin :
una ponderacién de un vector fijo”. Lo cual solemos identificar ooy Ob,icuan
con la siguiente férmula

(o) =) ()

iEsto parece chino! ;Que querra decir? Vayamos por partes:

Recta Horizontal

: Esto trata de simbolizar algo asi como el punto ”cualquiera”, o "genérico” perteneciente a la recta,

es decir, es como el resultado tras meter algin A en el lado derecho de la igualdad antes mencionada

Z : Esto es como una suerte de "punto de partida”, es como un punto fijo que SABEN que esta en la
recta.

» +: Es para mostrar la suma de vectores, es decir, empiezas del punto de partida anterior ( ) v después

a
b

le agregas una cosa, que es lo que vamos a mostrar a continuacion.

c c P :
A "k El vector 4] la cosa que mueve al punto por asi decirlo, entonces tendremos que si lo sumas

una vez, ahora tendrds 2 puntos de la recta (el primero que estaba como ”solo” y el que calculaste),
después si le sumas otra vez este vector obtienes otro punto de la recta. Al hacer esto lo que hacemos es
tirar valores de A, en estos casos 1, y después 2 (porque sumamos el vector 2 veces). El valor de A puede
ser cualquier valor real, con lo que tienes los puntos de la recta.
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Esquema de lo que podemos hacer con la
Forma Vectorial

Flecha Gris: Vector que indica la “Partida”
Flecha Roja: Vector Director

Linea Verde: Recta generada por el director
en el punto A (que es el punto al cual
apunta el vector Gris)

Figura 1: El vector directior (en rojo) puede alargarse o achicarse e jIncluso darse vueltal Y al ver todas las
posiciones finales del vector rojo, se genera la recta

Forma general de la recta en R?

La forma anterior de ver una recta es medianamente intuitiva, sin embargo, no nos dice mucha informa-
cién respecto a la recta en si como por ejemplo, donde corta a cada eje. Para obtener esta informacién maés
facilmente, podemos hacer lo siguiente: Tratar de eliminar el A algebraicamente, es decir, que solo con = e y
tengamos la recta, ;Como lograremos esto? Como prosigue (Las flechas en 2 sentidos significan que pase una
cosa de un lado a otro, o que tal expresién "significa” lo otro):

z\ _ fa c r\  [a+Ac _ _ o o
<y>_<b>+)\<d> = <y>_<b+)\d> < rz=a+Accony=b+Ad < r—a=MNccony—b=X\d

Luego, debemos tener cuidado, ya que debemos dividir por ¢ o por d, con lo que si son 0, tendremos problemas,
haremos lo siguiente: veremos por caso:

= ¢ = 0: Significa que no importa que y tome, el x siempre serd a, ;Esto como lo podemos ver? jComo una
recta vertical! (Ya que el x serd constante), entonces tendremos que la forma para la recta con ¢ = 0 es
r=a

= d = 0: Significa que no importa que valor tome z, el y siempre sera b ; Esto cémo lo podemos ver? jComo
la recta horizontal! (Ya que el y es contante), entonces la formula que tendriamos es y = b
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= ¢# 0y d#0: jPodemos dividir y continuar con lo anterior!
Ahora retomaremos, asumiendo que ¢y d son distintos de O:

r—a

Yy — . .
= A con = X Luego, tenemos que ambas cosas son iguales a ), entonces podemos igualarlas

C

— —b
’ a:yT<:>dx—ad:yc—bc<:>da:—yc—ad—i—bc:O
c

Luego, diremos que d = A,—c = B y —ad + bc = C, obteniendo una nueva forma de la recta:

Axr+By+C=0

Esta férmula después la podemos manipular un poco para llegar a algo como sigue (despejando el y):

Az +C —A ~C
——— =Y = ST+ =y

Ar + B = A =-B
r+By+C=0 <= Az+C Yy = 5 i 5

Si decimos que % =my % = n entonces tenemos la formula de la forma mx +n = y, donde a m se le llama
pendiente y a n coeficiente de posicion. jDe qué sirven? Pues que m te dice a que ritmo subiendo o bajando
en el eje y la recta cuando avanzas en 1 en el eje x, y a n se le dice que es el coeficiente de posicién, que es
donde intersecta la recta al eje y. Otra forma de escribir una recta a partir de la forma general, pero que es
menos usada, pero igualmente da buena informacién es como sigue: (Es basicamente ”aislar” la constante que
no tiene ni z ni y y después pasar dividiendo para que quede igualado a 1), eso si, ojo porque sélo se puede
usar cuando C no es 0:
Ax By

x
Ar+By+C =0 <= Az+By=-C = —+—F =1 <= f+#:1
- —-C < ' =
A B
.De que sirve escribir esta formula asi? Que obtenemos las intersecciones de la recta con cada eje ordenado
(Es cuando x es igual a lo que estd debajo suyo y anédlogo con y), lo cual es bastante titil en ciertas ocasiones.

Paralelismo de rectas en R?

Segin lo que dice el apunte, parece algo confuso ya que dice que es algo igual a otra cosa multiplicada
por un numero arbitrario. Quédense con la idea de que tu quieres comparar los vectores con que te despla-
zas en la recta, al compararlos, es posible darnos cuenta que se pueden igualar multiplicando por algtin ntimero.

La mejor forma de verlo es considerando que si conoces el vector director (1, —1) (es decir, si se encuentra
ponderado por 1, se mueve una unidad hacia la derecha y baja una para obtener el siguiente punto) que se
encuentra en el origen, si queremos que pase lo mismo para el punto (2,5), es decir queremos formar una recta
paralela a la original que pase por este punto, debemos utilizar o el mismo vector director o similar (con similar
se refiere a multiplicarlo por algiin nimero, como por ejemplo nos sirve (—1,1), (2, —2), etc...)

Otra forma de ver el paralelismo es:

= Forma Vectorial Hagan la proporcién entre cada componente del vector director, por ejemplo, si tienen

8 2 [ . .,
(_ 4> y (_ 1) tendran que en el primer vector la proporcién es % = —2 vy en el segundo % = -2,

vemos que ambos vectores tienen igual proporcién, por lo cual tendran que son paralelos.

= Forma General Aci tienen que ver la divisién %, lo cual tambien pueden comprobar viendo el valor de
la pendiente si la escriben de la forma ma + n = y, alli solo deben ver el valor de m. Si son los mismos,
entonces son paralelas.
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Perpendicularidad de rectas en R?

Como se vib en clases, 2 rectas son perpendiculares entre si si forman un dngulo recto entre ellas. ;Como
poder decir si 2 rectas son perpendiculares o no? La respuesta a ésta pregunta puede ser encontrada en el

SOR

(Z,7) = ac+ bd

producto punto, el cual es:

El producto punto entre 2 vectores en R? es:

Que es basicamente multiplicar cada componente por su andloga. ;De qué me sirve saber esto? j;Como se
cumple?! j;Entraré en la desesperacién?! No D: Vayamos por partes, el producto punto sirve para saber si dos
vectores son perpendiculares entre si, ; Como se cumple? Pues se usan unos teoremas de geometria que pasaran
durante la ensefianza media. Y por tltimo... &nimo!!! :D Tuvieron la iniciativa (a veces por voluntad propia, a
veces obligados) de venir a clases de matemadticas en Enero, son realmente admirables :0 Asi que dnimo!!! :3
Volviendo al tema, podrén saber que 2 vectores son perpendiculares entre si, si el producto punto (también
llamado producto escalar) de sus vectores directores respectivos da 0.

Ahora bien, también tienen otra manera de obtener perpendicularidad, pero esta vez con la férmula general.
Si tienen 2 rectas L1 y Lo de la forma mx + n = y, entonces si:

Li:=mix+n1 =yy Ly :=mex + no =y Son perpendiculares si mj - mg = —1

(a) 2 rectas perpendiculares entre si
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Intersecciéon de Rectas en R?

i Que querran decir, estas extranas personas del curso, cuando dicen intersectar? Si bien a veces usamos
palabras extranas para decir las cosas, muchas veces nos referimos a cosas simples, y este es el caso. Cuando
hablamos de interseccion de rectas en R?, nos referimos a en que punto se tocan, chocan, se cruza, como se ve
en la imagen de la derecha:

Cuando tenemos 2 rectas, una cosa interesante que se suele
hacer es ver cuando se "topan”, ;Cémo podemos calcular esto? 4
Pues depende, acd mostraremos como se suele sacar forma vec-
torial y con forma general:

Forma vectorial:
Acé tenemos 2 rectas de forma vectorial:

(o) = () () : 4
(o) = () ()

Su interseccién se obtiene igualando ambos x y ambos y, con lo U /}’_ -E\\\.
cual llegas a un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas [[NSERTE

AL PIKACHU SORPRENDIDO AQUH, donde las incégnitas Ejemplo de interseccién de 2 rectas, aca

son A1y Ag: nombrado como “A”

a; + Are1 = ag + Aagcz
b1 + Aidy = by + Aads
Donde hay varias formas de resolver esto Gome-por-ejemplo-con-matrices, y asi obtenemos el A1 y el Ay, donde,

después de reemplazar en sus respectivas férmulas vectoriales, tendremos el punto de interseccién.

Forma General:
Acé tendremos 2 férmulas, una por cada recta en su forma general, de los cuales obtenemos 2 incognitas, que
son las coordenadas x e y, esto porque al meter el punto de interseccion a la formula, nos cumple la igualdad,
pero como ambas rectas pasan por el punto de interseccién, tendremos que son el mismo z y el mismo y.

Alx—}—Bly—i—Cl:O
A2x+Bgy+C'2:O

Para encontrar las soluciones a este sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas, tenemos varios métodos de resolucién

Matrices
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Rectas en R?

Enhorabuena! Has llegado hasta acd, lo que significa que probablemente ya leiste la parte anterior e-gue
solo—te—saltastela—hasta—esta—parte, sea como fuese, ahora vamos a mostrarles como son las rectas en R3.
. Cémo las podemos ver? Como un hilo tenso en una habitaciéon (aunque claro, se puede de varias maneras
diferentes mas). ;Cémo podemos expresar esto mateméaticamente? Es bastante parecido a como lo hacemos el
RQ

Forma Vectorial de la recta en R3

Conceptualmente es muy parecido a rectas en R?, solo que le agregamos una dimensiéon maés, los puntos
x
de la recta se escriben como | y |, donde x es el largo, y es el ancho y z es la altura. Esto queda mas claro si
z
lo vemos como un paralelepipedo, que es como un cubo pero con sus lados no necesariamente iguales, como
en la imagen a la derecha:

Vector a: Vector que sefiala la “Posicién Inicial”.
Vector Rojo: Vector Director.
Linea Verde: Recta que se genera con estos 2.

Con esto como idea previa, podemos ver las rectas en R? como los puntos en R? que se forman al
tener una "posicién inicial”, sefialada con un vector (como en R?) al cual le sumamos un vector que podemos

ponderar por cualquier valor real (como en R?), como resultado, nos queda una férmula muy parecida a la de
R2:

T a d
yl=|b|+A]e
z c f
a
En ésta férmula tiene los mismos significados que su analoga de R?, acé el vector del ”comienzo” es | b |, y
c
d
el vector director serd | e |, por su parte el A puede representar cualquier valor real. La forma vectorial de
f

los planos en R? es muy similar a la forma vectorial de las rectas en R3, con la tnica diferencia de que los
planos necesitan 2 vectores directores, no paralelos, para quedar bien definidos.to extra: Como tal, no existe
una “Forma general de la Recta en R3”, sin embargo, usando planos se puede obtener algo similar. (Que se
mostrard después debidamente)



FEscuela de Verano Universidad de Chile

Paralelismo de rectas en R3

Es el mismo concepto que con rectas en R? en forma vectorial, vale decir, tenemos que fijarnos en la
proporcién entre las 3 componentes de cada vector director, por ejemplo:

2 4
Con | 3| yelvector |6 |. Analizando las proporciones que tienen, seria como:
4 8

2:3:4 para el primero, y 4 : 6 : 8 para el segundo

Entonces tendremos que son paralelos, porque notemos que en el segundo caso, podemos simplificar por 2 la
proporcién, ya que todos son pares, obteniendo 2 : 3 : 8, que es la misma proporciéon que tiene el primer vector.
Entonces concluimos que ambos vectores son paralelos.

Nota IMPORTANTE AAAAAAAAAAAA: En R? que 2 rectas sean paralelas significa que no se
tocan, sin embargo al revés no necesariamente se cumple, pues se puede formar un esquema como el siguiente
dibujo: A estas rectas se dice que son alabeadas

Perpendicularidad de Rectas en R?

Podemos definir el producto punto entre los vectores ' y ¥ (&, ) como:

a d
r=|b|l yy=|e
c f

(Z,9) = ad + be + cf

Luego, gracias a motivos geométricos que la mayoria de alumnos del curso no maneja, sabemos que si 2 vectores
tienen producto punto 0, entonces éstos son perpendiculares. Luego, si los vectores directores de 2 rectas son
perpendiculares, entonces estas son perpendiculares.

Dato: Este dato es inutil para el curso, sin embargo, se dice que 2 rectas son ortogonales si son
perpendiculares y ademas se intersectan. Noten un truco con la definicién de perpendicular: No dice nada
sobre que se intersecten o no, corriendo el riesgo de que sean rectas alabeadas.



