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1. Inclusién

Para mostrar que F C F :

Sea xz € F
Etapas de demostracion... x € F
Entonces FF C E

Igualdad de conjuntos : Doble inclusién o razonar por equivalencia.

2. Probar una proposiciéon

Para mostrar que "V € E, P(x)", se escribe :

Sea x € E (uno declara las variables usadas)
Etapas de demostracion... P(z)
Entonces : Vz € E, P(x)

Ejemplo : Mostrar que toda sucesién convergente de R es acotada.

3. Probar la existencia

Para mostrar que "3z € E : P(z)"™

A Si uno sabe quien verifica P :

Sea z =mi idea
Etapas de demostracion... P(z)
Entonces : 3z € E : P(z)

Ejemplo : probar que existe una funcién derivable f : R — R tal que f' = f.

A Reformular el problema para usar un teorema de existencia conocido (Zorn, teorema del punto fijo,
teorema del valor medio, intermedio, existencia de infimo y supremo, argumento de compacidad...)

Ejemplos :

e Sean a < brealesy f: [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0, mostrar que existe c € (a,b) tal que f(c) = 0. (usando
infimo)
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e Sea f:RT — R¥ continua tal que existe [ € [0,1) tal que lim L&) =7
xr—r+00

"
Probar que existe o € RT tal que f(a) = a. (usando el Teorema del valor intermedio)
e Existencia de una base de Hamel en cualquier espacio vectorial. (usando Zorn)

A Otras formas.
4. Disyuncién
Consideramos proposiciones Py Q.

Probar que "P o Q" es equivalente a probar que "no(P) = Q":

Suponemos no(P), vamos a demostrar @
Etapas de demostracion... ()
Entonces : P o Q.

Ejemplo : Vo € R, max(z2, (z —2)?) > 1
5. Contradicciéon

Queremos probar P, suponemos no(P) y buscamos como llegar a una contradiccién (con un teorema,
un axioma...)

Suponemos no(P)
Etapas de demostracion
Contradicciéon
Entonces P.

Ejemplo : v/2 es irracional.
6. Implicaciéon
Para mostrar que "P = Q ":

A De manera directa :

Suponemos P, vamos a demostrar Q.
Etapas de demostracién... @
Entonces : P = @

A La contra-reciproca : "P = Q" es equivalente a "no(Q)) = no(P)".

Suponemos no(Q), vamos a mostrar no(P).
Etapas de demostracion... no(P)
Entonces : P = Q

Ejemplo : Sea f : R — R una funcién y a € R.

Probar que : (V(an)neN E€RY: lim ap, =a= lim f(a,) = f(a)) —> (f es continua en a)
n— o0 n— o0
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Negaci()n : ”TlO(P - Q)” y "P y ”I”LO(Q)” s0on equivalentes. (para usar el razonamiento por contradiccion)

En particular la negacion de "Vo € E, P(x) = D(z)" es "z € E : P(z) y no(D(x))".

Equivalencia : Para mostrar que "P <= Q", o se muestran las dos implicaciones o se razona por
equivalencia (pero ojo que cada etapa sea claramente equivalente a la etapa anterior).

7. Unicidad

Para mostrar que el conjunto E tiene a lo mas un elemento con la propiedad P :

Sean z,2’ € F tales que P(x) y P(2')
Etapas de demostracién... z = 2’
Entonces E tiene a lo mas un elemento con la propiedad P.

Ejemplo : E = {f : R — R derivable tal que f’ = fy f(0) = 1} tiene un anico elemento.

8. Analisis-sintesis

Razonar por andlisis-sintesis sirve para buscar el conjunto de soluciones para un problema dado, de
manera muy rigurosa.

Determinar quien son los elementos de A ={z € E : P(z)} :

Analisis (investigacién) = : (Qué forma puede tener tal x € A ?)

Suponemos que existe z € F tal que P(z).
Etapas
Entonces z € A’ (la forma que encontraron).

Sintesis (selecci(‘)n) < : (Cuales elementos de A’ son soluciones ?)

Sea x € A', se tiene P(x) 7 :
Etapas de demostracion
Entonces si ...(condiciones)... se tiene P(z).

Por lo tanto : A = ...

Ejemplo : Para toda funcién F' : R — R, existen P, : R — R respectivamente par y impar tal que F = P + I y la descomposiciéon

es Gnica.
Podemos usar anélisis-sintesis para probar proposiciones del tipo "Jlz € E : P(z)"
(andlisis=unicidad, sintesis=ezistencia)

9. Induccién

Para probar que "Vn € N, P," :

Vamos a probar por induccién sobre n € N la propiedad Py.



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas

Universidad de Chile

Base : demostracioén... entonces se tiene Pj.
Paso inductivo : sea n € N tal que P,,.
Demostracion... Prt1- (se debe usar el paso inductivo)
Entonces : Vn € N, P,

n
Ejemplo : Sea (un)neny € RY tales que ug > 0y para todo n € N : upi1 < D up.
k=0
Mostrar que para todo n € N, u, < 2™ug.



