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Guia 2: Derivadas y aplicaciones.

P1. Usando sélo de la definicion de derivada, hallar las derivadas de las siguientes funciones.
=T (iii) y = sen?(x) (v) y=5(z+a) a€eR
1
x

(iv) y=a*+322 -6

P2. Utilizando las reglas de derivacion calcule las derivadas de las siguientes funciones.

D v=p ) ¥ = — s
(ii) ?/:ﬁ (vi) y = In(Inz)

(iii) y = (a+2)Va—z (vii) y=(1+f)
: l+z (viii) y = In

() y = 1—2 (ix) y =1 ()ln(m)

P3. Calcular las derivadas de las siguientes funciones, hallando previamente sus logaritmos.

(i) y = 2°(a +32)(a — 22)° (iv) y = arctan (\/%) Cwelo,m
(1) y = arcsin () () y = arctan () +1n ( L= “)

r+a
(iii) y = arcsin (y/senx) (vi) y = arcsin(sen z)

P4. Un cuerpo lanzado al vacio, formando con la horizontal un angulo «, describe una
trayectoria parabdlica por accién de la gravedad cuyas ecuaciones son
gt’
x =g - cos(at), y = vy - sen(at) — 5
Se le pide determinar la direccion del movimiento para los 5 primeros segundos, cuando
a = 60° vy = 507, y bosqueje la trayectoria.
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P5.

Pé6.

P7.

P8.

P9.

P10.

P11.

P12.

De las férmulas para calcular el volumen y la superficie de la esfera
V(r)= %7‘[’7‘3, S(r) = 4nr?, se deduce que V'(r) = S(r). Explicar el significado geométrico de
este resultado. Hallar la relacién andloga entre el area del ci rculo y la longitud de la

circunferencia.

En el tridngulo ABC se cumple: a = v/b2 4 ¢2 — 2bc - cos A. Sean b, ¢ constantes, demostrar
que g—j = hg, en que h, es la altura del triangulo correspondiente a la base a. Interpretar el
significado geométrico de este resultado.

Para cada una de las siguientes funciones, hallar maximos y mi nimos.

r+1
2 +1

(i) fz) =

(i) f(z) = x22x_ 5 sobre [0, 4]

, sobre [—1, 1] (iii) f(z) = e ®(1 — 2?) sobre [—1, 2]

cos(z?) — sen(z), sobre [—, 7]

g

=

—

—~

&
I

Pruebe que las funciones x? — cos(z) y 22? — zsen(z) — cos?(z) tienen exactamente dos
Cceros.

Considere
x - In(z)

flz) = x—1

« siz=1

siz>0yx#1

a) Determine el valor de o para que f sea continua en R .
b) Analice la existencia de f’(z) para = > 0. En caso de existir, calcilela.

¢) Determine los puntos de continuidad de f’ en ]0, ool.

Analice completamente f(z) = e¥/™® (dominio, asintotas de todo tipo, derivada,
crecimiento, gréfica)

Sean 0 < a < b. Sea f : [a,b] — R, continua en [a, b], derivable en |a, b], con f(a) = f(b) =0
y f'(a) = 0. Demuestre que existe ¢ €]a, b] de modo que la tangente a f en el punto ¢ pasa
por el origen. Analice que pasa si a = 0.

|
S =1 .
ea f(x) Jm 3

a) Determine los valores de x para los cuales f(z) existe y calcule su valor.

b) Estudie la continuidad y la diferenciabilidad de f, en los puntos donde f(z) existe.
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P13.

P14.

P15.

P16.

P17.

P18.

P19.

P20.

Sea f continua en [0, 4o00], derivable en A =|0,+oc0[ y tal que f(0) =0y f'(z) es creciente
en A. Utilice el Teorema del Valor Medio para probar que Vz € A, f'(z) > %
Concluya que la funcién £

xT

es creciente en A.

3
1—x2

a) Para la funcién (e® — e) encuentre: dominio, ceros, asintotas de todo tipo y limites

enly —1.

b) Para la funcién cos(z) - e~ “*@/2 encuentre minimos y méximos.

Sea f definida y continua sobre [a, b] y derivable sobre ]a, b[, con 0 < a < b. Suponga que
fa) = f(b) = 0. Mostrar que existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = {2,

c

In(x)

Sea f: R — R definida por f(x) =

a) Encontrar los ceros, mi nimos, maximos, puntos criticos y puntos de inflexién de f.

b) Estudiar las asi ntotas y bosquejar el gréfico de f.

Estudiar completamente la funcién f(z) = % indicando: dominio, recorrido, continuidad
y eventuales reparaciones de discontinuidades, diferenciabilidad, paridad, crecimiento,

puntos criticos, maximos y minimos, concavidad, puntos de inflexion, asintotas y grafico.

Dada la funcién f(z) = ex(1 — 1), se le pide estudiarla completamente indicando: dominio,
recorrido, continuidad y eventuales reparaciones de discontinuidades, diferenciabilidad,
paridad, crecimiento, puntos criticos, maximos y minimos, concavidad, puntos de inflexion,
asintotas y grafico.

Dado a > 0, verificar que la funcién de variable real

1
f(z) = (a— - — x) (4 — 32?)
a
tiene exactamente un sélo maximo local y un s6lo minimo local y que la diferencia entre los

valores alcanzados es 5
4 n 1
— a p—
9 a
., Cudl es el menor valor de esta diferencia para diferentes valores de a?.

Sean a, b nimeros reales tales que a < by f una funcién real y continua en [a, b]. Suponga
que f no se anula en el intervalo [a,b] y que es diferenciable en |a, b[. Demostrar que existe

¢ €la, b| tal que :
f@) _ FO)

f)  fle)
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P21.

P22.

P23.

P24.

P25.

P26.

pP27.

Indicacion: Considere la funcién g = In |f|, comente las propiedades de g en [a, b].

Sea [a,b], a < by f(r) una funcién definida en [a, b], positiva y continuamente derivable
(derivable con derivada continua) en (a,b). Se definen las funciones g(z) y h(z) de la
siguiente forma

g9(x) = (x —a)(z —b) - f(x) V€ la,b]
h(z) =g'(z) + c-g(x) paraalgince R

Probar que h tiene al menos una raiz en (a, b).

Estudie el grafico de la funcién f(x —~— determinando: dominio, recorrido, continuidad
y eventuales reparaciones de dlSCOHtIHUIda(ieS diferenciabilidad, crecimiento, puntos criticos,
maximos y mi nimos, asi ntotas y grafico.

1
g
(1= 2)f'(t) — tf(t) = 0

Luego, demuestre que Vn € N se tiene f™(t) = P,(t)(1 — )"z, donde P, es algin
polinomio de grado n.

Considere la funcién f(t) = Demuestre que f verifica

Indicacion: Proceda por induccién.

Sea f tal que f'(x) > M > 0 para todos los valores en [0, 1]. Demostrar que existe un
intervalo de longitud 1 en el que |f| > 2.

Encuentre una funcién f para la cual existe lim f(x), pero no existe lim f'(z).
T—00 T—00

Sea f : [a,b] — R diferenciable en [a, b] y tal que f(a) = f(b) =0, con 0 < a < b. Demuestre
(C)

que existe ¢ €]a, b] tal que: f'(c) =

Indicacion: Utilice la funcién auxiliar h(z) = @

Sea la funcién f(x) = (z + 1)e'/=.

Determine dominio, signos (es decir, dénde f es positiva, dénde f es negativa y dénde f es
cero), asintotas verticales, oblicuas, horizontales, méximos, minimos, crecimiento, puntos de
inflexién y concavidades .

Bosqueje el grafico de la funcion.

Indicacion: Para el bosquejo de su grafico puede usar que: 1_2 >~ —0,62, LV5 o 1,62.
Recuerde ademas que h’n% 617’1 =1.
T—
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P28. (a) Sea f:R — R una funcién.
Se dice que f es parsi (Vo € R) f(—z) = f(x).

Se dice que f es impar si (Vo € R) f(—z) = —f(2).
Demuestre que si g : R — R una funcién par y derivable, entonces ¢’ es una funcién
impar.

(b) Sea h: R — R una funcién dos veces derivable, con h(0) = h'(0) = 0. Dado a > 0,
demuestre que existe £ € (0,a) tal que

2

5 (6

h(a) = 5

Indicacion: Defina la funcién r(z) = h(x) — (f)2 h(a), y calcule r"(z).



Escuela de Verano 2014 Universidad de Chile

P29. Sea f:[0,+00[— R la funcién definida por f(x) = \/x

P30.

(a) Calcule la derivada de f por definicion.
(b) ¢En qué puntos del dominio f es derivable?

(c) Estudiar crecimiento y existencia de asintotas.

(a) Sea f:]0,00[— R una funcién derivable en todo su dominio, y que satisface
f'(x)=0 Vze€]0,00]
demuestre que f es constante.

Indicacion: Use el teorema del valor medio.

(b) Si f es una funcién derivable en z, muestre que:
(z- f(2)) = fl@) + = f'(x)
(c) Sea f:]0,00] — R una funcién derivable en todo su dominio, y que satisface
Ve >0 z-f'(z)=—f(x)
demuestre que existe una constante K tal que

Vo > 0, f(x)z%

P31. Sea la funcion

P32.

(22 —1)?

(a) Determine domino, ceros y signos.
(b

)
)
(c) Analice donde es derivable la funcién, y calcule f’ donde exista.
)
)

(d
(

Determine asintotas de todo tipo.

Estudie crecimiento, maximos, minimos de la funcién.

d

Bosqueje un gréfico de la funcién.

(i) Muestre que
lim zln(z) =0
z—07F

Indicacion: Recuerde que 14+ < e* Vax >0, y tome x = —In (\/Z,,).

(ii) Demuestre que

lim 25 ®) =1
z—07F

Indicacién: Utilice la propiedad de que si z > 0, 25 (®) = gsen (@)In(2)
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(iii) Calcule la derivada de 2°*@) con z > 0, y demuestre que

P33. (a) Sea f:[a,b] — R derivable en (a,b), con f(a) = f(b). Demuestre que 3zy € (a,b) tal
que
f(xo) = (229 —a — b)ef("m)
Indicacion: Defina g(z) = (v — a)(x — b) + e~ /@)
(b) Sea f : [a,b] — R derivable en (a,b), y sea zo € (a,b) tal que lim f'(z) existe.
T—ITQ
Se pide demostrar que f’ en continua en g, y para esto debe seguir los siguentes pasos:

(i) Sea lim,, o, @, = zg, con z,, € (a,b), x, # xo. Demuestre que existe una sucesién
(én)nelN tal que:

f(@n) — flo)

= f'(&,), con min{xgy,x,} < &, < mix{zg, T, }.
Ty — X

(ii) Demuestre ahora que

lim f(€,) = lim f'(2)

T—T0

(iii) Concluya que f’ es continua en .

4 3
P34. Considere la funcién g(z) = 2:B 3
x —
a) Demuestre que:
A(z* — 922 42(622 + 54
g'(z) = ( ) _ dof62” +54)

@3 YW= E gy

b) Estudie completamente la funcién ¢ indicando dominio, ceros, signos, puntos criticos,
crecimiento, convexidad, puntos de inflexién y asintotas de todo tipo. Realice un
bosquejo de la funcién.

P35. a) Sea f:R — R una funcién tal que f'(z) = af(z) Yz € R, con a € R una constante.
Demuestre que f(z) = f(0)e®.
Indicacion: Puede serle util considerar la funcién g(x) = e~ f(x)

b) Sea h: R — R una funcién derivable, y cuya derivada es una funcién continua.
Muestre que si h’'(0) = —1, entonces existe 6 > 0 tal que para todo x € (—9,9)\{0}

(h(z) — h(0)) - = < 0.
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P36. i) Sea g y h funciones definidas en [—a, a] tales que g es derivable en (—a,a), h es tres
veces derivable en (—a,a) y

h(0) = h'(0) = 0,9(0) # 0,h"(0) # 0

Si f(z) = “i?g(j)ﬁ), calcule lim,_,o f(x).

ii) Calcule los siguientes limites:

12—1)

arctan( ]

a) limg_,; ———=

b) lim, o(s22)72

P37. i) Use la regla de L’Hopital dos veces para probar que si f”(z) existe
Ve € (z — 62 +9),0 >0y f” es continua en Z,entonces

o @) = 2f(@) + f@—h)
h—0 h?

= "(@).

f(@+h)—2f(2)+f(—h
h2

ii) Demuestre que limy,_o ) — #(z) incluso existe si f”(z) existe

solamente en Z.



