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1. Primitivas

P1. Usando un cambio de variable, calcule las siguientes primitivas

>/x+1
a )
22+

b) /e“”m. e)

v |5

(senz)
Sen r cos T

\/1+senx'

1

°) thj b /xlnx(

In?x +1)

P2. Usando integracién por partes calcule las siguientes primitivas

(a) / v sen(x).

®) /1—|—:E2'
(h) / 2% sen(z).

(d) / 2 senh(z). (i / 2 cos
() / 2 cosh(z). ) / 22t

(k) / 2? senth(z).

(1) /l‘QCOSh(I).

(z). () /112.%2'

» [ F=

P3. Establezca formulas de recurrencia para la expresion I,,, dada por

(a) I, = / " sen(z).
(b) I, = / " cos(z).

(¢) I, = / Z"e.

(d) I, = /sen"(x).
(e) I, = /cos”(x).
(f) I, = /w” sinh(2z).

P4. Utilizando integracién de funciones racionales calcule las siguientes primitivas

Y /¢1+x2+<m>3
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(a>/1—|1—x' (d)/1_1$2‘
1

O [ @ [

1
(c) /14—.7:2'

P5. Aplique el cambio de variable u = tan() para calcular las siguientes primitivas

(a) / senl(x)' (d) / 1-— clos(x)

1
(b) / cos(z)’ () / sen(x) qlL cos(z)

© [ i)

P6. Calcule las siguientes primitivas

(1) f35+1)\/x+ 3d.
I) tanx
)
)

I+sec?(z) a:)

i x?’\/ — 222dx.

(v O S , Indicacién: use u = tan(x).
sen? x cos

x? arctan:z:
N
(V1) f mdm, Indicacidén: use u = tan(z).

dx
v ),

cos(x)
1 4 cos(z) + sin(x)
dx
22(z+1)(1 + 22)

III

(vir) [ dr.

(x) f

P7. Deduzca una férmula de recurrencia para

I, = /(;1: +1)" sen(2z)dx.

dx
P8. (1) Calcul .
9 awe/x@@yuﬁ@»
(11) Usando el cambio de variables tan(§) = u, calcule / de.
1 + cos(x)
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(111) Sean I = /cos(ln(a:))da: yJ = /sen(ln(a:))da:. Usando integracién por partes, plantee

un sistema lineal que permita calcular I y J. Calcule I y J.

P9. Obtenga una relacién de recurrencia para
I, = /\/a: +b(x + a)"dz, a,b,x >0

y calcule [j.
Indicacién: Puede ser 1til usar la identidad x + b = (z + a) + (b — a).

2
— 1

P10. Calcule la primitiva / &dx.
(2?2 +1)

2. Integral de Riemann

b
P1. (1) Calcule / e”dr utilizando una particién equiespaciada.

(11) Usando sumas de Riemann calcular los siguientes limites

n

) . ol 1
(a) lim 2 ot () Jim 5 2

, 1 n ,
(b) nlgg() v 1:21 VEk+n. (d) Calcular nlgg() n? (ﬁ + ﬁ + e+

(111) Sea a, = %iil n(n + ) — In(n)).

(rv) Identifique a a, como una suma de Riemann, determinando la funcién y la particién

involucradas.

(v) Calcule lim a, usando la integral apropiada.
n—oo

1,./(2n)! :
P2. Demuestre que, Vn € IN, — u = H . Tomando logaritmo y usando sumas de
n

n!
=1

1./(2n)!
Riemann, calcule lim — ﬂ
n—oo N,

P3. Calcule los siguientes limites

n—1 )
@Mm#Zm

(1) lim — Z k sen(
n—oo N

1
(ntn)?

).
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P4. Sea f: [a,b] — R una funcién integrable y acotada inferiormente por una constante ¢ > 0.
Para demostrar que % es integrable, se pide lo siguiente:

(a) SiS(-,-)y s(:,-) denotan las sumas superiores e inferiores, pruebe que para toda particién
P del intervalo [a, b] se cumple

S(

(b) Use el resultado anterior para demostrar que la funcién % es integrable en [a, b].

P5. Sea f: [1,00[— R una funcién no negativa y creciente

(a) Usando la particién P = {1,2,3,...,n} pruebe que

—_

n—

fi) < /j fla)de < Zf(z’), Vn > 2.

1=1

(b) Considere f(z) = In(z) y utilice la parte anterior para demostrar que
(n—1)! <n"e ™ <nl VYn>1

Indicacion: [{"In(z)dz =nlnn — (n+1).

3. Teorema Fundamental del Calculo y aplicaciones de la integral

P1. Se definen, para x > 0, las funciones

:odt Lt
_ H(z)= [ -2
G(z) /1 Tz ¥ @ /x 1+ 2

(1) Demuestre que G'(z) = H'(x).
(11) ) Concluya, justificando, que G(z) = H(z), Yz > 0.
(111) Calcule las integrales definidas para G(x) y H(x) y deduzca la identidad

1
arctan(x) + arctan(—) = g,‘v’x > 0.
T

P2. (1) Calcule
. Ji(x—1) sen(tQ)dt.

21 fg sen(t2 — 1)dt

(11) Encuentre una funcién f y un real a > 0 tales que

6+/ %’f)dtzzﬁ, vz > 0.
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P3. Considere la funcién f : R — (0, 00), dos veces diferenciable en R y tal que max{f(x) : = €
R} = f(1)
Se define g : R — R por

(1) Demuestre que g es continua en R\{1}.
(11) Determine el valor de @ para que g sea continua en x = 1.
(1r1) Calcule ¢'(1).

P4. Sea g una funcién continua en R. Se considera la funcién f definida por

flz) = / sen(t)g(z —t)dt Vx € R.
0
Utilice el cambio de variable uw = x —t¢ para probar que [ admite segunda derivada en R

y se satisface la relacion f” + f = g.

P5. (1) Considere las funciones f(x) = z, g(z) = sen(x), y las constantes a = 0y b = 7.
Encuentre el valor de & que verifica la ecuacién

b ¢ b
/a f(@)g(z) = f(a) / g(x)dz + f(b) /g o(z)de. (1)

(11) Sean f, g funciones continuas en R, con f monétona, derivable y con derivada continua.
Demuestre que Va,b € R, con a < b existe £ € [a, b] que satisface la ecuacién (1) de la
parte a).

T
Indicacién: Defina G(z) = / g(t)dt e integre por partes.

P6. (a) Dado n € N, calcule las integrales

1 1
/ sen(nmx)dr y / xsen(nmz)dz
0 0

y verifique que ambas tienden a 0 cuando n — oo.

(b) Para demostrar que, en general

lim 1 sen(nmx) f(z)dz = 0, (2)

n—o0 0
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1

para toda funcién f derivable, con derivada acotada, defina I, = / sen(nmx) f(z)dz y
0

realice lo siguiente:

(1) Usando el cambio de variable z = u + %, pruebe que

0

I, = /115 sen(mrx)f(x—l—%)dx—/ 1 Sen(nﬂx)f(x“‘%ﬁm_/ol sen(nrx) f(z+;)dx.

(11) Usando lo anterior y sumando las dos formas de I,,, pruebe que

2 1,
20] < ZM(If]) + - M(F),

donde M (|f|) y M(|f’]) son los maximos de |f| y |f’| respectivamente. Con esto
concluya (2).



