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Pauta P1 Control 1

La sucesion de Fibonacci es una sucesién en que cada término es igual a la suma de los dos
términos anteriores a él. Es decir, partiendo de Fy = 0, '} = 1 se puede construir cualquier
término de la forma:

Fp=Fy1+ Fio Vk > 2

Se pide demostrar lo siguiente:

(a) Y Fi=Fpa—1
k=1

(b) Fo> (3"l Yn>6

Debemos demostrar que: Z F,=F, -1 (%)
k=1

Para ello vamos a ocupar induccion débil, que es la que usualmente ocupamos en clases.

Primero debemos demostrar que (*) sirve para el caso base n = 1, luego debemos proponer la
hipétesis inductiva suponiendo que (*) se cumple para algin término n—ésimo de la sucesién
y finalmente debemos probar, usando la hipétesis, que (*) también se cumple para el término
n + 1 de la suceciéon de Fibonacci.

C.B. Como nos definen la sucesién de Fibonacci desde cero podriamos ocupar el caso base
n = 0, pero no podemos porque lo que debemos demostrar es una sumatoria que parte desde
k =1 y llega hasta n, si escogieramos n = 0 estariamos sumando desde 1 hasta 0 lo que no
tiene sentido en nuestra definicion de sumatoria. Por lo tanto, escogemos el siguiente niimero
natural de caso base, es decir, tomamos caso base para n = 1.

Reemplazamos n = 1 en ambos lados de la proposicién () para ver si se cumplen que son lo
mismo.
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n 1
Lado izquierdo: Z F, = Z F,.=Fn=1
k=1 k=1
Lado derecho: Fy, 0 —1=F,0—1=F;—1 (1)

Como no conocemos F3 debemos sacarlo con la definiciéon que nos dan de la sucesion de
Fibonacci:

Fk = Fk*l + Fk,Q para k=3 = F3 = F371 + Fg,g = Fg = F2 -+ Fl (2)

pero nos dicen en el enunciado que F} = 1, entonces solo nos falta sacar Fy para obtener Fj.
Sacamos Fy aplicando también la definiciéon de Fibonacci:

F,=F. 1+ Fp o pal‘ak:2$F2:F2_1+F2_2$F2:F1+F0:1—|—0:1

Reemplazamos Fy en (2) y obtenemos Fy = Fy + F; = 1 + 1 = 2, reemplazamos Fj en (1) y
queda:

Fopo—1=F,s—1=F—-1=2-1=1 (Lado derecho)

Por lo tanto, el lado izquierdo es igual al lado derecho para n = 1, por lo que queda demos-
trado (x) para el caso base.

H.I. Suponemos que (x) es cierto para algun n > 1, es decir,

Y Fi=Fop—1
k=1

P.I. Debemos demostrar, usando H.I, que:

n+1

ZFk = Fus—1
k=1

Para demostrar esta igualdad partimos del lado izquierdo para llegar al derecho.

n+1 n

ZFk = ZFk+Fn+1
k=1 k=1
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P1.(b)

Hemos separado la suma hasta n 4+ 1 en una suma hasta n mas el término £ = n + 1. Ahora
vemos que tenemos la parte izquierda de la H.I. por lo que podemos reemplazarla.

=l —1+F 1 =Fot+ Fua—1 (3)

Recordamos la definicién de los términos de la sucesion Fj, = Fj,_1+ Fj,_o, tomando k = n+3
tenemos F, 3 = F, 19 + F, 11, reemplazamos eso en la expresién (3)

= n+2+Fn+1_1:Fn+3_1

Con lo que hemos llegado al resultado que buscabamos, es decir, hemos probado que:

n+1

ZFk:Fn-H’)_l
k=1

Con esto hemos probado que si (*) funciona para el término n-ésimo de la sucesién, entonces
también funciona para el término (n + 1)-ésimo.

n
Conclusion: Por lo tanto, hemos demostrado por induccion que Z Fy = F, 15— 1 es cierto

k=1
Vn > 1.

Resolveremos este problema usando induccién fuerte, para aprovechar el hecho de que la
sucesion es recursiva (hay términos anteriores que podemos ocupar).

C.B. En esta parte nos dicen cudl es el n del caso base, ya que nos piden que demostremos
algo para n > 6. Entonces tomamos como caso base n = 6. Tomamos ambos lados de la
desigualdad que piden que demostremos: F;, > (%)”_1 (#%) y vemos si cumplen la relacién
“mayor que” (>).

Lado izquierdo: F,, para n = 6, usando la definicién de la sucesién, queda Fg = F5 + Fj.
Debemos sacar F5 y Fy de la misma forma que ocupamos para el caso base de la parte (a).
Si seguimos esos pasos nos da: F5 =5y Fy =3 porloque Fg =5+3=38

Lado derecho: ()"~ paran =6 queda (3)51 = (3)° = (g—z) =22=76

Podemos ver que, en efecto, el lado izquierdo es mayor que el derecho para n = 6 ya que
8 > 7,6 es decir,
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se cumple para el caso base.

H.I. Suponemos que (x*) se cumple para algiin n > 6 y para todos los términos con m tal
que n > m > 6, es decir, suponemos que se cumplen: F,, > (3)""! y F,, > (2)™"! siendo m
algiin nimero entre 6 y n.

P.I. Debemos demostrar, usando H.I, que:

3 n
Foy1 > (5)

Partiremos del lado izquierdo y buscaremos cosas que sean menores para llegar a la desigual-
dad pedida.

F,i1 = F, + F,,_1 por defincién de la sucesion.

Ademds, por H.I. sabemos que (k%) se cumple para todos los m entre 6 y n, si tomamos
m = n—1 (que estd entre 6 y n), entonces tenemos que se cumple por hipétesis: F,,_; > (%)”_2
y aparte tenemos la hipdtesis para n: Fj, > (%)”_1. Por lo tanto,

Fopi=Fo+For > G)" '+ @) 2 =03 +@)D=G)"7>E)"
Esta tltima desigualdad se cumple porque 1970 > 1.

Finalmente queda: F, ;3 > (%)” que era justamente lo que buscabamos. Entonces hemos
probado que si (x*) se cumple para los términos de la sucesiéon con m entre 6 y n, entonces

también se cumple para el término (n + 1)-ésimo.

Con esto hemos demostrado por induccién fuerte que F,, > (%)”_1 es cierto para todo n > 6.



