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Guia 1: Inducciéon y Sumatorias.

1. Induccién.

P1. Demostrar que:

a) n? +n es divisible por 2.

)

b) n®+ 2n es divisible por 3.

¢) n? —n+ 2 es divisible por 2.

d) (a—b) es factor de a" — 0", a € R, b € R, a # b.
)

e) (a+Db) es factor de a* 1 + 01 a € R, bER, a#b.
P2. Demostrar que

a) todo numero natural n > 24 se puede expresar como la suma de cincos y sietes.

b) Para cada n > 0 el niimero 4*"*1 + 3"*2 es multiplo de 13.

TL2—7L

12

c) Para Vn € N, n > 10 se tiene que n — 2 <
d)

Para n € N se tiene que 2" > n.
P3. Muestre que

a) siqgn):2+4+---+2n=n*+n+1, se cumple que q(n) = q(n+1), pero ¢(1) es falso.

b) si g(n): n? —n+ 41 es un mimero primo, se tiene que g(1) es verdadera, pero g(n) =
q(n + 1) es falso.

P4. Para n € N, se define la proposicion

1 1\?
p(n):1—|—2+3—|—4~|—5+...+n:§(n—|—§> :

Demostrar que para todo k > 1 la veracidad de p(k) implica la veracidad de p(k + 1). ;Es
verdadera p(n) para todo n € IN?.
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P5. En esta seccion se pedira expresar todas las sumas que aparezcan como sumatorias, como por

ejemplo

1+2+3+4+5+...+n:2i
=1

Demuestre usando induccion, que el enunciado es verdadero para todo n € N:

a) 1+3+5+...+(2n—1) =n2

b) 3+5+7+...+2n+1)=n(n+2).

c) 3+4+5+...+(n+2)=@.

d) 14+5+9+...+ (4n—3) =n(2n—1).

e) 4+3+2+...+(5—n):M.

f) —2—3—4—...—(n—|—1):—w.
n(n+1)(2n+7)

9) 1-342-443.5+... +n(n+2)= ; .

1)(n +2
) 1242348 4+...+nn+1) = "Dt

3
1H(4n — 1
Z'>1'2+3~4-5~6+...+(2n—1).an”(”Jr ) (4n )_

3
) 1 n 1 n 1 P 1 _n
12 23734 Tt n+l
k) 1 N 1 N 1 R 1 _n
1-3 3.5 5.7 77 (2n—-12n+1) 2n+1
) 1 n 1 N 1 R 1 1
n-(n+1) m+1)-n+2) (n+2)-n+3) 7 (2n—-1)2n 2n
"—1
m) 1+T+r2+...+r"_1:r 1,donderes una constante distinta de 1.
r —
n*(n +1)?

n) BP+224+33+...+n3= =(14+2+3+...+n)?

4

P6. Probar que la suma de los dngulos internos de un poligono convexo de n lados es 180 - (n — 2).
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P7. A la edad de un afo, una pareja (macho y hembra) de comadrejas da origen a dos nuevas

P8.

Po9.

parejas de comadrejas y en cada ano posterior produce 6 nuevas parejas de comadrejas.
Suponga que las comadrejas no mueren y que se comienza con un par de comadrejas recién
nacidas, es decir ag = 1.

a) Determine una relacién de recurrencia para a,, la cantidad de comadrejas al final del
ano n.

b) Demuestre por induccién que:

a, = % [4n+1 _ (_1)n+1}

Supongamos que Ud. recibe una carta de una ”cadena’”, con la lista de los nombres y direc-
ciones de 6 personas. La carta le pide que envie $1000 a la persona que encabeza la lista.
Ademas, Ud. debe hacer una nueva carta casi idéntica a la recibida, los inicos cambios son
suprimir en la lista de nombres el primero de ellos y agregar al final de la lista el nombre suyo
al final. Esta carta reformada tiene que enviarla a cinco amigos suyos, distintos de los que
aparecen en la carta reformada. La carta original promete a Ud. que recibira dentro de pocas
semanas la cantidad de $15.625.000.

Aunque estas ”cadenas” nunca funcionan Ud. podria encontrar entretenido verificar si la pro-
mesa de la carta original es correcta, bajo el supuesto que Ud. y todos los receptores de las
cartas siguieran las instrucciones, es decir, no "rompieran la cadena”.

Podemos llamar ¢ a la cantidad de cartas en el eslabdén k, siendo la carta que Ud. recibié el
eslabdn 0, es decir ¢y = 1. Las cartas que Ud. envia corresponden al primer eslabén, asi ¢; = 5,
la cantidad de cartas enviadas por sus amigos es co, etc.

a) {Cudl es la relacién entre ¢x y cpiq?

b) Verifique por induccién que ¢; = 5.

c¢) ;De que eslabdén son los receptores de cartas que deberian enviar a Ud. $1000 cada uno?
En una hoja de papel se tiene n rectas distintas dibujadas de borde a borde, de modo que

todo par de rectas tiene un punto en comun (que no estd en el borde de la hoja) y no hay
tres (o més) que concurran en un mismo punto.

a) Si ay es la cantidad de regiones en que queda dividida la hoja al tener k rectas. ;qué re-
laciéon hay entre ap vy agy1?

b) Determine a,, en términos de n, sin referencia a a,,_;.
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P10.

P11.

Una "Torre de Hanoi” es un juego consistente de n anillos de distintos tamanos y tres estacas
verticales fijas en un tablero A, B, C, alineadas de izquierda a derecha, en las que se colocan
los anillos. Al iniciar el juego todos los anillos estan en la estaca A, apilados de mayor a
menor, el mas grande en la base, es decir, formando una pila cénica. El juego consiste en
trasladar los anillos a la estaca C', para obtener una pila igual a la original. La complicacién
es que cada vez se puede mover un solo anillo para ubicarlo en otra estaca y si en esta hay
otros anillos ellos deben ser de menor didmetro, es decir, en cada etapa del juego en cada
estaca debe haber una pila cénica.

a) Determine una recurrencia para a,, el nimero minimo de movimientos para lograr el
objetivo.

b) Conjeture una férmula para a, y demuéstrela por induccién.

Indicacion: La observacion clave es que para mover el anillo mds grande desde A hasta C,
debemos primero mover los (n — 1) anillos restantes desde A a B y luego desde B a C.

Sea S, un conjunto formado por n niumeros distintos. Se busca obtener una relacion de
recurrencia para a,, la cantidad de comparaciones entre pares de nimeros que estan en S,,,
para determinar el mayor de todos ellos.Es claro que a; = 0y ay = 1. En el caso general se
propone el siguiente algoritmo (procedimiento). Si n es par, podemos calcular M, el mayor de
los niimeros en la primera mitad de S,,; después calculamos Ms, el mayor de los niimeros en la
segunda mitad de S,,; finalmente, hacemos las comparaciones entre M; y M, para asi obtener
el mayor elemento de S,,. Si n es impar, separamos S,, en un numero aislado cualquiera y 2
mitades iguales del resto. En estas 2 mitades elegimos M; y Ms como en el caso anterior y
comparamos el mayor de ambos con el niimero aislado separado antes, para asi obtener en
mayor numero de S,,.

a) Encuentre a, para n par y para n impar.

b) Considere un algoritmo que recorra S,, de manera ordenada y que compare cada elemento
nuevo con el mayor de los anteriores. Encuentre el nimero de comparaciones b, que se
realizaria con este algoritmo y comparelo con a,

c) Adapte ambos algoritmos al caso de tener que obtener el mayor y el menor nimero de
S, y compare su eficiencia, en cuanto al nimero de comparaciones que realiza cada uno.
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P12. Una persona debe subir una escala de n peldanos, y en cada paso puede abarcar un peldano
o dos peldanos. Se trata de establecer una relaciéon de recurrencia para a,, la cantidad de
maneras distintas de ascender la escala de n peldanos. Es facil ver que a; = 1, as = 2 y
az = 3. Note que para calcular a4 podemos razonar asi: si el primer paso abarca un peldano,
el resto del recorrido (3 peldanos) se puede hacer de a3 maneras; si el primer paso abarca 2
peldanos, el resto del ascenso (2 peldafios) se puede hacer de ay maneras, luego ay = ag + as.

a) Exprese a, en términos de a,_1 y a,_» para n > 3.

1—!—\/3 n+1 1_\/5 n+1
2 B 2

b) Demuestre por induccién que

Ay =

Sl

2. Sumatorias y Series

P1. Calcule las siguientes sumas :

1
() Z\/Ek+1)+k\/k:+1

@ Zkk+2 .

n

2k +1
2 2
—~ k*(k+1)

(i) Z cos [(2k — 1)x]

k=1
Indicacion: multiplique la expresion por 256—“5? y utilice la siguiente identidad trigonométri-

)
ca sen(a + ) —sen(a — ) = 2sen(f) - cos().

5
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P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

Se tiene un triangulo rectangulo isésceles de catetos de largo 1. Por B se traza una perpen-
dicular a AC, por D se traza una perpendicular a BC', por E una perpendicular a AC, por
F una perpendicular a BC' y asi sucesivamente.

Calcular la siguiente serie :

AB+BD + DE+ EF + FG

Se tiene un triangulo equildtero cuyo lado vale 10v/3 metros. Se toman los puntos medios de
sus lados y al unirseles se forma un triangulo al medio, en este triangulo a sus vez se toman los
puntos medios de sus lados y se les une, y asi repetimos la operacién infinitas veces. Calcular
la suma de todas las areas asi formadas.

Indicacion: Puede serle util primero obtener el drea de un tridngulo equildtero en funcion de
su lado.

Se deja caer una bola desde una altura de 200 metros. En cada rebote se eleva hasta alcanzar
la tercera parte de la altura desde la cual cayo en el instante anterior al rebote. Que distancia
aproximadamente recorrié la bola hasta que quedo teéricamente en reposo.

Muestre que los siguientes resultados son ciertos.

1 1
<(n+2)(n+3) 3

(a)

1
“Vnt+1+yn

Considere una funcion f que satisface la siguiente propiedad:

(b) =vm+1-1

||M3 ||M8

flzy) = f(z) + f(y)
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P7.

Ps.

P1

P2

(1) Demuestre que f(1) = 0.
(11) Demuestre que f(—xz) = f(3).

(111) Demuestre que f($) = f(z) — f(y).

(rv) Calcule Z f(1+ %)

k=n

g 1 1
Muestre que kz:; RUESIIUES) =3

(n+1)(n+2)

Un granjero desea vender su parcela, para lo cual puso un anuncio y se presentaron 7 com-
pradores. Al primero le vendié la mitad de su parcela mas media hectarea.

Al segundo comprador le vendié la mitad de lo que quedaba, méas media hectarea. Asi suce-
sivamente, hasta el séptimo comprador, que adquirié la mitad de lo que quedaba mas media

hectérea, con lo cual el granjero vendié el total del terreno disponible.

a) Siz es el numero total de hectareas de la parcela, encuentre una expresion para la cantidad

de terreno adquirido por cada comprador.

b) Determine el valor de x.

Teorema del Binomio

Calcule las siguientes sumas:

(a) ikk!
w3 (7)

(© Z (1)
(@ Z (1)

Probar las siguientes identidades:
n n{n—1
@ (1)=5(20)
n—1 n
) a(" ) =w-n;

9 () () G ()

7
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(2)
("s")

1 6
P4 Calcular el término central de (\3/5 — ix_2>

P3 Determinar el valor de n si = g

wF

1\ 18
P5 En el desarrollo de (xQ + —) , encuentre:
x

a) El término constante.
b) El término central.

¢) El valor del coeficiente de x®.

P6 Utilice el teorema del binomio para demostrar que

n

n
1k =0
> (})c
k=0
P7 Sean p, q reales no negativos tales que p + ¢ = 1. Calcule

i (Z) pkqnfkk2

k=0

Indicacion: k* = k(k —1) + k.



