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MODULO 1

Légica y Conjuntos

— PARTE 1.1
2\‘%%
Escuela de Veranopj;
B e O it e o, 218
Légica

Definicién 1.1 (Proposiciones). En un intento por sistematizar el razonamiento matemadtico nace
lo que llamaremos logica. En légica se trabaja con frases o expresiones con “valor de verdad” que son
las llamadas proposiciones, estas pueden ser Falsas o Verdaderas, y normalmente las denotaremos
por las letras p, g, r.... También veremos que es posible “conectar” proposiciones para construir otras
nuevas, a estas les llamaremos proposiciones compuestas.

Ejemplo:

= p:“ La pizarra es negra”.

= ¢:“ Este es el curso Matematicas I11”.
mr: 3>1

= 5 :“Es temprano”.

= t: “Tengo sueno”.

= u :“Estd nublado”.

= v :“Esta lloviendo”.

1.1.1. Proposiciones

Definicién 1.2. Negacién: Dada una proposicién p es natural definir la proposiciéon opuesta, es
decir su negacion, por ejemplo para la proposicién “Estd lloviendo”, su negacién serd “No estd llo-
viendo”, de manera que si una proposiciéon es verdadera, entonces su negacion tendra valor de




1.1 Logica Légica y Conjuntos

verdad falso, de esta misma manera, si la proposicion es falsa, entonces su negacion serd verdade-
ra. La negacion de la proposiciéon p la denotaremos como ~ p E] y se lee como “no p”.

1.1.2. Conectivos légicos
Tablas de verdad

Utilizaremos las tablas de verdad para representar los valores de verdad que tomara una proposicién
compuesta, en funcién de todos los posibles valores de verdad que pueden tomar las proposiciones en
juego, por ejemplo:

Tabla de verdad de la negacion

p|~p
F
F\|Vv

Notemos que a medida que la cantidad de proposiciones en juego aumenta, el tamano de la tabla de
verdad es tan grande como 2", donde n es el nimero de proposiciones.

Una variable proposicional (p)

p
|4

F

Dos variables proposicionales (p,q)

NS SR
S|P S e

B
B

Tres variables proposicionales (p,q,7)
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plgqg|r
ViV |V
VIV I|F
VIF|V
VIF|F
FlV]V
FIVIF
F|\F |V
F|F|F

Definicién 1.3. Y légico o de conjuncién:Dada dos proposiciones p y ¢, podemos construir
la proposicién p A g que se lee “p y q”, esta proposicién serd verdadera siempre y cuando ambas
proposiciones son verdaderas de manera simultdnea, por ejemplo, a partir de las proposiciones
“Esta lloviendo” y “Tengo hambre”, podemos formar la proposicién “Esta lloviendo y tengo ham-
bre” que sera verdadera, siempre y cuando ambas proposiciones sean verdaderas.

Tabla de verdad

pAg

STRCTRSEIESE RS
o <= <=

A
v
F
F
F

Definicién 1.4. O légico o disyuncién:Dada dos proposiciones p y ¢, podemos construir la
proposicién p v g que se lee “p o q”, esta proposicion serd verdadera solo si al menos una de
las proposiciones, ya sea p o ¢ o ambas son verdaderas, por ejemplo, a partir de las proposicio-
nes “Estd lloviendo” y “Tengo hambre”, podemos formar la proposicién “Estd lloviendo o tengo
hambre”, para que esta proposicién sea verdadera basta que al menos una de las dos, ya sea
“Esta lloviendo” o “Tengo hambre” sea verdadera.

Tabla de verdad

pvg

£ T MRS T I N s
ST IS S S IS

Y%
|4
v
Vv
F
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Definiciéon 1.5. Implicaciéon:Dada dos proposiciones p y ¢, podemos construir la proposicién
p = qy se lee “p implica q” también se lee como “si p, entonces q”, que trata de representar
que cada vez que p es verdadera, q obligatoriamente debe ser verdadera también, para estudiar su
valor de verdad, notaremos que la tnica forma en que se puede asegurar que la proposicion es falsa
es cuando p es verdadera y ¢ es falsa, por ejemplo, es facil convencerse que la proposicién “Si esta
lloviendo, entonces esta nublado” es verdadera, ademés no es importante si no esta lloviendo, lo
linico que importa es que, si efectivamente esta lloviendo, entonces necesariamente estd nublado,
por lo tanto no puede ocurrir que esté lloviendo y no esté nublado.

Tabla de verdad

pPlgqg |P=>4q
VIV v
VI|IF F
Vv |4
F|F Vv

Observacion 1.1. Notar que la clave de la tabla de verdad de p = ¢ es la segunda fila, se sabe
que p = ¢ serd falso cuando p sea verdadero y ¢ falso.

Definiciéon 1.6. Equivalencia:Dada dos proposiciones p y ¢, la proposiciérE]p < qyselee “p
es equivalente q”también se lee como “p si y solo si q”, serd verdadera siempre y cuando p y ¢
tengan exactamente el mismo valor de verdad.

Tabla de verdad

p

ST ES
5| < m] <=
<| == <]

Observacion 1.2. Dos proposiciones se dicen siempre equivalentes si tienen la misma tabla de
verdad.

Ejemplo:

s Demostrar que p = ¢ es equivalente a (~p) V¢
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plag|(~p)|(~p)va|p=q]| ((~p)Vve) = (p=q)
VIiv| F 1% 1% 1%
VI|F| F F F 1%
Flv| Vv 1% 1% 1%
F|F| V 1% 1% 1%

Como las tablas de verdad son iguales, entonces son equivalentes.
» Demostrar que p = ¢ es equivalente a (~ ¢q) = (~ p)

pla|Cp)| ()| (~)=(p)|p=q|l(~)=(pl=(=0q
viv| F | F 1% 1% 1%
VIF| F | V F F 1%
F|V| V | F 1% v 1%
F|F| V |V 1% 1% 1%

Como las tablas de verdad son iguales, entonces son equivalentes.

Definicién 1.7 (Tautologia). Se dice que una proposicién es una tautologia si su tabla de verdad
es verdadera para todos los casos.

1.1.3. Tautologias

Observacion 1.3. Dos proposiciones A y B son equivalentes si la proposicién A < B es una tautologia
(ver el ejemplo anterior).

Ejemplo:

= Tabla de verdad de

» Tabla de verdad de la proposicién (~ p) A (~ ¢)

pla|(p)|(~a)||~a)r(~p)| ~(Va)
viv| F | F F F
VIF| F | V F F
Flv| Vv | F F F
F|F| VvV |V v 1%

la proposicién (~ p) v (~ q)

pla|(p)|(~a)||(~a)v(~p)| ~(Vva)

viv| F | F F F

VIF| F | Vv 1% F

Flv| Vv | F 1% F

F|F| V |V 1% 1%
5
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Notar que:
(~q) A (~p) =~ (pVva)
(~q) v (~p) s~ (pVvaq)

Ejemplo:
Demostrar que p <> ¢ es equivalente a (p = q) A (¢ = p)
p=qlq=p|(=r(g=p)|peq| =g <[p=9Ar(g=Dp)]
\% 1% v % \%
F V F F v
\%4 F F F %4
1% 1% % \% \%

Se tiene ya que (p < q) < [(p = q) A (¢ = p)] es una tautologia.

Proposicién 1.8 (Tautologias bdsicas). Sean p,q y r proposiciones ldgicas, se tiene que:

1. Idempotencia:
= PAPSD
= pVPpED
2. mpvF<ep
s pAF < F
3. ] pVV<:>V
] p/\V@p
4. mpv~peV
" pA~p < F
5. Conmutatividad:
= pVqg<=qgVvp
" PAG<=GAD
6. Asociatividad:
= pA(gAT) = (PAg) AT
»pv(gvr) <= (pva)vr
7. Dsitributividad:
= pA(gvr) <= (prg)v(par)
= pv(gar) <= (pva)r(pvr)
8. De Morgan:
» ~(pvg) = (~p)A(~q)
=~ (prg) = (~p)v(~a)

9. ~(~p)=p

10. = pAg=>p
=p=>pVvVyq

11. Reflexividad:
=p=p
=p=p

12. Simetria de la equivalencia: (p < q) < (¢ < p)
13. Caracterizacion del implica: (p = q) < (~p) Vg

14. Contrareciproca (p = q) < [(~ q) = (~ p)]
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15. Caracterizacion de la equivalencia: (p < q) < [(p=q) A (¢=p)]
16. Transitividad:

(= r(g=r)]=(@=r)

s [pear(agen)]=(per)
17. ~(p=q) = (pAr(~q)

DEMOSTRACION. Estas tautologias se prueban usando tablas de verdad, y las cuatro tltimas son
particularmente tutiles para demostrar teoremas. O

Métodos de verificacion de Tautologias

Ademas de las tablas de verdad existen otros métodos para determinar si una proposicién es una
tautologia, estos pueden ser mucho méds efectivos que las tablas de verdad (basta pensar en una tabla
de verdad cuando hay cuatro o més proposiciones en juego).

Método 1

Podemos verificar de manera algebraica asumiendo las tautologias bésicas como Conocidasﬂ aqui se
utilizard fuertemente la transitividad de la equivalencia, de manera que armemos una cadena de equi-
valencias hasta llegar a lo que buscamos.

Ejemplo:
Demostrar que:
reqge((~p)A~a]v(prg)
DEMOSTRACION.
TB15 (peq) < [((p=9q)r(g=p)]
TB13 < ((~p)vg)r((~q) vp)
TB7 < [(~p)va) A(~q)]VI[(~p)Va)rp]
TB7 < [(~o)ACQIvigrn(~]VvI(~p)rp]Vv(gap)
TB4,2 <= [(~p)A(~q)]Vv(grp)
TB16 <= [(~p)A(~q)]V(grp)
O
Método 2

En estas demostraciones se acepta explorar la tabla de verdad de la proposicién, desechando los casos
“f’ '1 7
Aciles”.

Ejemplo:

3Es decir podemos usarlas sin demostrarlas. Cada vez que se usen y sea necesario recalcarlo se llamaran como T'Bn
, donde n es el nimero asignado a la tautologia béasica en este apunte.
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Demostrar que la siguiente proposiciéon es una tautologia:

[(p=(C)r(r=q]=(=(~1))
Llamaremos A < [(p= (~¢))A(r=¢q)] y B < (p= (~r)), la proposicién es A = B los casos
faciles son cuando el valor de A es F', ya que la proposicién se hace verdadera, el caso interesante
es qué pasa si A es verdadera, y lo que queremos concluir es que B es verdadera.

Si A< [(p=(~q))A(r=q)] es verdadera entonces tenemos que:

»(p=(~q) =V
s (r=gq)eV

Por otro lado para concluir que B <> (p = (~ r)) basta analizar el caso en que el valor de verdad
de p es verdadero. Por lo tanto tenemos que si p < V, entonces:

r=(a)eV = (V=(rq)eV
TB13 = (Fv(~q) eV
TB3 = (~q) =V
= qeF

roqeV = r=F) oV
= r< F

Conloque B< (p=(~1)) < (V=V) <V, con esto queda demostrado que la proposicién es
una tautologia.

Método 3 (Reduccién al absurdo)

Este método se aplica 6ptimamente en una proposicién de la forma A = B y usando el hecho que
~(p=¢q) < (pr(~q)). La idea es suponer que la negacién es verdadera y concluir que esto no puede
ser.

Ejemplo:

Demostrar via reduccién al absurdo que la siguiente proposiciéon es una tautologia:

[(p=()r(r=a]= (= (~7))
Supongamos que [(p = (~q)) A (r=q)] A [~ (p= (~7))] es verdadera. Se tiene que:

s [(p= (A (r=q9]eV
Con lo que:
s Ae(p=(~q)=V
e Be(r=q) <V

(= CleV)e (= ()] F)
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Como [(p = (~7))] < F,entonces p < V yr <V, con esto, como A <> B < Vi q es verdadero
entonces A es falso, y si g es falso, entonces B es falso, luego ¢ no puede ser ni verdadero ni falso,
lo que es una contradiccén, en consecuencia la proposicién es una tautologia, puesto que su
negacién no puede ser verdadera.

Mas aun el método de reduccién al absurdo es un método general de demostracién, basado en la
contrareciproca, la idea es que se quiere demostrar una cierta propiedad @, lo que vemos como

PLAD2ADIA ... ADp = Q

Donde p1 A p2 Aps A ... Ap, corresponden a las hipdtesis y todo lo que conocemos en matematicas, lo
que sabemos que es verdad. Esto es lo mismo que

~Q=~pIV PV ~p3 VLV~ Dy

Entonces se parte de ~ ) (se supone falso lo que se quiere probar) y se llega a ~ p;, lo cual es una
“contradiccién”, algo que sabemos que es falso, con lo que

~Q=F

Luego se concluye Q.

Ejemplo:

Probaremos que no hay ningin racional cuyo cuadrado es 2 ( o equivalentemente, V/2 no es racional
), donde los racionales son los nimeros reales que se pueden expresar como una fraccién.

DEMOSTRACION. Supongamos por contradiccién que existe un racional cuyo cuadrado es 2,
0 sea existen m,n numeros enteros con n = 0 tal que (%)2 = 2. Ademas podemos suponer que m
y m son coprimoeﬂ
Luego se tiene que: = m? = 2n?
= m? es par, por lo tanto m es par, luego remplazamos m = 2k, k € Z
= (2k)? = 2n?
= 4k? = 2n?
= 2k% =n? = n? es par, entonces n es par (n = 2j, j alglin entero ).
Luego 2 es factor comun de m y n pero habiamos supuesto que no tenifan factores en comin, lo
que lleva a una contradiccién, por lo tanto no existen m,n enteros tal que (%)2 =2.

O

Definicién 1.9 (Funcién proposicional). La proposicién p(z) < z > 3 no es una proposicién
estrictamente, para que lo sea se le debe dar valores a z, a este tipo de proposicionesﬂ se les llama
proposiciones abiertas o funciones proposicionales.

Ejemplo:

Algunas proposiciones abiertas:
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s p(x) < “z es mujer”.

w g(z) = =4

s 7(x) < “y es multiplo de 3”.

v s(z,y) = 22 ry?=0.
t(z,y,z,n) < 2™ +y" = 2"

Definicién 1.10 (Cuantificador Universal). Si bien p(z) < “x es mujer” es una proposicién
abierta, si la cambiamos por “ todos los x de esta sala son mujeres” obtiene una proposicién, esto
es lo que se conoce como cuantificador universal, en general se escribe como (V) p(z). v se
lee como “para todo z, p(x)”.

Ejemplo:
Algunas proposiciones que usan el cuantificador universal.

» La proposicién (Vz) x =4, es falsa ya que 3 # 4.
» La proposicién (Vy) y es multiplo de 3, es falsa ya que 5 no es miltiplo de 3.
» La proposicién (Vz) x =z, es verdadera.

Definicién 1.11 (Cuantificador Existencial). Siguiendo con el ejemplo anterior p(z) < “z es mu-
jer”, otra manera de definir una proposicién a partir de una proposicién abierta es si la cambiamos
por “ exisite un x en esta sala que es mujer”, esto se conoce como cuantificador existencial, en
general se escribe como (3z) p(x) y se lee como “existe x tal que p(x)”. i

Ejemplo:
Algunas proposiciones que usan el cuantificador existencial.

» La proposicién (3z) z =4, es verdadera, tomando x como 4.

» La proposicién (Jy) y es multiplo de 3, es verdadera, por ejemplo y = 9.

» La proposicién (In) n es natural An < 0, es falsa, ya que todo natural es mayor o igual a
0.

» La proposicién (3z) z es real Az? <0, es falsa, ya que todo real cumple que su cuadrado
es mayor o igual a 0.

1.1.4. Funcién proposicional y cuantificadores
Relacién entre cuantificadores

Es muy importante saber como negar una proposiciéon que utiliza cuantificadores, por ejemplo la
negacién de la proposicién “todos los x de esta sala son mujeres” es “existe un = tal que no es mujer”,
esto define una relacion entre ambos cuantificadores, y es la siguiente:

~[(Vz) p(x)] = (3z) (~p(x))

o bien

10
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~[(3z) p(x)] = (V) (~ p(2))

Definicién 1.12 (Cuantificador de Existencia y Unicidad). Por tltimo tenemos el cuantificador
de existencia y unicidad que se escribe como 3!z p(z) y se lee como “existe un unico x tal que
p(z). Formalmente, este cuantificador se puede definir a partir de los anteriores de la siguiente
manera;

(') p(x) < [(3z) p(x)]A[(V2)(Vy) (p(z) Ap(y) = 2 =y)]

exisitencia unicidad

Lo més importante es que la proposicién 3!z p(z) es verdadera solo si existe un tnico x que hace
a p(z) verdadero, si interpretamos la definicién formal, notamos que para verificar que 3!z p(x) sea
verdadera, debemos asegurar la existencia, es decir que exista algin z que haga p(z) verdadero, y
la unicidad, es decir, probar que cada vez que se satisface la propiedad para dos elementos, entonces
necesariamente estos son iguales.

Ejemplo:
Como ejercicio podemos escribir la negacién de 3!z p(z):

-3l p(x) = [(V2) (~p(2))] v [(32)(3y) (p(2) Ap(y) A2 % 1)]

Ejemplo:

Otros ejemplos de negacién:

)

= ~ “Todas las personas de la sala son mujeres” < “Existe una persona que no es mujer’
= “En la sala no hay ninguna mujer” < “Cada individuo de la sala no es mujer”

~[(Vz) (p(z) = q(x))] < (3z) [((~ p(x)) A q(2))]

~[(3z) (p(x) Aq(x))] = (Vo) [(~p()) v (~ q(2))]

~[(Vo)(3y) (22 = y)] < (Fz)(Vy) (27 #y)

11
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Teoria de Conjuntos

Definicién 1.13 (Conjunto). Entenderemos un conjunto como una agrupacién de elementoﬂ
Queremos que ocurra lo siguiente; “conozco un conjunto si sé cuales son y cuales no son sus
elementos”.

Definicién 1.14 (Relacién entre elementos y conjuntos). Si x es un elemento y A es un conjunto,
la proposicién x € A (“x pertenece a A”) significa que x es uno de los elementos dentro del conjunto
A. Por otra parte su negacién se denota como z ¢ A <>~ (2 € A) (“z no pertenece a A”).

1.2.1. Conjuntos, inclusién y pertenencia Los conjuntos se pueden escribir por:
= Extension: Se escriben exactamente los elementos que pertenecen a el conjunto. Ejemplo;
{1,0}, {0, 3,200,6,3}
» Comprension: Se define mediante una regla general para sus elementos. Ejemplo; {z €
R|z(z-1)=0}, {2z |z €Z Az >0}

Observacién 1.4. Si pensamos en el conjunto 0,2,4,6,8... jdénde cree que calzaria mejor esta forma
de escribir un conjunto, extensién o comprension?

Ejemplo:
Algunos conjuntos utiles:

« N={0,1,2,3,4,5,...} (Los naturales)

» Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} (Los enteros)

» Q={z|2z="; m,neZ, conn#0} (Los racionales)

» R = {niimeros reales; Por ej: \/2,¢e,7, y todos los racionales.}
I={zeR|z¢Q} (Los irracionales)
Sean a,b € R tales que a < b consideremos los siguientes subconjuntos de R, los que
llamaremos intervalos:
[a,b]={zeR|a<z<b}
Ja,b[={x e R | a<x < b}
la,bl={zeR |a<x<b}
[a,b[={zeR|a<xz<b}
[a,
]
]

a
a

o [a,0[={zeR|a<z}
e Joo,b]={zeR|x<b}
o Ja,0o[={zeR|a<uz}

12
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o Joo,b[={xeR | x<b}
e R, =[0,00[={zeR|z20}
e |-o00,0[=RR

Definicién 1.15 (Igualdad de conjuntos). Si A y B son conjuntos, ellos serdn iguales (A = B) si
y solo si:

(Vz)[x € A< z € B]
0 equivalentemente

A = B < sus elementos son exactamente los mismos

Observacion 1.5. De la definicion se desprende que en los conjuntos no es importante que una
descripcién por extension se listen sus elementos con repeticiones, o se cambie el orden de ellos. Por
ejemplo; {1,a,b,c,a,a} = {b,a,b,c,1}.

Definicién 1.16 (Conjunto vacio). Se denota por ¢ al conjunto vacio y se define de modo que
no tenga elementos, es decir que:

(Vz) [z¢4] =V
0 equivalentemente

(Fz)[zr e p] = F

Observacion 1.6. La proposicion x € ¢ es siempre falsa.

Proposicion 1.17. El conjunto vacid ¢ es unico:

DEMOSTRACION. Recordemos del capitulo anterior que el esquema de demostracién de unicidad
es segun [(Vz)(Vy) (p(x) Ap(y) = x = y)].Donde en este caso p(z) es “x es el conjunto vacio” Ahora
supongamos que hay mas de uno, digamos ¢y y ¢s.

Como sabemos que A = B < (Vz)[z € A < z € B], verificamos que:

(Vz) [z € 1 < x € o]

—— —
F F
[ S ——
\4

= ¢1 = ¢, en consecuencia el vacio es tnico. (]

Definicién 1.18 (Subconjunto). Diremos que un conjunto A “contiene” a otro conjunto B, o que
B es subconjunto de A (B c A) si todo elemento de B es obligatoriamente de A, es decir :

BcA<e (Vz)[re B=>xeA]

13
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Observacién 1.7. Notar que A = B < [Ac B A B¢ A], en efecto, de la definicién:
A=B < (Vz)[zre A< xzeB]
< (Va)[(xe A=z eB)A(xeB=x¢cA)] caracterizacién de la equivalencia (TB15)
< (Vo)[(zxeA=>zxzeB)]Aa(Va)[(re B=x¢cA)]
< AcBABCcA

Proposicion 1.19. Para cualquier conjunto A, se tiene que:

= pC A
n AcA
DEMOSTRACION. » (Vo)[rep=>xe Al & pc A
——
F
| —
1%

» (Vr)[re A=z e A]
x € A=z € A es una proposicién de la forma p = p < V, luego A c A.

Ejemplo:
Ejemplos sobre inclusién y pertenencia:

n 2¢ {172,4}
2¢{1,{2},4}
2¢{1,2,4}

{2} €{1,2,4}
{2,4} c{1,2,4}
{2} ¢{1,2,4}

{2} € {1,2,4,{2}}
{2} ¢{1,2,4,{2,3}}
{2} ¢ {1,2,4,{{2},2,3}}
= pe{o}

¢ ¢ {{0}}

1.2.2. Operaciones entre conjuntos
Dados dos conjuntos A y B se definen los siguientes conjuntos:

Definicién 1.20 (Unién de conjuntos). El conjunto A u B se llama “A unién B” y es tal que
contiene tanto a los elementos del conjunto A como a los elementos del conjunto B, se define por:

(Vz)[re AuB<=zec AvzeB]

14
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AUB

FigurA 1.1. Diagrama de Venn; Unién de A con B.

Definicién 1.21 (Interseccién de conjuntos). El conjunto An B se llama “A interseccién B” y
es tal que contiene solo a los elementos del conjunto A que también estan en B, se define por:

(Vz)[re AnB<zecAnxeB]

ANB

Ficura 1.2. Diagrama de Venn; Interseccién de A con B.
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Definicién 1.22 (Diferencia de conjuntos). El conjunto A \ B se llama “A menos B” y es tal
que contiene solo a los elementos del conjunto A que no estan en B, se define como:

(Vo)[re ANB<zecAAz ¢ B]

A\ B U

F1icurA 1.3. Diagrama de Venn; Conjunto A menos B.

Definicién 1.23 (Conjunto Universo). Se define un conjunto universo, que denotaremos como
U, como aquel (elegido por nosotros) que contiene todos los elementos que nos interesan.

Observacion 1.8. Dado un universo U, la proposicién x € U es siempre verdadera

Definicién 1.24 (Complemento de un conjunto). Dado un universo U se define el complemento
del conjunto A (A€) como:

A°=U~A
0 equivalentemente

(Vz)[re A°=>axeUnzé¢A]

Observacion 1.9. Notar que, como la proposicién x € U es siempre verdadera, se tiene que

(Vo)[zre A<= xeUnr¢ Al (Va)[z e A° = x ¢ A
%

16
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A° U

FicuraA 1.4. Diagrama de Venn; Complemento de A.

Definicién 1.25 (Diferencia simétrica). El conjunto AAB se llama ¢ diferencia simétrica entre
Ay B”,y contiene a los elementos en A y en B, pero que no estdn en ambos a la vez, se define
como:

AAB = (AN B)U (B~ A)

AAB U

FiGURA 1.5. Diagrama de Venn; Diferencia simétrica entre A y B.
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Observacion 1.10. Notar que A\ B = An B°, en efecto, de la definicién, sea = cualquiera:

reANB < zecAAnx¢B
< zecAArzeB°
= xeAnDB¢

S ANB=AnB°

Ejemplo:
Sea U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} el universo, y A = {2,3,5,7}, B = {2,4,6,7}, C = {4,6,8} c U,

entonces se tiene que:

« AUB={2,3,4,5,6,7}

» AnB={2,7}

» BUC={2,4,5,7,6,8}
u AﬂCZ(b

» A°={1,4,6,8,9}

= ANB={3,5}

AAB ={3,5,4,6}

Proposicién 1.26. Sean A, B, C conjuntos (en un universo U), entonces se tienen las siguientes
propiedades:

1. Idempotencia:

n AnA=A
s AUA=A
2. IAU¢:A
- Ang=¢
3. w AuU=U
s AnU=A
4. w AUuA°=U
s ANAC=¢

5. Conmutatividad:
= AuB=BUA
= AnB=BnA
6. Asociatividad:
= An(BnC)=(AnB)nC
= An(BnC)=(AuB)uC
7. Dsitributividad:
» An(BuC)=(AnB)u(AnC()
» Au(BnC)=(AuB)n(Au()
8. De Morgan:
= (AuB)¢=A°nB°
= (AnB)¢=A°uUB*°

9. (A°)¢=A
10. w AnBCcA
= ACAUB

11. Reflexividad:

18
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m ACA
= A=A

12. Ac B< B°c A°

18. ANB=AnB*

14. Propiedades de la diferencia simétrica:
s AAB=(AuB)~(AnDB)

= AAB = BAA
» (AAB)AC = AA(BAC)
» AAA=¢
= AAG=A

» An(BAC)=(AnB)A(AnC(C)

DEMOSTRACION. La demostracién de cada una de estas propiedades se desprenden directamente
de las tautologias basicas, haremos la 12. como ejemplo.

(Vz)[x e A=z € B]

(Vz)[x ¢ B= x ¢ A] contrarreciproca (TB14)
(Vx)[z e B¢ =z € A°]

B°c A°

U

0

Observacion 1.11. Notar que todas estas propiedades pueden ser utilizadas directamente para de-
mostrar una propiedad particularm

Ejemplo:
Demostrar que AAB=AuB~AnB

DEMOSTRACION.
AAB = (ANB)u(B\A4)
PC13 = (AnB¢)u(BnA°)
PC7 = [Au(BnA%)]n[B°u(Bn A%
PC7 = [(AuB)n(AUuA9)]n[(B°uB)n(B°uUA)]
PC4 = [(AuB)nU]n[Un(B°uUA°)]
PC3 = (AuB)n (B¢uU A°)
PC8 = (AuB)n(AnB)°¢
PC13 = (AUB)~ (AN B)

Definicién 1.27 (Conjunto Potencia). Dado un conjunto A, llamamos conjunto potencia de
A, que denotamos por P(A), esto es al conjunto de todos los subconjuntos de A, se define como:

P(A) = {X | X c A}

"Cada vez que se usen y sea necesario recalcarlo se llamaran como PCn , donde n es el nimero asignado a la
propiedad de conjuntos en este apunte.
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0 equivalentemente

(VX)[X e P(A) < X ¢ A]

Observacién 1.12. Note que ¢ e P(A) y Ae P(A)

Ejemplo:
Sea A={0,1}, y B = P{a,b,c} entonces:

- P(A) = {¢’ {0}7 {1}7 {0’ 1}}

P(B) ={¢,{a},{b},{c},{a,b},{a,c}.{b,c},{a,b,c}}
P(¢) ={¢}

P(P(¢)) ={¢,{}}

P(P(P(¢))) = {¢.{o}.{{o}}. {0, {0} }}

Ejemplo:
Demostrar que P(A) uP(B) c P(Au B).

DEMOSTRACION. Si X ¢ Av X ¢ B, entonces se tiene que X ¢ Au B (j justifique !), esto es
equivalente a decir:

XePA)vXeP(B)=XeP(AuB)
< XeP(A)uP(B)=XeP(AuB)

Con lo que se demuestra que P(A) uP(B) c P(Au B).
i Sera cierto que P(A)uP(B) =P(AuB)?. O

1.2.3. Cuantificando sobre conjuntos
Dado un conjunto A y una proposicién p(x), cuando nos interese saber qué pasa con la proposicién
sélo con elementos de A, es posible reflejarlo mediante las siguientes proposiciones:

» La proposicién “Todos los = que estdn en A satisfacen p(z) ” la escribimos como:
(Vz e A)p(x)
» La proposicién “Existe al menos un x que estd en A y satisface p(x) ” la escribimos como:

(3z € A)p(x)

Observacion 1.13. Notar que podemos hacer definiciones formales usando lo previo de la siguiente
manera;

(Vo e A)p(z) < (Va)[z e A= (p(z))]
(3z e A)p(z) & (3z)[z € An (p(x))]

Como conclusién, la negacién de estas proposiciones serd:
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~[(Vze Ap(x)] < ~[(Vo)[ze A= (p(x))]]

< (Qr)[ze An(~p(z))]
< (GzeA)(~p(x))

~[Bred)p()] < ~[@2)[zecAn(p(x))]]
< (Va)[z¢ Av (~p(z))]
< (Vo)[re A= (~p())]
< (Voed)(~p(r))

Definicién 1.28 (Pares ordenados). Siae Ay be B, el par ordenado (a,b) es una agrupacién

de estos elementos, en la que se distingue a a como el primer elemento y a b como el segundo
elemento.

De acuerdo a esto, diremos que dos pares ordenados (a,b) y (x,y) son iguales si y solo si son
iguales componente a componente, es decir:

(a,b) = (z,y) < a=xzrb=y

Definicién 1.29 (Producto Cartesiano). Dados dos conjuntos A y B se define el producto
cartesiano entre A y B, que denotamos como A x B (“A cruz B”) se define como:

AxB={(x,y) | zre Arnz e B}
Asi

z€ Ax B < (Jae A)(Tbe B) tal que z = (a,b)

1.2.4. Producto de conjuntos

Observacion 1.14. Notar que, si A y B son un conjuntos, entonces:

- Axg=¢
] ¢><A:(b
" AxB=¢p=>A=¢pvB=¢

Ejemplo:

Si consideramos A = {a,b} y B ={1,2}, entonces A x B = {(a,1), (a,2),(b,1),(b,2)}
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FicUrA 1.6. Representacién usual en el plano cartesiano.

Ejemplo:
Demostrar que (AnB)x (CnD)=(AxC)n(BxD)

DEMOSTRACION. Sea (x,y) un par ordenado cualquiera.

(z,y) e (AnB)x(CnD) < ze(AnB)Aye(CnD)
< (xeArzeB)a(yeCAryeD)
< (xeAryeC)A(zeBAayeD)
e ((5,1) € AxC)A((2,y) € Bx D)
& ((5y) ¢ (AxC)n(BxD)

Es decir (AnB)x(CnD)=(AxC)n(BxD). O
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