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T Introduccién al Algebra 10-1

SEMANA 1: LOGICA || Usa este margen

para consultar
mas rapido el
material. Haz
1 . Légica también tus
propias
anotaciones.
v

La logica le proporciona a las matematicas un lenguaje claro y un método preciso
para demostrar teoremas a partir de axiomas. Por ejemplo:

axiomas de Euclides, definiciones, nociones primarias de geometria clasica
+
légica

teoremas de la geometria euclidiana

Un ejemplo de nocién primaria es la de punto. Un ejemplo de axioma es el que dice
que por un punto ubicado fuera de una recta L pasa una y s6lo una recta paralela
a L.

Sin la légica los axiomas serian un montén de verdades aceptadas, pero nada més.
La légica, sin embargo, les da sentido y permite concluir nueva verdades (teoremas)
que antes no conociamos. Un ejemplo de teorema: la suma de los angulos interiores
de cualquier tridngulo siempre es de 180°.

Al ser la légica el punto de partida de las matematicas, en ella se deben introducir
nociones primarias tales como proposicién, valor de verdad, conectivo légico.

1.1. Proposiciones y valor de verdad

Definicién 1.1 (Proposicién légica). Una proposicién debe interpretarse como
un enunciado que siempre toma uno de los valores de verdad posibles: verdadero

(V) o falso (F).

Por ejemplo, en el contexto de la aritmética, “2+1=5" corresponde efectivamente a
una proposicién. Mas auin, su valor de verdad es F'.
Tipicamente notaremos a las proposiciones con letras mintsculas: p, g, r, etc.

Algunos ejemplos:

= “Estoy estudiando ingenieria”.
- “1> 077

= “BEsta lloviendo en Valdivia”.

1.2. Conectivos légicos

Los conectivos légicos sirven para construir nuevas proposiciones a partir de proposi-
ciones ya conocidas. El valor de verdad de la nueva proposiciéon dependera del valor
de verdad de las proposiciones que la forman. Esta dependencia se explicita a través
de una tabla de verdad.

Definicién 1.2 (Negacién). La proposicion P se lee “nop”y es aquella cuyo valor
de verdad es siempre distinto al de p. Por ejemplo, la negacion de “mi hermano ya
cumplio quince anos” es “mi hermano aun no cumple quince anos”. Esto se explicita
a través de la siguiente tabla de verdad.
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Definicién 1.3 (O 16gico o disyuncién). La proposicidn p V q se lee “p o q”.
Decimos que pV q es verdad, o que “se tiene pV q”, cuando al menos una de las dos
proposiciones, o bien p o bien q, es verdadera. Por ejemplo, la proposicion “manana
lloverd o manana no lloverd” es verdadera. En otras palabras, tal como se aprecia
en la siguiente tabla de verdad, si alguien afirma que se tiene pV q lo que nos estd
diciendo es que nunca son simultdneamente falsas.

Definicién 1.4 (Y 1égico o conjuncién). La proposicién pAq se lee “p y q”. Tal
como se aprecia en la siguiente tabla de verdad, si alguien afirma que se tiene pAq,
lo que nos estd diciendo es que ambas proposiciones son verdaderas.

Definicién 1.5 (Implicancia). Todos estaremos de acuerdo en considerar ver-
dadera la proposicion “si el senor K estd en California entonces el senior K estd en
Estados Unidos”. sPor qué?

Porque a uno no le importa donde estd el senor K: podria estar en Texas o en Chi-
na. Lo Gnico importante es que, si efectivamente “esta en Californa”, entonces
podemos concluir, con esa sola informacion, que “estd en Estados Unidos”.

La proposicion p = q se lee “p implica q” o “si p entonces q”. Para estudiar su valor
de verdad nos debemos concentrar en el caso de que la hipdtesis p sea verdadera.
Ahi tenemos que determinar si basta con esa informacion para concluir que q es
verdadera. En resumen: si alguien afirma que se tiene p = q, debemos concluir que
st p es verdad entonces necesariamente q serd verdad. Todo esto se explicita a
través de la siguiente tabla.
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Definicién 1.6 (Equivalencia). Decimos que la proposicidn p es equivalente con
la proposicidn q (o que “p si y sdlo si q”), y escribimos p <= ¢, cuando basta con
conocer el valor de verdad de una para saber el valor de verdad de la otra ya que
éste siempre es el mismo.

Por ejemplo “el paralelogramo dibujado en la pared tiene todos sus angulos iguales”
es equivalente con la proposicion “las diagonales del paralelégramo dibujado en la
pared miden lo mismo”. O bien ambas son verdaderas o bien ambas son falsas.
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1.3. Tautologias

Definicién 1.7 (Tautologia). Una tautologia es una proposicion que, sin impor-
tar el valor de verdad de las proposiciones que las constituyen, es siempre verdadera.

Tres ejemplos bastante razonables:
Ejemplos:

pVD
p=pVgq
(p <= q) <= (¢ <= p)

Demostraremos, desarrollando una tabla de verdad, que la primera proposicion es
tautologia.

p|P|pVD
v v
F Y%

<

Todas las tautologias son equivalentes entre si y se pueden reemplazar por la
proposicién V. Por ejemplo (p VDp) <= V. Esto es andlogo a lo que hacemos
cuando reemplazamos el término (x — x) por el simbolo 0.

Definicién 1.8 (Contradiccién). Asicomo existen las tautologias existen las con-
tradicciones. Son proposiciones siempre falsas.

Por ejemplo, p A p. Son todas equivalentes a la proposicién F.

Vamos a listar una serie de tautologias de la forma A <= B. El uso que se les
dara es el siguiente. Cada vez que en una cierta proposicién aparezca la expresién
A, puede reemplazarse por B. Y viceversa. El lector debe demostrar la condicién
de tautologia de algunas de ellas usando tablas de verdad, como ejercicio.

Proposicién 1.1 (Tautologias importantes).
(pAP) <= F (pANV) <<= p (pAF) <<= F
(pVp) <=V (pVV) <=V (pVF) <= p
2. Caracterizacion de la implicancia. (p = q) <= (DV q)

3. Leyes de De Morgan.

—
~—

TV

AT

a
b

pAq
pVvVgq

—
—

—
~—



4. Doble negacién. p < p

5. Conmutatividad.

Vq) < (qVp)
2. (pNq) <= (¢/p)
6. Asociatividad.
6.1. (pV(gVvr)) < ((pVvqg Vr)
6.2. (pA(gAT)) <= (PAQ) AT)

7. Distributividad.

71. (pA(gVr)) <= (PAg)V(pPAT))
7.2. (pV(gAr)) <= (Ve A(Vr))
7.3. ((qvr)Ap) < ((gAp)V(rAp))
74. ((anr)Vp) < ((¢Vp)A(rVp))

Cuatro tautologias muy importantes

Estas cuatro tautologias se prueban usando tablas de verdad. Son particularmente
lutiles para demostrar teoremas.

Cada una de ellas da lugar a una técnica de demostracion: equivalencia dividida en
dos partes, transitividad, contrarreciproca, reduccion al absurdo. En las partes que

siguen ilustraremos el uso de estas técnicas. Veras este simbolo cada vez que lo
hagamos.

Proposicion 1.2.

1. Equivalencia dividida en dos partes. (p <= q) <= (p=qAq=Dp)
2. Transitividad. (p=q)AN(g=1))=> (p=>71)
3. Contrarreciproca. (p = q) <= (¢=1D)

4. Reduccion al absurdo. (p = q) <= (p A7)



Verificacion simbdlica y exploratoria

Cuando queremos verificar de manera simbdlica que cierta proposicién es tautologia
evitaremos usar tablas de verdad y s6lo nos permitiremos usar (como conocidas)
las tautologias béasicas que aparecen en las secciones anteriores. Demostremos de
manera simbdlica entonces que:

En efecto:
(p = q)

En las demostraciones exploratorias se acepta “explorar” la tabla de verdad deshechan-
do los casos "faciles”. Demostremos, exploratoriamente, que la siguiente proposicién
es tautologia.

(p=A(r=0q]=@=>T)
Vamos a asumir que tanto (p = §) como (r = ¢) son verdaderas. Es decir, nos
ocupamos sélo del caso en que la hipétesis es verdadera. Lo que debemos hacer
es concluir que (p = 7) es verdadera.
Caso 1. p es falsa. Este caso es facil: obviamente se tiene que (p = 7) es verdadera.

Caso 2. p es verdadera. Como asumimos que (p = q) es verdadera, se tiene que
tener g falsa.

Como (r = q) se asume verdadera y como ¢ es falsa, r tiene que ser falsa. Por lo
tanto, como r es falsa, se tiene que (p = 7) es verdadera.

1.4. Funcién proposicional y cuantificadores

Definicién 1.9 (Funcién proposicional). Una funcidn proposicional p es una
expresion descrita en funcion de algun pardmetro x que satisface lo siguiente: cada
vez que = se reemplaza por una cadena de simbolos, p(x) se transforma en una
PToposicion.

Ejemplos:

s p(z) = “x es un jugador de fitbol” es una funcién proposicional. Notar que
p(Marcelo Salas) es verdadera mientras que p(Nicolds Massu) es falsa.

= g(x) = “x—>5 < 07, también es una funcién proposicional. ¢(2) es verdadera,
pero ¢(6) es falsa.

Observacién: En adelante, usaremos p(z) de dos formas distintas:

s Para referirnos a la funcién proposicional misma y mostrar que z es la variable
que reemplazamos por cadenas de simbolos para obtener proposiciones logicas.

s Para referirnos, cuando z es algo en particular, a la proposicién que se forma
de haber hecho el reemplazo en la funcién proposicional.



Cuantificador universal

Definicién 1.10 (Cuantificador universal). La proposicion (Vz)p(x), que se lee

»”

“para todo x p(x)”, es verdadera siempre y cuando p(x) sea verdadera para cualquier
cadena de simbolos que se reemplace en x.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo:

s Usando el ejemplo anterior, p(x) = “x es un jugador de futbol”, ;serd
verdadera (Vz)p(z).

Claramente, como vimos que p(Nicolas Massu) es falsa, no es cierto que
al reemplazar x por cualquier cadena de simbolos lo resultante sea una
proposicién verdadera.

Luego (Va)p(z) es falsa.

A continuacién veamos ejemplos de proposiciones construidas usando el cuantifi-
cador universal y cémo se verifica la veracidad de dichas proposiciones.

Ejemplo:

s (Vz)(p(x) V p(z)) es verdadera. Verifiquemos que es verdadera, por pasos.
Sea z arbitrario (este es el modo en que se considera el “Va”).
p.d.q (por demostrar que): p(z) V p(z) es verdadera.
En efecto:

Caso 1. p(x) es verdadera. Como V' V p(x) es verdadera, se concluye.

Caso 2. p(x) es falsa. En este caso p(x) es verdadera. Como (FVV) < V,
se concluye.

= (Vz)[p(x) = (p(x) V q(x))] es verdadera. Demostrémoslo.
Sea x arbitrario
Hipdtesis: p(z) es verdadera.
p.d.q: p(x) V ¢(x) es verdadera.

En efecto: como p(x) es verdadera, usamos que V'V ¢(x) es verdadera para
concluir.

s [(Va)p(z) V (Vz)g(x)] = [(Vx)(p(z) V q(x)] es verdadera.
Hipétesis: (Va)p(z) V (Vz)g(x) es verdadera
p.d.q: (Vz)(p(z) V q(x)) es verdadera
En efecto: sea z arbitrario.
Caso 1. p(x) es verdadera. En este caso (p(z) V g(x)) es verdadera.

Caso 2. p(x) es falsa. En este caso, por hipétesis, ¢(z) tiene que ser
verdadera. Se deduce que (p(z) V q(z)) es verdadera.




Cuantificador existencial

Definicién 1.11 (Cuantificador existencial). La proposicion (3x)p(z), que se
lee “existe x, tal que p(x)”, es verdadera cuando se puede encontrar por lo menos

una cadena de simbolos que hace p(x) verdadero.

Ejemplo:

s Retomando el ejemplo anterior, con p(x) = “x es un jugador de fitbol”.
iSe tendra que (Fx)p(z)?.

Tenemos que hay al menos un x que hace a p(z) verdadera, por ejemplo
x = Matias Fernandez cumple claramente que p(Matias Fernandez) es
verdadera.

Asi, (3z)p(x) es verdadera.

Relacion entre cuantificadores

A continuacion veremos la relacién que existe entre los dos cuantificadores antes
definidos. Dicha relacién se debe a la negacion.

Resulta que (3z)p(x) es falsa si y sélo si p(x) no es verdadera para ninguna cadena

de sfmbolos z, es decir, si y sélo si (Vz)p(z) es verdadera. Asi, hemos hallado la

Proposicién 1.3 (Negacién del cuantificador existencial). La siguiente proposi-
cion es una tautologia

(B2)p(z) <= (Vz)p(z).

Existencia y unicidad

Hay un cuantificador mas que se utiliza con frecuencia:

Definicién 1.12 (Existencia y unicidad). La proposicién (3'x)p(z), que se lee
“existe un unico x tal que p(x)”, es verdadera cuando hay exactamente una cadena
de sitmbolos hace verdadero p(x).

Un ejemplo:

Ejemplo:

Nuevamente, considerando nuestra funcién proposicional p(z) = “z es un jugador
de fitbol”. ;Cudl serd el valor de verdad de (3lz)p(z)?

Podemos notar que tanto z; = Marcelo Salasy xg = Matias Fernédndez hacen
que p(x) sea verdadera.

Es decir, si bien existe un x que hace a p(z) verdadera, no es dnico.

Asi, (3lz)p(x) es falsa.




Observacion: Notemos que 3! no es un cuantificador nuevo, en el sentido de que
puede ser definido en funcién de los dos cuantificadores anteriores. Es decir la sigu-
iente proposicién es verdadera.

Bla)p(r) = [Fx)p(x)] A [(v2)(vy)((p(x) A p(y)) = (2 = y))]
———

Existencia Unicidad

Ejemplo importante: Equivalencia dividida en dos partes

Veremos ahora una técnica de demostraciéon que se basa en una de las tautologias
importantes que vimos antes. Supongamos que queremos demostrar que

(Vz)(p(z) Ag(z)) == [(Vo)p(x) A (Vz)q(2)]
—_——

es verdadera.
Lo que haremos es usar la Tautologia 1,

En donde el rol de p y ¢ estd descrito arriba. Esta nos permite dividir la de-
mostracién en dos partes, ya que en lugar de verificar que (p <= ¢) es ver-
dadera, podemos verificar que (p = ¢) A (¢ = p) es verdadera.

Esto, a su vez lo hacemos verificando que (p = ¢) es verdadera y luego que
(¢ = p) también lo es.

=)

Hipétesis: (Va)(p(x) A q(z)) es verdadera.

p.d.q: (Vx)p(z) A (Vz)g(x) es verdadera.

En efecto: Sea x arbitrario. Por hipétesis se tiene tanto p(x) como g(x) son ver-
daderas. En particular p(z) lo es. Es decir, probamos que (Va)p(z) es verdadera.
Andlogamente se tiene que también (Vz)q(z) es verdadera.

=)

Hipétesis: (Vx)p(z) A (Vz)q(z) es verdadera.

p.d.q: (Vz)(p(z) A g(x)) es verdadera.

En efecto: Sea z( arbitrario. Como por hipétesis (Va)p(z)) es verdadera se
tiene que p(zg) es verdadera. Como por hipétesis (Va)q(z) es verdadera se
tiene ¢(xo) también lo es. O

Observacién: Convenciones en el desarrollo de un argumento En la demostracion
anterior la expresion “... es verdadera ...” aparece una gran cantidad de veces. Por
ejemplo en

Hipétesis: (Va)(p(x) A q(z)) es verdadera.
p.d.q: (Vo)p(z) A (Vz)g(x) es verdadera.

Esto no siempre es necesario pues se subentiende que al decir que la hipotesis es p
estamos asumiendo que p es verdadera.
Del mismo modo, si declaramos que queremos demostrar ¢ se subentiende que
deseamos demostrar que g es verdadera.
También es posible que después de un razonamiento lleguemos a la conclusién que r
es verdadera. Esto suele indicarse con expresiones del tipo “se tiene r” o “y entonces

r’.



Tomando estas convenciones la tltima parte del desarrollo anterior queda como
sigue.

Hipdtesis: (Va)p(z) A (Vz)q(z)
p-d.q: (V) (p(z) A q(z))

En efecto: Sea z arbitrario. Como por hipétesis (Va)p(z), se tiene p(zg). Como
por hipétesis (Vz)q(z), se tiene g(xo).
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

2.

3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

D “25-11” no corresponde a una proposicién logica.
D “;Podras venir ma nana?” es una proposiciéon légica.

“r — 11”7 corresponde a una proposicion légica, si se reemplaza x por un
nimero.

. D “25 — 11 < 0” corresponde a una proposicion logica.

. D El valor de verdad de la proposicién p es siempre distinto al de p.

D Existen proposiciones légicas p tales que p tiene el mismo valor de verdad
que el de p.

. D Si p es falsa, entonces la proposicién p V g es siempre falsa.
. D La proposicién pVq es verdadera cuando p y ¢ no son simultaneamente falsas.

. D La proposicién p V q es verdadera cuando al menos una de las proposiciones

p 6 q es verdadera.
D La proposicién p A g es falsa sélo si p y ¢ son falsas.

D Existe una proposicién légica p tal que p/Aq es siempre verdadera, sin importar
el valor de verdad de q.

D Basta que p sea falsa, para que la proposicién p A g sea siempre falsa.

D Si una proposicion compuesta es tautologia, sin importar el valor de verdad
de las proposiciones que la constituyen, es verdadera.

D Dada una proposicién compuesta p, si existe una asignacién de valores de
verdad para las proposiciones que la constituyen que la haga verdadera, entonces
p es una tautologia.

D Una tautologia cualquiera ¢, es siempre equivalente a la proposicién p = p.

D El valor de verdad de la proposicién p V p es siempre el mismo, sin importar
el valor de verdad de p.

D Existe un valor de verdad para p, tal que la proposicién p V p es falsa.

D El valor de verdad de la proposicién (p A q) V (p = q) puede ser falso.

D La negacién de la proposicién pV g es pV q.

D La negacién de la proposicién pV q es p A q.

D La negacién de la proposicién pV qges pV q.

D La proposicién (p V q) V r es equivalente a la proposicién (pV r) V (¢ V r).

D La proposicién (p V ¢) V r siempre tiene el mismo valor de verdad que la
proposicién (r V q) V p.

10



24

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

D La proposicién (p V ¢q) V r siempre tiene el mismo valor de verdad que la
proposicién (p V1) A (qVr).

D La proposicién (p A q) V p es verdadera sélo cuando g es verdadera.

D La proposicién (p A q) V p es verdadera si p es verdadera.

D Si la proposicién (p A q) V p es falsa, necesariamente ¢ es falsa.

D La proposicién p = F es siempre falsa.

D La proposicién p = p es siempre falsa.

D La proposicién p = q es siempre verdadera si el valor de verdad de p es falso.

D Si la proposicién p = g es verdadera y p también lo es, necesariamente ¢ es
verdadera.

D Si la proposicién p = (¢ = r) es verdadera y p también lo es, necesariamente
r es verdadera.

D Si la proposicién (p = ¢q) = r es falsa y p es verdadera, necesariamente q es
verdadera.

D La proposicién p < V tiene siempre el mismo valor de verdad que p.
D La proposicién p < F es equivalente a la proposicion p Vv F.
D La proposicién (p < ¢q) = (p = ¢) es una tautologfa.

D Si la proposicién ((r = p) A (p = ¢q)) es verdadera, la proposicién r = ¢
también lo es.

D La proposicién ((§ = p) A (¢ = r)) = (7 = D) es una tautologia.
D La proposicién (p = q) < (5 = §) es tautologfa.

D La negacién de la proposicién p = g es (p A q).

D La negacién de la proposicién p = g es p = q.

D La proposicién cuantificada (Vz)p(z) es verdadera si p(x) es verdadera para
cualquier elemento por el que se reemplace x.

D Si la proposicién (Vz)p(z) es verdadera, entonces la proposicién (3z)p(z) es
también verdadera.

D Si g(x) es una funcién proposicional y zo es tal que g(xp) es verdadera,
entonces la proposicién cuantificada (3x)q(x) es verdadera.

D Es siempre cierto que si la proposicién (3z)p(z) es verdadera, entonces la
proposicién (Ilx)p(z) es verdadera.

D Si p(z) es una funcién proposicional y xq es tal que p(xg) es falsa, entonces
la proposicién cuantificada (Va)p(x) es falsa.

D Si las proposiciones (Vz)p(x) y (Vx)q(x) son verdaderas, entonces la proposi-
cién (Vz)(p(z) A q(x)) es verdadera.

11



48. D Si la proposicién (Va)(p(z) V q(z)) es verdadera, entonces la proposicién
(Vx)p(z) V (Va)q(x) es verdadera.

49. D Si la proposicién (Vz)p(x) V (Vz)g(z) es verdadera, entonces la proposicién
(Vz)(p(z) V q(z)) es verdadera.

50. D La negacién de la proposicién (3)p(z) es ((Yz)p(x)) V (Fz)3y)(z # y =

(p(x) V p(y)))-

12
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Guia de Ejercicios

1. Demuestre usando tablas de verdad que las siguientes proposiciones vistas en la
tutoria, son tautologias:
(a) (pvp) &= V.
(b) (=9 < (@Va.

c) (pVaq) < PAT

(d) ((qvr)Ap) < (gAp)V (rAp).

~

2. Escriba las siguientes proposiciones légicas, de manera equivalente, s6lo usando
los conectivos légicos de implicancia (=) y negacién (7):

(a) pVq

(b) pA(qVT)

() (phg)=r1)= (TAg)
(d) ®Ag) A (PVT)

3. Se define el conectivo 16gico plg < PV g. Escriba usando sélo el conectivo |,
proposiciones equivalentes a las siguientes:

(2) p
(b) pVyq
(c) pAg
(d) p=g¢q
4. Sean p, q,r proposiciones légicas. Demostrar usando tablas de verdad que las
siguientes proposiciones son tautologias:
(a) p=(pVa)
(b) p=q) = (pAg)V(BAT)
(© [pegrl@er)=(per)
(d) beqe@eq
(e) pAg=Dl= (p=4q)

5. Sean p, ¢, proposiciones légicas. Demostrar sin usar tablas de verdad que las
siguientes proposiciones son tautologias:

(@) [p=9 ATV Ar|=D
(b) pA(p=q)]=q

() (PAD) =Dl= (=9
(d) pAg=r)e (pAT=7)
(e) prg) =[PV Apeq)

6. En cada caso, con la informacion entregada, determine el valor de verdad de la
proposicién 7:

[
[p
[
(
(

(a) r = q es falsa.
(b) ¢ = T es falsa.
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(c) p= (qVT) es falsa.
(d) 7 < g es verdaderay (p A q) = s es falsa
(e) (r=p)= (pA7q) es verdadera y g es verdadera.

. Sean p(x),q(x) funciones proposicionales. Determinar la negacién de las sigu-
ientes proposiciones cuantificadas:
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[l Ingenieria Matematica
. FACULTAD DE CIENCIAS
< FISICAS Y MATEMATICAS
J UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Problemas

La presente guia le permitird tener una idea bastante precisa del tipo de proble-
mas que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que
deberia demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le
recomendamos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido,
que resuelva sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora
a escribir con detalles las soluciones.

P1.

P2.

Sean p, g, 7 proposiciones. Probar sin usar tablas de verdad que la proposicién
presentada en cada item es una tautologia. Trate de aprovechar la forma que
tiene cada proposicién, usualmente el hecho de que sea una implicancia.

20 min.

(a) 20min.) (pVg & pAT)=((g=p)AN(p=71)).
(b) (20 min.) (p=YPA(r=q) = (p=T7).
(¢) 20min.) (p=q) = [(gAT)= (pAT)].

) ( ) [

(d (p=9ANTVgAT|=D.

En esta parte, dada una hipétesis (una proposicién que se sabe es verdadera),
debera estudiar el valor de verdad de otra proposicién.

(a) (20 min.) Sean p, ¢, proposiciones. Averiguar si la equivalencia p V (g A
r) < (pVr) A ¢ puede ser verdadera sin que lo sea la implicancia p = q.
Es decir, use la informacién de la hipétesis para sacar conclusiones de los
valores de verdad de las proposiciones involucradas.

(b) (25 min.) Determine el valor de verdad de las proposiciones p,q,r y s si
se sabe que la siguiente proposicién es verdadera.

[s=(rVT)]=[p=4q9) AsAT].

(c) (25 min.) Sean p, g, r, s proposiciones que satisfacen que la siguiente proposi-
cién es verdadera:

(q es verdadera) A [(p A ¢) no es equivalente con (r < s)].

Demuestre que el valor de verdad de la proposicién:

(pAT)V(g=s)]=[pV(rAs)

es verdadero para todas las combinaciones de valores veritativos que cumplen
la hipétesis.

15



P3. Sean las proposiciones r y s siguientes:
r: (Vo) (p(z) = q)
st ((Vo)p(x)) = ¢

Piense en qué dice cada una en términos intuitivos y cudl es la diferencia entre
ambas.

(a) (10 min.) Niegue ambas proposiciones, r y s.

(b) (20 min.) De las dos implicancias, (r = s) y (s = r) determine la que
corresponde a una tautologia. Justifique su eleccion.
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Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente

Introduccién al Algebra 10-1

*?W,T ‘ |
[Ty ™ . http://www.dim.uchile.cl/"docencia/algebra
o) ‘ para mantenerte al tanto de las novedades del curso.

SEMANA 2: CONJUNTOS ||  Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz

2. Conjuntos también tus
) propias
., anotaciones.
2.1. Introduccién v

La teoria de conjuntos gira en torno a la funcién proposicional z € A. Los valores
] prop
que hacen verdadera la funcién proposicional x € A son aquellos elementos que
forman el conjunto A.
La funcién proposicional “x € A” se lee ”"x pertenece a A”. Su negacién, que se
b
denota = ¢ A, se lee “x no pertenece a A”.

Ejemplo:

Si queremos que el conjunto A sea el de los niimeros primos menores que 10
entonces tendriamos que definirlo formalmente asi:

(Vo)[(z € A) <= (x=2Vzx=3Vz=5Ve=7)].

Los conjuntos finitos son faciles de definir. De hecho, acabamos de mostrar cémo
se define el conjunto que se se denota por extension A = {2,3,5,7}.

La axiomética de la teorfa de conjuntos (que aqui no se estudiard) permite asumir
la existencia de un conjunto infinito muy importante: el de los naturales N =
{0,1,2,3,...}.

Algunos ejemplos de conjuntos

En matematicas se construyen nuevos conjuntos a partir de conjuntos ya conocidos.
Supongamos que ya conocemos el conjunto A. Podemos introducir, B = {z €
Alp(x)}. Lo que en el fondo estamos definiendo es la funcién proposicional = € B
asi:

(Vz)[(z € B) <= (z € AAp(x))]
Por ejemplo, el conjunto de miltiplos de 7 es el conjunto {z € N|(Z) € N}.

Otros ejemplos de conjuntos, con los cuales el lector ya debe estar familiarizado:
Ejemplos:

1. Los reales R.

2. Los enteros Z.

3. Los racionales Q = {z € R | (Ip)(FQ)(p EZNgE LN q# 0Nz =E)}.
4. Los irracionales Q° ={z € R | z ¢ Q}.

5. Los naturales N = {0,1,2,3,...}.

6. Los enteros positivos Z* = {1,2,3,4,...}
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2.2. El conjunto vacio

Definimos ahora el conjunto vacio, el cual notamos ¢, del siguiente modo:

Definicién 2.1 (Conjunto vacio).

¢ = {z € Njz # z}.

Notar que ¢ no tiene ningin elemento. Es decir (Vz)(x ¢ ¢).

En efecto, sea x arbitrario.

(z€d) < (zeN)A(z#1z)) < ((x€N)AF) < F

2.3. lgualdad e inclusién

Sean A y B conjuntos. Definimos la igualdad y la inclusién como sigue.

Definicién 2.2 (Igualdad e inclusidn).

A=B < (Vz)(zr€ A < z€B)
ACB < (Vz)(x€e A=z € B)

Una primera propiedad que probaremos es:

Proposicién 2.1. Sean A y B conjuntos. Se tiene que:

A=B < ACBABCA

DEMOSTRACION. Vamos a usar la identidad légica ya demostrada anteriormente:
(V) (p(x) A q(x)) <= [(Va)p(x)) A (Va)p(a)].

A=B (x€eA < z€B)
(reA=zeB)A(z e B=uxecA)
(xeA=zeB)ANVr)(zxe B=zc A)
ACBABCA

I

Otras propiedades importantes:

Proposicion 2.2. Sean A, B,C conjuntos arbitrarios. Se tiene:

1. A=A
2. A=B << B=A

3. (A=BAB=C)=A=C
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4. ACA
5, (ACBABCA) = A=B
6. ACBABCC)=ACC

7. $C A

DEMOSTRACION. Demostraremos sélo la propiedad 6.
Hipotesis:

(a) (Vz)(x € A=z € B)

(b) (Vz)(zx e B=z€C)

pdq (V) (z e A=z e )

En efecto: Sea z arbitrario. Asumamos que z € A. Por (a) se tiene que = € B. Por
(b) se tiene que z € C.

2.4. Union de conjuntos

Operando conjuntos conocidos se pueden definir nuevos conjuntos.Sean A y B con-

juntos.
La unién de A con B, que se denota AU B, es el conjunto que retne a los elementos
que estan en A con aquellos que estdn en B. Formalmente:

Definicién 2.3 (Unidn).
(Va)[(x € AUB) <= (x € AVzx € B)]

AUB

Figura 1: Diagrama de Venn, representando la unién entre A y B (drea achurada).

Observacién: Diagramas de Venn Un Diagrama de Venn, como el presentado en
la diapositiva anterior, es una ilustracion que muestra la relacion matematica o
légica entre conjuntos.

Fueron introducidos por el fildsofo y matemédtico britdnico John Venn (1834-1923)
el ano 1881.

Los diagramas de Venn cumplen el rol de ayudarnos a desarrollar una intuicién
frente al concepto de conjunto y a las relaciones entre estos.

Sin embargo no podemos usarlos para demostrar propiedades, ni para sacar con-
clusiones generales (que se apliquen a todo conjunto).
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A

Figura 2: Diagrama de Venn para tres conjuntos.

2.5. Interseccién de conjuntos

La interseccion de A con B, que se denota A N B, es el conjunto formado por los
elementos que estdn tanto en A como en B. Formalmente:

Definicion 2.4. Interseccion

(Vz)[(x € ANB) < (z € ANz € B)]

Figura 3: Diagrama de Venn, representando la interseccién entre A y B (drea achu-
rada).

Una primera propiedad:

Proposicion 2.3. Sean A, B conjuntos tales que A C B. Entonces AUB = B y
ANB=A.

DEMOSTRACION. Probaremos sélo la primera.
)

Sea x arbitrario tal que x € AU B. Es decir,
Hipétesis: ¢ € AV x € B.
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pdqxz€eB
En efecto:

Caso 1. z € A. Como A C B se tiene que x € B.

Caso 2. x ¢ A. Por hipétesis se tiene que tener z € B.
2)

Sea z arbitrario tal que € B. Obviamente z € AU B.

Proposicién 2.4. Sean A, B,C conjuntos, se tiene:
1. Conmutatividades

1.1 AUB=BUA.
1.2 AnB=BnA.

2. Asociatividades

2.1 AUBUC)=(AUuB)UC.
22 An(BNnC)=(AnB)NC.
3. Distributividades
3.1 AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C).
3.2 AUBNC)=(AuB)N(AUCQC).
4. 41 ANBCACAUB.
4.2 ANBCBCAUB.

DEMOSTRACION. Notar que las propiedades (1), (2) y (3), son consecuencias direc-
tas de las propiedades analogas para A y V. Queda como ejercicio realizar dichas
demostraciones.

2.6. Conjunto universo

Asumiremos la existencia de un universo (conjunto referencia) U en el que viven
todos los elementos con los que se va a trabajar. Es decir, U es tal que la proposicién
a € U es siempre verdadera.

Con esto, podemos concluir de lo anterior el siguiente:

Corolario 2.1. Sean A, B conjuntos y sea U el conjunto universo.

1. AUA=A
2. AnNA=A
3. AU¢=A
4. AN =2¢
5. AUU =U
6. ANU = A
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DEMOSTRACION. = Como A C A se tiene que AUA=Ayque ANA=A.

= Como ¢ C A se tiene que pUA=Ayque pNA=¢.

= Como A CU setieneque AUU =U yque ANU = A.
Observacion: El conjunto universo es un conjunto de referencia, es decir habra
veces que tomaremos U = R, u otras U = Z, etc.

2.7. Diferencia y complemento

Supongamos que tenemos un conjunto de referencia U (conjunto universo). Quer-
emos definir el complemento de un conjunto A, que notaremos A€, como aquel
formado por todos los elementos que no estan en A. Formalmente:

Definicién 2.5 (Conjunto complemento).
(Vz)(zr € A <= ze€UANnz ¢ A)

O sea, (Vz)(z € A° < x ¢ A).

Figura 4: Diagrama de Venn, representando el complemento de A (drea achurada).

Ejemplo:

Si viviésemos en el mundo de los ntimeros enteros Z (conjunto universo) entonces
consideremos A = {z € Z| x es par}.
Obviamente A¢ = {x € Z| x es impar}.

Definimos ademés la diferencia entre A y B, que notamos A\ B, como el conjunto
formado por los elementos que estdan en A y que no estdn en B. Formalmente:

Definicién 2.6 (Diferencia).
A\ B=AnB".

Algunas propiedades:
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Figura 5: Diagrama de Venn, representando la diferencia entre A y B (drea achu-
rada).

Proposicion 2.5. Sean A y B conjuntos.
1. Leyes de De Morgan

1.1. (AUB)® = A°N B*
1.2. (ANB)° = A°U B*

2. (ACB) < (B°C A°)
3. (A°) =4
4. AUAS =T
5. ANAC=¢

DEMOSTRACION. Demostraremos la primera. Sea x arbitrario.
xr€(AUB) <<= xz€(AUB)
— (z€A)V(zreB)
— (z€A)A(xeB)
— (z€A)A(xe B
<~ z€(A°NB°%

2.8. Diferencia simétrica

Un elemento z se dice que pertenece a la diferencia simétrica entre Ay B, que se
denota AAB, si y solamente si x esta en A pero no en B, o bien en B pero no en

A.
Formalmente:

Definicion 2.7. Diferencia simétrica

AAB = (A\B)U(B\ A)

Obviamente, algunas propiedades:
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AAB U

Figura 6: Diagrama de Venn, representando la diferencia simétrica entre A y B
(4rea achurada).

Proposicion 2.6. Sean A, B,C' conjuntos.

1. AAB=(AUB)\ (ANB)

2. AAB = BAA

3. (AAB)AC = AA(BAC)

4. ANA = ¢

5. AA¢ = A

6. (AN (BAC))=(ANB)A(ANC)

DEMOSTRACION. Demostraremos la primera.

AAB = (A\B)U(B\A)
(AN B¢) U (BN A°)
[(ANB)UB]N[(ANB°) U A
[(AUB)N(B°UB)N[(AU A°) N (B°U A°)]
[(AuB)NUIN[UN(B°U A°)]
(
(
(

AUB)N (B°U A°)
AUB)N (BN A
AUB)\ (AN B).

2.9. Conjunto potencia

Sea A un conjunto. Llamamos conjunto potencia de A, y notamos P(A), al conjunto
de todos los subconjuntos de A. P(A) también se conoce como el “conjunto de las
partes de A”. Formalmente:

Definicién 2.8 (Conjunto potencia).
(VX)X e P(A) < X C A)

Note que siempre ¢ € P(A) y A € P(A).
Veamos dos ejemplos.
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Ejemplo:
Suponga que A = {1,2,3}. En P(A) estan todos los subconjuntos de A. O sea,

P(A) = {0, {1}, {2}{3}, {1, 2}{1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}}

Suponga ahora que A = ¢. ;Cudles son los subconjuntos de ¢?
Solamente el mismo ¢. Luego P(¢) = {¢}. Note que ¢ # {¢} pues el primer
conjunto no tiene ningln elemento mientras que el segundo tiene un elemento.

En efecto: ¢ € {¢}.
Calculemos ahora P(P(¢)) = P({¢}).

Obviamente, un conjunto de un solo elemento tiene solamente como subconjuntos
los triviales: al vacio y a él mismo. O sea P({¢}) = {¢, {¢}}. El lector debe ser
capaz ahora de calcular P(P(P(¢))). Note que este proceso puede no detenerse
nunca. |Y lo que estamos generando es una infinidad de conjuntos!

Ejemplo importante: Transitividad

A continuacién veremos otra técnica de demostracién. Supongamos que quere-
mos demostrar que p = r. Lo que hacemos es demostrarlo por pasos.

Primero demostramos p = ¢1. Después ¢1 = ¢2. Después g2 = ¢3. Seguimos asi
hasta que finalmente demostremos ¢, = r.

Podemos concluir que p = r usando implicitamente la Tautologia 2

Apliquemos esta técnica para demostrar que para A, B, C' conjuntos cualesquiera
se tiene:

(AAB = AAC) = B=C

En efecto,

AAB = AAC = AA(AAB)=AA(AAC)
= (AAA)AB = (AAA)AC
= ¢AB = ¢pAC
= B=C. O

2.10. Pares Ordenados

Notemos que los conjuntos {a, b} y {b,a} son idénticos. En efecto, ambos contienen
a los mismos elementos. Quisiéramos introducir un objeto que distinga el orden de
los elementos.

La solucién no es muy dificil. Basta con definir los pares ordenados asf: (a,b) =
{{a},{a,b}}. La propiedad fundamental de los pares ordenados es la siguiente.

Proposicion 2.7. Para todo a,b,z,y se tiene:

(a,b) = (x,y) < a=xAb=y

DEMOSTRACION. <) Directo.
=)
Demostremos primero que a = x.

En efecto, como {{a},{a,b}} = {{z}, {z,y}} se tiene que {a} € {{z},{z,y}}.
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Caso 1: {a} = {z}. Se concluye.

Caso 2: {a} # {z}. O sea {a} = {z,y}. En este caso se tiene que tener a = z = y.
Demostremos ahora que b = y.

En efecto, como ya sabemos que a = z la hipétesis nos dice que {{a}, {a,b}} =

{{a},{a, y}}.
Caso 1: Si a = b, luego {a} = {a,y}, de donde y =a=1b.

Caso 2: Si a # b, se tendrd que {a,b} = {a,y}. Luego b € {a,y}.
Pero como a # b, luego b = y.

2.11. Producto cartesiano

Sean A, B conjuntos. Se define el producto cartesiano de A con B, que se denota
A x B, del siguiente modo:

Definicién 2.9 (Producto cartesiano).

(Vz,y) [(x,y) E AXx B < x € ANy € B]

Ejemplo:
Sean A ={1,2,3} y B =1{3,6}. Se tiene que

Ax B=1{(1,3),(1,6),(2,3),(2,6),(3,3),(3,6)}

Algunas propiedades del producto cartesiano:

Proposicién 2.8. Sean A, A’, B, B’,C, D conjuntos.
1. ACANB CB=AxB CAxB
2. (AxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND)

DEMOSTRACION. Demostraremos sélo la primera. Sea (z,y) € A’ x B’. Por defini-
ciéon z € A’ y también y € B'.
Como A’ C Ay B’ C B se tiene que € Ay ademds y € B. O sea (z,y) € A X B.

Ejemplo importante: Reduccién al absurdo

Veremos otra técnica de demostracién méas. Supongamos que queremos de-
mostrar que la proposicién r es verdadera. Lo que se hace es asumir que r
es falsa y llegar a una contradiccidn. jjEn otras palabras, lo que se prueba
es que en el mundo en que vivimos 7 no puede ser verdadera!!

Si r es una implicancia del tipo p = ¢ entonces, en una demostracién por el
absurdo, lo que tendrfamos que asumir (para llegar a una contradiccién) es p= g.
O sea, pAT.

Notemos que estamos usando la Tautologia 4:

Veamos, a modo de ejemplo, la siguiente propiedad.
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Ejemplo:

Proposicién 2.9. Sean A y B conjuntos. Se tiene que:

A=B < AxB=BxA

DEMOSTRACION. =) Directa.

<) Reduccién al absurdo.
Supongamos que A x B = B x A y que al mismo tiempo A # B. Como A # B
podemos asumir, sin pérdida de generalidad, la existencia de un x € A tal que
x ¢ B (si esto no ocurriese tendria que existir un z € B tal que x ¢ A y la
situacién serfa simétrica).

Sea y € B. Se tiene luego que (z,y) € AX B pero (z,y) ¢ B x A. Esto contradice
el hecho de que A x B = B x A.

2.12. Cuantificando sobre conjuntos

Dado un conjunto A y una funcién proposicional p(z), podemos escribir cuantifi-
cadores en los que sélo nos interese ver lo que ocurre a los elementos de A. Tenemos
asi las proposiciones:

Definicién 2.10 (Proposiciones cuantificadas sobre conjuntos). 1. (Vz €
A)p(x), que significa que p(x) deber ser cierto para todos los elementos del
conjunto A. Notar que esta proposicion es equivalente a (Vx)(z € A = p(x)).

2. (3x € A)p(x), que significa que hay al menos un elemento x de A que hace
cierto p(z). Notar que esto equivale a (3x)(z € A A p(x)).

3. 3z € A)p(x), que significa que hay exactamente un elemento de x de A que
hace verdadero p(x).

Aqui hay dos ideas simultdneas: Existe al menos un x € A que satisface p(x)

(existencia), y que es exactamente uno (unicidad). Claramente esto equivale
a (Az)(z € AAp(x)).

El lector puede facilmente verificar que estos cuantificadores se niegan de la manera
usual:

Proposicién 2.10. s (Vze Ap(z) < (Fx € A)p(x).

» 3z e Ap(z) = (Vo e Ap(x)

» Bz e Ap(z) < [((Ve € A)p(x)) vV (B, y € A)(p(x) Ap(y) Az # y))]-
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1. D Una definicién formal del conjunto A = {1,2,3} es (Vz)[(x € A) & (z =
1ve=2Vvz=3).

2. D Una definicién formal del conjunto A = {1,2,3} es (Vz)[(z € 4) & (z =
1Az =2ANz=23)].

3. D Dado el conjunto B = {x € A|p(z)}, la proposicién = € B estd definida por
(Vz)[(x € B) & (z € AV p(x))].

4. D Dado el conjunto B = {x € A|p(z)}, la proposicién = € B estd definida por
(Vz)[(x € B) & (z € AN p(x))].

5. D Dado el conjunto B = {x € A|p(z)}, la proposicién = € B estd definida por
(Vz)[(x € B) & (x € A= p(x))].

6. D Dado un conjunto A # N, se tiene que ¢ = {z € N|z # z} # {x € Alz # z}.
7. D Dado un conjunto A, es cierto que ¢ = {z € Alx # z}.
8. D La siguiente proposicién 16gica es falsa: (3lz)(z € ¢).
9. D La siguiente proposicién 16gica es verdadera: (Vz)(x ¢ ¢).
10. D La siguiente proposicién 16gica es falsa: (3z)(x ¢ ¢).
11. D Dos conjuntos A y B, son iguales si (3z)(x € A< x € B)
12. D Dos conjuntos A y B, son iguales si (Vz)(x € A< x € B)
13. D Dos conjuntos A y B, son iguales si (Vz)(z € ANz € B)
14. D Un conjunto A estd incluido en un conjunto B si (Vx)(x € B =z € A).
15. D Un conjunto A estd incluido en un conjunto B si (Vz)(x ¢ B =z ¢ A).
16. D Un conjunto A estd incluido en un conjunto B si (Vx)(x € A=z € B).

17. D Dados A, B conjuntos, si A C By B C A, no necesariamente se tiene que
A=B.

18. D Dados A, B conjuntos se tiene que A=B < (AC BABCA).

19. D Dados A, B conjuntos, se tiene que A= B < (AC BV B C A).

20. D Dados A, B, C conjuntos, si AC By BC C, entonces B=A6 B=C.
21. D Dados A, B, C conjuntos, si AC By B C C, entonces B=A=C.

22. D Dados A, B, C conjuntos, si AC By B C C, entonces A C C.

23. D Para cualquier conjunto A, se tiene que ¢ C A.

24. D Dado un conjunto A, se tiene que {¢} C A.
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. D Dado A # ¢ conjunto, la proposicién (Fz)(z € ¢ = x € A) es verdadera.

. D La unién entre los conjuntos A y B, se define formalmente como:
(Vz)[(x € AUB) < (xr € ANz € B)].

D La unién entre los conjuntos A y B, se define formalmente como:
(Vz)[(xr € AUB) < (x € AVz € B).

D Dados A y B conjuntos, un elemento x que satisface (x ¢ A) A (z € B),
pertenece a AU B.

D Para que AU B = A, el conjunto B debe ser vacio.

D La interseccién entre los conjuntos A y B, se define formalmente como:
(Vz)[(x €e ANB) < (€ ANz € B)].

La interseccién entre los conjuntos A y B, se define formalmente como:
(Vr)[z€e ANB) < (xr€ AVa e B).

D Sean A, B conjuntos. Como AN B C A, basta que un elemento = pertenezca
a A, para que x € AN B sea verdadera.

D El conjunto universo U se define de manera que la proposicién x € U es
siempre veradera para los elementos de interés.

. D Dado un universo U y un conjunto A C U, luego A° = U \ A.

. D Dado un conjunto A, se tiene que ANU = A.

. D Dado un conjunto A, se tiene que AN A¢="U.

. D Para cualquier par de conjuntos A y B, se tiene que A°U B¢ =U.
. D Si dos conjuntos A y B satisfacen que A C B luego A° C B°.

. D Existen conjuntos A y B para los cuales A C B¢ A A° C B.

. D Si dos conjuntos A y B satisfacen que A C B luego B¢ C A°.

. D El complemento del conjunto AU B¢ es A°N B.

. D El complemento del conjunto AU B¢ es B¢ N A°.

. D El complemento del conjunto AN B¢ es B U A°.

. D Dados A, B conjuntos, se tiene que AAB = (AU B)\ (AN B).

. D Dados A, B conjuntos, se tiene que AAB C A.

. D Dados A, B conjuntos, se tiene que AAB = (AU B)\ (AN B) = A°AB°.
. D Dado un conjunto A, siempre es cierto que A € P(A).

. [ ]Dados A, B conjuntos, se tiene P(AN B) C P(A) N P(B).

. [ ] Se tiene que P(¢) = P({¢}).

. D Se tiene que P(¢) = {¢}.
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51.DSiA’gAyB’QB,entoncesA'xAgB’xB.
52.DSiA’gAyB’gB,entoncesA’xB’gAxB.

53. D Si A y B son conjuntos tales que A x B = B x A, entonces necesariamente
A=B.

54. D La negacién de la proposicién légica (Vo € A)p(z) es (Jz € A)p(z).

55. D La negacién de la proposicién légica (Vo € A)p(z) es (Jz € A%)p(z).

56. D La negacién de la proposicién 1égica (z € A)p(z) es (Vz € A%)p(z).
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Guia de Ejercicios

1. Demuestre las siguientes propiedades dejadas como ejercicio en las tutorias:
(a) (ANB)*=A°uUB°
(b) (AC B) & (B°C A%
(c) (A)°=4

(d) (AAB)AC = AA(BAC)

(e) AAp=A

(f) AnN(BAC)=(ANB)A(ANC)

2. Sean A, B,C C U conjuntos. Emplear los teoremas del algebra de conjuntos
para probar las siguientes igualdades:

(a) (A\NC)U(B\C)=(AUB)\C
(b) (A\ B)N(4\C)=A\(BUC)
(c) (ANO\(B\C)=(A\B)\C
(d) [A\(B\A)U[(B\A)\ 4= AUB
() (ANB)\(ANC)=(ANB)\ (4A°UC)
3. Sean A, B,C C U conjuntos. Emplear los teoremas del algebra de conjuntos
para probar las siguientes proposiciones:
(a) ACBCC = C\(B\A)=AU(C\B).
(b) B=(ANBY)U(A°NB)= A=¢
(c) AC B P(A) C P(B)
(d) (AUB=ANB)=(BCAANACCQC)
(e) (ANC=¢) = (A\B)\C=A4\(B\C)

4. Dado el conjunto A = {a,b}, determine los siguentes conjuntos (justifique su
respuesta, indicando cémo esta depende de qué son a y b):

(a) P(4)

(b) P(P(4))

(c) ANnP(4)

(d) P(A)NP(¢)

(e) (AxA)NP(P(A))

Hint: Recuerde la definicion de par ordenado dada en las tutorias.

5. Sean A, B C U conjuntos. Colocar el signo de inclusion, igualdad o ninguno de
ellos, segin corresponda entre los conjuntos siguientes (justifique su respuesta):

(a) ANB[ |B
(b) A¢[ ]B\A
(c) P(AUB)[ |P(A)UP(B)
(d) P(AnB)[ |P(A)NP(B)

(e) P(UNA)[_]PU)\P(4)
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6. Negar las siguientes proposiciones légicas:

(a)
(b)
(c)
(d)

JreR)(VyeR)xz<y
VeeR)VyeR) x>y
JreR)(MyeR)(z>1Ay<1)

Ve € RT)(3Ing € N)(Vn > ng)lan| < e

~ o~ o~ o~

7. Dar ejemplos de conjuntos A, B, C' tales que:
(a) AxB£Bx A
(b) Ax(BxC)#(AxB)xC
() AUBXxC)#(AUB)x (AUCQC)
(d) (A x B)° # A° x B¢ (Considere un universo apropiado)
() (A£#B)A(AXxC=BxC(C)
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Guia de Problemas

La presente guia le permitird tener una idea bastante precisa del tipo de proble-
mas que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que
deberia demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le
recomendamos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido,
que resuelva sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora
a escribir con detalles las soluciones.

P1.

P2.

P3.

P4.

Sean A, B, C, D conjuntos. Emplear los teoremas del dlgebra de conjuntos para
probar que
(a) (1) (10 min.) (B\A) CC & CcC(B°UA).

(2) (30 min.) (B\A) CC= (D\C)C (D\B)UA.
Hint: Use lo anterior.

(b) (20 min.) AUB=ANC & BCAANACC.

(35 min.) Sean A, B subconjuntos de un mismo universo U. Denotamos C =
(AU B)°. Probar que

(AAB)AC=AUBUC & ANB=¢.

(20 min.) Sea U un conjunto no vacio y A C U. Pruebe que si
VX, Y e PU)(AUX = AUY = X =Y),
entonces A = ¢.
(a) (20 min.) Sean A, B subconjuntos de un mismo universo U. Probar que
ANB=¢ < P(A)NP(B)={¢}.

(b) (40 min.) Sea ® la ley de operacién entre conjuntos definida por A® B =
A€ N B¢. Considere un universo U y F C P(U) un conjunto no vacio tal
que VA, Be F, A®B e F.Si A, B € F demuestre que:

(1) Ace F

(2) ANBeF

38) AuUBeF

(4) AABe F

(B) peF ANUEeF.
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Introduccién al Algebra 10-1

B S
*‘;W*T \ ' Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente
> . http://www.dim.uchile.cl/"docencia/algebra
B ‘ para mantenerte al tanto de las novedades del curso.

SEMANA 3: FUNCIONES |

Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz

también tus 3. Funciones
propias
anotaciones. ..,
v 3.1. Introduccién

Ya que conocemos el producto cartesiano A X B entre dos conjuntos A y B, pode-

mos definir entre ellos algin tipo de correspondencia. Es decir, asociar de algin
modo elementos de A con elementos de B.

Una de las posibles formas de hacer esto es mediante una funcién. Formalmente:

Definicién 3.1 (Funcidén). Llamaremos funcion de A en B a cualquier f C Ax B
tal que
Vae A)3b e B) (a,b) e f

Usaremos la notacion f : A — B si es que f es una funcién de A en B.

Podemos entender una funciéon como una regla de asociacién que, dado un elemento
cualquiera de A, le asigna un tnico elemento de B. Gracias a esto, si f es funcién
y (a,b) € f, entonces podemos usar la notacién b = f(a). O sea, llamamos f(a) al
(inico) elemento b € B tal que (a,b) € f.

Ejemplo:

Consideremos f = {(n,p) € N x N|p = 2n}. Esta f resulta ser una funcién de N
en N, pues el tnico valor que estamos asociando a cada natural n es el natural
p = 2n.

Desde ahora, pensaremos en las funciones simplemente como reglas de asociacién
entre dos conjuntos. Asi, la funcién f que definimos en el parrafo anterior pode-
mos describirla como

“f:N — N es la funcién dada por f(n) = 2n para cada n € N”

3.2. Ejemplos de funciones

Veamos otras funciones:

Ejemplos:

1. Sea f : R — R dada por f(z) = 2? para cada z € R.

f es una funcién, pues a cada x € R le asociamos el ntiimero real 22 = z- .
Este valor es tinico pues la multiplicacién de x por si mismo posee un solo
resultado.

2. Sea g : R — IR dada por g(x) = p, donde p es el mayor ntimero entero tal
que p < .

Aunque atin no tenemos las herramientas para demostrar que g es efectiva-
mente una funcién, intuitivamente sabemos que lo es: a cada ntimero real
x le asociamos el niimero entero mas cercano que tenga, que sea menor o
igual que él. Por ejemplo g(11/2) =5; g(3) =3 y g(—3/2) = —2.
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3. Un ejemplo importante, que utilizaremos después, es la llamada funcién
identidad de un conjunto A. Esta es la funcién idq : A — A, que se
define por id4(xz) = = para cada x € A.

4. Cuando tenemos conjuntos A y B que tienen pocos elementos, podemos
definir una funcién f : A — B mediante un diagrama de flechas, como en
el ejemplo de la figura. Aqui, lo importante para que f sea efectivamente
una funcién, es que desde cada elemento de A debe partir una unica flecha
hacia algtin elemento de B.

Figura 7: Una funcién definida mediante diagrama de flechas.

5. En una tienda, cada producto tiene asociado un tinico precio. Asi, podemos
definir la funcién v : X — N, donde denotamos por X el conjunto de
productos que la tienda dispone, y v(z) es el precio en pesos del producto
x.

También podemos considerar la funcién s : X — N, donde s(z) es la
cantidad de unidades disponibles (el stock) del producto z.

A pesar de que conocemos la definicién de qué significa ser funcién, hay que tener
un minimo de cuidado. Hay objetos que parecen funciones, pero no lo son. Veamos
el siguiente ejemplo:

Ejemplo:

Considere el conjunto de puntos f = {(z,y) € R x R : 2% + y? = 1}. Hay dos
razones que impiden que f constituya una funcién de R en R:

= El valor f(z) no estd definido para todos los nimeros reales x. A modo de
ejemplo, f(2) debiera ser el ntimero real y que cumple que 22+y? = 1, pero
esto equivale a decir que y? = —3, lo cual es falso para cualquier y € R.
Por lo tanto, f no estd asociando ningiin niimero real al real x = 2.

De la misma forma, se puede demostrar que f(x) no estd definido para
cualquier x € R que cumpla x < =1V z > 1.
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Ejemplo:

= Lo mas grave, sin embargo, es que existen niimeros reales x a los cuales
f les estd asociando més de un valor y: en efecto, basta notar que para
_ 3 2,2 _ 1.4 _ 4
T =z, hzly dos valores de y € R que cumplen z* +y* = 1: éstos son y; = ¢
€ Y2 = 5 -
De la misma forma, se demuestra que f esta asociando dos valores distintos
a todos los reales x que cumplen —1 < x < 1.

2.2 _
x +<\1_ 1 (35,4059

I
I
I
i 345 ; 2
I
I

(a5, 45

Figura 8: Este diagrama no define una funcién.

3.3. Igualdad de funciones

Supongamos que f : A — B es una funcién. Al conjunto A le llamaremos dominio
de f, o conjunto de partida de f, y lo denotaremos Dom(f).

De igual modo, al conjunto B le llamaremos conjunto de llegada de f, y lo
denotaremos Rec(f).

Sean f,g : A — B dos funciones. Una forma de definir igualdad entre funciones
es comparar los resultados que ellas dan cuando se les entrega cada uno de los
elementos de A. Es decir, definir

f=9 < (Vac A)f(a) = g(a)

Notemos que nuestra definicién anterior sélo tiene sentido cuando A = C, es decir
cuando Dom(f) = Dom(g).

. Tendrd sentido preguntarse si son iguales dos funciones que no parten del mismo
conjunto? O sea, no sélo la definicién de los valores de la funcién es relevante para
que haya igualdad, sino que también importa cudles son los dominios y los conjuntos
de llegada de las dos funciones.

Asi, nuestra definicién de igualdad para cualquier par de funciones sera la siguiente:

36



Definicién 3.2 (Igualdad de funciones). Si f : A - B yg: C — D son
funciones, entonces

Dom(f) = Dom(g)
A\
f=g = Rec(f) = Rec(g)
A
(v € Dom(f))f(x) = g(x)

Ejemplo:

[1son iguales estas funciones?] Consideremos la funciones f y g dadas por

(x — 1) (z+2)

f@) = T

9(x) = (z +2)

Aunque a primera vista ambas funciones nos parecen iguales, esto no es asf.
Primero debemos notar que nuestra definicion de f y g no ha sido todo lo rigurosa
que debiera.

i Cuales son el dominio y el conjunto de llegada de f y g?

g es una funcién que estd bien definida para cualquier elemento de R, por lo que
podemos considerar Dom(g) = R. Asimismo, tenemos que Rec(g) = R.

Para f, sin embargo, observamos que el valor f(z) no estd bien definido para
x = 1: en efecto, no se puede dividir por cero. En ese caso, vemos que R no
puede ser el dominio de f. Si podria serlo R\ {1}.

Para el conjunto de llegada el andlisis puede ser mas sencillo, y consideraremos
Rec(f) = R también (como ejercicio para el lector, puede mostrar que también
se puede considerar Rec(f) =R\ {3}).

Hemos concluido que Dom(f) # Dom(g), asi que ambas funciones ya no pueden
ser iguales. Si nos empenamos en querer compararlas, podemos hacer lo siguiente:
ver a g como si fuera una funcién solamente definida de R\ {1} en R.

Es decir, nos olvidamos que g también puede ser evaluada en x = 1. En tal caso,
Dom(f) = R\ {1} = Dom(g), y ademds Rec(f) = R = Rec(g). Asi, sélo falta
ver que las evaluaciones de f y g coinciden. Sea x € R\ {1}:

(x—1)(z+2)
= = 2 =
f@) = T = @+ 2) = (o)
Esta vez si podemos realizar la simplificacién del factor (x — 1) porque estamos
suponiendo que x # 1. Asi, en este contexto, las funciones f y g son iguales.

3.4. Funciones y resoluciéon de ecuaciones

Consideremos el siguiente problema: Dada una funcién f : A — B, y un elemento
y € B, queremos encontrar un = € A tal que y = f(z).
Tomemos el ejemplo de la funcién ¢ : R — R, q(x) = 2. Notemos que:

= Siy < 0, entonces no existe z € R tal que y = 2.

= Siy =0, entonces hay una tunica solucién: x = 0.

» Siy > 0, entonces hay dos soluciones: 1 = \/y y T2 = —/¥.
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Este ejemplo nos basta para darnos cuenta de que no siempre el problema que nos
planteamos tiene solucién, y en caso de tenerla, puede tener més de una.

En lo siguiente revisaremos propiedades que nos ayudaran a conocer cuando este
problema que nos planteamos, para una funcién f: A — B dada, posee soluciones
para cualquier y € B, y si estas soluciones son tnicas.

3.5. Inyectividad
Una primera definicién importante:

Definicién 3.3 (Inyectividad). Sea f : A — B una funcién. Diremos que f es
inyectiva si se cumple que

(Voy, 0 € A)  [11 # 22 = f(21) # f(22)]

O, equivalentemente, si se cumple que
(V,Tl,xg S A) [f(:vl) = f(,TQ) = T = 1‘2]

Ejemplos:

» Observemos que, entonces, la funcién g(z) = 2, definida de R en R, no
es inyectiva pues, tomando x1 = —1 y x2 = 1, se tiene que

r1 # w2 A f(21) = f(22)

= Un ejemplo de funcién que si es inyectiva es el de la funciéon [ : R — R
dada por I(z) = ax + b con a # 0:

Supongamos que existen un par de elementos z1, x5 € R tales que
l(z1) = U(z2)

Podemos, entonces, despejar del modo siguiente:

ar1+b = axs+b
axy = axs
T = X9

El dltimo paso lo obtenemos dividiendo por a, lo cual es valido pues
sabemos que a # 0. O sea, probamos que

(Vr1, 20 € R) l(x1) =l(22) = 1 = 22

es decir, que [ es inyectiva.

3.6. Sobreyectividad

Definicién 3.4 (Sobreyectividad). Sea f : A — B una funcidn. Diremos que f
es sobreyectiva si se cumple que

(Vy € B) Bz € 4) y= f(x)
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Algunos ejemplos:

Ejemplos:

» La funcién ¢(x) = 22, definida de R en R, no es sobreyectiva pues para el

real y = —1 no existe ningtn real = tal que —1 = z2.

= Observemos, también, que la funcién [ : R — R que habiamos definido
anteriormente si es sobreyectiva.

Sea y € R arbitrario. Buscamos un z € R de modo que y = I(z).

Si elegimos el real z = % (recordemos que a # 0), entonces I(z) = y.

Como el razonamiento que hicimos es valido para cualquier y € R, hemos
demostrado que [ es sobreyectiva.

3.7. Biyectividad

Definicién 3.5 (Biyectividad). Sea f : A — B una funcidn. Diremos que [ es
biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

Concluimos, entonces, que la funcién g(x) = 22, definida de R en R, no es biyectiva.
Por el contrario, la funcién I(x) = ax + b, definida de R en R, si es biyectiva.

Proposicién 3.1. Una funcion f: A — B es biyectiva si y sdlo si

(Vy e B)(3lz € A) y = f(x)

DEMOSTRACION. Observemos que la sobreyectividad de f equivale a la existencia
de un z € A tal que y = f(x) para cualquier y € B.
Ademais, la unicidad del tal = equivale a la inyectividad de f.

3.8. Funcién Inversa

Dada una funcién f : A — B, nos gustaria encontrar una funcién g : B — A
correspondiente al “camino inverso” de f.

Es decir g(y) = x cada vez que f(z) = y. Es facil observar que debiéramos al menos
pedir que f sea biyectiva para que una tal funcién g exista.

Como vemos en la figura ([B.8), si f no fuera biyectiva, habria elementos de B a los
cudles no sabriamos asociarle un elemento de A.

Recordando que una funcién de A en B es en realidad un subconjunto de A x B,
podemos construir un ‘candidatoa funcién g del siguiente modo:

Los elementos de ¢ C B x A serdn todos los pares ordenados (b,a) €
B x A tales que (a,b) € f, es decir todos los pares ordenados (b, a) tales

que b = f(a).

Ya vimos que esta construccion no siempre hace que g sea funcién. Sin embargo,
tenemos la siguiente propiedad:

39



Figura 9: Dificultades para definir la inversa de una funcién no biyectiva.

Proposicion 3.2.
f es biyectiva <= g es funcion

DEMOSTRACION.

f es biyectiva <= (Vye B)3lze€ A) f(x)=y
<— ((MyeB)(3zeA(yz)ey

<= g es funcién
A la funcién g que construimos de esta manera le llamaremos...

Definicién 3.6 (Funcién inversa). Dada f biyectiva, se define la funcion inver-
sa de f, denotada f~1 por:

(Vz € A)(Vy € B) f(x)=y <= [y =2
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Para una funcién biyectiva f : A — B, y su inversa f~! : B — A, tenemos las
siguientes propiedades:

Proposicion 3.3.
1. (Vxe A) f~1(f(x)) = z.
2. (WyeB) f(f'y) =y
3. =1 es biyectiva, y (f~1)"t = f.

DEMOSTRACION. Demostraremos (2) y (3).
Para (2), consideremos y € B cualquiera. Si denotamos z = f~1(y), tenemos en-
tonces que f(x) =y, gracias a la afirmacién hecha anteriormente. Entonces

Para (2), llamemos h = f~1, con lo que h es una funcién de B en A.

h es inyectiva: Sean y1,y2 € B tales que h(y1) = h(y2). Como ambos elementos
pertenecen a A, entonces podemos concluir que f(h(y1)) = f(h(y2)). Recordando
que h = f~1 y usando la propiedad (1.2) obtenemos que y; = yo.

h es sobreyectiva: Sea x € A cualquiera. Buscamos y € B tal que h(y) = z. Basta
tomar, entonces, y = f(x), y asi h(y) = h(f(x)). Recordando que h = f~1 y
utilizando la propiedad (1.1) obtenemos que h(y) = .

Por lo tanto h es biyectiva, y tiene una funcién inversa h=!. Esta cumple que

(Ve e A)Yy € B) h(y)=z < h '(z)=y
Sean x € A,y € B tales que h(y) = x. Como h = f~1, tenemos que
hy)=z < f(z)=y

Asi, para x € A:
i) =y < flx)=y

Con esto se concluye que para cualquier z € A, h=!(x) = f(x). Entonces
hi=rf

o equivalentemente,

=
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

D f € A x B es funcién si la proposicién (Va € A)(Fb € B)(a,b) € f es
verdadera.

. D f € A x B es funcién si la proposicién (Va € A)(3b € B)(a,b) € f es

verdadera.

. D f € A x B es funcién si la proposicién (Va € A)(Vb € B)(a,b) € f es

verdadera.

. D Segiin la notacién de funcién, se tiene que para a € A (a, f(a)) € f.
. D Segtn la notacién de funcién, b = f(a) equivale a (f(a),b) € f.

. D Segtn la notacién de funcién b = f(a) equivale a (f(a), f(b)) € f.

D El conjunto A = {(z,y) € R x R : 22 +y? = 1} corresponde a una funcién
de R en R.

D El conjunto A = {(z,y) € [0,1) x R : 2® + y* = 1} corresponde a una
funcién de [0,1) en R.

. D El conjunto A = {(z,y) e Rx R : y € {—1,1}} corresponde a una funcién

de Ren R

D El conjunto A = {(z,y) e RxN : y € {—1,1}} corresponde a una funcién
de R en N

D Para que dos funciones f y g sean iguales basta que (Va(f(a) = g(a)).

D Para que dos funciones f, g : A — B sean iguales basta que (Va € A)(f(a) =
g(a)).

D Para que dos funciones f : A — By f : C — D sean iguales basta que
(Va € ANC)(f(a) = g(a)).

D Para que dos funciones f : A — By f: C — D sean iguales se debe cumplir
que Dom(f) = Dom(g) y que (Va € A)(f(a) = g(a)).

D Para que dos funciones f : A — By f: C — D sean iguales se debe cumplir
que Dom(f) = Dom(g), que Rec(f) = Rec(g) y que (Va € A)(f(a) = g(a)).

D El problema de dada un funcién f : A — By a € A, encontrar x € B tal
que f(a) = x siempre tiene una tnica solucién.

D El problema de dada un funcién f : A — By a € A, encontrar x € B tal
que f(a) = x no siempre tiene una solucién.

D El problema de dada un funcién f : A — By a € A, encontrar x € B tal
que f(a) = x siempre tiene una solucién, pero no siempre tnica.

D El problema de dada un funcién f : A — B y b € B, encontrar x € A tal
que f(x) = b siempre tiene una tnica solucién.

D El problema de dada un funcién f : A — B y b € B, encontrar x € A tal
que f(x) = b no siempre tiene solucién.
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D El problema de dada un funcién f: A — B y b € B, encontrar x € A tal
que f(x) = b, si tiene solucién esta no es siempre unica.

D Una funcién f : A — B es inyectiva si satisface que (Vz1,22 € A)(z1 # 2 =

f(x1) # f(22)).

D Una funcién f : A — B es inyectiva si satisface que (Vz1,22 € A)(x1 = 22 =

f(z1) = f(z2)).

D Una funcién f : A — B es inyectiva si satisface que (Va1,22 € A)(f(x1) =
f(i[:g) = I = ,TQ).

D Una funcién f : A — B es inyectiva si satisface que (Va1,22 € A)(f(x1) #

f(i[:g) = T1 75 ,TQ).
D La funcién f: R% — IR, definida por f(x) = 22, es inyectiva.

D La funcién f: R — R, definida por f(x) = 22, es inyectiva.

D La funcién f: R\ {0} — R, definida por f(z) = 22, es inyectiva.
D La funcién f: R — R, definida por f(z) = |z — 1|, es inyectiva.

D La funcién f: R} — IR, definida por f(x) = [z — 1], es inyectiva.

D La funcién f : (1,400) — R, definida por f(z) = |z — 1], es inyectiva.

D Una funcién f : A — B es sobreyectiva si satisface que (Va € A)(Ib €

B)(f(a) = b).

D Una funcién f : A — B es sobreyectiva si satisface que (Va € A)(3 €

B)(f(a) = b).

D Una funcién f : A — B es sobreyectiva si satisface que (Vb € B)(Ja €

A)(f(a) = b).
D Una funcién f : A — B que satisface (Vb € B)(3la € A)(f(a) = b), no

necesariamente es sobreyectiva.

D Una funcién f : A — B que satisface (Vb € B)(3la € A)(f(a) = b), es

inyectiva.

D Una funcién f : A — B que satisface (Vb € B)(3la € A)(f(a) = b), es

sobreyectiva, pero no necesariamente inyectiva.

D La funcién f: R} — IR, definida por f(x) = 22, es sobreyectiva.

D La funcién f : R — R, definida por f(x) = 22, no es sobreyectiva.

D La funcién f: R\ {0} — R, definida por f(z) = 22, es sobreyectiva.
D La funcién f: R% — RY, definida por f(z) = 22, es sobreyectiva.

D Una funcidén es biyectiva si es inyectiva o sobreyectiva.

D Una funcidn es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

D Una funcién f : A — B es biyectiva si satisface (Vb € B)(3la € A)(f(a) = D).
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. D La funcién f: R\ {0} — R, definida por f(z) = 2?, es biyectiva.
. D La funcién f : R% — RY, definida por f(z) = z?, es biyectiva.
. D La funcién f : R} — IR, definida por f(z) = 22, es biyectiva.

. D La funcién f : R — R, definida por f(z) = ax + b con a,b € R, siempre es
biyectiva.

D La funcién f : R — R, definida por f(z) = ax + b con a,b € R, es biyectiva
sib#0.

D La funcién f : R — R, definida por f(z) = ax + b con a,b € R, es biyectiva
sia #0.

D Dada una funcién f : A — B cualquiera, su inversa existe y se denota f—!.
D Existen funciones que no son inyectivas y que tienen una inversa.
D La inversa de una funcién biyectiva, es biyectiva.

D Existe una funcién f : A — A biyectiva, tal que para algin a € A se tiene

que f(f~1(a)) # f7H(f(a)).
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Ingenieria Matematica
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FISICAS Y MATEMATICAS
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Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Ejercicios

1. Indique cudl de los siguientes conjuntos establece una funcién:

(a) R={(a,b) € N?/b = aP para algtin p € N}

(b) Sean a,b,c € R\{0} fijos, R = {(x,y) € R?/y = ax® + bz + ¢}
(¢) R={(z,y) € R?/y = ax3 + bz + c con a,b,c € R}

(d) R={(z,y) e R*/z =y*+2y+ 1}

(e) R={(y,) e R?*/x = (y+1)*}

(£) R={(z,y) e R*/z =y’}

Indicacién: Dado un conjunto A, se usa la notacién A2 = A x A.

2. Indique cudles pares de funciones son iguales, si no lo son, explique por qué.

(a) f.9:R\{-2} = R con f(z) = 25ty v g(z) = L.

(b) f,9:R\{-1,0,1} = R conf(z) = L, g(z) = =)

(¢) f,g:R—R,con f(z) = (x+2)y g(z) = 2%+ 62% + 122+ 8
(d) f,9:R\{-1,0} = R conf(z) = 22 g(z) = 2nlt=D

(e) f,9:R* = Rcon f(z) = %,9(x) = VT

Indicacién: Se usa la notacién RT = (0, co).

3. Dado un conjunto A # () y B C A fijo, determine si cada una de las siguientes
es funcién y, en caso de serlo, si es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. Considere
a A como el universo.
Encuentre la funcién inversa en el caso que corresponda.
(a) f:P(A) — P(A), dada por (VX C A) f(X)=X°".
(b) g:P(A) — P(A), dada por (VX C A) g(X) = X \ (X°).
(¢) hi:P(A) — P(A), dada por (VX C A) hi(X)=XNB.
(d) ho:P(A)\ {0} — P(A), dada por (VX C A) ho(X) =X UB.
(e) hs:P(A) — P(A), dada por (VX C A) h3(X) = XAB.
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4. Dados dos conjuntos A y B, determine si las siguientes son funciones y si son
inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. Encuentre la funcién inversa en el caso
que corresponda.

(a) ma: Ax B — A, dada por (V(a,b) € A x B) ma((a,b)) = a.

(b) g : A x B — B, dada por (V(a,b) € A x B) mp((a,b)) = b.

(¢) da: A— A x B, dada por (Va € A) da(a) = (a,a).

(d) 7: Ax B— B x A, dada por (¥(a,b) € A x B) 7((a,b)) = (b,a).
(e) Dado by € B fijo. f: A — A x B, dada por (Va € A) f(a) = (a,by).

5. Comente sobre la inyectividad, sobreyectividad y biyectividad de las siguientes
funciones. Considere f: R — R

(a) f(z) =vaZ+1
www:

(¢) f(x) = sen(x)
(d) f(z)= %%ﬁ

Indicacion: >Se puede redefinir el dominio o el conjunto de llegada de f de
modo que la funcién logre ser inyectiva o sobreyectiva?.

6. Encuentre la funcién inversa de las siguientes funciones, verificando previamente
si son biyectivas.

(a) f:R\{0} >R, con f(z) =2
(b) Seaa#0. f:R—R,con f(x)=ax+b
(c) f:[0,27] = R, f(z)=sen(z?)

(d) f R =R, fla)= 2
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Guia de Problemas

La presente guia le permitird tener una idea bastante precisa del tipo de proble-
mas que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que
deberia demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le
recomendamos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido,
que resuelva sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora
a escribir con detalles las soluciones.

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

(20 min.) Considere las funciones f : N\ {0} — @ definida en cada n € N\ {0}
por f(n) = % y g: Q — Q definida en cada ¢ € Q por g(¢q) = 4. Determine
si f, g son inyectivas, epiyectivas y biyectivas.

Sea f: R\ {2} — R la funcién definida en cada z € R\ {2} por f(z) = 2.

(a) (10 min.) Demostrar que {f(z): € R\ {2}} =R\ {2}.
(b) (10 min.) Demostrar que f es inyectiva.

(¢) (10 min.) Se define una nueva funcion g : R\ {2} — R\ {2} tal que en
cada z € R\ {2} se tiene que g(z) = f(z). Pruebe que g es biyectiva y
calcule su inversa.

(30 min.) Para a,b € R considere la recta Lo, = {(x,y) € R*/y = az + b}
y la coleccién de rectas £ = {L,, C R?/a,b € R}. Se define el conjunto de
pares de rectas no paralelas

H={(L,L')eL?/)LNL #¢,L#L"}

y la funcién ¢ : H — R? talque ¥((L, L") = (w0,y0), donde (zg,yo) es el
unico punto de interseccién de L y L’. Pruebe que v es sobreyectiva.

Sea U el conjunto universoy A, B C U. Se define

f: PU) — PU)
X — f(X)=ANn(BUX)
(a) (15 min.) Pruebe que f(f(X)) = f(X) VX € P(U).
(b) (15 min.) Si A # U V B # ¢, pruebe que f no es inyectiva.
(¢) (10 min.) Si A # U pruebe que f no es sobreyectiva.

Sea E # ¢ un conjunto fijo. Para todo subconjunto A de E se define la funcién
caracteristica de A como:

0o E — {0,1}

1 sizeA
v 5‘4(3:)_{0 sizg A

(a) (10 min.) Describa dg(x) y d4(z) para todo z € E
(b) (10 min.) Demuestre que (Vx € E) danp(z) = da(x)dp(x)
(¢) (10 min.) Si C,D C E, entonces C C D < (Vz € E) dc(x) < dp(x)
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UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
T Introduccién al Algebra 10-1

Usa este margen [ SEMANA 4: FUNCIONES ]
para consultar
mas rapido el
material. Haz

también tus 3.9. Composicién de funciones
propias . B .
anotaciones. Pensemos que tenemos tres conjuntos no vacios A, B, C, y dos funciones, f : A — B
v y g: B — C, como en el siguiente diagrama:

Figura 10: Esquema necesario para poder componer dos funciones f y g.

Definiremos la funcién composicion de f y g, la cual denotaremos por go f, como
una funciéon de A en C, dada por

Definicién 3.7 (Funcién composicién).

(Va € A) (go f)(a)=g(f(a)).

Notemos que para definir g o f basta que se cumpla que Rec(f) C Dom(g), para
poder evaluar la funcién g sobre el elemento f(a). Es decir, la definicién puede
hacerse de manera més general.

Ejemplos:

Consideremos la funcién h : Ry — R, dada por h(z) = 2. Si tomamos las
funciones f : Ry — R, f(z) = %, y g : R — R, g(xr) = 2%, entonces para
cualquier x € Ry

wor =gt =o(1) = (1) =n
es decir o

Algunas propiedades de la composicién:

Propiedades 1. Si f: A— B, g: B— C, h: C — D son funciones, entonces
1. ho(go f)=(hog)o f (esta propiedad se llama asociatividad)
2. En general, no hay conmutatividad

3. idg o f = foida = [ (es decir, la funcién identidad es neutro para la
composicion)
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4. Si f es biyectiva, entonces fof~ ' =idg y flof=1ida
DEMOSTRACION. Demostremos (4). Para la primera afirmacion:
fof ' =idp

notamos que f : A — B, por lo que f~': B — A, y entonces fo f~!: B — B, por
la definicién de composicién. Como Dom(idp) = Rec(idg) = B, concluimos que

Dom(idg) = Dom(fo f~') A Rec(idg) = Rec(fo f1)

Falta solamente mostrar que (Vw € B) idg(w) = (f o f~1)(w), lo cual hacemos del
modo siguiente:

Sea w € B, y llamemos x = f~'(w) € A. Como f es la funcién inversa de f~!,
tenemos también que w = f(z). Entonces

(fof ™) = f(f(w)

|
g

= idB (w)
y listo. Para demostrar que f~!o f = ida se sigue el mismo procedimiento.

Algunas propiedades con respecto a la inyectividad y sobreyectividad:

Propiedades 2. Si f: A— B, g: B — C son funciones, entonces

1. Si f y g son inyectivas, entonces (go f) es inyectiva.

2. Si f y g son sobreyectivas, entonces (go f) es sobreyectiva.

3. Si f y g son biyectivas, entonces (go f) es biyectiva.

4. Si(go f) es inyectiva, entonces [ es inyectiva (g no necesariamente lo es).

5. Si(go f) es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva (f no necesariamente lo

es).

DEMOSTRACION. Demostraremos (2) y (4).

Para (2): Queremos ver que la funcién go f : A — C es sobreyectiva. Sea ¢ € C.
Buscamos un a € A tal que (go f)(a) = ¢, es decir que g(f(a)) = c.

Como g : B — C es sobreyectiva, sabemos que existe un b € B tal que g(b) = c.
Del mismo modo, como f : A — B es sobreyectiva, sabemos que existe a € A tal
que f(a)="b. Asi

(go f)la) =g(f(a)) = g(b) =c

que es lo que queriamos demostrar.
Probaremos (4):

Si (g o f) es inyectiva, entonces f es inyectiva (¢ no necesariamente lo
es).
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Sabemos que (g o f) es inyectiva.

Para demostrar que f también lo es, consideremos aj,as € A tales que f(a;) =
f(az2). Notemos que f(a1), f(az) € B pues Rec(f) = B. Asi, evaluando la funcién
g obtenemos

9(f(a1)) = g(f(az2))

es decir
(go f)lar) = (go f)(a2)

Como sabemos que (g o f) es inyectiva, obtenemos que a1 = as, por lo que f es
también inyectiva.

Método para calculo de inversas

Una propiedad 1util para el calculo de funciones inversas:
Propiedad 1. Sea f: A — B biyectiva, y sea g: B — A
n Sigof=idy, entonces g = f~1.
» Si fog=idp, entonces g = f~ 1.
Esta propiedad nos dice que para calcular la inversa de una funcién biyectiva f,

basta encontrar una funcién g que compuesta con f nos dé la identidad. Ya sea que
las hayamos compuesto en el orden go f o en el orden f o g, podemos concluir que

ft=g
DEMOSTRACION. Demostraremos la primera de ellas, es decir
gof=ida=g=f"
Como f es biyectiva, para que g = f~! basta demostrar que
(Ve e A)(Vy e B) f(x)=y < gly) ==

Sean x € A,y € B. Demostraremos las dos implicancias:
=) Supongamos que f(z) = y. Como ambos lados de esta igualdad son elementos
de B, podemos aplicar g, y obtener

g(f(x)) = g(y)
(gofix) = gly)

Como por hipétesis g o f = id 4, entonces concluimos que
g(y) =ida(z) = x

<) Supongamos ahora que g(y) = 2. Como f es sobreyectiva, tenemos que existe
w € A tal que f(w) = y. Entonces

z=g(y) = g(f(w)) = (g0 f)(w) = ida(w) = w
Por lo tanto, f(z) = f(w) = v.

La siguiente propiedad, es también 1itil y no es necesario saber de antemano si la
funcién es biyectiva.
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Propiedad 2. Sean f: A— B yg: B — A, funciones.
Sigof=ridsy fog=idg, entonces g= 1.

Notar que implicitamente, la propiedad implica que f es biyectiva.

DEMOSTRACION. Nos basta probar que f es biyectiva, ya que usando la propiedad
anterior tendremos que g = f -

Pero, gracias a la propiedad (4) respecto de inyectividad y sobreyectividad vista
antes, como go f = id4 es inyectiva (ya que id4 siempre lo es), luego f es inyectiva.

Ademds, usando la propiedad (5), como f o g = idp es sobreyectiva, luego f es
sobreyaectiva.

Asi, f es biyectiva y se concluye el resultado.

Inversa de una composicién

Como consecuencia, podemos obtener la siguiente conclusién:

Proposicién 3.4 (Inversa de una composicién). Si f: A > Byg: B — C
son biyectivas, entonces

(gof)t=1"og™!

DEMOSTRACION. Denotemos F =go fy G=f"log™l.

Tenemos que F': A — C, y que G : C — A. Ademads, como g y f son biyectivas,
entonces gracias a una propiedad anterior sabemos que F' también es biyectiva. Asi,
la afirmacion que queremos demostrar puede escribirse como

Ft=a

Gracias a las propiedades mencionadas, para esto basta mostrar que G o F = id4.
En efecto,

GoF = (ftogo(gof)
flo(g 7 og)of
floidpof
flof

= idg

3.10. Imagen y preimagen

Si f: A— Besuna funcién, y si y = f(z) decimos que y es imagen de x a través
de f,y que = es preimagen de y a través de f.
Como f es una funcién, tenemos que

(Ve e A)3ly € B) y = f(x)

lo que nos dice que cada x € A posee una unica imagen y € B. Sin embargo, los
elementos y € B pueden tener varias preimagenes distintas, como veremos en el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo:

Tomemos la funcién f : N — N dada por f(n) = (n — 10)2. Se tiene que 36 es
la imagen por f de 4, pues f(4) = 36. A su vez, tenemos que 4 es preimagen de
36. Pero también f(16) = 36, por lo que 16 también es preimagen de 36. Es ficil
observar que 36 no tiene mas preimagenes que estas dos, asi que podemos decir
que

{4,16} es el conjunto de preimédgenes de 36

Del mismo modo, {5,15} es el conjunto de preimdgenes de 25, y {10} es el
conjunto de preiméagenes de 0. Podemos reunir estos conjuntos de preimégenes:

{4,5,10,15,16} es el conjunto obtenido al reunir las preimdgenes de
{0,25,36}

También estd el caso del natural 2, el cual no tiene preimégenes por f (esto se
observa dado que f(n) siempre es un cuadrado perfecto, y 2 no lo es). En este
caso decimos que el conjunto de preimédgenes de 2 es () (el conjunto vacio).

Asi como hemos obtenido el conjunto formado por todas las preimagenes de
ciertos elementos, podemos formar el conjunto de todas las imagenes de ciertos
elementos. Como sabemos que 9,4,1,0,1 y 4 son respectivamente las imagenes de
7,8,9,10,11 y 12, escribimos que

{0,1,4,9} es el conjunto obtenido al reunir las imdgenes de
{7,8,9,10, 11, 12} (observar que en el primer conjunto hemos elimi-
nado los elementos repetidos, como corresponde en los conjuntos)

Conjunto imagen

En esta seccién definiremos precisamente los conceptos de conjunto imagen y con-
junto preimagen para una funcion f dada, y estudiaremos varias propiedades.

Definicién 3.8 (Conjunto imagen). Sea f: A — B una funcion, y sea A’ C A.
Definimos el conjunto imagen de A’ por f como

F(A)={beB:@acA) fa)=b}

o equivalentemente
be f(A) < (Jae A) f(a)=0b

Notemos que f(A’) siempre es un subconjunto de B. Es el obtenido al reunir todas
las imé4genes de los elementos de A’.

Propiedades 3. Sea f: A — B funcion. Sean Ay, Ay C A.
1. f es sobreyectiva < f(A)=DB
2. A1 C Az = f(A1) C f(A2)
3. f(A1NAz) € f(A1) N f(A2)

4. fF(A1UAg) = f(A1) U f(A2)
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DEMOSTRACION. Demostraremos (2).

Supongamos que A; C Ay, y sea y € f(A1).

Por definicién de conjunto imagen, tenemos que 3z € A; tal que y = f(z). Como
A estd contenido en Ao, entonces x € As.

Asi, existe un x € Aj tal que y = f(z), con lo que obtenemos que y € f(As2).

Conjunto preimagen
Definimos ahora, el conjunto preimagen:

Definicién 3.9 (Conjunto preimagen). Dado B’ C B, el conjunto preima-
gen de B’ por f como

f7H(B)={a€ A: f(a) € B}

0, en términos logicos
ac f~YB) < fla)e B

f~Y(B’) es siempre un subconjunto de A. Es el obtenido al reunir todas
las preimdgenes de los elementos de B’.

Propiedades 4. Sea f: A — B funcion. Sean By, By C B.
1. ByC By= f~1(B1) C f~(Bo)
2. f7HBiNBy) = f~1(B1)N f~(Ba)

3. f_l(Bl U Bg) = f_l(Bl) U f_l(Bg)

DEMOSTRACION. Demostraremos (2).
Consideremos un elemento x arbitrario. Se tiene que

x € f~YB1NBy) f(x) € BN B, (def. de conjunto preimagen)
f(z) € B A f(x) € By (interseccién de conjuntos)
z € f7Y(B1)Az € f~1(By) (def. de conjunto preimagen)
(

z€ fHB1)N fH(Ba) interseccién de conjuntos)

roee

Enumeramos ahora propiedades que surgen cuando reunimos los conceptos vistos
en las secciones anteriores.

Propiedades 5. 1. Si A’ C A, entonces A’ C f=1(f(4))
2. Si B' C B, entonces f(f~Y(B')) C B’
3. f esinyectiva < (VA' C A) A" = f~1(f(4"))

4. f es sobreyectiva < (VB' C B) f(f~Y(B')) =B’
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DEMOSTRACION. Demostraremos (3).
=) Supongamos que f es inyectiva, y tomemos A’ C A. Gracias a (1), sabemos que

A'C fTHf(A)

y por lo tanto s6lo nos falta demostrar la otra inclusién.

Sea z € f~1(f(A")), queremos demostrar que x € A’.

Por definicién de conjunto preimagen, tenemos que f(z) € f(A’). Llamando y =
f(z), y por definicién de conjunto imagen, tenemos que existe un w € A’ tal que

fw) =y.
Asi, f(z) = f(w), y como f es inyectiva, concluimos que = w. Pero sabfamos que
w € A’, por lo tanto x € A’.

<) Supongamos, por contradiccién, que f no es inyectiva. Entonces existen elemen-
tos x1, 29 € A tales que x1 # x2 y f(x1) = f(22). Llamemos y a este valor comiin
(es decir, y = f(x1) = f(22)). Definiendo A’ = {z1} C A, tenemos que

fA) = f({a}) = {f(a1)} = {y}

por lo que

A =) ={zcA: flo) ey}t ={z € A: f(x) =y}
Como f(z2) =y, entonces
w2 € fH(f(A)

Utilizando la propiedad, tenemos que f~1(f(A4’)) = A’, con lo que x5 € A’, es decir
x2 € {21}, de donde concluimos que z1 = x2, lo que es una contradiccién.
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1

2

95

'

(S}

=2}

N

Qo

©

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

.DSif:
[]sif

.DSif:

A — B,g:C — D. Basta con que B C C para que g o f exista.
A — B,g:C — D. Basta con que C C B para que g o f exista.

A — B,g: C — D. Necesariamente se debe tener B = C para que

go f exista.

[]sife

C[]sife

[]sife

[]sif

[]sif

sif
es.

[]sife
[]sife
[sif

o es.
[]sif
sif
C[]sife
[]sife
C[]sife
[]sife
C[]sife
s

sif
C[]sife
[]sife
C[]sife
[]sife
C[]sife

A— B,g: B— Aentonces fog=go f.

A— A g:A— Aentonces fog=go f.

A— B,g: B— Ay f esla funcién identidad, entonces fog=go f.
A— B,g: B— Cy f esinyectiva, entonces g o f también lo es.

A — B,g: B— Cy g esinyectiva, g o f también lo es.

A — B,g: B — C son tales que f y g son inyectivas, g o f también lo

A— B,g: B— Cy f essobreyectiva, g o f también lo es.
A — B,g: B— Cy g es sobreyectiva, g o f también lo es.

A — B,g: B — C son tales que f y g son sobreyectivas, go f también

A— B,g: B— Cy f es biyectiva, g o f también lo es.
A— B,g: B— Cy f es biyectiva, go f es inyectiva.
A— B,g: B— Cy f es biyectiva, g o f es epiyectiva.
A — B,g: B— Cy g es biyectiva, g o f también lo es.
A — B,g: B— Cy g es biyectiva, g o f es inyectiva.

A — B,g: B— Cy g es biyectiva, g o f es sobreyectiva.

A — B,g: B — C son tales que f y g son biyectivas, g o f también lo

A— B,g: B— Cygo f esinyectiva, g también lo es.
A— B,g: B— Cygo f esinyectiva, f también lo es.
A— B,g: B— Cygo f es sobreyectiva, g también lo es.
A— B,g: B— Cygo f essobreyectiva, f también lo es.
A— B,g: B— Cygo f es biyectiva, g también lo es.

A— B,g: B— Cygo f es biyectiva, g es inyectiva.
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26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

. D Sif:A— B,g: B— Cygo f es biyectiva, g es sobreyectiva.

. DSif:A—>B,g:B—>Cngfesbiyectiva,ftambiénloes.

. D Sif:A— B,g: B— Cygo f es biyectiva, f es inyectiva.

. D Sif:A— B,g: B— Cygo f es biyectiva, f es sobreyectiva.

] sifc

A — B,g : B — A son biyectivas, entonces si ¢ = f~!, luego

go f=1idy.

.DSif:

A — B,g : B — A son biyectivas, entonces si ¢ = f~', luego

go f=1idp.

] sif

A — B,g : B — A son biyectivas, entonces si ¢ = f~!, luego

fog=ida.

] sifc

A — B,g : B — A son biyectivas, entonces si ¢ = f~!, luego

fog=1idp.

. D Si f: A— B,g: B — A son biyectivas, entonces si f = ¢!, luego g = f .

.DSifes
.DSifes

biyectiva, (f~1)~! = f.

biyectiva, (f~1)~t = f~L.

. D Si f:A— B,g: B — C son biyectivas, luego (fog) = f"log™!

. D Si f: A— B,g: B — C son biyectivas, luego (fog) ' =g 1o f!

. D Si f: A— B,g: B — C son biyectivas, luego ((fog)™ ')t = flog™?
.[]Si f:A— B,g: B — C son biyectivas, luego ((fog)™') ™' = fog

. D Sea f: A — B, se tiene que f es inyectiva < f(A) = B

. D Sea f: A — B, se tiene que f es inyectiva = f(A) = B

[ ] Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:

A — B, se tiene que f es sobreyectiva < f(A) = B.

A — B, se tiene que f es sobreyectiva = f(A) = B.

A— By Ay, Ay C A, si f(A1) C f(A2) = A; C A,

(As).

(A1) N f(Az).

A — B inyectivay A1, As C A, entonces f(A1NAgz) = f(A1)Nf(A2).

A— By A,Ay C A siA) CAy= f(A) C f
A— By Ay, Ay C A, entonces f(A1 NAy) C f
A— By Ay, Ay C A, entonces f(A; U As) = f(A1) U f(Ag).
A— By Bi,ByCB,si By CBy= fY(B1) C f}(By).
A— By By, ByCB, f~YB1NBy) = fYB1) N f(Bo).
A— By By,ByCB, f~YByUBs) = f~Y(By) U f~(B).

A — B, entonces si A’ C A= A" C f71(f(A")).
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55.

56.

57

58.
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[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:
[ ]Sea f:

A — B, entonces si B'C B = f(f~1(B")) C B'.

A — B, entonces si B'C B= B' C f(f~%(B")).

A — B inyectiva, entonces si A’ C A= A’ = f~1(f(4)).

A — B sobreyectiva, entonces si A’ C A = A’ = f~1(f(4)).
A — B inyectiva, B'C B = f(f~'(B)) = B'.

A — B sobreyectiva, B' C B = f(f~%(B')) = B'.
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. Dadas f : A — B, g : B — C funciones, demuestre las siguientes propiedades
enunciadas en las tutorias:

(a) Si f y g son inyectivas, entonces (g o f) es inyectiva.

(b) Si f y g son biyectivas, entonces (g o f) es biyectiva.

(c) Si(go f) es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva (f no necesariamente

lo es).

.Sean f :Z — 7, g: 7 — 7y hZ — 7 tres funciones dadas por f(z) =1 — «x,
glx)y=—z—1yh(zx)=z+2.

(a) Verificar que cualquier composicién entre estas tres funciones (por ej.: f o
(hog), fog, (hoh)og, etc.), resulta ser una funcién invertible.

(b) Pruebe que hogo f = go foh =idy, en donde idy es la funcién identidad.

(c) Deducir de lo anterior que f~tog™! = h.

. Dados dos conjuntos A y B, determine el conjunto imagen de las siguientes

funciones.

(a) ma: Ax B — A, dada por (V(a,b) € A x B) ma((a,b)) = a.

(b) g : A x B — B, dada por (V(a,b) € A x B) np((a,b)) =b.

(¢) da: A— Ax B, dada por (Va € A) da(a) = (a,a).

(d) 7: Ax B— B x A, dada por (V(a,b) € A x B) 7((a,b)) = (b,a).

(e) Dado by € B fijo. f: A — A x B, dada por (Va € A) f(a) = (a, bp).

. Considere las mismas funciones del ejercicio anterior, pero suponiendo A = B.

Indique si se pueden o no definir las siguientes funciones. En los casos afirmativos,

determinelas.

(a) maomp.

(b) Tpodaoma.

(c) mpor.

(d) maoTof.

(€) dao fomy.

o8



5. Dado un conjunto A # () y B C A fijo, determine el conjunto imagen de las
siguientes funciones. Adem4s, determine la preimagen de los conjuntos C; = {B},
Co={A}yCs={4,0}.

(a) f:P(A) — P(A), dada por (VX C A4) f(X) = X°.

(b) g:P(A) — P(A), dada por (VX C A) g(X) =X\ (X°).

(c) hy1:P(A) — P(A), dada por (VX C A) hi(X) =X NB.

(d) ha:P(A)\ {0} — P(A), dada por (VX C A) he(X) =X UB.
(e) hs:P(A) — P(A), dada por (VX C A) h3(X) = XAB.

6. Dadas f: A — B, funcién y A1, As C A, demuestre las siguientes propiedades

enunciadas en las tutorias:

(a) f essobreyectiva < f(A) = B.

(b) f(A1NAg) C f(A1) N f(Ag).
(c) f(A1UA2) = f(A1) U f(A2).
(d) A C fH(f (A1)

7. Dadas f: A — B, funcién y By, Bs C B, demuestre las siguientes propiedades:
(a) B1 C By = f71(B1) C f71(By).

(b) fTH(B1UB:) = f~1(B1) U f~(Ba).
(c) f(f~H(B1)) € B

(d) f7H(BY) = (f~1(B)".

(e) f~HB1ABy) = f~H(B)AfH(Ba).
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Guia de Problemas

La presente guia le permitird tener una idea bastante precisa del tipo de proble-
mas que debe ser capaz de resolver en una evaluacion y el tiempo promedio que
deberia demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le
recomendamos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido,
que resuelva sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora
a escribir con detalles las soluciones.

P1. (20 min.) Sean f,g: R — R funciones. Determine explicitamente f y g sabi-
endo que
x—2
3

B 3z + 2
9224+ 12245

gof f N z) =

P2. Sean f,g: A — A funciones. Probar que si g es biyectiva entonces se tiene que

(a) (15 min.) f es inyectiva < f o g es inyectiva
(b) (15 min.) f es sobreyectiva < go f es sobreyectiva
P3. Sea A = {0,1,2,3} y T : A — A la funcién definida por T(0) = 1,7(1)

1, =
2,T(2)=3,T(3)=0.Seal ={h: A— R/hes funcién y h(0)+h(1) +h(2)+
h(3) = 0}. Dada una funcién f : A — R definimos la funcién f: A — R en

cadan € A por f(n) = foT(n)— f(n).

(a) (20 min.) Probar quesi f : A — R es una funcién de dominio A y recorrido
R entonces f € [

(b) (40 min.) Sea D = {h : A — R/h es funcién y h(0) = 0}. Definimos

A:D — Tencada f € D por A(f) = f. Probar que A es biyectiva y
calcular A~1.

P4. Sea F = {h: E — E/h es biyectiva } y f € (F)

(a) (5 min.) Pruebe que para todo h € F,ho f € F

(b) (25 min.) Sea ¢y : (F) — (F) tal que ¢f(h) = ho f. Pruebe que ¢y es
biyeccién.

P5. (15 min.) Sea E = {f : R — R/ f es biyectiva}. Es decir, E contiene a todas
las funciones biyectivas de R en R. Se define la funcion ¢ : E — E tal que para
cada f € E, £(f) = f~1, es decir £ le asocia a cada funcién en E su inversa.

Sean f, g € E. Probar que &(f o g) = £(9) o £(f).

P6. (10 min.) Considere las funciones f : N\ {0} — Q definida en cada n € N\ {0}
por f(n) = % y g: Q — Q definida en cada ¢ € Q por g(¢q) = %. Determine
los conjuntos preimagenes g~ 1(Z) y (go f)~ (%)

P7. (30 min.) Sea f: X — Y una funcién. Pruebe que VA, B C X
f(A) A f(B) € f(AA B)
Muestre ademas que si f es inyectiva, entonces
f(A) A f(B) = f(AA B)
P8. (20 min.) Sea f: E — F una funcién y A, B C E. Pruebe que
FB\f(A) = ¢ = f(AUB) = f(4)
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Introduccién al Algebra 10-1
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J . http://www.dim.uchile.cl/"docencia/algebra
“ para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
T .

[ SEMANA 5: RELACIONES ||  Usa este margen

para consultar
mas rapido el
material. Haz
también tus

4. ReIaCioneS propias
anotaciones.
4.1. Introduccién M

Definicién 4.1 (Relacién). Dados un par de conjuntos no vacios A y B, llamare-
mos relacién binaria entre A y B, o simplemente relacion entre A y B, a un
conjunto R C A x B.

Denotaremos a R b cuando (a,b) € R, y a R b cuando (a,b) ¢ R.

Observemos que, para A y B conjuntos no vacios, ya conocemos una buena cantidad
de relaciones.

Por ejemplo, toda funcién f : A — B puede interpretarse como una relaciéon R C
Ax B,donde a Rb <= b= f(a).

Ejemplos:

1. Tomemos el conjunto R = {(p,n) € Z x N : |p — n| < 5}. Este es una
relacién entre Z y IN. Diremos que

“R es una relacién entre Z y N dada por (p Rn < |p—n| <
5)77

2. < es una relacién de R consigo mismo, interpretando < como el conjunto
{(z,y) eERxR:z <y}

3. En N x N, decimos que a | b <= (3k € N) b = k - a. La relacién que
estamos simbolizando con la barra vertical | se conoce como divisibilidad,

y decimos que “a divide a b” cuando a | b. A modo de ejemplo, tenemos
que 2|8,7|21,415y9128.

4. Para p,q € Z, definimos la relacién igualdad mddulo 3, que simbolizaremos
por =3, por p =3 ¢ < (Ik € Z) (p — q) = 3k. Asi, por ejemplo, 8 =3 11
y 11 =3 —1.

5. Sea P el conjunto de todos los seres humanos, y definimos para py,ps € P
la relacién p; ‘H p2 <= p; es hermano o hermana de ps.

4.2. Relaciones de un conjunto en si mismo

A continuacién nos preocuparemos de las relaciones de un conjunto no vacio A
consigo mismo, es decir las relaciones R C A x A.

Dada una relacién R en el conjunto A, definimos las siguientes propiedades (al
igual que con la inyectividad, sobreyectividad y biyectividad de funciones, estas
propiedades pueden ser o no cumplidas por cada relacién):

Definicién 4.2 (Tipos de relaciones).
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= Diremos que R es refleja si y solo si

VexeA) zRz

= Diremos que R es simétrica si y sélo si

Vr,ye A)zs Ry=>y Rz

= Diremos que R es antisimétrica si y solo si

Ve,ye A) (t RyAyRax)=z=y

= Diremos que R es transitiva si y solo si

(Vz,y,z€ A) @ RyAyR z)=z R z
Observacién (Importante): Debemos observar que la simetria y la antisimetria
no son propiedades contrapuestas:

Por un lado puede ocurrir que una relacién no sea ni simétrica ni antisimétrica, pero
también hay relaciones que cumplen ambas propiedades simultdneamente. Estas
dltimas, sin embargo, no pueden ser muy complejas, pues si R C A x A:

R es simétrica y antisimétrica <= (Vz,y € A) [t Ry = x =y]
DEMOSTRACION. <) Queda como ejercicio para el lector.

=) Sean z,y € A tales que z R y.
Como R es simétrica, entonces también y R . Asi,

rRyANyRx
y como R es antisimétrica, concluimos que = = y.

Observemos que si tenemos una relacion R C A x A tal que existen elementos
o # Yo en A tales que xg R yo, entonces R es o bien simétrica, o bien antisimétrica.

Relaciones de orden

Definicién 4.3 (Relacién de orden). Sea R una relacion en el conjunto A. Di-
remos que R es una relacion de orden en A, o simplemente que es un orden en
A, si es una relacion refleja, antisimétrica y transitiva.

= Si R es un orden en A, diremos que a precede a b cada vez que a R b.

= Ademas, diremos que dos elementos a,b € A son comparables si se cumple
que (a Rb)V (bR a).

= Si R es un orden que hace que todo par de elementos sea comparable, entonces
diremos que R es un orden total. En caso contrario, diremos que es un orden
parcial.

Es facil verificar, entonces, que < es un orden total en R.
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Ejemplo: Divisibilidad
Recordando la relacién de divisibilidad | que ya definimos, tenemos que ésta es

un orden parcial en IN, pero no es un orden total.

DEMOSTRACION. Veamos que | cumple las tres propiedades requeridas:

» | es refleja pues para cada n € IN se tiene que n =1 - n.

» Sia|byb|a, entonces existen k, j € N tal que b = ka y a = jb.

Con esto, b = kjb, o equivalentemente b(1 — kj) = 0. De modo anélogo,
obtenemos que a = jka, y con ello a(1 — jk) = 0. Entonces

a(l —kj) = b(1 — kj)
Si kj # 1, entonces podemos dividir por (1 — kj) y concluir que a = b.

Si kj = 1, como ambos son elementos de N, tenemos que forzosamente
k = j =1 (se puede demostrar por contradiccién, queda como ejercicio
para el lector). Asf, a =jb=1-b=0.

En cualquier caso a = b, con lo que | resulta ser antisimétrica.

» Supongamos que a | by que b | c¢. Entonces, existen k,j € N tales que
b=kayc=jb. Asi,c=(j-k)a, porlo que a| ¢, y | resulta ser transitiva
también.

Concluimos que | es un orden parcial. Finalmente, vemos que | no es orden total
pues, por ejemplo, 2 y 3 no son comparables: 243 y 31 2.

Relaciones de equivalencia

Definicién 4.4 (Relacién de equivalencia). Una relacién R en el conjunto A
se llamard relacién de equivalencia si es

» Refleja.
» Simétrica.

» Transitiva.

Una relacion de equivalencia en el fondo define un criterio de semejanza entre los
elementos de A.

Por esto, consideraremos a continuacién los subconjuntos formados por elementos
“equivalentes” para la relacién.

Definicién 4.5 (Clase de equivalencia). Dado un elemento a € A, definimos
la clase de equivalencia de a asociada a R como el conjunto

{reA:aRx}

el cual denotaremos por [a]r.
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Ejemplos:

= Un ejemplo sencillo de relacién de equivalencia es la igualdad entre niimeros
reales.

= Otro ejemplo lo podemos tomar del diccionario espanol: sea ¥ el conjunto
de todas las palabras del diccionario espanol.

Para v, w € ¥ definimos la relacién ~ como
VR W <= vy w comienzan con la misma letra.
Es facil ver que = es una relacién de equivalencia en Y.

Calculemos en este caso la clase de equivalencia de algunas palabras: la
clase [hola]x es el conjunto de todas las palabras en ¥ que comienzan con
h, mientras que [casa] es el conjunto de todas las palabras que comienzan
con c.

En este ejemplo, notemos que podemos escribir
¥ = [ahora]~ U [bote]x U [casalx U . .. U [zorro]~

Ademds, se tiene que [tapa]r N [velerolx, = 0, y que [manzanalr, =
[menos| .

Veremos que estas ultimas propiedades se generalizan a cualquier relacién de equiv-
alencia.

Propiedades 6. Sean z,y € A y R una relacion de equivalencia definida en A.
1 [z]lr #0
TRy = [z]r = [ylr

TRy <= [plrNlylr =10

e e

Como consecuencia de las anteriores,

[z]r # lylr <= [zlr N[ylr =0

DEMOSTRACION. Demostraremos (2) y (3).
Para (2):
=) Sea @ un elemento.

a € [z|r

< aRaz (def. de clase de equivalencia)
< aRy (puesz RYy)
< a€[ylr (def. de clase de equivalencia)

<) Notemos que = € [z]g. Como [z]g = [y]r, concluimos que = € [y]g. Por
definicién de clase de equivalencia, obtenemos que x R y.
Para (3):

=) Por contrarreciproca. Como [z]r N[y]r # 0, tenemos que existe a € [z]r N[y]r-
Como a € [z]r, tenemos que a R z. Andlogamente, tenemos que a R y. Como R
es una relacion de equivalencia, en particular es transitiva, y entonces = R y.
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<) Por contrarreciproca también. Si R y, tenemos que z € [y]g. Como trivial-
mente z € [z]g, entonces

z € [z]r N [ylr

por lo que [z]z N [y]r # 0.

Definicién 4.6 (Conjunto cuociente). Al conjunto de todas las clases de equiv-
alencia inducidas sobre A por una relacion de equivalencia R se le llama conjunto
cuociente, y se denota A/R.

Este es un conjunto cuyos elementos son clases de equivalencia, es decir:
CeA/R < (FxeA) C=lr

Vimos que el conjunto de palabras Y antes definido podia escribirse como unién
de ciertas clases de equivalencia. Estas eran conjuntos disjuntos entre si, pues cada
uno de ellos contenia a todas las palabras que comenzaban con una letra especifica.
Esta nocién que dice que un conjunto puede ser escrito como unién de otros con-
juntos, todos ellos disjuntos, es la de particion.

Definicién 4.7 (Particién). Sea A un conjunto no vacio. Una coleccion de con-
juntos {P1,..., P} CP(A) se llamard particién de A si cumple:

e (Vie{l,....n}) P, #£0
n (Vi,jE{l,...,Tl})i;ﬁjépiﬂpj:(b

« A=PLUP,UP;U...UP,

Consideremos un conjunto no vacio A. Entonces toda relacién de equivalencia R
definida sobre A induce en él una particién, la cual esta formada por todas las clases
de equivalencia de los elementos de A.

También, toda particiéon { P, ..., P, } de A induce en él una relacién de equivalencia
R, la cual estd dada por

aRb << (Fe{l,...,n}))ac PANbEP,.

Ejemplo importante: Congruencia médulo

Un tipo de relaciones de equivalencia de particular importancia lo conforman las
llamadas relaciones igualdad mdédulo p, de las cuales ya conocemos la igualdad
modulo 3.

Sea p € N, p > 2. Se define en Z la relacién =, por

x=py <= (Fkel) (zx—y)=kp

Si x =, y, diremos que = e y son iguales médulo p, o que son congruentes
moédulo p. Como ejemplo, tenemos que 13 =3 7 pues 13 —7 =6 = 2 -3, y que
12 =5 27, pues 12 — 27 = —-15= -3 - 5.

Dado un p € IN, p > 2, =, resulta ser una relacién de equivalencia sobre Z. Asi, =,
induce en Z clases de equivalencia, y al conjunto cuociente Z/ =, le llamaremos
L.

Para trabajar con ella, se necesita el siguiente teorema, llamado teorema de la
division euclidiana, que viene de la Teoria de Numeros:

65



Teorema 4.1. Sean a,b € 7. Eziste un unico par q,r € 7Z tal que

a=q-b+r AN 0<r<|b

Se llama teorema de la divisién porque su aplicacién a un par a,b € Z equivale a
calcular la divisiéon entera a + b. Esta debe tener un cuociente ¢ € Z y un resto
r € Z, el cual debe ser menor que |b|.

Propiedad 3. Se tiene que

ZP = {[O]Pa [l]pv R [p - 1]P}
En particular, concluimos que Z, tiene exactamente p elementos.

DEMOSTRACION. Demostraremos esta igualdad mediante dos inclusiones.
D) Recordemos que Z, = Z/ =, es decir que Z, es el conjunto de todas las clases
de equivalencia [-], inducidas por =, en Z. Como

0,1,...,p—1€Z
entonces por definicién de conjunto cuociente
[O];D’ [1]1?7 ) [p - I]P € ZZD

C) Sea C € Z,. C es una clase de equivalencia, luego existe x € Z tal que C' = [z],,.

Aplicando el teorema de la divisién, obtenemos que existen un cuociente q € Z y
un restor € Z (0 <r < p—1) tales que

r=p-q+r
de donde se concluye
T—r=p-q
lo que significa que
T=pT

Gracias a una propiedad que demostramos anteriormente, esto nos dice

[z]p = [rlp

Por lo tanto C' = [r],, y como 0 < r < p — 1, entonces

C € {[0]p, [Ups -+ [p = 1]p}
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

B ={(zy) € R\ {0} x R\ {0}/(3k)(§

D Una relacion R € A x A, R # ¢ siempre cumple alguna de las siguientes
propiedades: R es refleja, R es simétrica, R es antisimétrica, R es transitiva.

. D R ={(x,y) € R x R/x = 2y} es una relacién refleja.

. D R ={(z,y) € R x R/x = 2y} es una relacién simétrica.

. D R ={(z,y) € R x R/x = 2y} es una relacién antisimétrica.
. D R ={(x,y) € R x R/z = 2y} es una relacién transitiva.

R ={(z,y) € R\ {0} x R\ {0}/(Bk)(2 = 2k Ak € N)} es una relacién

refleja.

2k Ak € R)} es una relacién
refleja.

. D R = {(z,y) € R\ {0} x R\ {0}/(3k)(§ = 2k Ak € N)} es una relacién

simétrica.

. D R ={(z,y) € R\ {0} x R\ {0}/(3k)({ = 2k Ak € Q)} es una relacién

simétrica.

[J R = {(z,y) € R\ {0} x R\ {0}/(3k)(5

antisimétrica.

2k ANk € IN)} es una relacién

[JR = {(z,9) € R\ {0} x R\ {0}/(Gk)(2

transitiva.

2k Ak € N)} es una relacién

D R = {(z,y) € N\ {0} x N\ {0}/(3k)(§ < 3k Ak € N)} es una relacién
refleja.

D R = {(z,y) € N\ {0} x N\ {0}/(3k)({ < 3k Ak € N)} es una relacién
simétrica.

[ 1R = {(z,y) € N\ {0} x N\ {0}/(3k)(£ < 3k Ak € N)} es una relacion
antisimétrica.

[ 1R = {(z,y) € N\ {0} x N\ {0}/(3k)(£ < 3k Ak € N)} es una relacion
transitiva.

D Sear € R, R={(z,y) € R x R/2? 4+ y? = r?} es una relacién refleja.

[ ]Sear €R, R={(z,y) € R x R/2?+y*> = r?} es una relacién simétrica.
D Sear € R, R = {(z,y) € RxR/2*+y? = r?} es una relacién antisimétrica.
[ ]Sear €R, R={(z,y) € R x R/2?+y*> = r?} es una relacién transitiva.

[]Sear € R, R = {(x,y) € [-r,7] x [-r,7]/2? + y* = r?} es una relacién
refleja.

[ ]Sear € R, R = {(z,y) € [-r,7] x [-r,7]/2z* + y* = r?} es una relacién
simétrica.
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22

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

D Sear € R, R = {(z,y) € [-r,7] x [-r,7]/2* + y* = r?} es una relacién
antisimétrica.

D Sear € R, R = {(z,y) € [-r,7] x [-r,7]/2* + y* = r?} es una relacién
transitiva.

D R={(z,y) € R x R/2® +y?> =72, r € R} es una relacién refleja.

D R={(z,y) € R x R/2® +y?> =72, r € R} es una relacién simétrica.

D R={(z,y) e Rx R/2? +y*=1?, r € R} es una relacién antisimétrica.
[ JR={(z,y) e RxR/a®+y> =7% r € R} es una relacién transitiva.
D Una relacién simétrica nunca es antisimétrica.

D Una relacién antisimétrica nunca es simétrica.

D La = es una relacion que es simétrica y antisimétrica a la vez.

D La tnica relacién simétrica y antisimétrica a la vez es la igualdad.

D No existen relaciones que sean de equivalencia y de orden a la vez.

D Sea A un conjunto de un elemento. Sea R una relacién de equivalencia defini-
da en A. Independiente de la forma de R, A/R siempre tendrd dos elementos.

D Sea A un conjunto de un elemento. Sea R una relacién de equivalencia
definida en A. Independiente de la forma de R, A/R siempre tendra un elemento.

D R={(x,y) € Z\ {0} x Z\ {0}/xy > 0} es una relacién refleja.

D R={(z,y) € Z\ {0} x Z\ {0}/xy < 0} es una relacién refleja.

D R={(z,y) € Z\ {0} x Z\ {0}/xy < 0} es una relacién simétrica.

D R={(z,y) € Z\ {0} x Z\ {0} /2y < 0} es una relacién antisimétrica.
D R={(x,y) € Z\ {0} x Z\ {0} /zy > 0} es una relacién transitiva.
D R={(z,y) € Z\ {0} x Z\ {0} /zy < 0} es una relacién transitiva.
D R ={(z,y) € [0,00) x [0,00)/2 > 0} es una relacién refleja.

D R ={(z,y) € [0,00) x [0,00)/2 > 0} es una relacién simétrica.

D R={(z,y) € R x R/x <0} es una relacién antisimétrica.

D R={(z,y) € R x R/x <0} es una relacién transitiva.

D (—00,0) y [0, 00) son las clases de equivalencia de R = {(z,y) € RxR/xy >

(—00,0) y (0,00) son las clases de equivalencia de R = {(z,y) € (R\ {0}) x
\{0})/zy > 0}

D (—00,0) y [0, 00) son las clases de equivalencia de R = {(z,y) € RxR/x+y >
0}

68



48

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

D Sea A el conjunto de alumnos de primer a no. La relacién en A, dada por
a1Ras < a1 tiene mejor nota que as, es una relacion de orden.

D Sea A el conjunto de alumnos de primer a no. La relacién en A, dada por
a1Ras < a; tiene mejor o igual nota que ag, es una relacién de orden total.

D Sea A el conjunto de alumnos de primer a no. La relacién en A, dada por
a1Ras < a; tiene mejor o igual nota que ag, es una relacién de orden parcial.

D R ={(z,y) € R x R/x < y} es una relacién de orden total.
D R ={(z,y) € R x R/x < y} es una relacién de orden parcial.
D Dos clases de equivalencia siempre tienen al menos un elemento en comun.

D{xelN/x=2n, neN}y{reN/z=2n+1, n € N}, son las clases de
equivalencia de R = {(z,y) € R x R/x = 2y}

D {reN/z=2n, neN}y{reN/z=2n+1, n € N}, son las clases de
equivalencia de R = {(z,y) € R x R/{ =2}

D {reN/z=2n, neN}y{reN/z=2n+1, n € N}, son las clases de
equivalencia de R = {(z,y) € R x R/ =2n, n €N}

D{xelN/x=2n, neN}y{reN/z=2n+1, n € N}, son las clases de
equivalencia de R = {(z,y) e Rx R/z —y=2n, neN}
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1. Estudie si las siguientes relaciones son o no reflejas. En caso que no lo sean, para
demostrarlo, enuncie un contraejemplo.

(a) R={(z,y) € Rx R/y = ax + b}, con a # 0.

) R={(z,y) e RxR/y=ax+bAy=azx+d}, cona+#0,b+#d.
(¢) R=A{(z,y) e RxR/y=ax+bAy=cr+d}, conac=—1.

(d) R={(z,y) e RxR/y<ax+bAy<cx+d}, conb,d>0.

(e) R={(z,y) € [-r,r] x [-r,7]/y* + 2 <r? Aly| < 5}, con > 0.
) R={(z,y) € [—g Ll x [=rr]/y? + 2 <r? Aly| < 5}, conr > 0.
(8) R ={(5.9) € -5, 5] x [-r,r)/y? + 02 < 2}, con 7> 0.

2. Estudie si las siguientes relaciones son o no simétricas. En caso que no lo sean,
para demostrarlo, enuncie un contraejemplo.

(a) R={(z,y) € R xR/y # x}

(b) R={(z,y) e R xR/y =z}

(¢) R={(z,y) € R x R/y* = 2*}

(d) R={(z,y) e R xR/Jy| = x}

(e) R={(z,y) e RxR/zy =2k, k € Z}
) R={(z,y) e RxR/zy < 0}

3. Estudie si las siguientes relaciones son o no antisimétricas. En caso que no lo
sean, para demostrarlo, enuncie un contraejemplo.

(a) R={(z,y) e RxR/y # x}
(b) R={(z,y) e RxR/y <}
() R={(z,y) e RxR/y >z}
(d) R={(z,y) e RxR/[y| =z}
() R={(z,y) € R x R/xy = 2k, para algin k € N}
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4. Estudie si las siguientes relaciones son o no transitivas. En caso que no lo sean,
para demostrarlo, enuncie un contraejemplo.

(@) R={(z,y) e RxR/y # x}.

(b) R={(z,y) e R xR/Jy| > x}

(c) R={(r,y) € Rx R}y < a*}

(d) R={(r,5) € R x R/zy=1)

() R={(r,y) € Rx R/a¥ € Q)

(f) R={(z,y) € R x R/z —y = pk, para algin k € Q}

5. Estudie las siguientes relaciones. Indique si son de orden, o de equivalencia, si
es el primer caso determine si son de orden total o parcial, si es el segundo,
encuentre las clases de equivalencia.

(a) Sea H el conjunto de todos los hombres y M el conjunto de todas las mujeres.
Se define E C H x M por

E = {(h,m) € H x M/h esta casado con m}

Es decir, E es el conjunto de todos los matrimonios.

Indicacion: En esta parte haga los supuestos de estime convenientes y vea
qué pasa si los cambia (por ej., si se permite que uno sea hermano de si mis-
mo, o no). Ademds, no se preocupe en ser demasiado formal, lo importante
es que comprenda qué verificar para una relacion de orden y para una de
equivalencia.

(1) Sea R; la relacién definida en E por:
(h1,m1)Ri(ha,m2) <  Algtin miembro del matrimonio 1
es hermano(a) de algtiin miembro del matrimonio 2
(2) Sea Ry la relacién definida en E por:
(h1,m1)Ra(ha,m2) <  hy es hermano(a) de ho
(3) Sea R3 la relacién definida en E por:

(h1,m1)R3(h2,m2) <  Algin miembro del matrimonio 1 es de mayor o igual

estatura que algiin miembro del matrimonio 2
(4) Sea R4 la relacién definida en E por:
(h1,m1)Ra(ha,m2) < my es de menor estatura que mo
(5) Sea Rj la relacién definida en E por:
(h1,m1)R5(h2,m2) < Las edades del matrimonio 1
suman mas que las edades del matrimonio 2
(6) Sea Rg la relacién definida en E por:
(h1,m1)Re(h2,m2) < Las edades del matrimonio 1

suman a lo menos la suma de las edades del matrimonio 2

(7) Sea Rz la relacién definida en E por:
(h1,m1)R7(h2,m2) < Las edades del matrimonio 1
suman lo mismo que las edades del matrimonio 2

(b) 2Ry & 2? +y =y’ + 2

(©) (z,)R(z,w) &z < zAy+w=2kkeN
(d) (Iay)R(z,w)<:>I+z:y+w

(e) (z.y)R(z,w) S <zAy>w

) (z,9)R(z,w) & 2w < 2y
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Guia de Problemas

La presente guia le permitird tener una idea bastante precisa del tipo de proble-
mas que debe ser capaz de resolver en una evaluacion y el tiempo promedio que
deberia demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le
recomendamos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido,
que resuelva sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora
a escribir con detalles las soluciones.

P1. Sobre un conjunto de proposiciones P ldgicas se define la relacién R por

PRq = ((pAq) & q)
Ademas, para p,q € P se dice que p = ¢ si y solo si p < gq.

(a) (20 min.) Demuestre que R es una relacién de orden sobre P.

(b) (10 min.)Pruebe que R es una relacion de orden total.

P2. Considere el conjunto A = 7Z x 7Z.Se define la relaciéon R en A por:
(a1,a2) R (b1,b2) & a1+ az — by — by = 2k para un cierto k € Z.

30 min.) Pruebe que R es una relacién de equivalencia.

10 min

(a)
(b)
(c)

(d)
P3. (30 min.) Sea A el conjunto de todas las relaciones binarias en R. Sobre A

definamos la relacién binaria 2 siguiente:
Sean Ry, Ry € A, entonces

(

( .) Calcular explicitamente [(0,0)]z y [(1,0)]%-

(10 min.) Pruebe que A = [(0,0)]r U[(1,0)]%.

(10 min.) Pruebe que existe una biyeccién f : [(1,0)]z — [(0,0)]%.

RiQRy & [(Va,y € R)(zR1y = xRay)]

Pruebe que 2 es una relacién de orden. Muestre ademés que €2 es de orden
parcial en A.

P4. Seap € Z,p > 2. Se define en Q* = {¢q € Q/q > 0} la relacién Q, por:

J:pr@HOéEZ,f:pa
Y

(a) (20 min.) Demostrar que €, es relacién de equivalencia en Q*.

(b) (10 min.) Describa por extensién [1]q, .

P5. Sea A un conjunto no vacioy f : A — A una funcién que satisface la condicion
siguiente:
In € N\ {0} tal que f™) =idy.

Se define en A la relaciéon R por:
xRy < 3k € {1,2,...,n} tal que f(k)(z) =y.

(a) (30 min.) Demuestre que R es relacién de equivalencia.
(b) Considere A = {0,1}%yf : A — A definida por f(z1,22,73) = (v2,23,71)
(b.1) (10 min.) Pruebe que f satisface la propiedad enunciada.
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(b.2) (20 min.) Determine y escriba todas las clases de equivalencia in-
ducidas por R en A.

P6. Sea E un conjunto y A # ¢ un subconjunto fijo de E. Se define en P(E) la
relacién R por:
XRY « AnNX=ANnY

(a) (10 min.) Demuestre que R es relacién de equivalencia.

(b) (15 min.) Demuestre que el conjunto cuociente P(E)/R = {[X]/X €
P(A)}-
(1

5 min.) Demuestre que para X,Y € P(A) se tiene que X #Y = [X] #
Y.

(©)
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Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz

también tus
propias
anotaciones.
v

SEMANA 6: PRINCIPIO DE INDUCCION Y SUMATORIAS

5. Principio de induccidn

5.1. Principio de induccién: Primera forma

Una categoria importante de proposiciones y teoremas es la de las propiedades de
los niimeros naturales. Aqui tenemos, por ejemplo

(VneN)n < 2"

(Vn € N) (n es primo A n # 2) = n es impar
(Vn > 1) 3271 4 272 eg divisible por 7

En general, si p(n) es una proposicién cuya variable libre n pertenece a N, las dis-
tintas formas del principio de induccidén nos proporcionan proposiciones equiv-
alentes a la proposicién

(Vn = no) p(n)

Estas formas alternativas nos facilitaran en muchos casos obtener una demostracién
de la propiedad buscada.

Definicién 5.1 (Principio de induccién, primera forma). Consideremos la proposi-
con
(Vn > ng) p(n)
donde ny € N es un nimero natural fijo.
La primera forma del principio de induccion nos dice que esta proposicion es equiv-
alente a

p(no) A [(Yn > no) p(n) = p(n + 1)]

Observemos los siguientes ejemplos:

Proposicion 5.1. Demostrar que

(Vn € N) 32"FE 4 9"%2 o5 divisible por 7

DEMOSTRACION. El caso base es n = 0. Aqui, tenemos que demostrar que

320+ 4 90+2 o5 divisible por 7

Pero esto es verdadero, pues 320+1 4 20+2 =3 + 4 =7,

Supongamos ahora que tenemos un n € N tal que se cumple la propiedad, es decir
que 327+l 4 9n+2 o5 divisible por 7. Con esta informacién, a la cual llamamos
hipétesis inductiva, tenemos que demostrar que 32"t +1 4 2(n+1)+2 o5 también
divisible por 7.

Gracias a la hipétesis inductiva, tenemos que existe un k € N tal que 32n+1 42712 =
7k. Entonces:

32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 _ 32n+3 + 2n+3
9 . 32n+1 + 2 . 27l+2
— (7 . 32n+1 + 2 . 3271"1‘1) + 2 . 271"1‘2
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donde esta descomposiciéon la hacemos de modo de poder factorizar el término
32n+1 + 2n+2

Asi, continuamos desarrollando
32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 — 7 . 32n+1 + 2 . (32n+1 + 2n+2)
7-32 42Tk
7- (3% 4 2k)
~—_——

eN

por lo que concluimos que 32("+1)+14.2(n+1)+2 o5 divisible por 7. Gracias al principio
de induccién, la propiedad en cuestion es cierta.

Proposicion 5.2. Demostrar que

n(n+1)

(Vn>1)142+...+n= 5

DEMOSTRACION. El caso base a demostrar en esta ocasién es n = 1. Aqui, tenemos
que demostrar que
1= 1-(1+1)
B 2
lo que es cierto.
Supongamos ahora que la propiedad vale para algin n > 1 (hipétesis inductiva).

Debemos demostrar que la propiedad también es cierta para n + 1. Es decir, que

(n+1)(n+2)

14+24+...+(n+1) = 5

En efecto:

1424...4(n+1) = 1+2+...+n+n+1)
_ n(n2—i-1)+(n+1)
n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2

y se concluye la veracidad de la propiedad gracias al principio de induccién.

5.2. Principio de induccién: Segunda forma

La segunda forma del principio de induccién nos dice:
Definicién 5.2 (Principio de induccién, segunda forma). La proposicion
(Vn > no) p(n)

es equivalente a

p(no) A |(Yn > ng) [p(no) A ... Ap(n—1) = p(n)]
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Como ejemplo de la aplicacion de esta forma del principio de induccidn,
recordemos que los niimeros compuestos son los nimeros naturales mayores que 1
que poseen un divisor distinto de 1 y de si mismos, es decir, si n > 2:

n es compuesto <= (Ide€ {2,...,n—1})d|n
Recordemos también que los ntimeros primos son los que no son compuestos.

Ejemplo:

Proposicion 5.3. Todo numero natural n > 2 posee al menos un divisor que es
un numero primo. Es decir,

(Vn > 2)(3p ndmero primo) p | n

DEMOSTRACION. Utilizaremos segunda forma de induccién. El caso base es n =
2, para el cual observamos que p = 2 es un ntmero primo tal que p | n.

Hagamos ahora el paso inductivo: Sea n > 2, y supongamos que para todo valor
k=2,3,...,n— 1 se tiene que k posee un divisor primo. Separamos por casos:

= Si n es primo, entonces p = n es un niimero primo tal que p | n.

= Sin no es primo, entonces existe un natural d € {2,...,n—1} tal que d | n.
Por hipétesis inductiva y notando que d < n, entonces existe un ntmero
primo p tal que p | d.

Tenemos entonces que p | d y d | n, y gracias a que | es una relacién
transitiva, obtenemos que p | n.

Definicién 5.3 (Férmulas de recurrencia). Consideremos el siguiente set de
iqualdades, al cual llamaremos recurrencia:

i) = a
Lo+l = f(xov cee 7xn) (VTL > 0)

Las recurrencias nos permitiran una forma alternativa de definir secuencias de
ndmeros, como por ejemplo

$0:2
Tpy1 =24z, (Yn>0)

define la secuencia 2,4, 6, 8,10, ... de nimeros pares positivos.

Una cualidad importante de las férmulas de recurrencia es que son altamente com-
patibles con las demostraciones que utilizan principio de induccién. Por ejemplo,
consideremos la formula de recurrencia

Demostraremos que (Vn € N) z,, < 2.
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DEMOSTRACION. Lo haremos utilizando primera forma de induccién. El caso base
resulta ser cierto pues corresponde a demostrar que xg < 2 (recordemos que zo = 1).

Supongamos ahora que para algin n € N se tiene que z,, < 2. Se tiene, entonces,
que

Tp\ 2 x2 1 9
a1 = 1 (_") =1+22 < Z =
Tn+1 + 5 +4 < +4

con lo que z,4+1 < 2,y se concluye la demostracion.

Consideremos la secuencia de ntimeros definida por la recurrencia

i =1
fo =1
fore = far1+fa (VnG]N)

la cual se llama secuencia de niimeros de Fibonacci. Sus primeros términos son

S
fa =
fs=fotfi=1+1
Ja=fst+tfa=2+1
fs=fatfz=3+2 =
Je=fs+fa=5+3

Il
co Ut W N = =

Observacion: Los niimeros de Fibonacci estan relacionados con muchos elementos
de la naturaleza. Visitahttp://es.wikipedia.org/wiki/Sucesi’%C3/%B3n_de_Fibonacci,
para mas detalles.

Ejemplo: Numeros de Fibonacci

Entre muchas propiedades que cumplen, demostraremos la siguiente:

Proposicién 5.4.
(Vn > 1) fun es divisible por 3

DEMOSTRACION. La demostraremos usando primera forma de induccién. El caso
base es n = 1, en el cual tenemos que probar que f; es divisible por 3. Esto es
directo, pues como ya vimos, f; = 3.

Para el paso inductivo, supongamos que fy, es divisible por 3 para algin n > 1.
Existe, entonces, un k£ € IN tal que f4, = 3k. Debemos demostrar que

fa(n41) es divisible por 3

Desarrollemos este término, utilizando la férmula de recurrencia que cumplen

i
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los nimeros de Fibonacci:

Jan+)y = Janta

= fant3 + fany2

= (fant2 + fant1) + (fant+1 + fan)
= fan+2 +2fans1 + fan

= (fan+1 + fan) + 2fan+1 + fan
= 3fant1+ 2fan

= 3famy1+2-3k

= 3(fant+1 + 2k)

con lo que fy(n41 también es divisible por 3, que era lo que desedbamos.

6. Sumatorias

6.1. Introduccién

Sea ag, a1, as, ..., a, una secuencia de nimeros reales. En esta seccién estudiaremos
propiedades y métodos de cédlculo para su suma

ag+ay+ax+...+ay

Introduciremos para este efecto una notacion especial:

n

ao+a1+a2+...+an=Zak

k=0
Al simbolo > le llamaremos sumatoria.
Mas generalmente:
Definicién 6.1 (Sumatoria). Siaps,aprr41,-..,an €s una secuencia de nimeros
reales, definimos su sumatoria por recurrencia:
M
E ay = am
k=M
n n—1
g ar = ap-+ g ar (Yn=M+1,...,N)
k=M k=M

En este capitulo estudiaremos propiedades y métodos de calculo para sumatorias
de diversos tipos.
La sumatoria cumple la siguiente lista de propiedades:

Proposicion 6.1. 1. Suma de la secuencia constante igual a 1.
J
di=(J-I+1)
k=I

2. Sea A € R, y sean (ar)i_,, (br)f_, dos secuencias.
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2.1 Fuctorizacion de constantes.
J J
S hem =2
k=I k=I

2.2 Separacion de una suma.
J J J
D (ak+b)=D> ar+) b
k=1 k=1 k=1
3. Traslacion del indice, si s € N.

J+s

J
§ ap = § Ak —s
k=I

k=I+s

4. Separacion en dos sumas, si I < L < J.

5. Propiedad telescopica.

J
Z(ak —ag41) =ar —aj41
k=TI

DEMOSTRACION. Demostraremos (1) y (6).
Para (1): Lo haremos por induccién sobre J > I.
Caso base J = I: debemos demostrar que

1
i=(I-1+1)

k=1

lo cual es directo, pues ambos lados valen 1.
Supongamos ahora que Zi: ;1= (J—1+1). Entonces

J+1 J
l=14>1=1+J-I+1)=J+1)-I+1
k=1 k=1

Para (6): Nuevamente por induccién sobre J > I.
Si J = I, el resultado se reduce a demostrar que

I

> (ak —axt1) = ar —arp

k=1

lo cual es directo gracias a la definicién de sumatoria.
J
Supongamos ahora que Y, _,(ar — ax4+1) = ar — aj41. Entonces

J+1 J

Z(ak_ak—i—l) = ((IJ+1—GJ+2)+Z(%—%+1) = (ajr1—as42)+(ar—as41) = ar—ajyo
k=TI k=I
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1. D Una proposicién 16gica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0) y (vn € N)[p(n) =
p(n + 1)] son verdaderas.

2. D Una proposicién légica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0)A(Vn € N)[p(n) =
p(n + 1)] es verdadera.

3. D Una proposicién légica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0)V (¥n € N)[p(n) =
p(n + 1)] es verdadera.

4. D Una proposicién légica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0) y (¥n € N)[p(n+
1) = p(n)] son verdaderas.

5. D Una proposicién 16gica (Vn € N)p(n) es verdaderassi p(0) y (Vn € N)[p(n) =
p(2n)] son verdaderas.

6. D Una proposicién légica (Vn € N)p(n) es verdaderassi p(0) y (Vn € N)[p(2n) =
p(2n 4 1)] son verdaderas.

7. DUna proposicién légica (Vn € IN)p(n) es verdadera ssi p(0), (Vn € N)[p(2n) =
p(2n+1)] vy (Vn > 1)[p(2n — 1) = p(2n)] son verdaderas.

8. DUna proposicién 16gica (¥n € N)p(n) es verdaderassi p(0), {(Vn € N)[p(2n) =
p(2n+ 1)] V (Vn > 1)[p(2n — 1) = p(2n)]} son verdaderas.

9. D Una proposicién 16gica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0) v (Vn > 1)[p(n —
1) = p(n)] son verdaderas.

10. D Una proposicién 16gica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0) v (Vn > 1)[p(n —
1) = p(n + 1)] son verdaderas.

11. D Una proposicién 16gica (¥n € N)p(n) es verdadera ssi p(0),p(1) A ... A p(n)
son verdaderas para algin n € N.

12. D Una proposicién 16gica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0) y (Vn > 1)[(p(0) A
.. Ap(n—1) Ap(n)) = p(n+ 1)] son verdaderas.

13. D Una proposicién 16gica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0) y (Vn > 1)[(p(0) A
.. Ap(n—1)) = p(n+1)] son verdaderas.

14. D Una proposicién 16gica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0) y (Vn > 1)[(p(0) A
.. A\p(n—1)) = p(n)] son verdaderas.

15. D Una proposicién légica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(0) y (Vn > k)[p(k) A
... Ap(n —1) = p(n)] son verdaderas para algin k € N.

16. D Una proposicién 16gica (Yn € N)p(n) es verdadera ssi (Yn > k)[p(k) A ... A
p(n — 1) = p(n)] es verdadera para algin k € N.

17. D Una proposicién légica (Vn € N)p(n) es verdadera ssi p(k) A ... A p(n) es
verdadera para algunos k,n € N.

18. DUna proposicién légica (Vn € N)p(n) es verdaderassi p(0) y (Vn € N)[p(n) <
p(n 4 1)] son verdaderas.
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19. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales y A € R, se tiene que Zi\;o Aa; =
N
A Zi:o ;.

20. D Sea (ay)n>0 una secuencia de términos reales y A € R, se tiene que Efio A+
N
a; = A+ Zi:o a;.

21. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales y A € R, se tiene que Efio A+
a; = (N + 1))\ + EiV:O a;.

22. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales y A € R, se tiene que Efio A+
a; :N>\+1+EZJ\;OCL1
23. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que Efio ;= ;1 Gi-1-
N+3

: L . N
24. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que Y ;" ja; = > ;"5 ai—2.

25. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales y N > 1 par, se tiene que
N N/2 ¥
Z':O a; = Zi:() as; + 212:0 a2i+1-

26. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que Eﬁil(ai +b;) =
N N
D1 @it Zj:l b

: . : N
27. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que ) .", (a; + b;) =

Zi]\;l (ai + E;V:I bj)-

. P . N
28. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que » ", (a; + b;) =

N N
i1 (_N Tai bi)'
29 D Sea. (an )n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que S.° - a; = S a;
. n)n>0 ) q i=j Y = 2uj=i 45"
30 D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que S~ (a; = 320 . a;
. n)n>0 ) q i=0 % = 2.5=0%;-

. A . N N-1
31. D Sea (an)n>o una secuencia de términos reales, se tiene que Y 3;— a; = > (a;—

aN).
32. [ |Sea (an) ia de térmi les, se ti SN ai =N a+
. ea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que » ;o a; = > (a;
aN).
. L. . N N-1
33. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que > ;" a; = ijo a; |+
an.
. ea (a,)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que » ;" a; = =0 @j
ay.

. , . . N
35. D Sea (an)nzo una secuencia de términos reales7 se tiene que Zi:l a; —aQ;—1 =
an — ag.

. P . N
36. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que > ;" | a; —a;—1 =
apg — an-.

. P . N
37. D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que > ;" ; a;—(a;—1)
anN — agp.
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38.

39.

40.

41.

42.

. . . N
D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que » ;" (a;+1)—a;
anN+1 — ag.

. . . N
D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que > ;" a;—1 — a;
anN — ag-.

: . . N
D Sea (an)n>0 una secuencia de términos reales, se tiene que > ;" ; a;—1 — a;
apgp — anN.

: . . N
D Sea (an)n>0 Una secuencia de términos reales, se tiene que » ;" - a;—1 — a;
a5 — aN.

: . . N
D Sea (an)n>0 Una secuencia de términos reales, se tiene que Y ;" - a;—1 — a;
as — an.
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Guia de Ejercicios

1. Demuestre las siguientes afirmaciones, usando induccién. Indique claramente
sobre qué variable la estd usando y cudl es la hipotesis inductiva.
(a) Vk € N, la suma de los primeros k naturales es divisible por k o por k + 1.
(b) Vn>1, 32n+1 4 27+2 o divisible por 7.
(c) Vn>1, n3 + 5n es divisible por 6.
(d) Vn>1, 52m+l 4 72m+1 eg divisible por 6.
(e) Vn>1, (x—vy) divide a 2™ — y".

2. Demuestre las siguientes propiedades usando induccion.

(a) ¥n € N, Zi’;l(—l)k(% + 1) = an, y determine el valor de la constante
a.
11 1 1
(b)VnE]N, 1+Z+§+ ..... —|—n—2§2—5

(€) Yn>1, Y= "oty

(d) ¥n>1, Yr,i=2ge

3. Resuelva los siguiente problemas
(a) Vn € N, demuestre que el producto de n niimeros naturales mayores estric-
tos que uno y no necesariamente consecutivos es mayor estricto que n.

(b) Vn € N, demuestre que si tiene n rectas en el plano, de modo tal que no
existen rectas paralelas y ademds la interseccién entre ellas es dos a dos (es
decir, no existen tres rectas que se corten en el mismo punto), entonces el
total de regiones formadas es (E?:o Jj)+1.

(c) Vn € N, demuestre que n puntos sobre una recta generan n + 1 segmentos.

4. Encuentre el valor de las siguientes sumatorias. (Sin usar induccién).

(a) Zn: i+ %
=0

(b) > (i—1)*—i%

i=0

(c) Z sen(i) —sen(i + 1).

(d) Z cos(i + 2) + cos(i) — cos(i + 1) — cos(i — 1).
i=1
- i i—1

(e) ;i2+2i+1 A
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Guia de Problemas

La presente guia le permitird tener una idea bastante precisa del tipo de proble-
mas que debe ser capaz de resolver en una evaluacion y el tiempo promedio que
deberia demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le
recomendamos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido,
que resuelva sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora
a escribir con detalles las soluciones.

n+1
P1. (30 min.) Probar que para todo natural mayor o igual que 1 se tiene Z
k=1

<
n+k—
5
5
P2. (20 min.) Probar por induccién que paran > 1, 2- 7" 4+ 3 - 5" — 5 es divisible
por 24.
P3. (20 min.) Demuestre que (Vn > 10)n3 < 2".

P4. Consideremos la siguiente sucesién {a(n)},>1 definida por recurrencia.
a2)=a(l)=1

y sea
a(n) =3[a(n—1)+aln—2)]+1

Queremos probar que a(3n) + a(3n + 1) es divisible por 32.

(a) (20 min.) Pruebe usando induccién que a(3n + 2) — 1 es divisible por 2.
(b) (20 min.) Pruebe usando induccién que 3a(3n + 1) + 5 es divisible por 8.

(¢) (20 min.) Pruebe usando induccién que a(3n) 4+ a(3n + 1) es divisible por
32.

P5. Se define H,, =", %, Vn > 1
a) (10 min.) Demuestre usando induccién que

Hy <1+k VkeN

b) (20 min.) Demuestre usando induccién que

ZHl-:(n—Fl)Hn—n Vn >1

=1

P6. (20 min.) Demuestre usando induccién que:

Q+2)1+2)1+22)1+22) (142 ="  vn>lz#l
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Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente

FACULTAD DE CIENCIAS " : : ~ -
FISICAS Y MATEMATICAS http://www.dim.uchile.cl/"docencia/algebra

UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
Introduccién al Algebra 10-1

[ SEMANA 7: SUMATORIAS || Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz

6.2. Progresiones aritméticas también tus
propias
Definicién 6.2 (Progresiéon aritmética). Es una sumatoria del tipo anotaciones.
v
n
> (A+kd)
k=0

es decir, donde a, = A+ kd, para valores A,d € R.

Utilizando las propiedades de sumatoria, obtenemos que esta suma es igual a

Nos basta, entonces, calcular la sumatoria

n

k=0

Para ello utilizaremos el método de Gauss: como la suma en IR es conmutativa,

entonces
n
S=>"k

k=0

puede ser calculado de las dos formas siguientes

S=0+ 1 4+ 2 +..4+(@l)+n
S=n+(@o1)+®2)+...+ 1 +0

Si sumamos estas dos igualdades, obtenemos

S=04+4 1 + 2 +4+..4+4m=-1+n
S=n+n-1)+n-2)+...+4 1 +0
2S5=n+ m + n +...+4 n +n

Como cada suma posee (n + 1) sumandos, obtenemos que

n(n+1)

S = 7

Proposiciéon 6.2. Sin >0,

nk n—l—l
2
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DEMOSTRACION. Por induccién sobre n > 0.
Caso n = 0: Hay que demostrar que

lo cual es directo pues ambos lados valen 0.
Supongamos que la formula vale para algin n > 0. Entonces

n+1 n
ok o= n+1)+> k
k=0 k=0
1
= (n+1)+ @ (Aqui aplicamos la hipétesis inductiva.)
(P4 n)+2n+1)
B 2
o +3n4+2  (n+1)(n+2)
2 B 2

con lo que completamos la demostracién.

Es importante notar que
n n n
S k=043 k=30
k=0 k=1 k=1

por lo que es irrelevante si la suma se considera desde k = 0 o desde k£ = 1.

También, notemos que si 1 < n; < no son niimeros naturales, entonces

n11

n2+1) (n1 —1)n1 . (n1 +n2)(n2—n1+1)
Zk_Zk—Zk_ 5 = 5

kn1

por lo que sabemos calcular esta suma entre cualquier par de ntiimeros.

Finalmente, volviendo a la progresién aritmética, podemos ahora dar su férmula
explicita:

Proposicién 6.3 (Férmula progesién aritmética).

n(n+1)

> (A+kd)=An+1)+d 5
k=0

6.3. Progresiones geométricas

Definicién 6.3 (Progresién geométrica). FEs una sumatoria del tipo

es decir, donde aj = Ar¥*, para valores A,r € R.
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Supongamos que 7 # 1. El caso r = 1 es muy sencillo, y queda como ejercicio para
el lector.
Similarmente a como procedimos antes, podemos decir que esta suma equivale a

T‘k

A-

NE

E
Il

0

por lo que basta calcular esta tltima sumatoria.

Denotemos

S

n
>
k=0

Se tiene entonces que
n
r-S= E pktl
k=0

por lo que
n

S—r-8= Z rk )

n

S—r-S= Z rkt)

Reconocemos en esta tiltima igualdad una suma telescépica, la cual vale 70 — r
Por lo tanto

n+1

S1-r)=1 — pntl
y gracias a que 7 # 1 se obtiene la férmula
Propiedad 4. Sin >0 yr #1,
n 1— n+1
S
1-r
=0

Queda propuesto al lector demostrar por induccién esta propiedad.
Nuevamente es posible calcular esta suma entre cualquier par de nimeros. Si 1 <
n1 < ng, entonces

n n ni—1
2 K 2 A 1 kil_ na—+1 1_Tn17Tn1_,rn2+1
E r _g rt— g rt = — =

1—r 1—r 1—r
k=n1 k=0 k=0

Asi, volviendo al caso de la progresién geométrica, obtenemos que ésta cumple la
férmula

Proposicién 6.4. Férmula progresion geométrica Sir # 1,
r"+1)

- Al —
ZATk: 1—r

k=0
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6.4. Algunas sumas importantes

Veamos a continuacién algunas sumas importantes que podemos calcular usando lo
conocido.

Propiedad 5. Sin >0,

s nn+1)2n+1)
Zk - 6

DEMOSTRACION. Queda propuesto como ejercicio, demostrar esta propiedad usan-
do induccién.
Aqui lo haremos directamente, notando que para cualquier k € {0,...,n} se tiene
que

(k+1)° =k + 3k + 3k + L.

Por ende, tendremos la siguiente igualdad

n

S (k+1)7 =Y K+ 3k + 3k + 1.
k=0 k=0

Y aplicando propiedades de las sumas, obtenemos:
Dk+1P ="K+ 3K+ 3k+ ) 1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
=D K43 K2 4+3> k+ > 1
k=0 k=0 k=0 k=0

Despejamos entonces el valor de la suma buscada, obteniendo:

Z/&:% <Zn:(k+1)3—zn:k3—3 k—il)

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
_ %(Z((k+1)3 — k=3 k=Y 1).
k=0 k=0 k=0

1) (2) (3)
Y todos los términos en el lado derecho se pueden calcular:

= La suma (1), por propiedad telescépica,

Zn:((k +1P k) =n+1)P-0=(n+1)>
k=0

= La suma (2), por la propiedad vista para progresiones aritméticas,
n
nn+1
S o=t
2
k=0

s La suma (3) por propiedad vista en la tutorfa pasada,

len—i—l.

k=0

n
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En resumen, tenemos que:

Z/ﬁ:%((n—l—lf—w—(n—i—l))

Concluyendo el resultado.

Otra suma importante, del mismo tipo que la anterior es

Propiedad 6. Sin >0,
ikg B <n(n+ 1))2
k=0 2

DEMOSTRACION. La demostracién queda propuesta como ejercicio, tanto usando
induccién como de forma directa.

Para probarlo directamente, se usa la misma técnica anterior, o sea se calcula (k +
1)%

7. Teorema del binomio de Newton

7.1. Coeficientes binomiales
Consideremos la siguiente férmula de recurrencia:
Jo = 1
fn = n-fpor sin>1

Definicién 7.1 (Factorial). Llamaremos factorial de n (denotado n!) al valor

-

Por ejemplo, el factorial de 4 es
41=4.31=4-3-21=4-3-2-11=4-3-2-1-01=4-3-2-1-1=24

Los ntumeros factoriales poseen la siguiente interpretacién en el contexto de armar
combinaciones: sea k < n. Entonces
n!
(n—k)!

corresponde a la cantidad de k-tuplas que se puede formar a partir de un conjunto
de n elementos, SIN repetirlos.
Por ejemplo, si A = {a, b, ¢,d}, jcudntos pares ordenados (2-tuplas) distintos pode-
mos formar con sus elementos, sin repetirlos?

(a,b) (b,a) (c,a) (d,a)

(a,e) (b,e) (¢,b) (d,b) — 12 combinaciones,y 12 = (4f—!2)!

(a,d) (b,d) (c,d) (d,c)
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Continuando con la interpretacién combinatorial, sea k < n. Definimos

Definicién 7.2 (Coeficiente binomial). Se define

n

k
(se lee “n sobre k”) como el nimero de subconjuntos de tamarnio k que posee un
conjunto de tamano n.

;. Cuénto vale (})?

Observemos que por cada subconjunto de tamano k de un conjunto de n elementos,
podemos formar varias k-tuplas: pensando en el ejemplo de A = {a, b, ¢, d}, a partir
del subconjunto {a,c} podemos formar los pares ordenados (a,c) y (¢, a).

El nimero de k-tuplas que se pueden formar a partir de un conjunto de tamano n
serd, entonces, el nimero de subconjuntos de tamano k que éste posea, pero para
considerar los posibles reordenamientos que hacen diferentes a las tuplas, necesita-
mos multiplicar por la cantidad de formas en que es posible ordenar un conjunto
de k elementos: este ultimo valor es k!. Por lo tanto, el nimero de k-tuplas que se

puede formar es
n
- k!
(+)

(1) = m

Propiedades 7. §i0 < k < n,
L =16 =n
2 (1) = (")
3. 8ik<n, (371 =)+ (1)

DEMOSTRACION. Demostraremos (3).

por lo que

n n n! n!
<k>+<k+1> B R TS R CES)I
n! n!
M —Rm—Fk—1 (it DR -k 1)

B n! 1 L 1
o kln—k-1)\n—-k k+1

B n! (n—k)+(k+1)

o kln—k-1)! (n—k)(k+1)

B n! n+1

T o RBm—k—1)! (n—k)(k+1)
(n+ 1)n!

(k+ 1Dk (n—k)(n—k—1)!
_ n+1
B <k+1>
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La propiedad (3) permite utilizar un método iterativo para calcular (Z) Este con-
siste en construir un tridngulo, donde las filas estdn etiquetadas con valores de n,
y las columnas con valores de k. Los bordes de este tridngulo los rellenamos con
unos, como muestra la tabla:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
n=20 1
n=1 1 1
n=2 1 1
n=3 1 1
n=4 1 1
n=>5 1 1

En esta estructura, el término (Z) es el que aparece en la fila n y la columna k.

Para calcularlo, entonces, como 0 < k < n:

n\ (n-1 n n—1

k) k k—1
es decir, cada término es la suma del que se encuentra sobre él, y el que se encuentra
en su diagonal superior-izquierda. Rellenamos el tridangulo:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
n=20 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 1

Este triangulo es llamado Tridangulo de Pascal.

7.2. Binomio de Newton

Teorema 7.1 (Binomio de Newton). Sean z,y € R,n € N. Entonces

@+ = ; (3)ao

Ejemplo:

it = (o (oo (o Q)

1-2°23 +3- 2122 +3- 2228 412320
8 4+ 12z + 622 + 23

Veamos, antes de probar el teorema, una forma intuitiva de comprender por qué
aparecen los coeficientes (Z) Pensemos en n = 3.

(z+y)? = (@+y)le+y(e+y)
= 2+ 2%y +ayx + ay® + ya® 4+ yay + e + oy
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El término 2y viene de haber elegido x en los primeros dos paréntesis, y haber
elegido y en el tercero. (3) representa la cantidad de combinaciones donde se eligié
x exactamente dos veces, las cuales son: x2y, ryz, yz2. Si reordenamos los factores,
obtenemos

3
x2y + zyx + y:z:2 = <2> x2y

Finalmente se concluye que

3 3 3 3
(z+y) = <0>x0y3 + <1>x1y2 + <2)x2y1 + <3>x3y0

DEMOSTRACION. Probémoslo por induccién en n € IN.
Primero analicemos el caso base, n = 0. Por un lado (z + y) = 1 y por otro

Ek —0 ( Jatyt =k = (0) 999 =1 (Aqui suponemos que Vo € R,2° = 1). Es decir, la
propiedad se cumple para n =0.

Sea entonces n > 0 tal que se tiene que (z+y)" = > _, (7)z"y"~* (H.I.). Probemos

que se tiene el teorema para n + 1:

(z4+y)"" =@ +y)(z+y)"

n

=(x+vy) Z <k> a*y"~*  Aplicamos H.I.
k=0

n n
E karl n— k E xkynJrlfk'
k=0 k=0

Ahora, si 1 < k < n, sabemos por propiedad de los coeficientes binomiales que

<n_1:1) B (Z) i (k:)'

n—1 n
(I_'_y)nJrl_anrl_'_Z() k+1nk+z<) knk+1+yn+1
k=0 k=1

n

n k, n—k+1 k, n—k+1 n+1 : :
(k " 1) + Z ( ) +y Cambio de variable.

2
1) () e

k=1

anrl +
_ xn—i—l
n

_ Tf < + ) kyntl=k
De donde se concluye el teorema.
Calculemos las siguientes sumatorias:
L 3w
2. > ok k!
3. Yk (3)
4 30 (D)
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1. Para ésta, utilizamos la descomposicién

B .
k(k+1) k k+1

con lo que la suma a calcular se convierte en

- - 1 1 1
S =2 () s i
kzlkk—i-l k+1 1 n+1 n+1

k=1

usando la propiedad telescépica.

2. Consideremos la igualdad (k+1)! = (k+1)k! = k-k!+E!, con la que obtenemos
que
k-kl'=(k+1)!—k!

Sumando a ambos lados, llegamos a
Zk k! = Z k+D)—k)=m+1)-0=n+1)-1
k=0

pues es una suma telescépica.

3. Esta suma resulta ser una aplicacién directa del Binomio de Newton. Uti-
lizando que 1™ = 1 para cualquier m > 1,

S (1) =2 (e

Asi, utilizando la férmula de Newton se tiene que

S (1)~

k=0

4. Para este tipo de sumatorias, debemos llevarlas a la forma del Binomio de
Newton, tipicamente ingresando los factores que “sobran” al coeficiente bino-
mial. Reescribamos el término de la suma:

n 1 B n! 1
<k>k+1 T K-k k+1
n!
T k+Din—k)!

Para formar un nuevo coeficiente binomial, debemos procurar que los dos
valores de abajo (en este caso k + 1 y n — k) sumen el de arriba (en este caso
n). Para arreglarlo, amplifiquemos numerador y denominador por (n + 1),
obteniendo

n! 1 (n+1)n! 1 (n+1)! 1 <n+ 1)

k+D!n—k)! n+1 (k+Dn—k) n+1 (k+D(n—k! n+1\k+1
Ahora tenemos un factor — +1 en lugar de k+r1 ;Hemos ganado algo? Si, pues
- +1 es un término independiente de k, por lo que

> (- ()
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Hacemos una traslacién de indice en la suma de la derecha, para obtener

"\ 1 1 i
Z(k)k——i—l_n+1z< k)

k=0 k=1

Esto de la derecha se parece bastante a un Binomio de Newton: bastaria
rellenar con 1¥1"+t1=% sin embargo primero debemos procurar que el indice
k sume sobre todos los valores 0,1,...,n4 1. Sumamos y restamos el término
asociado a k = 0, y seguimos desarrollando:

z”:<n> 1 <’§<n+1> <n+1>>
= \k)k+1 n+1 &=\ k 0
1 & (n+1 kqn+l—k

B n—l—l(z( k )1 ! -1

k=0
1
R
1
— —2n+1_1
n—i—l( )
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia Basica
Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:
L[ JSean>1yq#1 Y0 Olqzz%.
2DSean>1yq7é1 Zzoqizlz‘iq
3. DSeanZlyq;ﬁl. S Olqzzl%q.
4DSean>1yq7é1 szq' qklfl‘fqi
5. [ |Sean>1yq#1. S =gt T
GDSean>IZ_OZ—@.
7DSean>lz_Oz—@.

8. D Sea n Z 0. Z?:OZ. _ n(n2+1) .

9. [ JSean >0. )i = 2ot
10. [ Sea n > 0. Y17 2 = nle=b@n-l),
11. DSean>0 Zn_0112_%.

12. DSean>1 > ' sen(i) < n.

13. [ )X gai+bi =Y glai + > 7o by).

4. [ )X gai+bi =Y g(ai + X0 ba).

15. [ >t gaitbi=> 1 gai+ > obi

16. [Sean k<. (1) + (1) = (21)).

17. [ JSean 1 <k <mn. ("") + (1) = (1))
18. [ Sean k< n. () + (1) = (1),

19. [ |Sean1<k<n. (,")+ (1) = (1)

20. [ JSean 1<k <n. (371) + () = (1)

21. [ |Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (z +y

22. DDados z,y € Ryn >0, se tiene que (z —y

24. D Dados z,y € R y n > 0, se tiene que (v —y (—1)n—kghyn=F,

(z+y)
(z—v)

23. [ |Dados z,y € Ry n >0, se tiene que (z —y)" = =3},
(z—y)" = y
(z+y)

25. D Dados z,y € R y n > 0, se tiene que 2n — =Y (;C)x%yn 2k

26. [ |Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (z +y)*" = o (Cmyaky2nk,
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27. D Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (z +y)" = >, (," ) z"y" .

28. D Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (z +y)" = > _, (})yFa"~*.

29. [ |Dados z,y € Ry n >0, se tiene que (z+y)" =3, (,",)y" tan=FH1
30. D Dados z € Ry n > 0, se tiene que " = Y, (})z".

31. D Dados z € Ry n > 0, se tiene que (z + 1)" = > _ (})a*.

32. D Dados # € Ry n > 0, se tiene que (z — 1)" = > (})z*.

33. D Dado n > 0, se tiene que 1" =7 (Z)

34. D Dado n > 0, se tiene que 2" =37 (}).

35. [ ] Dado n >0, se tiene que (—=1)" =3 _o (})(=1)F.

36. [ |Dadon >0, se tiene que 0= >7'_o (7)(=1)*.

37. D Dados 0 < k < n, el término multiplicando a z* en la expansién de (z + y)"

es y" k.

38. D Dados 0 < k < n, el término multiplicando a x* en la expansién de (x + y)"

es (" )y "

39. D Dados 0 < k < n, el término multiplicando a z

& ()

40. D Dados 0 < k < n, el término multiplicando a z* en la expansién de (z + y)"

es (nﬁk)ynik
41. D Dados 0 < k < n, el término multiplicando a x* en la expansién de (x + y)™
ny, k
es ( k)y .
42. D Dados 0 < k < n, el término multiplicando a z* en la expansién de (z + y)"
es (Z)y

k¥ en la expansion de (x +y)"
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Ejercicios

1. Encuentre el valor de las siguientes sumas, usando sumas conocidas:
Lk(k+1).

( 2)(k+1).

k + 2.

a

b

S VRN

n (k+D!(1—k)
k=1~ K2tk -

£ S 1() o ("FY).
9) Yty an Ty (=52

2. Encuentre el valor de las siguientes sumas, usando el teorema del binomio:

(8]

)
)
)
)Zk 1kk 1)
)
)
)

a) Dh- 0( )

b) Zk 1% (n DIk

) Tiz} (v~

d) Zk o (aktrt,

e) Yo (x)2 (—1)n7k-

f) Zha wemr

9) Zk 1%'
b)) =03
i) 2" ("5 =G
7)) Xrh (5).

B T

D Yo (D)

3. Encuentre el valor de los coeficientes pedidos:

a) El coeficiente de 2°° en el desarrollo de (z — a)'%°, con a € R.

)
b) El coeficiente de 19 en el desarrollo de (x + 2a)®°, con a € R.
¢) El coeficiente de 23 en el desarrollo de (23 + 22 + z + 1)3.
d) El coeficiente de z™ en el desarrollo de (z™ — a™)", con a € R.
)

e) El coeficiente de z* en el desarrollo de (1 + 2z + 322)°.
4. Sean k,p,n naturales tales que 0 < k < p < n. Pruebe las siguientes igualdades:
a) () G =G ()
0) (6)() + () Go) + -+ G (") =2 ()
o) (1) = G — ()

5. Sea (an)neN una progresién aritmética.
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a) Sia; =z, a; =y, ap = z para i, j, k € N.Pruebe que (j — k)z + (k — i)y +
(t—4)z=0.
b) Pruebe que :

1 1 1 n
+ + ...+ = .
Vag +va,  Vay +a, Va, 1 ++Va,  Vag++a,
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Problemas

La presente guia le permitird tener una idea bastante precisa del tipo de proble-
mas que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que
deberia demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le
recomendamos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido,
que resuelva sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora
a escribir con detalles las soluciones.

P1. (20 min.) Calcular las siguientes sumatorias

= 1
a. Z log(1 + E)’ donde n < m.

b. Zk' , donde n > 1.

P2. (15 min.) Calcular para m > 1,

P3. (15 min.) Calcular

- 1
z‘;m(\/ﬁ+\/—)

P4. (20 min.) Sean z,y € R\ {0}, x # y. Pruebe sin usar induccién que para todo

n>1,
n—1
Z g1yl — "t -y
i=0 r=Y

P5. Dadas f,¢g: N — R, se define (f xg) : N — R por:

n

VneN  (fxg)(n Zf

k=0
(a) (20 min.) Si f(u) =1y g(u) = u, Yu € N, calcule, en funcién de n:
(f=f)n),  (fxg)n) vy (9x9)(n)

(b) (20 min.) Si f(u) = ‘;—T y g(u) = %, con a,b € R, u € N. Calcule, en
funcién de a, b y n, el valor de

n!(f * g)(n)

P6. (20 min.) Demuestre que Vn € N

S SRR

k=0 k=0
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P7. (20 min.) Calcule la suma Z K7k (Z)
k=0

P8. ) (15 min.) Demuestre que Vn,i,k € N con k <i<n

()=

b) (15 min.) Use lo anterior para probar sin uso de induccién que:

206 ()

(]
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UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.

‘ Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente

| FACULTAD DE CIENCIAS . ; ; = ;

c FISICAS ¥ MATEMATICAS http://www.dim.uchile.cl/"docencia/algebra
Introduccién al Algebra 10-1

[ SEMANA 8: PRINCIPIO DE INDUCCION Y SUMATORIAS Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz
7.3. Sumas dobles también tus
propias
anotaciones.
v

Veremos a continuaciéon un caso particular de suma, en el que la que el término
general aj es a su vez una suma, para cada k.

Es decir, veremos como sumar sobre mas de un indice.

Definicién 7.3 (Suma doble). Es una sumatoria del tipo

n

k=0
. m
en donde by, es a su vez una sumatoria, o sea by = ijo ag,j-

Reescribiendo:
n m
> ak

k=0 j=0

Notar que:

» El término general ay;, se denota asi pues puede depender de ambos indices.
s Los limites inferior y superior de Z?;O ay,; puede depender del indice k.

Intercambio de sumas

En el caso en que los limites inferior y superior de by no dependen de k, podremos
intercambiar el orden de las sumatorias.
Para ver esto, notemos que los términos que estamos sumando son:

apo ap1 ap2 e aom
a10 ai1 a12 T A1m
ano Gn1 an2 e Qnm,

y que por ende, la suma doble representa el sumar los resultados de sumar cada fila
a la vez.

Es claro que esto es equivalente a sumar los resultados de sumar cada columna a
la vez. De donde tenemos la siguiente propiedad:

. . . n m
Propiedad 7 (Intercambio de sumas). Sitenemos una suma doble Yy _o > 5" ak;,
cuyos limites inferiores y superiores no dependen de los indices. Entonces:

n m m n
D> k=) ai.
k=0 j=0 i=0 k=

7=0 k=0
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Queda propuesto como ejercicio probar esta propiedad, usando induccién en n € N.
Un ejemplo importante es aquel en que:

Ak; = dej.

O sea, cuando el término general es la multiplicacién de dos términos dependiendo
independientemente cada indice. En este caso:

n m n m
DD =) cnd;
k=0 j=0 k=0 j=0

n m

Ck E d; ¢k es una constante para la segunda suma.
Jj=0

m
Ck E dj .
k=0 j=0

———
S

|
E
Il
=]

3

Y como la cantidad S es una constante para la suma sobre k, resulta:

n

k=0 j=0
Ejemplo:
Calcular Z Z ij.

i=0 j=0
Tenemos que, gracias a lo anterior:

n m n m

i=0 j=0 i=0  j=0
Ejemplo:
Calcular Z Z(z —5)2%
i=0 j=0

Acé tenemos la tentacién de desarrollar (i — j)? = i? + 2ij + j2 y ocupar sumas
conocidas, ademas del resultado anterior.

Sin embargo, el limite superior de la segunda suma, depende de ¢ por lo que no
se puede recurrir a lo anterior.

Acéa nos bastard notar qué valores posibles puede tomar i — j, para i fijo y j
movil.

Para j =i,7— j = 0 y crece a medida que decrece 7, hasta j = 0 en donde vale
i—j=1.

Por ende hacemos el cambio de indice en la primera sumatoria

k=i—j con ke{0,...,i}.
Esto resulta en:

B s (i 1)(2i 4 1)
Sy w oy ey

i=0 k=0 =0
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En donde esta ultima suma es perfectamente calculable y dicho cédlculo queda
de ejercicio.

Una tultima definicidn, que generaliza la nocién anterior es la de:

Definicién 7.4 (Suma mdiltiple). Se trata de una suma:

no ni no ny
E E E E ak0k1~~~kl'

k}()ZO ]i}l =0 k2:0 ]CZZO
Esta generalizacion también satisface:

Propiedad 8 (Intercambio de sumas). Si los limites inferiores y superiores no
dependen de los indices:

ny—1 ny—2

i i nzz Zakokl K= Z Z Z i Qkoky.. Ky

ko=0k1=0 k2=0 k= =0k;_1=0k;_2=0 ko=0

Y en general para cualquier reordenamiento de las sumas.

8. Cardinalidad

Habitualmente nos topamos con la necesidad de contar los elementos de un deter-
minado conjunto. Tratamos asi de establecer una correspondencia entre conjuntos
y ndmeros naturales diciendo, por ejemplo, que {a,b,c} tiene 3 elementos y que
{2,3,5,7,11,13,17} tiene 7 elementos.

El problema de este enfoque tipico es que no nos sirve para ciertos conjuntos, como
N, Z o R. De éstos sélo decimos que tienen una cantidad “infinita” de elementos.

La teoria de cardinalidad viene a establecer conceptos mas precisos, que nos per-
mitirdn obtener resultados més poderosos que los sugeridos por la sola intuicién.
Esta teoria reemplaza la nociéon de “ntimero de elementos” por la de “cardinal”, asi
como la nocién de “contar” por “establecer funciones biyectivas”.

Ejemplo:

Consideremos A = {a, z,x,p, q,r, s}, el cual es un conjunto de 7 elementos, y el
conjunto N7 = {& € N: 1 <z < 7}. Es fdcil construir una biyeccién entre A y
N7, como por ejemplo la dada por el siguiente esquema.

a—1
p—2
q—3
r—4
s — b
x — 6

z — 7

Asi, reemplazaremos nuestra idea de “tener 7 elementos” por la idea equivalente
que es “poder construir una biyeccion hacia IN;”. Lo importante de este nuevo en-
foque es que nos permite eventualmente trabajar con conjuntos que tengan infinitos
elementos.

Definamos esta nueva nocién:
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Definicién 8.1 (Cardinalidad). Dados A, B conjuntos no vacios. Diremos que
A y B tienen el mismo cardinal si existe una funcion f : A — B que sea
biyectiva. En tal caso denotaremos |A| = |B.

También, denotaremos |A| < |B| cuando exista una funcion f : A — B que sea
myectiva.

Se tiene las siguientes propiedades bédsicas acerca de | - |:
Propiedades 8. 1. |A| < |A]

2. Si A C B, entonces |A| < |B]

3. Si|A| < |B| y|B] < |C|, entonces |A| < |C|

4 1Al < |B|A B < |A] < |4 = |B]

Vale la pena hacer notar que la dltima propiedad es dificil de demostrar, escapandose
del alcance de este curso.

8.1. Conjuntos finitos
Sea n € N un natural cualquiera. Definimos el conjunto
N,={zeN:1<xz<n}

(por ejemplo, tenemos asi que Ng = (), N = {1,2}, y Ny = {1,2,3,4,5,6,7})

Dado un conjunto cualquiera F, diremos que es finito si y soélo si existe k € N tal
que [Ni| = [E].

Asi, podemos establecer las siguientes propiedades, las cuales se demuestran uti-
lizando principio de induccién:

Propiedades 9. 1. |[Nji1| £ |Ng| (esto se nota |Ny| < |[Ngy1])

2. m<n <= |N,| <|N,|

Gracias a ellas, denotaremos [Ny | = k.
Cualquier conjunto que no sea finito, diremos que es infinito.

Propiedad 9. N es infinito.

DEMOSTRACION. Supongamos que N fuese finito. Entonces, existiria un k € N tal
que
IN| = |N|

Ademads, sabemos que Ng411 € N, y por lo tanto
INgta| < [N

con lo que concluimos que

INpg1| < [INg|

lo cual es una contradicciéon.
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8.2. Conjuntos numerables

Llamaremos conjunto numerable a cualquier conjunto que tenga la misma cardi-

nalidad de IN.
Propiedad 10. Z es numerable.

DEMOSTRACION. Listemos ordenadamente los elementos de Z:
Z ... 6 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

y construiremos una funcién de N a Z simplemente asignando a cada natural un
entero. Notemos que de esta forma estaremos enumerando los elementos de Z, es

decir iremos “contando” 0,1, 2, 3,4, ... en la medida que recorremos Z. Una posible
forma de hacerlo es la siguiente:

Z ... 6 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
N ... 11 9 7 5 3 1 0 2 4 6 8 10 12

Observemos que ésta es una forma sencilla de construir una f : N — Z, que en
nuestro caso posee una forma explicita:

z sin es par

2
n)=494 _
) { —(";1) si n es impar
Queda como ejercicio para el lector demostrar que esta f es efectivamente biyectiva,
con lo que se concluye que |IN| = |Z|, lo que buscdbamos.

Es importante que nos detengamos en el siguiente punto: cuando construimos la
asociaciéon entre N y 7Z mediante el diagrama

Z ... 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
N ... 11 9 7 5 3 1 0 2 4 6 8 10 12

Ya hemos establecido una funcién f de N a Z, a pesar de que su forma explicita la
damos después. A través del diagrama estamos dando el valor de f(n) sélo para los
naturales n < 12, sin embargo estamos dejando en claro la forma de calcular f(n)
para los naturales n > 12.

Por ejemplo, es claro gracias al proceso que seguimos, que f(13) = —7 y que
f(20) = 10. Y para esto no hace falta conocer la forma explicita de la funcién
f. Es mas, veremos casos donde no es facil mostrar explicitamente la funcién f que
corresponda, por lo que no nos preocuparemos de ella. Simplemente mostraremos
la enumeraciéon que hay que hacer en cada caso.

Propiedad 11. N x N es numerable.

DEMOSTRACION. Para este caso, ordenaremos los elementos de N x IN en una tabla
de doble entrada:

N x N 0 1 2 3 4 5
0 (0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5)
1 (1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
2 (2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)
3 (3,0) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5)
4 (4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5)
) (5,0) (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)
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Y ahora, para enumerar IN X IN, asociaremos a cada casilla de la tabla un niimero
natural distinto:

NxN]| O 1 2 3 4 )
0 0 1 3 6 10 15
1 2 4 7 11 16
2 5 8 12 17
3 9 13 18
4 14 19
5) 20

De esta manera hemos establecido un proceso que enumera N x IN, por lo que
sabemos que hay una funcién biyectiva entre N y IN x N, y asi concluimos lo que
deseabamos demostrar.

Propiedades 10. Sea A un conjunto infinito cualquiera. Entonces
1. Sea A un conjunto infinito. Entonces |N| < |A|.

2. Sea A un conjunto infinito tal que |A| < |N|. Entonces |A| = |N]|.

DEMOSTRACION. Demostraremos (1).

Construiremos inductivamente una secuencia de elementos distintos ag, a1, as, ...
contenida en A.

Como A es infinito, en particular es no vacio. Sea, entonces, ag € A.

El conjunto A\ {ag} debe ser también infinito, y en particular es no vacio también.
Sea, entonces, a; € A\ {ag}.

Si hemos extraido de A los elementos ag, a1, . . ., a,, tenemos que A\ {ag, a1, ...,an,}
es no vacio. Asi, escogemos a,+1 € A\ {ap,a1,...,a,}.

Entonces {ag, a1,az,...} C A, y luego |{ag, a1,az,...}| <|A|.

Si consideramos f : N — {ag, a1, az,...} dada por f(n) = a,, como todos los ay

son distintos, tenemos que f es inyectiva. Asi |N| < [{ag, a1, a2,...}|, con lo que
concluimos el resultado.

8.3. Uniones de cantidades infinitas de conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, ya habiamos definido su unién A U B diciendo que
r€AUB < z€ AvzeB

Esta definicién puede ser extendida para una cantidad finita de conjuntos Ag, ..., A,
del modo siguiente

reAgUAIU...UA, <— zec€AyVvVzeAV..VzeA,
— (Fke{0,1,...,n}) xz € A

Pensemos ahora en una cantidad infinita de conjuntos. Mas precisamente, pensemos
que tenemos una coleccion numerable de conjuntos Ag, A1, ..., An, ... que deseamos
unir (notemos que al hablar de “coleccién numerable” nos referimos a que hay
un conjunto Ay por cada numero natural k, sin embargo cada conjunto Ay no
necesariamente es numerable).
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Para simplificarnos la escritura, denotaremos al conjunto unién (Ao U A; U ... U

Ap U...) como
U 4

kelN

;,Cémo definir este conjunto unién? Extenderemos de forma muy sencilla la defini-
cién de una cantidad finita de conjuntos, asi:

= UAk — (FkeN)ze A,
kelN

8.4. Propiedades de conjuntos numerables

Propiedad 12. Sean A, B conjuntos numerables. Entonces A x B es numerable.

DEMOSTRACION. Como A y B son numerables, sabemos que existen funciones
biyectivas
f N> A g:N—B

Con éstas, construimos la funcién ¢ : N x N — A x B dada por

o(i,4) = (f(i),9(5))

Queda propuesto al lector verificar que ¢ es también biyectiva. Concluimos entonces
que [N x N| = |A x B|, y como |N| = [N x N| se concluye que A x B es numerable.

Corolario 8.1. Q) es numerable.

DEMOSTRACION. Como @Q es un conjunto infinito, sabemos inmediatamente que
IN| < |Q|. Basta demostrar entonces que |Q| < |NJ.

Consideremos un elemento x € Q. Sabemos que se puede escribir de la forma z =
con p € Z, g € N\ {0}, y donde p y ¢ son primos relativos. Podemos entonce
construir una funcién ® : Q — Z x (N '\ {0}), de modo que ®(z) = (p, q). Es decir:

Para x € Q, definimos ®(x) = (p,q) € Z x (N '\ {0}),

donde p, ¢ son primos relativos y x = %.

I3

w

Es facil demostrar que esta ® es inyectiva, en efecto: sean x1,x2 € Q tales que
®(x1) = P(x2). Consideramos p1,p2 € Z 'y ¢1,q2 € N\ {0} tales que

®(z1) = (p1, 1) AN P(z2) = (p2,92)

Como @ (1) = P(x2), se tiene que p; = p2 y g1 = ¢2. Por definicién de @, concluimos

entonces que

_h_P
a1 a2

Gracias a la inyectividad de ®, obtenemos que |Q| < |Z x (N \ {0})|]. Como tanto

Z como N\ {0} son numerables, gracias a la propiedad para el producto cartesiano

tenemos que |Z x (N'\ {0})| = |IN|. Asi,

T = T2

INI<IQI A Q<N
y entonces ) es numerable.

Propiedad 13. Sean Ay, ..., A, conjuntos numerables. Entonces Ag X ... X A, es
numerable.
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Propiedad 14. Sea Ay, A1,...,A,, ... una coleccion numerable de conjuntos, donde
cada Ay es un conjunto numerable. Entonces su unidn

U Ay también es numerable
keN

Proposicién 8.1. Sea A un conjunto infinito, y sea x € A. Se tiene que |A| =

[ANA{z}].

DEMOSTRACION. Tal como hicimos en una demostracién anterior, contruyamos un
conjunto numerable
!
A = {ao,al,ag,a3, .. } - A

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z ¢ A’.
para definir la funcién f: A — A\ {z} dada por

ag sia=ux
(Vae A) fla)=< apy1 sia€ A Na=ay
a sia¢ A Na#z

Esta f deja invariantes a todos los elementos que no pertenecen a A’ U {z}, y a los
elementos de este conjunto los traslada todos en una posicién (x — ag, ar — agt1).
Notemos que, gracias a la definicién de f: para a € A,

= Si f(a) = ap, entonces a = x.
» Si f(a) € A"\ {ao}, entonces a € A’.
= Si f(a) ¢ A’, entonces a ¢ A’ U {z}.

Con estas herramientas, queda propuesto al lector demostrar que f es biyectiva,
con lo que se concluye la demostracion.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

Nota: En todas las preguntas se asume que los indices y términos son independi-
entes unos de otros, a menos que se nale claramente. Por ejemplo, si m depende de
k, serd denotado m(k) 6 my.

1. D ZZ:O Z;‘n:o Akj = Z:io Z?:o Qkj-

. D > k=0 Z;‘nzo Qkj = Z;nzo Dk Qkj-

. D > k=0 Z;‘nzo Qkj = Z;nzo >k Qjk-

. D > h=0 E;'nzo ckdj = 34— Ch Z;nzo dy.

[ Xeii = (n+ 1(m+1).

. D > ZT:O ij = nm.

O Sy i = Mot

S >0 2 = 2nm.

Y Y2 =2+ 1) (m + 1),

10, [y S i = Mt

11. D im0 Z}n:oi = @

12. D Yio Z;‘n:oi = %

13. D Z?Lo ij\iz Zé:j Ak = Zivzo Zgﬂ/ik ZiL:j @i
. D Yilo Zj]\io Yo ak = Zj‘\f:o Yo Mo i
15. D Zi]\;o Zj‘:o @y = Zj‘v:o Zg:o aj-

16. D Z?Lo Z;:o aj = Z;V:o Zgzo @i-

17. D Para todo conjunto A, |A| < |A].

N

99

'

(S}

=}

B\

Qo

©

1

'S

18. D Para todo conjunto A, |A| < |A|.

19. D Dados A y B conjuntos, A C B = |A| < |B|.

20. D Dados A y B conjuntos, A C B = |B| < |A4|.

21. D Dados A y B conjuntos, A C B = |A| < |B|.

22. D Dados A, B y C conjuntos, |A| < |B|A|B| <|C| = |A] < |C|.
23. [ |Dados Ay B conjuntos, |[A| < |B|A|B| < |A| & |A| = |B|.

24. [ |IN| < |z].
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25. [ |IN| < |Z x Z|.

26. [ ||IN| =z x Z|.

27. [ ]IN|=|Q x Z|.

28. D No todo conjunto infinito A cumple que |N| < |A|.

29. D Union finita de conjuntos numerables es numerable.

30. D Union numerable de conjuntos numerables es numerable.

31. D Producto cartesiano finito de conjuntos numerables es numerable.
32. D Producto cartesiano finito de conjuntos finitos es finito.

33. D El producto cartesiano de un conjunto finito no vacio con uno numerable es
finito.

34. D El producto cartesiano de un conjunto finito no vacio con uno numerable es
numerable.

35. D Todo subconjunto no vacio de un conjunto numerable es numerable.
36. D Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

37. D Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable.
38. D Todo subconjunto de un conjunto finito es numerable.

39. D Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Ejercicios

1. Escriba con notacién de sumatoria las siguientes sumas y calcilelas cuando pue-
da:

a) I+1+e+l+r+z'+ 1ttt +l+r+a*+e o+ 1+t +o7 o

()1 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5

(b) a+b+ (a+b)2+ (a+b)3+ (a+b)*+ (a+1b)>

() 1+14+5+1+34+5+1+5+5+5+1+3+51+5+5

(d) 1+14+24+14+24+34+1+24+3+44+1+24+3+44+5+14+2+3+4+5+6
) 1+14+44+1+4494+1+44+94+16+1+4+9+164+25+14+4+9+16+25+36
Yl+z+z?+ 2+t + 8 +r+?+ 2+t + 2 ¥t 2+ 2%+

et + 2%+ at + 25 + 2P

(¢

(
(f

2. Desarrolle las siguientes sumas, hasta donde le sea posible (puede que no obtenga
resultados demasiado explicitos)

() Y00 Xjoo ai — ais1
(b) Zz OZJ 0% — dj+1
() T Tk 1 ey —ajm
(d) Ez OZJ oq

(e) Zz OZ;V:Z' ¢

(f) 30 X0 (7)

(8) i X (1)

() 0 Yheo ()0

(i) Zi:O Zk:o (k)akbN g

3. Pruebe que los siguientes conjuntos son numerables. Se nale cudl es la funcién
utilizada para probarlo en cada parte.

(a) A={2ke€Z | keZ}.

(b) A={p* € Z | k € Z}, dado p € Z fijo.

() A={(z,0) e NxN | z € N}.

(d) A={(zx,y) €ZXZ|xz—y=—-3}.

(e) A={a"+b" € R | n,m € Z}, cona,be R fijos.

(f) A = {C, C R?|C, es una circunferencia centrada en (0,0) y de radio r €
N}.

4. Sean A, B C R conjuntos numerables. Refiérase a la cardinalidad de los sigu-
ientes conjuntos, es decir indique si son o no numerables y por qué.
(a) (Ax A)x B
(b) A+ B={z|x=a+b,ac A, be B}.
Indicacidn: Escriba A + B como Ube 5 Cb, con Cy, adecuado.
(c) AB={x|xz=abac A, be B}.
Indicacion: Escriba AB como Ube g Cp, con Cy adecuado.
(d) AnB.
(e) AUB.
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P1.

P2.

P3.

P4.

Ps5.

P6.

p7.

Ps.

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Problemas

(20 min.) Demuestre, sin usar induccién, que:

n n _ gn
Z(1+4+42+-~+4’“‘1)<Z) _2 I
k=1

(20 min.) Calcule, sin usar induccién:

n i i i\ 8k+1
; k) 3~
=1 1i=1 k=0

J

(20 min.) Sea A = {x € R /3 k € Z,3i € N,z = £}. Pruebe que 4 es
numerable.

(30 min.) Pruebe que el siguiente conjunto es numerable:

C={ze€l0,4+00)/3In € N\ {0}, =" € N}

(a) (20 min.) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales que
pasan por el punto (0,1) y cortan al eje OX en una coordenada racional
es numerable.

(b) (20 min.) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales que no
pasan por el origen y cortan a los ejes OX y OY en coordenadas racionales
es numerable.

(30 min.) Sea A = {L /(3n € N,q =2") A (p € N,p < ¢)}. Probar que A es
numerable.

Indicacion: Puede usar que la unién numerable de conjuntos finitos no vacios
es numerable.

(30 min) Sea A = {0,1,2,...,n} y considere la secuencia de elementos en A,
(zo,21,%2,x3,...) (es decir, z; € A para cada i € N). Probar que existen
¢,5 €N, l#j, tales que xy = z;.

Sea E = {(a1,....,an) € {-1,1}"/n € N,n >2,5""  a; = 0}. Demuestre que

(a) (15 min.) E es infinito
(b) (15 min.) F tiene la misma cardinalidad de N
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Introduccién al Algebra 10-1

Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente

? EIASCIEHA_EAYDI\/?AETCEII\EI,X%:?iS http://www.dim.uchile.cl/"docencia/algebra
E \ J UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.

SEMANA 9: CARDINALIDAD Y ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS]

9. Cardinalidad

9.1. Conjuntos no numerables

Vimos cuédles son los conjuntos numerables, una serie de propiedades acerca de
ellos, y conocimos varios conjuntos numerables, como Z, N x N y Q. Queda, asi,
la pregunta:

Jhay conjuntos no numerables? ;cuales son?
En esta seccién veremos que:

Propiedad 15. R no es un conjunto numerable, es decir, que NO existe una fun-
cion
fN->R

que sea biyectiva.

El argumento que mostraremos fue presentado por Cantor, y se le conoce comun-
mente como argumento de diagonalizacién.

DEMOSTRACION. Observemos, para empezar, que basta demostrar que [0,1) es no
numerable, es decir que
[0, 1)] > [N]

puesto que [[0,1)] < |RJ.
1 Qué particularidad especial poseen los reales de [0,1)? Todos ellos se pueden es-
cribir en base decimal como

x = 0.a1a2a30a4 . ..

donde ay, es el k-ésimo digito decimal de z.

Supongamos que [0,1) es un conjunto numerable, es decir que existe una funcién
biyectiva de N en [0, 1), a la cual llamaremos f. Al k-ésimo digito de la expansién
decimal del real f(n) le llamaremos a’, con lo que

f(n) =0.alayasay ...

Podemos entonces ordenar los nimeros de [0,1) en una tabla infinita

f(0) = 0.aa%ada] ...
f(1) = 0.ajadaiaj ...
f(2) = 0.afa3a3a;. ..
f(3) = 0.dba3aial ...

El punto importante es que, ya que hemos supuesto que f es biyectiva, entonces
TODOS los reales de [0, 1) aparecen alguna vez en esta lista infinita. Mostraremos
que esto es una contradiccién, es decir que existe un real € [0,1) que no estd en
la lista.
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Definamos la siguiente secuencia de valores: para k > 1,

[0 siak=
bk_{ 1 siaf#1

y el valor £ dado por
T = 0.b1b2b3by . ..

Este es un elemento de [0, 1).

&I

Como supusimos que f es biyectiva, entonces existe N € N tal que f(N) =
Entonces sus digitos en base decimal deben ser iguales uno a uno:

O.a{vaévaévaiv ... =0.b1bab3by . ..

Es decir,
(VE > 1) aiy = by,

Aqui aparece la contradiccién, pues tomando k = N, a% = by, sin embargo by fue
escogido para ser distinto de a: si al =1 entonces by = 0, y si al # 1 entonces
by =1.

Una observacién relevante:

Observacién: = [0,1) tiene en realidad el mismo cardinal que R. En efecto,
utilizando el ejemplo final del capitulo anterior tenemos que |[0,1)| = |(0, 1)|.
Consideramos ahora ¢ : (0,1) — R dada por

¢(x) = tan (mc - g)

¢ es una biyeccién pues es composicién de funciones biyectivas, con lo que
[(0,1)] = |R| y se concluye que |[0,1)] = |R].

10. Estructuras algebraicas

10.1. Ley de composicion interna

Definicién 10.1 (Ley de composicién interna). Dado A un conjunto no vacio.
Una ley de composicion interna (l.c.i.) es una funcidn

¥x: AxXA — A
(x,y) — wxy

Comunmente tratamos con leyes de composicién interna, las cuales seguramente
conocemos con el nombre de operaciones. Tenemos como ejemplos:

= +en R
= -en Q

= Uen P(A), donde A es un conjunto

Observemos que, por ejemplo, la divisién NO es una ley de composicion interna en
R, pues 3/0 no es un niimero real.
Para estudiar estas operaciones definidas sobre conjuntos, definimos:
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Definicién 10.2 (Estructura algebraica). Si * es una l.c.i. (es decir, una op-
eracidn) definida en el conjunto A, al par (A, x) le llamaremos estructura alge-
braica.

Si sobre el conjunto A tenemos definida una sequnda operacion A, entonces deno-
taremos por (A, *,) la estructura algebraica que considera ambas leyes de com-
posicion interna en A.

Notemos que conocemos ya varias estructuras algebraicas: (Z, +, -), (R, +, ), (R, +, ).
Otras estructuras algebraicas que no son tan conocidas son

» Si A es un conjunto, entonces (P(A),U) y (P(A),A) son estructuras alge-
braicas, y en general cualquier operacién de conjuntos en A nos sirve para
formar una.

s Sea X conjunto no vacio, y F' = {f : X — X funcién}. Entonces (F,o) es
una estructura algebraica, donde o es la composicién de funciones.

Como vemos, hay una enorme cantidad de estructuras algebraicas posibles, sin
embargo en este capitulo estudiaremos propiedades que muchas de ellas comparten.
Veremos que las estructuras de distintos tipos pueden comportarse de manera muy
similar, es decir tener propiedades muy parecidas, cuando las llevamos a un nivel
de abstraccion mayor.

10.2. Propiedades basicas

Definicién 10.3. Sea (A, x*) una estructura algebraica.

= Diremos que % es asociativa si

(Vo,y,z € A) (z*xy)*xz=x*(y*2)

= Sea e € A. Diremos que e es elemento neutro para * si

VeeA)exz=xxe=x

s Sie€ A es el neutro para x y x € A, diremos que x tiene inverso si eriste
uny € A tal que
TrYy=yxr=2¢e

En tal caso, y serd un inverso de x, y viceversa.

s Diremos que * es conmutativa si

(Ve,y € A) xxy=y=*zx
s Un elemento a € A serd un elemento absorbente si
(Ve A)zxa=a*xxr=a
= Un elemento a € A serd un elemento idempotente si a x a = a.

w Si (A%, ) es un estructura algebraica con dos operaciones, diremos que A\
distribuye con respecto a * si

(Vo,y,z € A) z\(y * 2) = (xzl\y) * (x/\z)
(Vz,y,z € A) (y x 2)Da = (yAx) x (zAx)

115



Es importante notar que:

Proposicién 10.1 (Unicidad del neutro). Una estructura (A, *) posee a lo mds

un elemento neutro.

DEMOSTRACION. Supongamos que (A, x) posee dos neutros e, e’.

Como e es neutro, entonces e x e/ = ¢’.
A su vez, como €’ es neutro, entonces e x e’ = e.
Juntando ambas igualdades, concluimos que e = ¢’.

Sea (A, *) una estructura algebraica. Ya sabemos que si e € A es neutro, entonces
es unico. Supongamos ahora que un elemento z € A tiene inverso. ;Serd tnico este
inverso? La respuesta es no necesariamente. Observemos el siguiente ejemplo, donde

A={a,b,c,d}.

a0 T ok
o T T oo
Qa0 T oA
®» 0 oA

OQJOED@

En la estructura (A, x) donde * estd dada por la tabla, tenemos que c es el neutro.
El elemento a, en tanto, posee dos inversos: by d, pues

axb=bxa=c

axd=d*xa=c

Sin embargo, podemos afirmar la siguiente propiedad...

Propiedad 16. Si la estructura algebraica (A, x) tiene neutro e y % es asociativa,

entonces los inversos (en el caso en que existan) son unicos.
Ast, si x € A posee inverso, lo podemos denotar sin ambigiiedad como x~*.

DEMOSTRACION. Sea x € A, y supongamos que x posee dos inversos: iy y z. De-

mostraremos que y = z.
Como y es inverso de z, entonces x *y = y *x = e. Andlogamente, como z también

es inverso de z, entonces z xz = x * z = e.
Asi,
Y
yx*e
= yx*(Tx2)
= (yxx)xz (por asociatividad)
= €%z
= z
Si (A4, *) una estructura algebraica asociativa y con neutro e € A, entonces también
cumple las siguientes propiedades:

Propiedades 11. 1. Six € A posee inverso, entonces x 1 también. Mds atin,
—1\—1
(7)==
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2. Siz,y € A poseen inversos, entonces xxy también posee inverso, y (wxy)~! =

yfl % Ifl

3. Six € A posee inverso, entonces es cancelable. Es decir, para y,z € A:

TxY=T*kz=>Y=2

Y*T =2%xx =Y =2

DEMOSTRACION. Demostratemos (2).

Sea w = y~! x 21, Queremos probar que w = (z * y)~!. Para ello, calculemos
wx(x*xy)=(w=*x)*xy (asociatividad)
z(yl ) x)xy (def. de w)
=@ s (' x2)) xy (asociatividad)
=(y ' xe)x
=y lxy=e

Queda propuesto al lector mostrar que también (x*y)*w = e. Asi, concluimos que

w=(rxy)

10.3. La estructura 7Z,

Sea n > 2. Definimos anteriormente la relacién =,, (congruencia médulo n) en Z,
y definimos Z,, = Z/ =,, su conjunto de clases de equivalencia. Vimos también que

n = {[0)n; [Uns- s [n =1}

Queremos definir operaciones de suma +,, y producto -, con los cuales (Z,,, +n, n)
sea una estructura algebraica con buenas propiedades. Lo haremos del modo sigu-
iente: para []n, [y]n € Zn

[@]n +nlyln = [2+yl

Sin embargo, estas definiciones podrian acarrearnos problemas. Pensemos en el
siguiente ejemplo, tomando n = 7:

[5]7 +7 [3]7 = [8]7

Notemos que [8]7 = [1]7, pues 8 =7 1.
Sin embargo, como 5 =7 19 y 3 =7 38, entonces

[5]7 47 [3]7 = [19]7 +7 [38]7 = [57]7

Si queremos que +7 quede bien definida, entonces deberia cumplirse que [57]7 = [1]7,
y asf para todas las posibles reescrituras de [5]7 y [3]7.
Afortunadamente, esto no representa un problema gracias al siguiente resultado.

Proposicion 10.2. Sean x1,x2,y1,y2 € Z tales que x1 =, T2 €Y1 =, y2. Entonces

(T1+y1) =n (T2 +y2) A (T1-%1) =0 (22 92)

Es decir, si [x1]n, = [22]n ¥ [y1]n = [y2]n, entonces

(21 +yiln = [z2 +y2ln A [z1- 010 = [22 - Y2
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DEMOSTRACION. Sabemos que z7 =, 72 € y1 =, Y. Entonces existen ky ky € Z
tales que
1 —x2=kn AN Yy —y2=kyn

Sumando ambas igualdades, obtenemos que
(@1 +y1) = (w2 +y2) = (ko + ky) -1

y por lo tanto (z1 +y1) =, (22 + y2).
Para la multiplicacién, calculamos

vy = (w2 +ken)(y2 + kun)
= x9-y2 + (w2ky + Yoky + kzkyn) - n

y entonces (z1 - Y1) =p (22 - y2).

Asi, +,, y -, son leyes de composicién interna en Z,,.
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Guia Basica
Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:
L[]0, )] < |R|
LRI <0, 1)
- [Jlo, ) <N
- [Jlo, )] =N
- [LJINI<1[0,1)]
-LJIel =10, 1)
-Llel<0,1)]
[Nl = R
[N =@
[Nl = 1z]
11. [ ]1Z| < |N|
12. [ ]1Q| < N|
13. [ ]IN| < [N x N|

N

95

'

[}

=2}

N |

Qo

©

1

=)

14. [ ]IN| =[N x N x N|

15. [ ]IN| < |R]

16. [ |Dado p € N\ {1}, |Z| = |Z,|

17. [ ]IN| = |Q x Z|

18. [ ]IN| < |Q x Z|

19. D La suma en R es una ley de composicién interna.

20. D La suma en N es una ley de composicién interna.

21. D La suma en Z es una ley de composicién interna.

22. D La suma en Z \ {0} es una ley de composicién interna.

23. D La suma en {n € N/n es par} es una ley de composicién interna.
24. D La suma en {n € N/n es impar} es una ley de composicién interna.
25. D La multiplicacién en R es una ley de composicién interna.

26. D La multiplicaciéon en N es una ley de composicién interna.

27. D La multiplicacion en Z es una ley de composicién interna.
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28

29

30

31

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43

44

45

46

47

48.

49.

D La multiplicaciéon en @ es una ley de composicién interna.
D La multiplicacién en Q \ {1} es una ley de composicién interna.
D Una operacién * sobre un conjunto A, es conmutativa si Va,y € A, xxy = y.

D Una operacién * sobre un conjunto A, es conmutativa si Vo,y € A, rxy =
Y * T

D Una operacién * sobre un conjunto A, es asociativasi Va,y € A, zxy = y*zx.

D Una operacién * sobre un conjunto A, es asociativasiVa,y, z € A, (zxy)+z =

D Sea una operacién * sobre un conjunto A, con neutro e. x € A es invertible
sidye A zxy=e=y*x.

D Sea una operacién * sobre un conjunto A, con neutro e. x € A es absorvente
sidye A xxy=x=yx*x.

D Sea una operacion * sobre un conjunto A, con neutro e. x € A es absorvente
SiVy € A, xxy=x =y=*x.

D Dada una operacién * sobre un conjunto A, x € A es idempotente si Vy €
A zxy=y.

D Dada una operacion * sobre un conjunto A, € A es idempotente si z*xx = z.
D El neutro en una estructura algebraica es tnico.
D El inverso de un elemento en una estructura algebraica es siempre nico.

D El inverso de un elemento en una estructura algebraica es tnico, si la op-
eracién es conmutativa.

D El inverso de un elemento en una estructura algebraica es tinico, si la op-
eracién es asociativa.

D El 0 es un elemento cancelable en (N, +).
D El 0 es un elemento cancelable en (IR, ).
D El 0 es un elemento absorbente en (N, +).
D El 0 es un elemento absorbente en (IR, ).
D El 1 es un elemento idempotente de (IR, -).
D El 1 es un elemento idempotente de (R, +).

D El 0 es un elemento idempotente de (R, +).
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Guia de Ejercicios

Observacién: En esta gufa la notacién A*, para un A conjunto y k € N < 1, est4
dada por:

AP = Ax - x A={(z1,29...,21) | (Vi€ {l,...,k}) z; € A}.

k veces
1. Demuestre que:
(a) [N x Z| = [NJ.
(b) [@ x Z| = |NJ.

(c) IN| < |R x Zl|.
Indicacion: Pruebe que |R| < |R x Z|.
(d) IN| <R\ (N\{0})].

Indicacion: Use la demostracién de |N| < |R|.

2. Muestre que los siguientes conjuntos son finitos.

(a) A={f:{1,..,n} = {1,...,n}/f es biyectiva }
(

3. Muestre que los siguientes conjuntos son numerables. Recuerde que puede probar
primero que el conjunto es infinito y luego que su cardinal es menor o igual al
de uno numerable.

(a) A= {(m,n) € Z*/m <n}

(b) C = {z € R/3k € Z,3i € N,z = k/3i}

(c) D={z = (x1,22,23) € Z3/x1 < 13 < T3}
(d)

D
G = { circunferencias de radio y centro racional }

4. Muestre que los siguientes conjuntos son no numerables. Recuerde que aqui basta
probar que el cardinal del conjunto es mayor o igual al de uno no numerable.
(a) B={(z,y) e R?/x +y=1}

(b) Sear € Q\{0}, C = {(z,y) € R?/2* +y* =17}
(¢) Sean a,b € Q con a < b, E = (—o0,b] N [a,c0)

5. Se nale si las siguientes operaciones son o no son leyes de composicién interna.
Justifique por qué.

(a) + en Z.

(b) + en Z\ {0}.

(c) + en N.

(d) - en R.

(e) / (divisién) en Q.

)

(f) Dado A # . o (composicién de funciones) en el conjunto de las funciones
de A en A.
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(g) Nen P(A), para cierto A # 0.

. Considerando las operaciones anteriores, en los casos que corresponda:

(=

) Estudie si la operacién es asociativa.
b)
¢) Determine la existencia de neutros.
d)

~ o~

Estudie si la operacién es conmutativa.

—~

Determine la existencia de inversos. Dé condiciones sobre un elemento para
que posea inverso.

—~

(e) Determine la existencia de elementos aborbentes.

(f) Determine la existencia de elementos idempotentes.

. Demuestre las siguientes propiedades dejadas propuestas en la tutoria, para una
estructura algebraica asociativa (A, ):

(a) Si z € A posee inverso, entonces 7! también. Més aun, (z71)~! = 2.

(b) Si x € A posee inverso, entonces es cancelable. Es decir, para y, z € A:

THY=T* 2z =>Y=2

Y*¥T =2xT=>Y =2
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Guia de Problemas

Observacién: En esta gufa la notacién A*, para un A conjunto y k € N < 1, est4
dada por:

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Pe6.

AP = Ax o x A={(z1,22,...,21) | (Vi€ {1,...,k}) z; € A}.
k veces

(15 min.) Pruebe que el conjunto £ = {x = (z1,z2,23) € R x N?/3n €
N, 21 + 23 + x3 = n} es numerable.

Pruebe que los siguientes conjuntos son no numerables:
(a) (15 min.) A={zx € R3/In € N, z1 + 22 + 23 = n}.
(b) (15 min.) 7 = {T' C R? | T es un tridngulo}.

(20 min.) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales que pasan
por el punto (0,1) es no numerable.

(a) (20 min.) Sea A un conjunto no numerable, y sea B C A un conjunto
numerable. Pruebe que el conjunto A \ B es no numerable.
(b) (10 min.) Demuestre, usando lo anterior, que el conjunto I de los nimeros

irracionales es no numerable.

Dado un conjunto no vacio A, sea F = {f : A — A | f es biyectiva}. Se define
la operaciéon x dada por:

(Vf,geF) frg=(fog) "
5 min.) Pruebe que (F,*) es una estructura algebraica.
10 min.) Estudie la asociatividad de *.

(
( )
(10 min.) Estudie la conmutatividad de *.
(10 min.) Encuentre el neutro en (F, ).

(

10 min.) Determine si todo elemento f € F admite un inverso para . En
caso afirmativo, determinelo.

(f) (10 min.) Encuentre los elementos idempotentes de (F,*)

Sea (E,*) una estructura algebraica y R una relacién de equivalencia que
satisface la siguiente propiedad:

Vo1, 22,y1,92) T1Rx2 AyiRy2 = (21 x Y1) R (22 * y2).

Definimos una nueva l.c.i. ® sobre el conjunto cuociente E/R mediante:
[z]r @ [ylr = [z * y]x.

(a) (15 min.) Pruebe que ® estd bien definida, es decir que la clase de equiv-
alencia de x * y no depende de los representantes de [z]r e [y]r que se
escojan.

(b) (10 min.) Suponiendo que (E,*) posee un neutro e, encuentre el neutro
de (E/R,®).

(¢) (15 min.) Dado un elemento 2 € E que posee inverso en (E, ), determine
el inverso de [z]gr € E/R en (E/R,®).

123



|
WL
o

Xex
T“F? ‘ Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente
L - . ElAsclglA_gAYDl\/lleETCEII\EI,X%:éiS http://www.dim.uchile.cl/"docencia/algebra
'\-J UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
B Introduccién al Algebra 10-1

Usa este margen [ SEMANA 10: ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS Y NUMEROS COMPLEJOS
para consultar
mas rapido el
material. Haz

también tus 10.4. Grupos
propias . ]
anotaciones. Un grupo es un caso particular de una estructura algebraica. Veremos que esta no-
v cién rescata ampliamente las propiedades de estructuras tales como (Z, +), (Q,+)
y (R, +).

Dedicaremos una seccién especial a grupos, debido a que las particularidades que
poseen nos permiten conocer muy bien sus propiedades, las cuales son bastantes.

Definicién 10.4 (Grupo). Sea (G,*) una estructura algebraica. Diremos que es
un grupo si

= x es asociativa.
s (G, %) posee neutro e € G.

s Todo elemento x € G posee inverso z~! € G.
Ademds, si x es conmutativa, llamaremos a (G, ) grupo abeliano.
A modo de ejemplo, notemos que (IR, -) no es un grupo pues 0 no posee inverso. Sin
embargo, (R \ {0}, ) s es un grupo.

Si (G, ) es un grupo, entonces cumple las siguientes propiedades (las cuales ya
vimos):

1. El inverso de cada elemento es tinico
2. V2 e@) () t=x
3. (Va,y €G) (wxy) =yl xa)
4. Todo elemento = € G es cancelable.
Si (G, %) es un grupo, las siguientes propiedades se agregan a las mencionadas:
Propiedades 12. Dado (G, x*) grupo, entonces:
1. Para todo a,b € G, las ecuaciones
a*xxr1 =20
Toxa=2"b

tienen solucidn unica. Ellas son x1 =a 1 %b y xg = bx* a”?

2. FEl unico elemento idempotente de G es su neutro.

DEMOSTRACION. 1. Consideremos sdlo el caso de la primera ecuaciéon. Como G
es grupo, a posee neutro a~ . Luego tendremos:

a'x(axxz)=a"'*b & (a7t xa)xx; =a 'xb Por asociativida.

& exxy =a 'xb Por definicién de inverso.

< x1 =a 'xb Por definicién de neutro.

1

Y esta tltima expresion es tinica, pues a~* es Unico.

2. Si a es un elemento idempotente, satisface: a *x a = a.
Pero esto es precisamente una ecuacién como la anterior (con b = a y a nuestra
incégnita). Luego sabemos que la solucién es tnica y es:

a=a 'xa=e.

124


http://www.dim.uchile.cl/~docencia/algebra

Subgrupos

Definicién 10.5 (Subgrupo). Sea (G, *) un grupo, y sea H C G, H # 0. Dire-
mos que H es subgrupo de G si (H,*) también es grupo.

Si consideramos el grupo (IR, +), entonces un posible subgrupo es (Q, +). También
tenemos a ({—1,1},-) como subgrupo de (R \ {0}, ).

Todo grupo (G, *) tiene dos subgrupos a los cuales llamaremos triviales:

(G,#) vy (e}, *)

donde e es el neutro de (G, ).

Propiedades 13. Sea (G, x) un grupo, y (H,*) un subgrupo de él. Un par de
propiedades bdsicas que salen de ver los elementos de H como elementos de G:

1. Sie € G es el neutro de G yeyg € H es el neutro de H, entonces e = eyy.

2. Ademds, sea x € H. Si x=! € G es el inverso de v en (G,x) y & € H es el

inverso de x en (H, ), entonces % = I.

Estas propiedades quedan propuestas como ejercicios.

Subgrupos: Caracterizacion

En principio, si uno quisiera demostrar que un conjunto H C G, H # (), forma un
subgrupo de (G, *), tendria que demostrar que (H, ) cumple todas las propiedades
de la definicién de grupo, ademds de mostrar (el cual es el punto de partida) que

(Ve,y e H) zxy€ H

A esta propiedad se le conoce como cerradura, y es lo que nos permite decir que
* es una ley de composicién interna también en H.

La siguiente es una forma compacta para determinar si (H, x) es subgrupo de (G, *).
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Teorema 10.1. Sea H # (). Fntonces

(H,*) es subgrupo de (G,*) <= (Vo,y€ H) zxy ' € H

DEMOSTRACION. La implicancia = se verifica directamente. Sin embargo, la propiedad
fuerte es la implicancia <.

Para demostrarla, supongamos que Vz,y € H, x*y~! € H. Debemos probar que
(H, x) es grupo.

Notemos que la asociatividad se hereda automdticamente del hecho que (G, ) sea
grupo. Nos basta entonces probar que:

= (H,*) es una estructura algebraica (cerradura de * en H).

= (H,*) admite un neutro (que por las propiedades anteriores, sabemos que
debe ser el neutro de G).

» Todo elemento en H tiene inverso en H.
Probaremos estas afirmaciones en un orden distinto:

= Veamos primero que, si e € G es el neutro de (G, ), entonces e € H. Con
esto e sera el neutro de H.

En efecto, como H # ), tomando h € H, por hipdtesis se tiene que

hxh '=ceH.

= Ahora probemos que dado h € H, éste admite un inverso en H.

Sabemos que h~1 es inverso de h, pero sélo para (G, *). O sea, no sabemos si
pertenece a H.

Pero usando la hipdtesis con x = e e y = h, tenemos que:
exh™eH & h'eH.

= Finalmente, probamos la cerradura de * en H.

Dados z,y € H. Por lo que vimos antes, y~' € H. Asi que aplicando la
hipétesis para = e y~!, tenemos que:

rx(yH)teH & xxyc H.
Concluimos de esta manera que (H, %) es subgrupo de (G, *).
Ejemplo: Z,, como grupo
Propiedad 17. Sean > 2. Entonces (Zn,~+n) s un grupo.

DEMOSTRACION. Demostraremos que +, es asociativa, y que posee neutro. Las
otras propiedades necesarias quedan de ejercicio para el lector.
Asociatividad: Sean [x],, [y]n, [2]n € Zyp. Se tiene que

([2]n +n W) tn [2ln = [+ yln +n[2n
= [(z4+y)+ 2]
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Como + es asociativa en Z y x,y, z € Z entonces
(r+y)+z=a+(y+2)
Entonces

([#]n +n Wln) +n [2ln = [z+ (G +2)n
= [zlph+nly+2n
= [@]n +n (W +n [2]0)

Neutro: Demostraremos que [0],, € Zj, es neutro para +,.
En efecto, si [z], € Zy,

Teorema de Lagrange

Sea (G, *) un grupo. Diremos que es un grupo finito si G es un conjunto finito. A
|G| se le llama orden del grupo. Por ejemplo, Zs es un grupo finito de orden 3.

Teorema 10.2 (Teorema de Lagrange). Sea (G, *) un grupo finito y (H,*) un
subgrupo cualquiera de él. Entonces |H| divide a |G)|.

DEMOSTRACION. Definamos primero, dado g € G, la traslacién izquierda de H
como el conjunto g« H = {g*h | h € H}. Notemos que dado que g es cancelable,
[H| = |g = H|

Ademas, definimos las siguiente relaciéon R sobre G por:
91Rg2 = (VYg1,92 € G) g2 € g1 x H.

Lo cual equivale a (3h € H) go = g1 * h y también a g; ' % go € H (Verifiquelo).
Se tiene que R es una relacién de equivalencia. En efecto:

= Refleja. Sea g € G. Como H es subgrupo, e € H y g = g * e, pero esto es
exactamente que gRg.

» Simétrica. Sean gi, g2 € G tales que g1 Rg2 < 91_1 xgo € H.

Pero como H es subgrupo, el inverso de este tltimo término también pertence
a H. Es decir:
(97 % g2)"" = ga—1xg1 € H.

Asi, goRgs.
» Transitiva. Supongamos que g1 Rg2 ¥ g2Rgs. Esto se traduce en que
91" %92, 95" % g3 € H.
Y como H es cerrado para %, se deduce que:
(g7 " % g2) % (95" % g3) =gy ' *gs € H.

De donde se conlcluye que g1 Rgs.
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Ahora, dado que R es de equivalencia podemos calcular, para g € G:

l9lr ={9' € G | gRg'}
={9'€G|(BheH) g =gxh}

=gx*xH.
Luego, |[g=| = [H].
Sean entonces [g1]r, [92]Rr;---,[9s]r las clases de equivalencia de R.
Sabemos que estas clases conforman una particién de G, es decir: G = [¢g1]r U

[92]r U - -- U[gs]r. Luego:

|G| = Z|[gi]n|

= |H| =s|H|.
i=1

De donde se concluye el resultado.
Ejemplo: Diferencia simétrica

Antes de seguir:

Observacion: Como implicancia de este teorema, tenemos por ejemplo que
(Zs, +3) sblo puede tener subgrupos de orden 1 6 3. Si (H,+3) es un subgrupo
de orden 1, entonces debe tenerse que H = {[0]3}, y si (H, +3) es un subgrupo de
orden 3, entonces necesariamente H = Zg (ejercicio para el lector). Es decir, los
Unicos subgrupos que tiene (Zs, +3) son los triviales. Este resultado es también
vélido para (Zjp,+p) con p primo.

Sea A un conjunto no vacio. Veamos que (P(A), A) es un grupo abeliano, donde
A denota la diferencia simétrica

XAY = (X\Y)U(Y\X)=(XUY)\ (XNY)

DEMOSTRACION. Es claro que A es una ley de composicién interna en P(A).
De nuestro estudio de teoria de conjuntos, sabemos que A es asociativa y con-
mutativa.

Si X C A, entonces XAD = (X UD)\ (X NP) =X\ = X. Concluimos as{ que
() es el neutro de A.

Ademas, notando que XAX = (X \ X) U (X \
todo X € P(A) es invertible, y que X1 = X
propio inverso).

X) =0U® = 0, obtenemos que
(es decir, cada elemento es su

10.5. Morfismos

Sean (A,x) y (B,A) dos estructuras algebraicas, y sea f : A — B una funcién.
Sabemos que si x,y € A entonces f(x), f(y) € B. Como sobre A tenemos definida
una operacién x, podemos hacernos la pregunta: jcudnto vale f(z *y)?
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Los morfismos seran las funciones de A en B tales que f(xxy) se construye operan-
do f(z) y fly), es decir tales que f(x*xy) = f(x)Af(y) (recordemos que como
f(x), f(y) € B, entonces la operacién que podemos aplicarles no es *, sino A).

Definicién 10.6 (Morfismo). Una funcién f : A — B es un homomorfismo,
o simplemente un morfismo, si

(Va,y € A) f(xxy) = flx)Df(y)

Definicién 10.7 (Isomorfismo). Si f : A — B es un morfismo, y ademds es una
funcion biyectiva, entonces le llamaremos isomorfismo.

Si existe un isomorfismo f : A — B, diremos que (A, *) y (B, /) son estructuras

~

isomorfas, lo cual denotaremos (A,*) = (B,A). = resulta ser una relacién de
equivalencia entre estructuras algebraicas con una operacion.

Propiedad 18.
(R-l‘u ) = (Rv +)

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién

log: Ry — R
x  — log(x)

log es una funcién biyectiva, y cumple log(z - y) = log(z) + log(y) para z,y € R.

Morfismos sobreyectivos

Propiedades 14. Sean (A,*) y (B, ) estructuras algebraicas, y sea f : A — B
un morfismo sobreyectivo. Se tiene que:

1. Si * es asociativa, entonces /\ también.
2. Si*x es conmutativa, entonces /\ también.

3. Si (A, ) tiene neutro e € A, entonces (B, A) también tiene neutro, el cual es
f(e).
1

4. Sea (A,x) es asociativa con neutro e, y sea a € A. Si a posee inverso a” !,
entonces f(a) también posee inverso, y mds ain, (f(a))™! = f(a™t).

DEMOSTRACION. Demostraremos lo segundo.
Sean by, by € B. Como f es sobreyectiva, entonces existen ap,as € A tales que

flar)=b1 A fla2) =b2
Entonces

b1 Absy
flar)Af(az)
= f(a1 xa2)  (f es morfismo)
= f(azxa1)  (x es conmutativa)
= f(a2)Af(a1) (f es morfismo)
= ba Aby
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Tarea 10.1: Demuestre que:
1. La composicién de morfismos es un morfismo.

2. Si f es un isomorfismo de (A, *) en (B, /) entonces f~! es también un isomor-
fismo pero de (B, ) en (A4, *).

~

3. La relacién de isomroffa entre estructuras algebraicas (&) es una relacién de
equivalencia.
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

2.

25

'S

5.

6.

7.

8.

©

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

.

.

.

D En un grupo (G, *), * es conmutativa.

D En un grupo (G, %), * es asociativa.

D En un grupo (G, x) pueden haber elementos que no admiten inverso.

D En un grupo (G, %) el neutro el es tinico elemento que no admite inverso.
D La estructura (R, ), es un grupo.

D La estructura (R \ {1}, "), es un grupo.

D La estructura (R \ {0}, ), es un grupo.

D En un grupo pueden existir elementos con al dos inversos.

D En un grupo no vacio no existen elementos cancelables.

D En un grupo no vacio hay elementos cancelables.

D El neutro de un grupo es el tnico elemento con mas de un inverso.

D En un grupo (G, %), el inverso de z 7! x y es y~! x .

D En un grupo (G, ), el inverso de 27! x y es y * x.

[ ]En un grupo abeliano (G, ), el inverso de @ +y es 2~ %y~ .

D En un grupo (G, ), con a,b € G, la ecuacién axx = b siempre tiene solucién.

D En un grupo (G, %), con a,b € G, la ecuacién a * = b siempre tiene mds de
una solucion.

D En un grupo (G, *), con a,b € G, la ecuacién = * a = b tiene como solucién
aa b

D En un grupo abeliano (G, %), con a,b € G, la ecuacién z * a = b tiene como
solucién a a1 * b.

D En un grupo abeliano (G, %), con a,b € G, las ecuaciones zxa =bya*xx =b
tienen la misma solucién.

D Dado un grupo (G, *) y a € G idempotente, el conjunto {a, a * a} tiene dos
elementos.

D Dado un grupo (G,*) y a € G idempotente, el conjunto {a,a * a} tiene un
elemento.

D Dado un grupo (G, *), de neutro e y a € G idempotente, el conjunto {a, a*a}
es igual a {e}.

D Dado un grupo (G, %), un subconjunto no vacio H C G de dice subgrupo de
G si x es cerrada en H.
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25.
26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.
38.
39.
40.
41.
42.

43.

44.

45.

46.

47.

D Dado un grupo (G, %), un subconjunto no vacio H C G de dice subgrupo de
G si (H,*) es también grupo.

D Dado un grupo (G, *), un ejemplo de subgrupo de G es (), *).
D G es siempre subgrupo de s{ mismo (para la misma operacion).
D G es subgrupo de si mismo sélo cuando (G, *) es abeliano.

D Dado un grupo (G, *) y H un subgrupo, el neutro de H es a veces distinto
del de G.

D Dado un grupo (G, *) y H un subgrupo, el inverso de un elemento x € H
pertenece a G \ H.

D Dado un grupo (G, *) y H un subgrupo, el inverso de un elemento x € H
pertenece a H.

D Dado un grupo (G, %), para probar que H C G es subgrupo basta verificar
que Vz,y € H, xxy € H.

D Dado un grupo (G, %), para probar que H C G es subgrupo basta verificar
queVr,y€ H, vy~ '€ H.

D Dado n > 2, (Zy,,+n») es un grupo.
D Dado n > 2, (Zn \ {[0]n}, +) es un grupo.

D Dado un grupo finito (G, *) y cualquier subgrupo H C G, |G| es multiplo de
|H.

D Dado un grupo finito (G, x) y cualquier subgrupo H C G, existe k € N tal
que |G| = k|H].

D Si un grupo G tiene un subgrupo con 16 elementos, entonces |G| es par.
D (Z7,47) tiene subgrupos de tama no 5.

D Dado p > 1 primo, (Zjp, +,) tiene al menos tres subgrupos distintos.

D Un morfismo entre estructuras se dice isomorfismo si es inyectivo.
(TR, = (R, +).

(] ®+.) = (R, +).

D Un morfismo entre las estructuras (A,*) y (B,A) satisface que (Vx,y €

A) f(e)Af(y) = f(x*xy).

D Dado un morfismo entre dos grupos (A, x) y (B, A), la preimagen del neutro
de B contiene al neutro de A.

D Existen morfismos no sobreyectivos entre dos grupos (4, x*) y (B, A) tales
que la preimagen del neutro de B es vacia.

D Dado un morfismo sobreyectivo f, entre los grupos (A, x) y (B, A), se tiene
que para x € A, (f(z71))"t = f(x).

D Dado un morfismo sobreyectivo f, entre los grupos (A4, ) y (B, A), se tiene
que para todo z € A, (f(z71))~! = f(e), con e neutro de A.
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1. Se nale cuales de las siguientes estructuras algebraicas no son grupos. Explique
por qué:
(a) (R,+).
(b) (R,).
(c) Dado A # 0, (P(A),U).
(d) Dado A # 0, (P(A),N).
e) (N,-).
) (z\{0},).
) (Z\A{0},+).
2. Dado (G, %) grupo y H C G, subgrupo. Pruebe las siguientes propiedades, prop-
uestas en la tutoria:

(
(f
(g

(a) (Vo,ye H) zxy~te H.
(b) Sie € G esel neutrode Gy ey € H es el neutro de H, entonces e = ep.

(c) Seax € H.Si x~! € G es el inverso de = en (G,*) y & € H es el inverso de

x en (H,*), entonces z~1 = 7.

3. En la demostracién de que (Zy,, +r), para n > 2 es grupo, quedd como ejercicio
demostrar la existencia de inversos. Es decir, demuestre que para cualquier z €
L, © admite un inverso para 4.

4. SeaG={fR—-R| (Fa,b € R) a #0A f(z) = ax + b}.
(a) Pruebe que (G,0) es un grupo, en donde o es la composicién de funciones.

LEs abeliano?

(b) Sea Gy = {f : R — R | (3b € R) f(x) = = + b}. Probar que (G1,0) es
subgrupo de (G, o).

(c) SeaGa ={f:R—R| (I eR) f(x) =2z + b}. Pruebe que (G2, 0) no es
subgrupo de (G, o).

5. Sean (G1, *) y (G2, A) grupos con ey el neutro de Go, y sea f : (G1,*) — (G2, D)
un morfismo. Demuestre las siguientes afirmaciones:

(a) Dado un subgrupo H; C G1, entonces f(H;) es subgrupo de (Gz, ).
(

(c
(d) El conjunto {x € Gy | f(z) = e2} es un subgrupo de (Gq, *).

)
b) Dado un subgrupo Hy C Go, entonces f~1(Hz) es subgrupo de (Gy, *).
) Im(f) es un subgrupo de (G2, A).

)
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P1. (30 min.) Sea (G, *) un grupo y f : G — G la funcién definida por f(g) = g~ *

para cada g € G (recordar que g~! es el inverso de g para la operacién *).
Probar que

f es un isomorfismo < G es un grupo Abeliano.

P2. Sea (G, *) un grupo con neutro e € G y
A={F:G — G/ F es un isomorfismo de (G, %) en (G, *)}.
(a) (2

0
(b) (20 min.) Para cada g € G se define la funcién F, : G — G tal que
Fy(z) =g*x*g " en cada x € G. Pruebe que:

min.) Probar que (A4, o) es un grupo

» F, es un homomorfismo de (G, %) en (G, ).
» Fyup = Fy0Fy, paratodo g,h € G.
= F, =idg (idg es la funcién identidad en G).
Concluya que Fy es un isomorfismo y que (Fy)~' = F-1 para todo g € G.
(c) (20 min.) Pruebe que B = {F,; / g € G} es un subgrupo de (4,o0).
P3. (20 min.) Sea (G, *) un grupo que satisface la propiedad a * a = e (el neutro

del grupo) en cada a € G, es decir, el inverso de cada elemento del grupo es
el mismo elemento. Pruebe que G es un grupo Abeliano. (Ind: calcule (a * b) *

(bxa)).

P4. (20 min.) Sea (G, %) un grupo tal que G = {e, a, b} con e neutro en G. Pruebe
—1
que a” - =b.

P5. Sean (G,*) y (H, o), grupos con neutros eg y ey respectivamente. Se define
en G X H la ley de composicién interna A por:

(a,b) A (¢,d) = (a*¢c,bod)

(a) (20 min.) Demuestre que (G x H, ) es grupo.
(b) (20 min.) Demuestre que las funciones ¢ y 1 definidas por

v: GxH — (G v: GxH — H
(9.h) — o(g.n)=9 ¥ (9.h) +— ¥((g.h)=h

son homomorfismos sobreyectivos.

(¢) (20 min.) Considere G = H y * = o y la funcién f : G x G — G definida
por
f((a,b)) = (axb)™' V(a,b) € G xG

Pruebe que

f es un homomorfismo de (GxG, A) en (G, *) < El grupo (G, *) es abeliano.
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[ SEMANA 11: ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS Y NUMEROS COMPLEJOS Usa este margen

para consultar
mas rapido el
material. Haz

10.6. Anillos también tus
propias

Comenzamos ahora el estudio de estructuras algebraicas que tengan definidas dos anotaciones.

operaciones, y las clasificaremos en anillos y en cuerpos. El mejor ejemplo que v

conocemos de un anillo es (Z, +,-), y de un cuerpo es (R, +, -).

Sin embargo, hay muchas mas posibilidades. Culminaremos este capitulo mostrando
que (Znp,+n,n) puede ser un cuerpo si n cumple una condicién especial.

Definicién 10.8 (Anillo). Una estructura (A, +,-) se llamard anillo si:
w (A, +) es grupo abeliano.
= - es asociativa.

w - distribuye con respecto a +.

s Para trabajar con una notacién més familiar, al neutro de (4, +) lo denotare-
mos 0, y para todo x € A, a su inverso (para la operacién +) se le denotard
—x.

= Si la operacion - posee neutro en A, éste se denotard por 1 y diremos que

(A,+,-) es un anillo con unidad. Si x € A posee inverso para la operacién

., éste se denotard por z 1.

s Si- es conmutativa, (4, +,-) se llamard anillo conmutativo.

Asi, (Z,+,-) es un anillo conmutativo con unidad.

Relacion entre ambos neutros
Observemos que ({a}, +,-) es una estructura algebraica si definimos
ata=a , a-a=a

Su principal curiosidad es que a es el neutro para ambas operaciones.

De acuerdo a las notaciones que mencionamos, en esta estructura (que resulta ser
un anillo) se cumple que 0 = 1.

Esta rara propiedad es tinica en su tipo, ya que

Proposicién 10.3. Si (A,+,-) es un anillo con unidad y A posee al menos dos
elementos distintos, entonces 0 # 1, o sea los neutros de ambas operaciones son
distintos.

DEMOSTRACION. Como A posee dos elementos distintos, existe a € A con a # 0.

s Como el anillo posee unidad, tenemos que 1 - a = a.
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= Por otro lado, tenemos que

0-a = (04+0)-a
= 0-a+0-a
por lo que
0-a+(-0-a) = (0-a+0-a)+(—0-a)
0 = 0-a+(0-a+(-0-a))
0 = 0-a

Si fuera cierto que 0 = 1, entonces tendriamos que 1-a = 0-a, con lo que a =0, lo
que es una contradiccién. Por lo tanto, debe tenerse que 0 # 1.

Propiedades 15. Sea (A, +,-) un anillo. Entonces:
1. Ve A)0-z=2-0=0
2. (Ve,y € A) —(z-y)=(-2) y=z-(-y)
5. (Voy€A) (—z)-(~y)=x-y
4. S el anillo posee unidad, entonces

VeeAd —z=(-1)-z=x-(-1)

DEMOSTRACION. Probaremos (1) y (4).
Para (1), veamos primero que:

0-2=(0+4+0) 2
=0-2+0-z Gracias a la distributividad.

Ahora, como A es grupo, 0 - = es cancelable. Por lo que de lo anterior se concluye
que 0 =0-x.

La demostracién es analoga para x - 0.

Para (4), debemos verificar que = + (—1) - 2 = 0 (gracias a que Aes abeliano).

En efecto:

z4+(-1)-z=1-2+(-1) =z
= (14 (=1))-a Por distributividad.
=0z
=0 Gracias a (1).
Luego (—1) - x es el opuesto de x y se concluye.

La demostracién es también andloga para x - (—1).

Z,, como anillo

Sea n > 2. Recordemos que (Zy,+,) es un grupo abeliano. Si ahora consideramos
(Zn, 41, n), tenemos:

Proposicién 10.4. (Zy,, +n,n) s un anillo conmutativo con unidad.
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DEMOSTRACION. Demostraremos que -, distribuye con respecto a +,, y que [1],
es neutro para -, (el resto de la demostracién queda propuesta al lector).

Distributividad: Sean [z]n, [y]n, [2]n € Zn. Se tiene que

= [z -(y+2)h

Observamos que z,y,z € Z, por lo que = - (y + z) = - y + = - z. Entonces

= [ Yo +nlr 2]

El célculo para ([y]n +n [2]n) 'n [%]n se hace de forma andloga.

Unidad: Sea [z],, € Z,,. Se tiene

por lo que [1],, es neutro para -,.

Divisores de cero

Sea (A,4+,-) un anillo. Si existen =,y € A\ {0} tales que z -y = 0, entonces
llamaremos a x e y divisores de cero.

Esta nociéon no nos es muy familiar, debido a que en los anillos que nos resultan
maés conocidos no aparece. Sin embargo, en Zg podemos dar un sencillo ejemplo:

2] -6 [3]6 = [6]6 = [0]6
Propiedad 19. Sea (A, +,-) un anillo. Sea a € A\ {0}. Entonces
a es divisor de cero <= a no es cancelable
DEMOSTRACION. Sea a € A divisor de cero, esto equivale a:
(FeA) (ay=0Ay#0) & () (a-y=a-0Ay#0)
Lo que es precisamente la negacién de la proposicién:
Ve,y € A) (a-z=a-y =z=y).

O sea, a es cancelable.

10.7. Cuerpos

Definicién 10.9 (Cuerpo). Sea (K,+,-) una estructura algebraica. Le llamare-
mos cuerpo si cumple

s (K,+,") es anillo conmutativo con unidad.

» Todo elemento x € K \ {0} es invertible para -.

Equivalentemente, (K, +,-) es un cuerpo si y sélo si
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= (K, +) es grupo abeliano.
= (K \ {0},") es grupo abeliano.

= - distribuye con respecto a +.

Asi, observamos que (R, +,-) es un cuerpo.

Cuerpos y divisores de cero

Propiedad 20. Un cuerpo no tiene divisores de cero.

DEMOSTRACION. Sea (K, +,-) un cuerpo. Supongamos que tuviera divisores de
cero, es decir, que existen x,y € K \ {0} tales que -y = 0.
Como y # 0 y K es cuerpo, entonces existe su inverso y~! € K. Asi

c=z-(y-y )=(z-y)y =0y =0
lo que es una contradiccién.

Lamentablemente, no todo anillo conmutativo con unidad y sin divisores de cero
es un cuerpo. Un ejemplo es (Z,+,-): no tiene divisores de cero, pero sus tnicos
elementos que poseen inverso multiplicativo son 1 y -1.

Sin embargo, el caso de anillos de cardinal finito es distinto.

Propiedad 21. Sea (A,+,-) un anillo conmutativo con unidad tal que |A| es finito.
Entonces

(A, +,-) no tiene divisores de cero <= (A,+,) es cuerpo

DEMOSTRACION. La implicancia < es directa. Para la implicancia =, dado x €
A\ {0}, definamos por recurrencia:

2=z VE> 1.

Es decir la nocién de potencia para la operacion -. Se tiene que existen 7,7 > 1
distintos tales que #° = z7. De lo contrario el conjunto {z* | k € N} serfa un
subconjunto de A infinito. Contradiciendo que |A] es finito.
Luego:
i

' =127 & 2" =27"". 2" Suponiendo, sin perder generalidad que i < j.

sSl-gt=27"" 2"

Y como (A4, +,-) no tiene divisores de cero, todo elemento en A es cancelable. En
particular x* lo es, luego:

1= & 1=g- 2771,

Por lo que como (4, +, ) es conmutativo, z7! = 277471,
Esto prueba que (A, +, ) es cuerpo, pues todo elemento 2 € A\ {0} posee inverso.
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Ejemplo: Z, como cuerpo

Teorema 10.3. Sea n € N con n > 2. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. (Zny+n,n) €s un cuerpo
2. (Zn,~+n,n) no tiene divisores de cero

3. n es un numero primo

DEMOSTRACION. s 1 = 2 sale de una propiedad anterior.

s 2 = 3 queda propuesto como ejercicio. Es recomendable demostrar la con-
trareciproca.

s Para 3 = 1, sabemos que (Zy,, +n,») es un anillo conmutativo con unidad.
Sélo basta verificar que todo elemento no nulo tiene inverso para el producto.
Sea [k],, € Zy, \ {[0]»}. Podemos considerar que 1 <k <n — 1.

Como n es un ntmero primo (hipétesis), entonces k y n son primos relativos:
El méximo comun divisor entre ellos es 1.

Una consecuencia no muy dificil de probar del Teorema de la divisién en Z
es la “Igualdad de Bezout”, que dice que existen enteros r,s € 7Z tales que
1 =7k + sn.

De aqui, sale que:

Es decir, [r], es el inverso de [k],.
Usando la transitividad de =, se concluyen las equivalencias.

11. Nudmeros complejos

Consideremos la ecuacién
2 =2

Esta no tiene soluciones en @, pero si en R (v/2 y —/2). Podemos pensar en los
reales como una extensién de los racionales, donde esta ecuacién si tiene solucion.
Del mismo modo, sabemos que en R la ecuacion

z?=—1
no tiene soluciones. Debido a esta carencia, se “crea” el conjunto de los niimeros

complejos, el cual serd una extension de R, donde esta ecuacién si tiene solucién.

Definicién 11.1 (Ntimeros complejos). Sea C = R2. Llamaremos a C conjun-
to de los nameros complejos, y lo dotaremos de las operaciones + y - definidas
a continuacion: para z = (21, z2),w = (w1, wz) € C

z4+w = (21 +wr, 22+ wa)

z-w = (z1w1 — 22wa, z21Wwe + W122)
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Teorema 11.1. (C,+,-) es un cuerpo.

DEMOSTRACION. Demostraremos algunas de las propiedades necesarias, el resto
quedan de ejercicio para el lector.
Neutro aditivo: (0,0) es el neutro para +. En efecto, si z = (21, 22) € C

24 (0,0) = (21 4+ 0,224+ 0) = (21,22) = 2
(0,0)+ 2= (04 21,0+ 22) = (21,22) = 2

Opuestos aditivos: Sea z = (z1, 22) € C. Entonces
24 (—z1,—22) = (21 — 21,22 — 22) = (0,0)
(—2z1,—22) + 2= (—21+ 21, —22 + 22) = (0,0)
por lo que —z = (—z1, —22).
Conmutatividad de -: Sean z = (21, 22),w = (w1, ws) € C.

z-w = (z1w1 — 22wa, z21Wws + W1 22)

(w121 — wazg, w122 + wa21)
= w-z
Distributividad: Sean z = (21, 22),w = (w1, w2),v = (v1,v2) € C.
z-(w+v) = z-(wy+v1,ws + ve)
= (z1(w1 +v1) — 22(w2 + v2), 21 (w2 + v2) + 22(w1 +v1))
= ((z1w1 — 22wa) + (2101 — 2202), (z1w2 + 22w1) + (21v2 + 2201))
= (z1w1 — 29w2, 21w2 + 22w1) + (2101 — 2202, 2102 + 2201)

= z-w4+z-v

(no hace falta calcular (w + v) - z pues ya demostramos que - es conmutativa)

Inverso multiplicativo: Sea z = (21, z2) € C\{(0, 0)}. Definamos w = ( = %)
2

z% +z§ ) z% +
Entonces

2 2

z —Z —Z1%2 zZ122

Z'w_< el s L s Ll B 2>_(1’0)
Rl TRy R TR R T Ry AT

(verificar que (1,0) es el neutro de -)

Al igual que en R, asumiremos las notaciones siguientes: para z,w € C

z—w = z+4+(—w)
2 = ol siw #0
w

En C también valen algunas férmulas que cumplen los nimeros reales, como

Propiedad 22.

(z+w)? = 2%4 22w+ w?
(z4+w)(z —w) = 2%—w?
b a _ b+1
sz -z -F siz#1
= 1—=2
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11.1. Relacidon con R

Nuestro deseo original era que C resultara ser una extensién de R. Pues bien, resulta
que C contiene un subconjunto R tal que (R, +,-) es isomorfo a los ntimeros reales.

Proposicién 11.1. Sea R = {(z1,22) € C : 2o = 0} C C. Entonces (R,+,-) es
isomorfo a (R, +,-).

DEMOSTRACION. Sea la funcién ¢ : R — R dada por

¢(x) = (z,0)

Es fécil demostrar que ¢ es biyectiva. Veamos que es morfismo (para ambas opera-
ciones).
Sean z,y € R. Se tiene que

¢(z +y) = (z+y,0) = (z,0) + (y,0) = ¢(x) + ¢(y)

y también
p(x-y)=(r-y,0)=(x-y=0:0,z-0+0-y) = (2,0) - (y,0) = ¢() - $(y)

Como cada real z se identifica con el complejo (z,0), entonces el complejo (—1,0)
corresponde al —1 de R. Notemos que la ecuacién 2% = (—1,0) sf tiene solucién:

(0,1)>=(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0)

Aunque no lo demostraremos, es importante sefialar que (C,+,-) resulta ser el
cuerpo més pequeiio que contiene a (IR, +,-) en el cual la ecuacién 22 = —1 posee
solucién.

11.2. Notacion a + bl

Como los complejos de la forma (x, 0) se identifican con los reales, entonces asumire-
mos la notacién (x,0) = z. Ademds, al complejo (0, 1) le llamaremos .

De esta forma, a un (a,b) € C lo podemos escribir como
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)- (0,1) =a+b-i=a+bi

tomando la misma convencién de R que dice que si entre dos nimeros no hay
ningun simbolo, entonces se multiplican.

Es importante notar que cuando se dice “sea z = a + bi € C”, se da por entendido
que a,b € R.

Habiendo dicho esto, tenemos que i2 = —1, es decir, i es una solucién de la ecuacién
con la que abrimos el capitulo.

La notacién a 4 bi permite multiplicar complejos con mucha facilidad:

(a+bi)(z +yi) = ax+ ayi+ bri+ byi*
= (az —by) + (ay + bx)i
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11.3. Partes real e imaginaria

Definicién 11.2 (Partes real e imaginaria). Sea z = a+bi € C. Definimos su
parte real como el real

Re(z) =a
y su parte imaginaria como el real

Im(z) =b
Asi, un complejo z € C se puede escribir como

z = Re(z) + ilm(z)
Las partes real e imaginaria cumplen las siguientes propiedades:
Propiedades 16. Para 21,20 € C y o € R
1. Re(z1 + 22) = Re(z1) + Re(z2)

3. Re(az) = aRe(z)

- Re(
2. Tm(z1 + 2z2) = Im(21) 4+ Im(22)
- Re(
4. Im(az) = alm(z)

5. z1 = z2 <= Re(z1) = Re(z2) ANIm(z1) = Im(z2)

Estas propiedades quedan propuestas como ejercicio.

11.4. Conjugacién

Definicién 11.3 (Conjugado). Sea z = a + bi € C. Definimos el conjugado de
z como el complejo

zZ=a—b

Propiedades 17. Sean z,w € C. Se tiene:

1. 24+w=z4+wW,z—w=zZ—w

™0

B
<8
g

RN

VO

—
g Jn
SN—
Il
IS
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DEMOSTRACION. Demostraremos (2) y (8).
Para (2): Sean z = 21 + 22%, w = w1 + wai € C. Tenemos la férmula

z-w = (21w — 22w2) +i(z1W2 + 22w1)

por lo que
Zow = (z:1wr — zwz) — i(21w2 + 22w1)
= (21— ZQi)(’LUl - w2i)
Z-w

Para (8): Por doble implicancia.
=) Si z € R, entonces existe € R tal que z = 2 = = + 0i. Entonces

Z=rx—-—=x==2
<) Si z = Z, entonces (utilizando la propiedad (7)

z:%(z—l—%):Re(z)eR

11.5. Médulo
Definicién 11.4 (Médulo). Sea z = a+ bi € C. El médulo de z es el valor

|z| = \/m

Asi, para cualquier z € C, se tiene que |z] € Ry |z| > 0.
Propiedades 18. Para z,w € C, se tiene:

1. |z*=2-2

2. |z| = |z|

3. [Re(z)| < 2], [Im(z)[ < |z|

4. 2=0 < |z|] =0

5. 12| = |2] - ul

6. Desigualdad triangular: |z + w| < |z| + |w|

; -1_ =
7. Siz#0, entonces 27" = ik

z

ol
wl = Tl

8. Siw#0,

DEMOSTRACION. Demostraremos (1) y (7).
Para (1): Sea z =a + bi € C.

55— (a—|—bi)(a—bi):a2— (bi)Q:aQ—b2i2:a2+b2: |Z|2
Para (7): Sea z € C\ {0}, y denotemos w = @ e C.

_Z-Z | 2|2 B
I

por lo que z71 = w.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia Basica
Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:
1. D (A,+,-) es un anillo si y s6lo si (A, +) es un grupo abeliano.
2. D (A, +,-) es un anillo si y sélo si (A4, +) es un grupo abeliano y - es asociativa.

3. D (A,+,-) es un anillo si y sélo si (A, +) es un grupo abeliano, - es asociativa
y distribuye con respecto a +.

4. [ ](Z,+,") es un anillo.
5. D Todo anillo (A, +, ) tiene neutro para la operacién -.
6. D En todo anillo (A, +,-) la operacién - es conmutativa.
7. D Todo anillo (A, +, ) tiene neutro para la operacién +.
8. D En todo anillo (A, +, ) la operacién + es conmutativa.
9. D (Z,+,-) es un anillo conmutativo con unidad.
10. D En todo anillo (A4, +, ), el neutro para - y para + son elementos distintos.

11. D En todo anillo (A, +,+), con més de un elemento, el neutro para - y para +
son elementos distintos.

12. D Si (A, +,-) es un anillo, se cumple que (Vz € A)0-2=2z-0=0

13. DSi (A,+,-) es un anillo, z,y € A, entonces z-y=0=2=0Vy =0

14. [ ]
15. [ ](z

(Zg,+, ) es un anillo.
(Zo,+,-)

16. D (Zg,+,-) es un anillo conmutativo con unidad sin divisores del cero.
(Z7,+,°)
(

es un anillo conmutativo con unidad.
es un anillo conmutativo con unidad sin divisores del cero.

19. D [1], es el neutro para -, en el anillo (Z,, +, -).

20. D En (Zg,+, ) se cumple que [3]g -9 [3]g = [0]o.

21. D Todo cuerpo es un anillo.

22. D (Zg,+,+) es un cuerpo.

23. [ ] (R, +,-) es un anillo.

24. D (R, 4+, ) es un cuerpo.

25. DEntodocuerpo,3:~y:0:>3::O\/y:0

26. D Todo anillo finito sin divisores del cero es un cuerpo.

27. D Todo anillo finito conmutativo con unidad sin divisores del cero es un cuerpo.

28. D Para p primo, (Zy,+,-) es un cuerpo.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Ejercicios

Observacion: En esta guia se entiende como plano complejo, la representacion
como R x R de C.

1. (a) Considere el conjunto de los niimeros pares P, dotado con la multiplicacién
y suma usual en R. Determine si la estructura (P, +,-) es un anillo.

(b) Si la respuesta de la parte anterior es negativa, sefiale qué propiedad falla.

2. Demuestre, para un anillo (A4, +, -), las siguientes propiedades propuestas en la
tutoria:

(@) (Vo,ye A) —(v-y)=(-2) y=z-(-y).
(b) (Vo,y € A) (—2) (~y) =z -y.

3. Pruebe que en un anillo con més de dos elementos, el neutro para la operacién
-y para la operacion + son necesariamente distintos.

4. Sean (A, +,-) y (A’,®,®) dos anillos con neutros aditivos 0 y 0 respectivamente
y [+ A— A’ un homomorfismo de anillos. Se define I = {z € A: f(z) =0'}.
(a) Demuestre que (I, +) es subgrupo de (A, +)

(b) Demuestre que (Va € A)(Vbe Ia-beINb-acl.

(c) Si(A,+,-) tiene unidad u (neutro para -) y 3z € I tal que z es invertible,
pruebe que f(u) = 0" y utilicelo para demostrar que (Va € A)a € I, es decir
A=1

5. Pruebe que si (Zy,+n, n) no tiene divisores de cero, entonces n es un nimero
primo.

6. Demuestre, dados 21,22 € C y a € R, las siguientes propiedades propuestas en
la tutoria:
(a) Re(z1 + 22) = Re(z1) + Re(z2).
(b) Im(z1 + 2z2) = Im(21) + Im(z2).
(c) Re(az) = aRe(z).
(d) Im(az) = alm(z).
(e) 21 =22 < Re(z1) = Re(z2) Alm(z1) = Im(z2).

7. Demuestre las siguientes propiedades, dados z,w € C

(a) zfw=z4+w,z—w=2ZzZ—w.
(b) Siw #£0, (%) ==z
(c) Re(z) = 3(z + 2), Im(z) = &(z — 2).
8. Grafique en el plano complejo, escribiendo de forma cartesiana los siguientes
ntimeros complejos:
(a) 1+ 2i.
(b) (1+2i)°.
(c) (14 2i)(3—249).

1+i
@ 5=
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(d) Siw#0,|2| =4
10. Encuentre la interseccion de las siguientes regiones del plano complejo
Ri={z€C:|z-1<1} Ry={z€C: |z—-2]<1}.

Indicacion: Grafique.
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FACULTAD DE CIENCIAS
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UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Problemas

P1. (a) Las siguientes tablas incompletas corresponden a las operaciones en el
anillo (A, &, ®),
para A = {a,b, ¢, d}

®la|b|lc|d Olal|b|c|d
alalbd d a | a ala
b a b|a a
c a c|a c
d dlal|b]|ec

1.1) (30 min.) Considerando las propiedades generales del anillo, com-
plete las tablas anteriores justificando cada relleno. (Ind.: complete
primero la tabla para @& y para © utilice adecuadamente la distribu-
tividad).

2.2) (10 min.) ;jEs (A, ®,®) conmutativo?. jPosee (4,®,®) unidad?.
. Tiene divisores del cero?

(b) (30 min.) Si (A4,+,-) es un anillo tal que z-x =z Vz € A. Demuestre
que

c.l) z=—x Vze A (—z esinverso aditivo de x)
c.2) (A,+,-) es anillo conmutativo.
c3) (z-y) - (x+y)=0 Va,ye A

P2. Considere en R? las operaciones (a,b) ® (¢,d) = (a+c¢,b+d) y (a,b) ® (c,d) =
(a-c,b-d)

a) (30 min.) Pruebe que (R?,@®,®) es un anillo conmutativo con unidad.
15 min.) Pruebe que (IR?, ®,®) posee divisores del cero.

(

b) ( )

c¢) (15 min.) Demuestre que (R?, &, ®) no es isomorfo a (C, +, ).
P3. a) (10 min.) Sea z € C tal que |z] = |z + 1| = 1. Deduzca que z es una raiz
cubica de la unidad.

b) (20 min.) Sean z1, 22 € C. Probar que
11— 271" — 21 — 22> = (1 = |22 ) (1 — |22]?).
¢) (20 min.) Deduzca usando lo anterior que si |z1] < 1y |z2] <1 se tiene
21 — 2
|1 — z9%1]
P4. (10 min.) Sea z € C tal que |z| # 1 y considere n > 1. Probar que

1 1

—— + ——€R
1+Z"+1+E”
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'\-J UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
T Introduccién al Algebra 10-1

SEMANA 12: NUMEROS COMPLEJOS

Usa este margen [
para consultar
mas rapido el
material. Haz

también tus 12. Nuameros Complejos
propias
anotaciones. .
v 12.1. Forma polar de los complejos

Introduccion

Recordemos que definimos C a partir de R2. Es por esto que podemos dar a los com-
plejos una interpretacién de vectores en dos dimensiones, como muestra la siguiente

figura.
fl-—_z=a+ &
|
I
il
Figura 11: Representacion del “plano” complejo.
Siz = a+bi € C, entonces —z = —a—biy Z = a—bi. De este modo, geométricamente

—z es el vector opuesto a z, y Z es el vector reflejado de z con respecto al eje
horizontal, al cual se le llama eje real. Al eje vertical se le llama eje imaginario.

t|

Figura 12: Representacion grafica de z, —z y Z.

12.2. El complejo ¢

De este modo, interpretamos la suma de dos nimeros complejos como la suma de
vectores en R%. ;Cémo interpretar el producto entre complejos?
Para ello utilizaremos la llamada notacién polar.

Definicién 12.1 (Definicién). Sea 6 € R. Definimos el complejo que denotare-
mos e como _
e = cos@ +isinh
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Utilizamos la notacién de potencias pues el objeto €’ cumple las siguientes propiedades:

Propiedades 19. 1. €0 =1.
2. (V9 € R) |e?| = 1.
3. (V9 € R) e = (&)1 = e (=9) (y lo denotaremos e~ ).
4. (V0,0 € R) eeiv = ¢i0t¢),

5. (Vn € Z)(V9 € R) (e?)" = € (a este resultado se le conoce como férmula

de Moivre).

DEMOSTRACION. = (1), (2) ¥y (3) quedan propuestos como ejercicios. Para la
segunda igualdad de (3), usar (2) y la férmula para z~! vista en la tutorfa
anterior.

» Para (4) Sean 6, ¢ € R.

09— cos(f + ) +isin(d + )
(cos B cos — sin @ sin @) + i(sin @ cos ¢ + cos b sin )

(cos B + isinB)(cos ¢ + isiny)
eieeicp

= Para (5) definamos inductivamente potencias de elementos en C.

20=1
2l = n o

Y paran < 0 en Z, 2" = (271)™" = (27™)~!. Esto siempre que 2! exista,
que en nuestro caso significa z # 0, lo cual es cierto para e? gracias a (2).

Paran € N,

1

Ahora, para n € N probamos la propiedad por induccién. El caso n = 0 sale
de que por definicién, 20 = 1, y la propiedad (1).

Para el paso inductivo, usamos (4). En efecto, si para n € IN es cierto que
(e)nH1 = ¢¥("9) entonces

(eie)nJrl — ei(n@)eie _ ei(n9+0) _ ei(nJrl)G
El caso n < 0, queda propuesto como ejercicio.

12.3. Definicién de forma polar

En términos geométricos, € es el complejo de médulo 1 que forma un dngulo 6

con el eje real, medido en sentido antihorario.

Propiedad 23. Todo complejo z € C se puede escribir de la forma z = re'?, con

r>0y60eR. A esta escritura se le llama forma polar.
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DEMOSTRACION. Si z = 0, entonces z = re*? tomando » =0y # € R cualquiera.

Si z # 0, entonces tomamos r = |z|, y 6 el dngulo que forma z (visto como vector
de R?) con el eje real. Este dngulo cumple

Re(z) A sing— Im(z)

cosf =
|2 |2

De esta forma
Re(z) Z,]Im(z)
|2 |2

A modo de ejemplo, calculemos la forma polar del complejo z = 2 + 2.

r=lzl =224+22=8

Observando que z representa al vector (2,2) € R?, elegimos el 4ngulo § = 7/4, con
lo que

re’ = r(cosf + isinf) = |z| ( ) = Re(z) +ilm(z) = z

2+ 2i = /8 ™/

Es facil ver que todo complejo posee una infinidad de posibles formas polares.
Continuemos con el ejemplo z = 2 + 2¢. El angulo podria haber sido elegido como
27 4+ /4, con lo que

ei(27r+7'r/4) — ¢t 271-61'71-/4 _ (COS(27T) +isin(27r))ei”/4 _ (1 i O)eiﬂ'/4 — eiw/4
por lo que también .
2 + 22 — \/g 61(271'-‘1-71'/4)

Mas en general, el dngulo 6 puede ser cambiado por 04 2km para cualquier k € 7 sin
alterar el niimero complejo representado. Por esto, se acostumbra escoger el angulo
0 que cae en el rango (—m, ]

Definicién 12.2 (Médulo y argumento). Si z = re':
= Al valor r se le llama mddulo, y se nota |z|.

= Al valor 0 se le llama argumento, y se nota arg(z).

Interpretacion geométrica de la forma polar

Propiedad 24. Sean z,w € C\ {0}.

z=w <= |z| = |w|A 3k € Z) arg(z) = arg(w) + 2kw

Ahora estamos en pie de dar una interpretacién geométrica al producto de comple-
jos. Sean z = re? w € C \ {0}:

0

» Siw = a € R, entonces z - w = (ar)e?, es decir z - w es un estiramiento o

contraccion de z en un factor a.

» Siw = e, entonces z - w = re’®t¥) | es decir z - w es una rotacién de z en
dngulo ¢ = arg(w).

= De este modo, si w = pe'?, entonces z - w representa un estiramiento o con-
traccién de z en un factor |w|, ademés de rotarlo en un dngulo arg(w).
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Introduccién al Algebra 10-1

Guia Basica
Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:
1. D En R la ecuacién z? = a siempre tiene solucion.

2. D En C la ecuacién 22 = a siempre tiene solucién.

99

. D (C,+,-) es un cuerpo.

'

. D (C,+,-) es un anillo sin divisores del cero.

[}

. D R es isomorfo a un conjunto R, R C C.
6. D Im(z) es un nimero imaginario.

D Re
D Re

9. D Im(z + 2’2 = ]Im(zl) + Hm(ZQ)

\]

z) +Im(z) € R.

ol

(2)
(2)
(21 + 22) = Re(z1) + Re(z2).

(

10. D Para todo complejo z se cumple que Z + z € R.

11. D Para todo complejo z se cumple que Z — z es imaginario puro.

12. D Siempre se cumple que Re(z) < |z| y que Im(z) < |z|.

13. D Para todo complejo z se cumple que 2~ ! = Z.

14. D Para todo par de complejos z1, zo se cumple que |21 + 22| < |21] + |22].
15. D Para todo complejo z, existen a,b € R, a,b > 0 tales que z = a + b.
16. D Para todo complejo z, existen a,b € R tales que z = a + b.

17. D El complejo z = 4 + 2i tiene moédulo cero.

18. D El complejo €% esta definido como cos @ + isen 6.

19. D El complejo €% esta definido como sen § — i cos 6.

20. D El complejo €% esta definido como sen 6 + cos 6.

21. [ ] =

22. [ =1

23. [ ]’ =

24. D Para cualquier # € R, |¢%| < 1.

25. D Para cualquier # € R, |¢%| > 1.

26. D Existe € R tal que |e?| = 0.

27. D Para cualquier 6 € R, |¢®| = 1.
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. D Para cualquier 0 € R, il = ¢,

. D Para cualquier 0 € R, il = (=9

. D El inverso multiplicativo de €? es su conjugado.
. D Para todo 6, ¢ € R, %’ = ¢,

. D Para todo 0, € R, e?e’ = el 0+¢),

. D Para todo 0, € R, e + % = 0%,

. D Paratodon € Zy 6 € R, ()" = £l0+m),

. D Para todon € Zy 6 € R, (') = !9,

. D Paratodon € Zy 0 € R, ()" = ne'.

. D Todo niimero complejo z € €, puede escribirse como z = re??, para ciertos
r€]0,4+o00[y 0 € R.

D Todo ntimero complejo z € €, puede escribirse como z = €, para cierto
0 € R.

1.

. [[]Siz=re? entonces arg(z)
. D Si z = re'?, entonces arg(z) = r.

. [[]Siz=re?, entonces arg(z) = 6.

. D La ecuacién |z| = r, con z = re'® no tiene solucién en C.
. D Todo z = re'? € C, satisface |z| = r.

. D z,w € C\ {0} son iguales si y sélo si |z] = |w| A (Fk € Z)arg(z) =
arg(w) + 2km.

. D z,w € C\ {0} son iguales si y sélo si (3k € Z)|z| = |w| + 2kn A arg(z) =
arg(w).

. D 2e'% = 2e_i37ﬂ.
. D 2e'% = 2¢7'3,
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Guia de Ejercicios

1. Demuestre las siguientes propiedades, propuestas en la tutoria:
(a) ¢ =
(b) (V6 € R) |e| = 1.
(c) (V0 eR) e = (e9)71 = ¢i(=0),
(d) Sin € Z, n < 0, entonces (V0 € R) (¢?)" = ™ (es decir, complete la

demostracién de la Férmula de Moivre para n negativo).
2. Exprese en forma polar los siguientes complejos:
(a) 14iv2 (e) (3+1i3)(—=3+iv?2) (h) (3+13)
(b) 2—iv3 () (2+i)(2—1) (=3 +iv2)

(c) 2—2i (1-iv5) . (2+9)
@ -ivBu-wvd) ©® 75 O =%

3. Exprese en forma a + bi los siguientes complejos:
(a) ¢'F (d) (—€'F)(2¢'F) (2) ( %)
. i (—4ei%)
(b) 3e's
() 5¢'F ® Tgem)

4. Encuentre el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones en C. Para ello,
escriba z = x + iy y resuelva. ;A qué lugar geométrico en IR? corresponde cada

conjunto?
(a) [F5l=1 (c) |EH|=2 () |25 =2
(b) |Z=5l =4 (@) =555 =1 (f) fHLI—l
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P1.

P2.

P3.

P4.

Ps5.

Pe6.

p7.

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Problemas

(a) (20 min.) Demuestre que Vz1, 22 € C
2122+ 21 - 29 = 2|21 - 22| cos @

donde ¢ es el angulo entre los complejos 21 v 22

(b) (20 min.) Sean, s,u,v complejos que satisfacen la relacién s =u—vy ¢
es el dngulo entre los complejos u y v. Demuestre que

|52 = Jul® + [v]* — 2Jul|v] cos ¢
(20 min.) Se define la relacién R C € x C por
21Rz0 & |21| = |ZQ|

Demuestre que R es relacion de equivalencia y determine y grafique la clase
de equivalencia del complejo zg = 2 + iv/5

(20 min.) Pruebe que ¥n € N y p € R, el complejo
y = (1 +peiﬂ/2)n + (1 _ peiﬂ'/Q)n cR
(15 min.) Sea z € C, entonces pruebe que

z+il=|z—iezeR

(15 min.) Muestre que el conjunto de todos los z € C tales que
-2
z ‘ _o
z+1

es una circunferencia en el plano complejo. Determine su centro y su radio.

(15 min.) Expresar de la forma a 4 bi los siguientes complejos
(1—d*1+4)*, v Liy ——1
’ 1—i2+i

Considere los niimeros reales S = cos(k-a) y 8’ = sin(k - a),
> () costha) v > () sinte-a)
donde a € R.

(a) (30 min.) Probar la igualdad de niimeros complejos
S +1iS" = (1 + cos(a) + isin(a))™

(b) (30 min.) Escriba el nimero complejo 14 cos(e) + i sin(a) en forma polar
y deduzca que

S = 2"(cos(a/2))" - cos(n - af2) y 8" = 2"(cos(a/2))™ - sin(n - /2)

(recuerde que: sin(2a) = 2sin(a) cos(a) y cos(2a) = cos?(a) — sin*(a))
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T Introduccién al Algebra 10-1

SEMANA 13: NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz

12.4. Raices de la unidad también tus
. ., ’ s, o . . prOplaS
Definicién 12.3 (Raiz n-ésima de la unidad). Sean z € C y n > 2. Diremos anotaciones.
que z es una raiz n-ésima de la unidad si v
Z" =1

Si escribimos en forma polar z = re'? | entonces (gracias a la férmula de Moivre)

L — ,rneznG

Entonces, para que z sea raiz n-ésima de la unidad, debe cumplirse
=1 A (Bke€Z) nb=2kn
Como r > 0 es un nimero real, debe tenerse que r = 1. La condicién sobre 6 es:

(ke o= 2T

. j 2k ; ;.
Obtenemos que todos los complejos de la forma z = e*™= son raices n-ésimas de

la unidad. ;Cudntos nimeros complejos cumplen esto? Elijjamos r € {0,...,n — 1}
tal que k =, r, es decir que k = r + nl con | € Z. Entonces

2rm 2rm

i2kn i) i3 i 2w i it

e n = e e n

Asi, todos los posibles valores de 6 dados anteriormente definen sélo n nimeros
complejos distintos: éstos son
j2rm

e’ n (r=0,...,n—1)

Estos valores son las exactamente n raices n-ésimas de la unidad.

12.5. Raices de un complejo cualquiera

Definicién 12.4 (Raices de un complejo cualquiera). Sean w € C\ {0} y
n > 2. Diremos que z es una raiz n-ésima de w si

zZ =w

Escribiendo las formas polares z = re’® y w = Re'®, entonces debe cumplirse
,rneznG _ Rewﬁ

Como r > 0 es real, esta vez obtenemos que r = V' R, y la condicién se reduce a

lo que equivale a
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. (o_9 , . . , .
es decir, v = €?~%) debe ser una raiz n-ésima de la unidad. Asi, existe r €

{0,...,n — 1} tal que

Nuestra condicién para 6 es, finalmente,

(ElrE{O,...,n—l})@:%

Concluimos que w tiene también exactamente n raices n-ésimas, las cuales son

YR (r=0,...,n—1)

2 = —1 posee exactamente

Gracias a este andlisis, sabemos ahora que la ecuacién z
dos soluciones en C: las dos raices cuadradas de -1.

La forma polar de -1 es €™, por lo que las mencionadas raices son

i 7T .. T .
€2 =CoS— +1SIn— =1
2 2
y
jmd2m 37 L. us .
e 2 =CcosS— +1SIn — = —1¢
2 2

Propiedad 25. Sea n > 2. La suma de las n raices n-ésimas de la unidad vale
cero.

DEMOSTRACION. Las raices n-ésimas de la unidad son
et (r=0,...,n—1)
Su suma es, entonces,

n—1

- 27T

S = E et n
r=0

ks
j2rm j 2
Observamos que e = = (el n ) , por lo que

n—1 i,
S = TZ:O (ei%ﬁ)

Como n > 2, tenemos que et # 1,y asi
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13. Polinomios

13.1. Definicion

Definicién 13.1 (Polinomio). Sea (K, +,:) un cuerpo, R ¢ C. Un polinomio
es un tipo particular de funcion de K en K, dado por

p:K— K
r — p(x)=ap+ a1 + azx® + ... + a,a"
= Yoo ar”
donde ag, ai,as,...,a, son constantes en IK. Se llaman coeficientes del polinomio

p.

Al conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K se le denota K[z].

13.2. Igualdad de polinomios

Proposicién 13.1. Sean p,q dos polinomios en K|z]. Se tiene que

P Yy q son iguales <= Sus coeficientes son iguales

DEMOSTRACION. Por doble implicancia.
<) Esta es directa, y queda de ejercicio para el lector.
=) Supongamos que

p(z) = ag+ax+axr® + ...+ a,z”
q(x) = bo+bix+box? ... +bua™
Notemos que podemos suponer que m = n. En efecto, si m < n, entonces podemos

escribir q(x) = bo+bix+bex®+. ..+ b,x™ tomando by, 41 = 0,by40 =0,...,b, = 0.
Se procede de modo similar si m > n.

Debemos demostrar, entonces, que (Vk = 0,...,n) ar = bg. Lo haremos siguien-
do un argumento de tipo inductivo (similar a la segunda forma del principio de
induccién):

Caso base k = 0: Sabemos que los polinomios p y ¢ son iguales (como funciones),
por lo que p(0) = ¢(0). Pero p(0) = ag y ¢(0) = by, con lo que concluimos que
apg = bo.

Paso inductivo: Sea k € {1,...,n}, y supongamos que ag = by, a1 = b1,...,a5—1 =
br_1. Debemos demostrar que a; = by.

Como p y g son iguales, entonces para cualquier z € K:

ap+ a1 + asx® + ...+ apx™ = bo 4+ bz + bax® + ... + bpa”

Usando la hipétesis inductiva, podemos cancelar los primeros k términos a cada
lado, y obtener
arz® + ..+ apz™ = bzt + ...+ by

Podemos a ambos lados factorizar x*:

2 lag + .. anz" ) = 2P (bp 4 ..+ bpa™F)
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Asi, para todo z € K \ {0} tenemos

ag +...+apz" F =bp+ ...+ b,z F

pues podemos dividir por z*.

Recordando que K es R 6 C, podemos tomar el limite © — 0 a ambos lados de la
ultima igualdad, y asi ax = bg.
Por lo tanto, los coeficientes de ambos polinomios son iguales.

13.3. Grado de un polinomio

Definicién 13.2 (Grado de un polinomio). Sea p(x) = ag + a1z + ... + apz™
un polinomio. Diremos que es de grado n si a, # 0, en cuyo caso notaremos
gr(p) =n.

Si p(x) = 0 (el llamado polinomio nulo), diremos que es de grado —oo, y lo
notaremos por gr(p) = —oo.

Es decir, gr(p) es el k mds grande posible tal que ay es no nulo.

Respecto de —oo, se usa las siguientes convenciones: para cualquier n € IN

n+(-0)=—-00 A n>-0

Ejemplos:

Observacion: Los polinomios de grado 0 son exactamente los polinomios con-
stantes (que no dependen de z) p(x) = ag con ag # 0.

Sea p € K[z] un polinomio. Diremos que p es mdénico si
an =1 donde n = gr(p)
es decir, si el coeficiente asociado a la potencia de z més grande vale 1.
Ejemplos:
Son polinomios moénicos:
» 25+ 327 + 23
" 5422

s 2%+ 522 —25
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13.4. Operaciones entre polinomios

Sean p, g € K[z] dos polinomios:

n n
= Zakxk, q(z) = Z bk
k=0 k=0

(recordar que eventualmente hay que “rellenar” con ceros para que ambos polinomios
tengan la misma cantidad de coeficientes)
Definimos la suma y multiplicacién de polinomios del modo siguiente:

Definicién 13.3 (Suma y multiplicacién de polinomios). = FEl polinomio
suma se define como el polinomio formado por la suma de los coeficientes de
pyq.

n
(p+a)( Z ay + b))z
k=0

s Fl polinomio producto tiene una definicion en apariencia mds complicada.

(- ) Z <Zalbk )

k=0

Sin embargo, ésta corresponde a la forma intuitiva de multiplicar distribuyen-
do:

(1—24+32%) (22 —2%) = 1% —2*) —2(2? — 2?) + 322 (2% — 2%)

= 22 —2* — 22+ 2%+ 32— 325

= 22— 2%+ 22 +2° - 325

Estas operaciones cumplen:

gr(p+q) < max{gr(p),gr(q)}
gr(p-q) = er(p) +er(q)

Es importante recalcar que en el caso de la suma sélo tenemos una desigualdad, y
no una igualdad. Un posible ejemplo es considerar p(x) = 1 + 5z + 722 y q(x) =
2 + 8z — 7x?. Se tiene que gr(p) = gr(q) = 2, pero gr(p + q) = gr(3 + 13z) = 1.

Observemos que la férmula para calcular el grado de un producto también es vélida
cuando alguno de los polinomios es el polinomio nulo: en efecto, si p(x) = 0, entonces
(- q)(z) =0, por lo que

gr(0) = gr(p- q) = gr(p) + gr(q) = (—o0) + gr(q)

y ambos lados valen —oo.

13.5. Estructura de K|z]

Propiedad 26. (K[x],+,) es un anillo conmutativo con unidad, que no posee
divisores de cero.
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DEMOSTRACION. Esta demostracién queda como ejercicio para el lector, aqui re-
visaremos s6lo algunas partes.

La unidad de (K[z],+, ) es el polinomio constante p(z) = 1. Observemos que los
coeficientes de este polinomio son

[ 1 k=0
=10 k#£0

Asi, sig=bo+ bz + ...+ bz™ € Kz] es de grado n

2n k
(p-q)fx) = <Z aibk—i> z*

k=0 \i=0
2n k

= Z <Gobk + Z aibk—i> "
k=0 i=1
2n k

= Z <1bk+20bk1> z*
k=0 i=1
2n

= Z bkxk
k=0

Como q es de grado n, entonces b, = 0 para k =n+ 1,...,2n. Entonces

b @) = Y bt
k=0

= q(x)

(K[x], +, -) no posee divisores de cero. En efecto, si p, ¢ € K[z] son tales que p-q = 0,
entonces obtenemos que

gr(p) + gr(g) = —oo
Dadas las reglas de suma que definimos, al menos uno de los dos grados debe valer
—00, es decir al menos uno de los dos polinomios debe ser igual a cero.

(Es (K[z], +, ) cuerpo?

Veremos que (K[z],+,+) es un ejemplo de un anillo conmutativo con unidad sin
divisores de cero, que sin embargo no es cuerpo.

(;Qué anillos conmutativos con unidad sin divisores de cero si son cuerpos?)

Proposicién 13.2. En (Klz],+, ), los dnicos polinomios que poseen inverso son
las constantes no nulas, es decir los polinomios de grado 0.

DEMOSTRACION. Sea p € K]z] de grado 0. Entonces p(z) = ag con ag # 0. Es facil
ver que p posee inverso, el cual es g(z) = alo
Sea ahora p € KJ[z]| tal que posee un inverso g € K[z]. Entonces p - ¢ = 1, con lo
que

gr(p) +gr(q) =0

Como el grado de un polinomio es siempre positivo (con la excepcién de que valga
—00), debe tenerse en particular que gr(p) = 0.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1. Dzl—FZQ:Z_l—FZ_Q.

N

[l Tzl = Al + |zl

99

[l Tzl < Al + |l

4. D2+z=2i-ﬂm(z).

10. D zZ — z = —2Im(z).
11. D zZ — z = 2Re(2).
12. [ |zm =44,
Uzl =zl
=zl > a2l
15. DZGR{Z}Z’:E.
16. D |22 > 22

17. D |z| = zZ.

18. D |22 = 2z.

19. [ Jz#0= 2" = 5.
20. [ ]itt=i.

21. [ ]it =i

22, D Dados z € C,n > 2 tales que 2" = 1, decimos que 1 es raiz n-ésima de z.

1

(25

1

=~

23. D Dados z € C,n > 2 tales que z"™ = 1, decimos que z es raiz n-ésima de la
unidad.

24. D Existen infinitas raices n-ésimas de la unidad distintas en C.
25. D Hay exactamente n 4 1 raices n-ésimas de la unidad en C.
26. D Hay exactamente n raices n-ésimas de la unidad en C.

27. [ ] El complejo VBeis es rafz quinta de la unidad.
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28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

. D El complejo e es rafz quinta de la unidad.
. D El complejo ¢S es raiz sexta de la unidad.

, ;. . ; s pt+2rm
. D Las rafces n-ésimas de un complejo pe’ # 0 son de la forma e?“ =, para
re{0,...,n—1}.

’ s . . ; s po2rT
. D Las raices n-ésimas de un complejo pe’¥ # 0 son de la forma g/pe’ =,

parar € {0,...,n —1}.

. D Las rafces n-ésimas de un complejo pe’® # 0 son de la forma pe! ==, para
re{0,...,n—1}.

. D Hay exactamente 2 raices n-ésimas de un complejo cualquiera w # 0.

. D Hay exactamente n + 1 raices n-ésimas de un complejo cualquiera w # 0.
. D Hay exactamente n raices n-ésimas de un complejo cualquiera w # 0.

. D Dado n > 2, la suma de las n raices n-ésimas de la unidad vale 1.

. D Dado n > 2, la suma de las n raices n-ésimas de la unidad vale cero.

. D Dado n > 2, la suma de las n raices n-ésimas de la unidad vale 1.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Ejercicios

. Calcule las raices de 22 = —i y expréselas de la forma a + bi.

. Exprese en forma a + bi las raices cuartas de zg = }fig

. Resuelva las siguientes ecuaciones en z:
(a) 22=1+2i (d) 2°=4+iv5 (g) z° =8¢'s
(b) 24 =2-4iV3 (e) 219=—-5—4iy2 (h) 28 = 5%
(c) 2°=-3+3i (f) 2% =16e'2 (i) 27 =5e's

. Estudie si se tiene o no la igualdad entre los siguientes polinomios:

(a) p(z) = 244223+ 32% +42+5y q(v) = —4(2*—1)-2(23—2)— (2% —2) +42+5
M) plx)=a2* -3 +22 o +1lyqa)=(*-1)— (@ —2)+ (2% —2) - +1
(c) p(z) =4zt —223+22%2—22+1y q(x) = 3(z*—1)+0-(2®—2)+4(2® —2) —22+1
(d) p(z) =a* +2° +2’ o+ 1yq(x) = (a* = 1)+ (¢° —2) + (2® —2) + 2 +2
(e) p(z) = 22— 23 +522 +4w+3 y q(x) = 2(2* —1)— (23 —2)+3(2® —2) +42+3
. Determine un caso en el que, dados dos polinomios p,q € K[z], se tenga que
gr(p+q) < méx{gr(p),er(q)}. ;Por qué nunca sucede que gr(p-q) < gr(p)+er(q).

. Determine la relacién entre el grado del polinomio p A g y los grados de p y ¢,
en los siguientes casos:

(a) &A=+.
(b) A=-.
(c) A =-

(d) En cada caso anterior, pero considerando que los grados de p y ¢ son iguales.
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Problemas

(20 min.) Sean 1,w;,ws, w3 y wy las raices quintas de la unidad. Demuestre
que
(1 — wl)(l — ’w2)(1 — ’wg)(l — w4) =5

(20 min.) Demostrar utilizanto las propiedades de las raices de la unidad que
Vn > 2

2 4 T
COS — + COS — + COS — —+ ... + CoS
n n n

27 47 I
Y sen — + sen — + sen — + ... + sen
n n n

Se define el grupo abeliano S C € por S = {z € C/|z| = 1}.

(a) (10 min.) Demuestre que si z es raiz n-ésima de la unidad (n > 2) y n es
divisor de m, entonces z es raiz m-ésima de la unidad.

(b) (30 min. ) Sea U = {z € C | para algin n € N, n > 2, z es raiz n-ésima
de la unidad}. Mostrar que (U, -) es subgrupo del grupo (S, ).

(30 min.) Dado un polinomio p(z) = 3";_, axz® se define:
L(p)(z) = Z kagz"!
k=1

(a) Determine el grado de L(p)(x).

(b) Demuestre que si p(z), g(x) son polinomios de grado n y m respectiva-
mente, entonces:

L(p-q) = L(p) - q+p- L(q)
(¢) Pruebe por induccién sobre n, que si p(z) = (z — d)", entonces L(p)(x) =
n-(x—d)n1t
Sea Jo = {p(x) € Rlz] | gr(p) <2, ap =0, a1 # 0}. En J; se define la L.c.i. A
a través de p(z) A q(z) = S2_, cix® en que Mgzt = p(g(z)).
(a) (20 min.) Probar que (J2,A\) es grupo no abeliano.

(b) (20 min.) Sea f : Jo — R\ {0} tal que f(aj -z + az-2?) = a;. Probar que
f es un morfismo sobreyectivo de (J2, A) en (R\ {0}, ).

(c) (20 min.) Sea H = {p(z) € J2 | az = 1}. Probar que (H,A) es subgrupo
abeliano de (Jz, A).
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Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente

Introduccién al Algebra 10-1

*?W,T ‘ |
[Ty ™ . http://www.dim.uchile.cl/"docencia/algebra
o) ‘ para mantenerte al tanto de las novedades del curso.

SEMANA 14: POLINOMIOS ||  ysa este margen

para consultar
mas rapido el
material. Haz

14. Teorema de la division también fus
propias
taciones.

Al ser (K[z],+,-) un anillo, ocurre un fenémeno similar al de Z: Las divisiones e aslones

deben considerar un posible resto.

Teorema 14.1 (Teorema de la Divisién). Sean p,d € Klz] con d # 0. En-
tonces existe un dnico par q,r € K[x] tal que

1. p=q-d+r
2. gr(r) < gr(d)

Notacion:
s La ecuacién (1), se llama divisién con resto de p por d.
= El polinomio ¢ se llama cuociente.
s El polinomio r se llama resto.

= Cuando r(z) = 0, diremos que d divide a p, lo cual notaremos d | p, al igual
que en N\ {0}. Es decir,

dlp <= (B¢eKz])p=gq-d

Para probar este teorema, usaremos un método de divisién similar al que conocemos
en Z. Lo ejemplificaremos a partir de un ejemplo.

Ejemplo:
Calculemos la divisién entre p(z) = 323 + 22 — 2y q(z) = z — 4.

3x3422—2 : x—4 =

Para obtener el cuociente, debemos preguntarnos por qué multiplicar el término
de mayor exponente de & — 4 para obtener el de 3z3 4+ 2z — 2: es decir, por qué
multiplicar = para obtener 323. La respuesta es 3z2.

Entonces

33 +2x -2 : x —4 = 322
—(3x3—-1222)
1222 +2r -2

El término 3> — 1222 corresponde a la multiplicacién de 3z2 por el divisor z — 4,
y aparece restandose para calcular el resto parcial correspondiente. El polinomio
1222 + 22 — 2 es el resultado de calcular la resta entre el polinomio original y el
término recién obtenido.

El proceso continta iterativamente: x debe ser multiplicado por 12x para obtener
1222, asf que sumamos 12z al cuociente parcial 322 que llevdbamos.
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323 422 -2 : z—4 = 3z>+12z

—(323—122?)
1222 +2x —2
—(1222—487)
50z —2

En cada etapa vamos calculando un nuevo resto parcial, y detenemos el proceso
cuando este resto tiene grado menor que el de x — 4:

322 42z -2 o x—4 = 322+122+50
—(323—122?)
1222 422 -2
—(1222—48z)
50 -2
—(502—200)
198

Obtenemos asf que el cuociente de esta divisién es q(x) = 322 + 122 + 50, y el

resto es r(x) = 198. En términos del teorema de la divisién, podemos entonces
escribir

32 + 20 — 2 = (x — 4)(32® + 122 + 50) + 198.

DEMOSTRACION. (TEOREMA DE LA DIVISION) Primero probaremos la existen-
ciadeqyr.

Veamos dos casos posibles:
= Si gr(d) > gr(p). Basta notar que
p=0-d + p.
De donde ¢ = 0 y r = p, satisfacen las condiciones del Teorema.

= Si gr(d) < gr(p). Ocupamos el procedimiento de divisién ejemplificado ante-
riormente, obteniendo:

p=q-d+mr
Ti =gz -d+ T2
ro =q3-d+r3

Tn = qni1-d—+Tpy1, con gr(rpiq) < gr(d).

(Por qué gr(rn4+1) < gr(d)? Porque el grado de los restos r; disminuye en al
menos 1 en cada etapa y gr(d) > 0 (pues d # 0).

Reemplazamos ahora en la primera ecuacién, las posteriores:

p=q-d+r
=(q+q)-d+r
=@ +q+aqg)-d+rs

=(@+g+- - +agn+1) d+rnp1, con gr(rni1) < gr(d).
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Basta entonces definir ¢ = ¢1 + ¢ + -+ + qnt1, ¥ ¥ = Tnt1. Estos polinomios
satisfacen el Teorema de la Divisién.

Como ejercicio para el lector, queda formalizar esta demostracién como una induc-
cion en el grado de p.

Resta ahora probar la unicidad de dichos polinomios. Supongamos que tenemos dos
descomposiciones (y probemos que son la misma):

p=q-d+ri=q-d+rs.
En donde gr(r1) < gr(d) y gr(re2) < gr(d).

Reagrupando, obtenemos (¢1 —g2)-d = ro—r1. Pero como gr(ro—r1) < max(gr(re), gr(r1)) <
gr(d), entonces

gr(d) > gr((q1 — ¢2) - d) = gr(q1 — g2) + gr(d),
lo cual sélo puede ocurrir si gr(qg; — g2) = —00, 0 sea, si
1—2=0< ¢ =q.

Como consecuencia, ro — 171 =0-d =0y luego r1 = rs.

14.1. Raices y factorizacion

Teorema 14.2 (Teorema del Resto). Sean p € K[z] y ¢ € K. El resto de di-
vidir p por el polinomio (x — ¢) es exactamente p(c).

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, existen tnicos ¢, r € K[z] con gr(r) < 1
tales que

p(z) = q(@)(z — ) + r(z)
Como gr(r) < 1, existe ro € K tal que r(x) = rg. Evaluando la relacién de divisién
antes obtenida en x = ¢, obtenemos

p(e) =q(¢) -0+ 7o

por lo que el resto vale 1o = p(c).

Definicién 14.1 (Raiz). Diremos que ¢ € K es una raiz del polinomio p € K|x]
81

p(c) = 0.

Propiedad 27.
ceKesraizdep & (z—c)|px)

DEMOSTRACION. =) Sabemos que p(c) es el resto de dividir p por (z — ¢), es decir
existe ¢ € K[z] tal que
p(x) = q(z)(x — ) + p(c)

Como c es raiz de p, p(c) =0, y asi
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con lo que (z —¢) | p(z).

<) Si (z —¢) | p(x), entonces existe ¢ € Kz] tal que
pl) = g(a)(@ o)

Entonces p(c) = g(c) - 0 = 0.

Se tienen las siguientes propiedades:

Propiedades 20. 1. Sicy,co,...,c, son raices distintas de p, entonces
(x—c1)(x—c2)...(x —ck) | p(x)

2. Sean > 1. Sip e Klz] es tal que gr(p) = n, entonces p posee a lo mds n
raices distintas.

3. Seann > 1, y p,q € K[z] tales que gr(p) < n y gr(q) < n. Sip y q coinciden
en n+ 1 puntos distintos, entonces son iguales (como polinomios).
DEMOSTRACION. Demostraremos (1) y (2). (3) se obtiene como consecuencia de
(2), aplicdndola al polinomio (p — q).
Para (1): Por induccién en k.

El caso k = 1 estd demostrado en el teorema anterior.
Sean ¢y, ca, ..., ¢k raices distintas de p. Usando hipédtesis inductiva, sabemos que

(@ —c)(@—c2)...(x — ck-1) | p(x)

o0, equivalentemente, existe ¢ € K[z] tal que

p(x) =q(@)(z —c1)(z —c2) ... (¥ — cp-1)
Como ¢, también es raiz de p,

0=pler) = qler)(cr —er)(ep —e2) ... (e — cg—1)
Gracias a que los valores ¢; son todos distintos, tenemos necesariamente que g(ci) =
0, con lo que concluimos que ¢y, es rafz del polinomio g. Asi, (x — ) | ¢(z), y existe
q' € K[z] tal que
q(x) = q'(x)(x — cx)

Reemplazando esto en la descomposicion de p, nos queda

p(@) = (@) (@ —c1)(@ —c2)... (¢ — cx)
Es decir,

(x—c1)(x—c2)...(x —ck) | p(x)

Para (2): Sea k el ntimero de raices distintas que posee p, y sean ci,...,cy estas
raices. Aplicando Teorema de la Divisién, tenemos que existe ¢ € K[z] tal que

p(x) =q(@)(z —c1) ... (v — )
Luego
n=gr(p) =gr(q) +gr(z —c1) +... +gr(z — )
de donde obtenemos que

n=gr(q) +k

pues gr(z —¢;) =1 parai=1,... k.
Como gr(p) = n > 1, entonces p no puede ser el polinomio nulo. Asi, ¢ tampoco
puede ser el polinomio nulo (razonar por contradiccién), y por lo tanto gr(q) > 0.

Entonces
k=n—-gr(¢g)<n—-0=n

es decir, p posee a lo més n raices distintas.
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14.2. Teorema Fundamental del Algebra

En la seccién anterior demostramos un resultado que dice que un polinomio de
grado n posee a lo méas n raices distintas, pero deja la posibilidad abierta de que
pudiera no tener raices.

Cuando consideramos raices en R, el caso puede darse. Tan sélo consideremos

p(z) =142

Las raices de este polinomio son ¢ y —¢, sin embargo éstas no son reales, sino
complejas. El polinomio p no posee raices en R.

El Teorema Fundamental del Algebra da una version general de este caso, general-
izando ademas el resultado de la seccién anterior.

Teorema 14.3 (Teorema Fundamental del Algebra). Sea p un polinomio con
coeficientes en Clx], tal que gr(p) = n > 1. Entonces p posee al menos una raiz en

C.

No demostraremos este teorema, ya que para eso requerimos herramientas més
avanzadas. Sin embargo, estudiaremos la siguiente aplicacion.

14.3. Factorizacién en C

Proposicién 14.1. Sea p un polinomio con coeficientes en Clz|, tal que gr(p) =
n > 1. Entonces existen valores «,cy,...,cy € C y naturales ly,...,l, > 1 tales
que

p(z) = a(z — cl)ll vz — cm)l’"

DEMOSTRACION. Como gr(p) > 1, utilizamos el Teorema Fundamental del Algebra
para encontrar r; € C que es raiz de p. Entonces podemos escribir

p(z) = qi(x)(x — 1)

para algtin ¢; € Clx].

El grado de g1 es gr(¢q1) = gr(p)—gr(z—r1) =n—1. Sin—1 > 1, entonces podemos
seguir aplicando el Teorema Fundamental, esta vez a ¢;. Asi, existe una raiz ro € C
de g1, y podemos escribir

para algtin g2 € Clx].
Si continuamos iterando este proceso mientras gr(g;) > 1, llegamos a una descom-
posicién

p(@) = gn(x)(z —r)(z —r2) ... (x —7Tn)
donde r1,...,7r, € Cy g, € Clz] es de grado 0. Por lo tanto, ¢,(z) = o donde «
es un valor fijo en C.

Para terminar de escribir la descomposicién deseada, notamos que los valores r; no
necesariamente son distintos, asi que los agrupamos de modo que
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El valor ¢; € C aparece l; veces.

El valor ¢y € C aparece ls veces.

El valor ¢, € C aparece l,, veces.

Asi
p(x) = alz — cl)ll vz — cm)l’"

Notar que si existe una demostracién del tipo mencionado, entonces
gr(p) =L +...+1n

Queda como ejercicio para el lector demostrar que el complejo a que aparece en la
descomposicién de p es exactamente su coeficiente a,.

14.4. Acerca de las raices complejas

Proposicién 14.2. Sea p € R[z], y sea z € C una raiz de p. Entonces, el conju-
gado Z también es raiz de p.

DEMOSTRACION. Escribamos

donde a;, € R para k =0,...,n.

Se tiene que
n

p(z) = ar(2)"
k=0

Observemos que, como aj; € IR, entonces ax = ay, vy asi
ar(2)F = ap2F (k=0,...,n)

Reemplazando esta expresién, obtenemos

n n
p(z) = Z apzk = Zakzk =p(z)
k=0 k=0

Como z es rafz de p, entonces p(z) = 0, y asi p(2) = 0 = 0, con lo que z también es
raiz de p.

14.5. Factorizacion en R

Proposicién 14.3. Sea p un polinomio con coeficientes en R[], tal que gr(p) =
n > 1. Entonces existen valores o, ci,...,Cm,a1,b1,02,b2...0as,bs € R tales que

pz)=a@——c)(@—c2)... (@ —cn)(@®+arz+b1)(2® +asx+by) ... (2% +asz+b,).

En donde c1,...,cm son las raices reales de p y 2 + a1z + by, ..., 22+ asx + b
son polinomios sin raices reales (con posible repeticion). a es el coeficiente a,, de p.
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DEMOSTRACION. La demostracién se basa en la descomposicién anterior, salvo que
consideramos primero todas las raices reales de p (posiblemente repetidas), obte-
niendo:

P) = (2 — 1) (@ — 2) ... (2 — em)a(2)
Luego por cada raiz compleja z € C\ R de p, por la proposicién anterior (ya que
p € R[z]) sabemos que Z es también raiz de p. Asi, (z — z)(x — Z) divide a p. Pero
esto no nos sirve para factorizar a p en R[z].
Sin embargo:
(x—2)(x—2) =2 - (2+2)z+ 22
=22 — 2Re(2) -z + |2|* € Rlz].

Definimos entonces a; = —2Re(2) y b; = |2|?, en cada paso (con posible repeticién).
ODbtenemos asi la descomposicion.
Queda como ejercicio para el lector el formalizar esta demostracion.

14.6. Algunos resultados ttiles

Polinomios a coeficientes enteros

Proposicién 14.4. Sea p € Rlz], con coeficientes ao,...,an € Z. Si & € Q (se
asume que r y s son primos relativos) es una raiz de p, entonces:

rlag A slan.

DEMOSTRACION. Como £ es rafz de p, luego

T r\" ryn—1 r
(0= () s () s ) e
s s s s

S or (anr"_l + a5t 4+ s"_lal) = —aqags”.

De aqui, r divide a —ags™. Sin embargo, como r y s son primos relativos, r y s"
también lo son. Luego necesariamente

r|ao.
Queda propuesto como ejercicio probar que s|a,.

El siguiente corolario es ttil para explorar cudles son las raices enteras de un poli-
nomio ménico con coeficientes enteros.

Corolario 14.1. Sea p € R[x] mdnico, con coeficientes ag, . .., an—1 € Z. Entonces
toda raiz racional de p es entera y divide a ay.

Ejemplo:

Consideremos el polinomo (ménico y con coeficientes enteros) p(x) = 2 + 622 —
3z — 4.

Gracias al resultado anterior, sabemos que toda raiz x € @ de p, debe ser un
entero y ser divisor de ag = 4.

Luego, si z € QQ es raiz de p, entonces x € {+1, +2, +4}.

Podriamos evaluar p en x = 1534 para ver si es raiz. ;Pero para qué?
Lo anterior nos dice que eso seria tiempo perdido.
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Regla de Ruffini y Algoritmo de Horner

A continuacién veremos un método para dividir un polinomio p por (z — ¢), de
manera rapida.

1. Regla de Ruffini

Sea p(z) = > p_,arz® € Rlz] y c € R.
Para dividir p por (z — ¢), construimos la siguiente tabla para calcular los
ndmeros b;, con i € {0,...n—1}:

Qnp Gp—1 T ai Qg

c

| bp1=an |

En el paso ¢ < 1, multiplicamos b; 1 por ¢ y sumamos el resultado a a; 1. O
sea b; = a;4+1 + biyic.

Gn, an—1 e ai ag
c b,_1c bic boc
| bp—_1=an, bp_o=an—1+bp_1c -+ byg=ai+bic | r = ag + boc

Luego, el cuociente de dividir p por (z — ¢) es:
q(x) = bp12™ " + by oz 2 4 - + bz + bo.

Ademss, el ultimo término calculado en la tabla es el resto de dividir p por
(z —o):
r(x) =r =ag + boc.
O sea,
p(z) = q(z)(z — ) +r(z).
Queda propuesto para el lector probar que el método recién presentado fun-

ciona.

2. Algoritmo de Horner

Notemos que gracias al Teorema del Resto, el resto r entregado por la Regla
de Ruffini, es la evaluacion de p en c.

Asi, la Regla de Ruffini puede ser usada para estudiar las raices reales de un
polinomio en R[z]. Este uso es denominado Algoritmo de Horner.

Ejemplo:

Consideremos el polinomio anterior: p(z) = 23 + 622 — 3z — 4 (aunque la
Regla de Ruffini no requiere que sea ménico).

Dividamos p por (z — 1):

-4
4
0

Es decir p(z) = (22 + Tz +4)(z — 1) + 0 y luego = = 1 es rafz de p.
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Sin embargo, al dividir por (z — 2):

2 16 | 26
[T 8 1322

‘1 6 -3‘—4

Luego p(z) = (2% + 82 + 13)(x — 2) + 22 y por lo tanto p(2) = 22 (z = 2
no es raiz de p).
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Ingenieria Matematica

|
[a1
| PR ‘ FACULTAD DE CIENCIAS
(o FISICAS Y MATEMATICAS
J UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia Basica

Observacion: En esta guia, K representa al cuerpo R 6 C.

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

D Dos polinomios son iguales si y sélo si sus coeficientes son iguales.

D Dos polinomios son iguales si y sélo si tienen al menos un coeficiente en
comun.

. D Si dos polinomios tienen un coeficiente distinto, entonces no son iguales.

. D El grado de un polinomio p, es el k mas grande tal que el coeficiente ay de

p es no nulo.

. D El grado de un polinomio p, es el k més peque no tal que el coeficiente ay de

p es nulo.

. D Si dos polinomios tienen grados distintos puede ser iguales.

D Si dos polinomios son iguales, entonces tienen el mismo grado.

. D El grado de cualquier polinomio constante es 0.

. D El grado de cualquier polinomio constante y no nulo es 0.

D El grado del polinomio nulo es —oco.

D El polinomio p(x) = 1 + x + 22 + 25 es ménico.

[ ] El polinomio p(z) =1+ x + 22 + 2° no es ménico.

[ ] El polinomio p(z) =1+ x + 22° + 2° es ménico.

[ ]Sip(z) = Yh_gara® y q(x) = 35 bea®, entonces (p+q)(z) = >op_g axbra.

D Sip(x) = > p_oarz® y q(z) = Y j_, bra®, entonces (p+q)(z) = > p_o(ar +
bk)Ik.

D Sip(z) =>1_, arz® yq(z) = >oreo brpz", entonces (p-q)(z) = >oheo apbrzh.

D Sip(x) = ZZ:O apz® vy q(z) = ZZ:O brz®, entonces el k-ésimo coeficiente de

(p-a)(@) es S5 asbi.

[ ]Sip(x) =Y garz® y a(z) = Yj_, bra®, entonces el k-ésimo coeficiente de
k

(p-q)(z) es Y ;g aiby—i.

D Al sumar dos polinomios, el grado del polinomio resultante es menor o igual
al grado de alguno de los polinomios originales.

D Al sumar dos polinomios, el grado del polinomio resultante es siempre menor
al grado de ambos polinomios originales.

D Al sumar dos polinomios, el grado del polinomio resultante es siempre igual
al grado de alguno de los polinomios originales.
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22. D Existen pares de polinomios que al ser multiplicados generan un polinomio
de grado estrictamente menor que los suyos.

23. D Dado un polinomio no nulo p(x), el grado del polinomio (p?)(z) es siempre
par.

24. D Dado un polinomio no nulo p(x), el grado del polinomio (p?)(z) es siempre
impar.

25. D (K[z], +,-) es un anillo conmutativo con unidad.

26. D La unidad en (K[z],+, ) es el polinomio nulo.

27. D La unidad en (K]z],+, ) tiene grado 0.

28. D (K[z],+, ) no es cuerpo.

29. D (K[x], 4+, ) no es cuerpo, pues posee divisores de cero.
30. D En (K[x],+, ), todo elemento tiene inverso (para -).

31. D En (K[x], +, -), todo elemento con grado menor o igual a 0 tiene inverso (para

32. D En (K[z],+, ), todo elemento con grado igual a 0 tiene inverso (para -).
33. D Sip,d e Klz] y d+# 0, entonces existen ¢,r € K[z] tales que p=¢q-d+r.
34. D Si p,d € K[z] y d # 0, entonces existe ¢ € K[x] tales que p = ¢ - d.

35. D Sip,d € K[z] y d # 0, entonces existen ¢,r € KJz] tales que p = ¢q-d +r,
con gr(d) > gr(r).

36. D Para cualquier p € K[z] y ¢ € K, entonces el resto de dividir p por (z — ¢)
es siempre cero.

37. D Para cualquier p € K[z] y ¢ € K, entonces el resto de dividir p por (z — ¢)
es p(c) — c.

38. D Para cualquier p € K[z] y ¢ € K, entonces el resto de dividir p por (z — ¢)
es p(c).

39. D c € K esraiz de p € K[z] si y s6lo si p(c) = c.
40. D c € K es raiz de p € KJ[z] si y sélo si p(c) = 0.
41. D ¢ € K es raiz de p € K[z] siy sélo si el resto de dividir p por (x + ¢) es cero.

42. D ¢ € K esraiz de p € K[z] si y sélo si el resto de dividir p por (x — ¢) es cero.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Ejercicios

. Dado el polinomio p(x) = 2° — 222 + 1, dividalo por los siguientes polinomios d,
para obtener p = g - d + r. En cada caso, explicite los polinomios g y 7.

(a) d(x) = a5.

(b) d(z) = 2% —2.

(c) d(z) = 23.

(d) d(z) =2% -3z +1
(e) d(z) ==z —1.

. Demuestre la siguiente propiedad propuesta en la tutorAa: Sean n > 1, yp,q €
K[z] tales que gr(p) < ny gr(q) < n.Sipy g coinciden en n+ 1 puntos distintos,
entonces son iguales (como polinomios). Para ello:

(a) Pruebe que dado n € N, si un polinomio r es tal que gr(r) < ny tiene n+1
raices, entonces r = 0. O sea, 7 es el polinomio nulo.

(b) Concluya la propiedad, considerando el polinomio r = p — ¢ y aplicando lo
anterior.

. Considere p(z) =

n
arz® € R[z], pruebe que si Y}, ar = 0 entonces z = 1

k=0

es raiz de p.

. Encuentre las rafces de p(r) = 2 — 23 + 22% — 22.
Indicacion: Trate de encontrar una raiz por tanteo y luego use divisién.

. Considere el polinomio p(z) = 2% — 323 + 22 + 2z — 4.

(a) Encuentre un conjunto A C 7, tal que toda rafz © € Q de p pertenezca a
A.

Indicacion: Use los resultados para polinomios con coeficientes enteros.

(b) Use el Algoritmo de Horner (Regla de Ruffini), para encontrar todas las
raices de p en @Q.
Indicacion: Le basta buscar en el conjunto A, encontrado en la parte (a).

. Para cada polinomio p, determine el cuociente y resto de dividir p por (z — 2).
Es x = 2 raiz de estos polinomios?

(a) p(x) =22% —2? —z + 1.

(b) p(z) =52 + 2% — 322 —x + 1.
(c) p(x) = 2® — 423 + 2% — 3z + 2.
(d) p(z) =323 — 522 —x — 2.

Indicacion: Use el Algoritmo de Horner.
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

~E Ingenieria Matematica
Y FACULTAD DE CIENCIAS
N FISICAS Y MATEMATICAS
1.1?J UNIVERSIDAD DE CHILE
\ ' Introduccién al Algebra 10-1

Guia de Problemas

(30 min.) Sea p(z) = 2% + az® + bz + ¢ un polinomio con raices o, 3, v € C.
Pruebe que:

afy=—c, af+ay+fy=>b a+f+y=-a

y use esto para encontrar las rafces del polinomio ¢(z) = 23 — 1122 + 44z — 112
sabiendo que tiene una raiz compleja (i.e en C \ R) de médulo 4.

(30 min.) Sabiendo que la ecuacién 2% — 922 + 33z = 65 admite una solucién
C\ R de médulo v/13, determinar todas las soluciones (en C) de la ecuacién.

(30 min.) Si n = 3k £ 1 para algtin k € N, probar, sin usar induccién, que
2" + 1+ (z +1)2" es divisible por 22 + z + 1.

(30 min.) Sea p(z) = ag + a1z + ...+ a, 12"t + 2", con ag,...,a,, €C, tal
que p(x) tiene n raices distintas en C y si z € C es raiz de p(z), entonces su
conjugado z también lo es. Demuestre que ag,...,a,—1 € R.

Indicacion: Estudie el producto de polinomios (z — z)(z + z) donde z € C.
(30 min.) Sean p(x) € Clx] , gr(g(x)) >4, a,b,c € R, con b # 0. Se sabe que:

= El resto de dividir p(z) por (2% — b?) es cz.
» Elresto 7(x), de dividir p(z) por (2 —b?)(x —a) es un polinomio ménico,
es decir, el coeficiente asociado a x™, donde n = gr(r(x)), es igual a 1.
(a) Determine los valores p(b) y p(—b).
(b) Justifique que gr(r(z)) < 2.

(c) Determine r(z).
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| PR ‘ FACULTAD DE CIENCIAS
(o FISICAS Y MATEMATICAS
J UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra 10-1

Guia Basica

Observacion: En esta guia, K representa al cuerpo R 6 C.

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18

19

D Si eq,ca,...,c son raices distintas del polinomio p, entonces (x — ¢1)(z —
ca)...(x—cp) | p(x).

D Si ¢q,ca,...,c son raices distintas del polinomio p, entonces (z + ¢1)(z +
ca)...(x+c) | p(x).

. D Si eq,ca,...,c son raices distintas del polinomio p, entonces (x — ¢1)(z —
CQ)

...(z — i) — p(z) es siempre el polinomio nulo.

. D Un polinomio p € KJz] de grado n > 1, posee a lo mds n raices distintas.
. D Un polinomio p € K[z] de grado n > 1, posee al menos n+ 1 raices distintas.

. D Existen polinomios no nulos de grado n > 1, con n + 1 raices distintas.

D Si dos polinomios de grado n > 1 tienen el mismo valor en n + 1 puntos,
entonces son iguales.

. D Si dos polinomios de grado n > 1 tienen el mismo valor en n puntos, entonces

son iguales.

. D Si un polinomio que tiene grado a lo mas n > 1, toma el mismo valor en n

puntos, entonces es un polinomio constante.

D Si un polinomio que tiene grado a lo mas n > 1, toma el mismo valor en
n + 1 puntos, entonces es un polinomio constante.

D El Teorema Fundamental del Algebra se nala que todo polinomio en Clz],
de grado n > 1, tiene al menos una raiz en R.

D El Teorema Fundamental del Algebra se nala que todo polinomio en Clz],
de grado n > 1, tiene al menos una raiz en C.

D El Teorema Fundamental del Algebra se nala que todo polinomio en R[z],
de grado n > 1, tiene al menos una raiz en R.

DSeap € Clz] con grado n > 1, entonces existen ¢1,...,¢, € Cyly, ... Ly >
1, tales que p(z) = (x — 1) (z — c2)2 ... (z — cm)'.

D Sea p € C[x] con grado n > 1, entonces existen a,c1,...,¢n € Cy
Ii,. . lm > 1, tales que p(z) = a(z — 1) (x — c2)2 ... (7 — )P

D Sea p € Clz] con grado n > 1, entonces existen «,c1,...,¢, € C y
Ii,- sl > 1, tales que p(z) = ax +c1) (z + c2)2 ... (z + cm)m.

D Sea p € C[x] con grado n > 1, entonces existen «,ci,...,¢, € Ry
Ii,. sl > 1, tales que p(z) = a(x —c1) (z — e2)2 ... (. — cm)m.

D Dado un polinomio p € C[z], si z € C es raiz de p, entonces Z también lo es.

D Dado un polinomio p € R|z], si z € C es raiz de p, entonces Z también lo es.

178



20

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35

36

D Dado un polinomio p € R[z], si z € C es raiz de p, entonces —z también lo
es.

D Dado un polinomio p € C[z], si z € C es raiz de p, entonces —z también lo
es.

D Existe un polinomio p € R[z] de grado 3, con 3 raices en C \ RR.
D No existe un polinomio p € C[z] de grado 3, con 3 raices en C \ R.
D Existe un polinomio p € R[z] de grado 4, con 4 raices en C \ R.

D Existe un polinomio p € R[z] de grado n > 1, con exactamente una raiz en

CT\R.

D Todo polinomio p € R[z] de grado n > 1, tiene un ndmero par de raices en
C\R.

D Todo polinomio p € R[z] de grado n > 1, tiene un nimero impar de raices
en C\ R.

D Todo polinomio p € R[z] tiene al menos una raiz real.
D Todo polinomio p € C[z] tiene al menos una raifz compleja.

D Si ag,...,a, € Z, son los coeficientes del polinomio p € R[z], entonces el
numerador en la escritura % de toda raiz x € Q de p, divide a ao.

D Si ag,...,an € Z, son los coeficientes del polinomio p € R|x], entonces el
denominador en la escritura : de toda raiz x € Q de p, divide a ap.

D Si ag,...,a, € Z, son los coeficientes del polinomio p € R[z], entonces el
denominador en la escritura £ de toda raiz x € Q de p, divide a ay,.

D Existe un polinomio moénico con coeficientes enteros que tiene a x = % como
raiz.

D Las tnicas raices racionales posibles de un polinomio ménico con coeficientes
enteros son numeros enteros.

D T = % es rafz del polinomio p(x) = 172! + 52!t — 325 + 2 — 1.

D x = 2 es raiz del polinomio p(z) = 2¢ + 52% — 322 + x — 3.
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Guia de Problemas

(15 min.) Sean F, G, H, R, R’ € K[z] polinomios tales que G, H # 0. Si el resto
de dividir F por G - H es R y el resto de dividir R por G es R’, determine el
resto de dividir F por G.

(30 min.) Sea p(z) = 23 + az? + bx + ¢ un polinomio con coeficientes en R.
Sea r(z) el resto de la divisién de p(x) por (z —1). Sir(4) =0y x =i es raiz
de p(x), calcule a, by c.

El objetivo de este problema es probar el Teorema de Interpolacion. Sea
K cuerpo, n € N\ {0}, #1,....Zn, ¥1,.--,yn € K, con x; # x si j # k.
Entonces existe un inico polinomio p de grado menor o igual a (n—1) en K|z]
tal que Vj =1,...,n p(z;) = y;. Llamemos a este polinomio, polinomio de
interpolacién de la familia ({z;}7_;, {y;}7-1)-

(a) (20 min.) Suponiendo la existencia de p(z), demuestre la unicidad.

(b) (40 min.) Para cada j = 1,...,n definimos:

HZ:l(k;éj)(x — k)
Li(2) =

Z:l(k;ﬁj)(xj — )
1. Determine el grado de [;(x) y pruebe que:

1, j=r .
lj(*r?“)—(sjr—{ 0, j’;«ér Vi, r=1,...,n.

2. Demuestre que p(x) = 377, y;l;(x) € K[z] es polinomio de interpo-
lacién para la familia ({;}7_;, {y;}7-1)-
Sea Ja = {p(z) € Rlz] | gr(p) <2,a0 =0,a1 # 0}. En J se define la Lc.i. A
a través de p(z) A q(z) = Y7, cix’ en que p(q(x)) = S it
(a) (20 min.) Probar que (J2,A\) es grupo no abeliano.

(b) (20 min.) Sea f : Jo — R\ {0} tal que f(ai-x+asz-x?) = a;. Probar que
f es un morfismo sobreyectivo de (J2, A) en (R \ {0}, ).

(c) (20 min.) Sea H = {p(z) € J2 | az = 1}. Probar que (H,A) es subgrupo
abeliano de (J2, A).
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