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Funciones - Induccién - Sumatorias

Pl.- Sean f: E — Fy g: F — FE dos funciones tales que g o f = idg. Probar que f es inyectiva
y que g es sobreyectiva.

P2.- Sean f: N — Ny g: N — N definidas en cada n € N por f(n) =2n+ 1y g(n) =n?+ 1.
Recuerde que fog(n) = f(g(n)).

(i) Determinar si f y g son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.

(ii) Determinar fogy go f.

P3.- Sea la funcién f : [3,4+00) — [2,+00) tal que f(z) = 2* — 6x + 11 en cada x > 3. Demostrar
que f es biyectiva.

P4- Sea ACR,A# 0,y f: A— Rlafuncién tal que f(z) = %iﬁ—x, en cada x € A. Demostrar
que si A C @ entonces f es inyectiva.

P5.- Sea F' el conjunto de las funciones de R en R. Se define la funciéon ¢ : F' — R que a cada
f € F le asocia ¢(f) = f(0). Demuestre que ¢ es una funcién sobreyectiva.

P6.- Sea f: R — R una funcién que verifica para cada x € R, fo f(z) =z + 1.
(i) Probar que f es una funcién biyectiva.
(ii) Probar que no es cierto que f(z +y) = f(x) + f(y), para cualquier par de reales z e y.
P7-Sean f :7Z — 7Z, g : 7 — 7Z y h : 7 — 7 tres funciones definidas en cada z € 7Z como
fl)y=1—2z,9(z)=—2x—1y h(x) =2+ 2.

(i) Probar que hogo f=go foh=idyg.

“Esta guia fue extraida del material de apoyo confeccionada por el Departamento de Ingenieria Matemética para
el curso de Algebra dictado en Plan Comnn.



P8.- Sean £ # () y A C FE (fijo). Se definen las funciones f y g de P(F) en P(E) tales que:
f(X)=AuXyg(X)=AnNX, para todo X C E.

(i) Determinar £(8), f(4), f(A°) y /().
(ii) Demostrar que go f = fog.

)

)
(iii) Determinar si f y g son sobreyectivas.
(iv) Determinar un conjunto A para el cual f es biyectiva.
)

(v) Determinar un conjunto A para el cual g es biyectiva.

P9.- Sea E un conjuntoy f : P(E) — P(E) la funcién que a todo X C FE le asigna f(X) = E\ X.
(i) Estudiar la inyectividad y sobreyectividad de f.
(ii) Determinar f o f, si existe.
(iii) Suponga que E = {0,1,2}. Si A= {{0},{1,2}} y B ={0,{1}}, calcular f(A).
P10.- Para todo a,b € R se define la funcién f,;, : R — R por la férmula f,,(z) = ax + b en cada
x € R.
(i) Demuestre que f14 0 fo0 = fap-
(ii) Para a # 0, demuestre que f,; es biyectiva.
(ili) Para a # 0 determine p,q € R tales que fop 0 fpq = foa-
P11.- Considere A ={1,...,n}. Sea B C A, B # A, un subconjunto estricto de A. Defina el conjunto

Gp={f:A— A/ fesbiyeccién y f(i) =i, Vi € B} de todas las biyecciones que dejan
invariante B.

(i) Pruebe que Gp # 0.
(ii) Pruebe quesi f € Ggpy g € Gp entonces go f € Gp.

P12.- Sea f : Z — 7 una funcién con la propiedad siguiente: f(n +m) = f(n) + f(m) para cada
par de enteros n y m.

(i) Probar que f(0) = 0.

(ii) Probar que f(—m) = —f(m) para cada m € Z.



P13.- Considere las funciones f : N\ {0} — @ definida en cada n € N\ {0} por f(n) = 5= y
g : Q — Q definida en cada ¢ € Q por g(q) = 4.

(a) Determine si f, g y go f son inyectivas, epiyectivas y biyectivas.

P14.- (a) Probar que para todo A, B,C conjuntos se tiene,

(a.1) AAB = AAC = B =0,
(a.2) AAB=C = B=AAC,

(b) Sea E un conjunto y A un subconjunto de E. Se define la funcién f : P(E) — P(E)
como f(X)= XAA para cada X C E. Probar que f es biyectiva .

P15.- (a) Sea U un universoy f: P(U) — P(U) la funcién definida por
f(X) = X°

Demuestre que f es biyectiva.

(b) Sea P un conjunto de proposiciones, con 3 o mas elementos y f : P — N una funcién
que satisface:

(Vp,q € P): [(p=q) = (f(p)

</
(i) Demuestre que (Vp,q € P): [(p & q) = (f(p) = f(q))]
(ii) Demuestre que f no es ni inyectiva, ni sobreyectiva.

(9))]

P16.- (a) Sea f: A — B funcién, con A y B conjuntos no vacios. Muestre que
[(VC # ¢ conjunto)(Vg,h : B — C funciones) go f =ho f = g=h] <= f es epiyectiva.
(b) Sean Ay B conjuntos, con A # ¢y B # ¢. Para cada C' € P(A x B) se define la funcién
fc: A—P(B),

tal que para z € A,
fo(z) ={y € B/(z,y) € C}.

Sea ahora la funcién H : P(A x B) — K tal que H(W) = fy, para W € P(A x B),
donde K = {g: A — P(B)/g es funcién}.

(i) Calcule fy.
(ii) Demuestre que si E C Ay F' C B, entonces para x € A se tiene que

o= {7 4 258

(iii) Demuestre que H es inyectiva.



P17.- a) Probar sin usar induccién que para cada natural n > 1,

”Z“ (k:) - (n + 2)
o \2 3
Nota: Recuerde que >, k* = m(m+1)(@2m+1)

6
b) Sean k,p,n naturales tales que 0 < k < p < n. Pruebe las siguientes igualdades:

D @6 =00
2) ()G + G+ + G0 =2C).

P18.- a) Ocupando sumas conocidas encuentre la férmula de:

1-24+2-3+43-4+..+(n—1) -n

y demuéstrela por induccion

b) Demuestre que:

2" @™ 4 b") > (a + b)",
donde a+b>0,a#byn>2.

P19.- Probar por induccién que:

a) Vn €N, n?+ 5n es divisible por 6.
b) Vn>1, 2-7"+43-5" =5 es divisible por 6.
c) VneN, 34 2nt2 eg divisible por 7.

2n
d) V'ne N, Z(—l)k(%’ + 1) = an, y determine el valor de la constante a.
k=1
e) Vn e N* (r—y) divide a 2™ — y".
fHHVneN 1+i+14+. . +5<2-1
g) Vn € N*| el producto de n nimeros naturales mayores estrictos que uno y no necesaria-
mente consecutivos es mayor estricto que n.

h) VneN,
n 2
Z n _ 2n
(0) = ()
k=0
i) VneN,
1 1 1 1 (n 4 1)(n+1)
14+ )+ D)2+ B 14+ =) =
L+ D+ )+ g) (1+2) -



P20.- Encuentre el coeficiente de z* en el desarrollo de (1 + 2z + 32%)°.

P21.- Nos proponemos demostrar que, si tenemos n rectas en el plano, de modo tal que no existen
paralelas y ademaés la interseccion entre ellas es dos a dos (es decir, no existen tres rectas que
n

se corten en el mismo punto), entonces el total de regiones formadas es S,, = (Z j) + L.

a)
b)

J=0

Mostrar que n puntos sobre una recta generan n + 1 segmentos (use induccién).

Usando (i) encontrar una expresién general para S,, en términos de S,,_;. Explique clara-
mente y demuestre por induccion la féormula deseada para S,,.

P22.- Para cada n € N\ {0} defina k¥ = 2". Queremos probar que todo subconjunto ¥ C N de
2k — 1 elementos posee un subconjunto X C Y de k elementos cuya suma es divisible por k.

P23.- a)

Paran =1y k = 2 pruebe que de todo subconjunto de 3 elementos de N se pueden
extraer 2 nimeros cuya suma es divisible por 2.

Probar la propiedad para n cualquiera.

Pruebe sin usar induccién que paran > 1, 0 < k < n, (Z) < 7,2—’: y deduzca que

1\" 1
1+—-) < —
k=0
Calcular las sumatorias siguientes.

- 1
1) Zlog(l + E)’ donde n < m.
k=n

n—1

1
2) ; m, donde n 2 1.

Sea S = 1+ (1+b)q+(1+b+b*)*+.....+(1+b+...4+b")¢", donde n € N, ¢,b € R, ¢,b # 1.
Escribir S como una expresién de dos sumatorias y calctlela.

(i) Sea p € N un nimero natural fijo. Probar por induccién que V n € N\ {0},

pl (p+1!  (p+2)! (p+n—-1)! 1 (p+n)
o T T T TS T e

Use la propiedad anterior para deducir las férmulas para calcular >, ky > p_, k2.

(ii) Calcular para m > 1,
m(m+1)
2

doo(2i-1)

=mm=l) gy



(iii) Calcular

1
— \Jk(k+1)(VE+ 1+ Vk)

P24.- Sea n > 2. Calcule el valor de la suma siguiente, en funcién de n:

Indicacion: k* =k + k(k —1).

P25.- (i) Se define la funcién ¢; : R x R — R como ¢1(xo, 1) = xp + 1. Y para cada nimero
natural n > 2 se define por recurrencia la funcién ¢, : R"*! — R como

(pn(x()? ceey mn) - @n—l(x(b ceey xn—l) + @n—l(xlu 7xn)

en cada x, ..., z, € R. Probar usando induccién que

On(0, ey ) = zn: (Z)g;k

P26.- Sea A = {0,1,2,3} y T : A — A la funcién definida por T(0) = 1, T'(1) = 2, T(2) = 3 y
T(3) = 0. Se define el conjunto I = { h: A — R | h es funcién y h(0) +h(1) +h(2) +A(3) = 0
}. Dada una funcién f : A — R, definamos otra funcién f : A — R tal que a cadan € A le

asocia f(n) = (f o T)(n) — f(n).
(i) Probar que si f: A — R es una funcién, entonces fel.

Sea ahora D = {f: A— R / f es funcién y f(0) = 0}. )
Definamos la funcién A : D — [ tal que a cada f € D le asocia A(f) = f.

(ii) Pruebe que A es biyectiva.

P27.- (a) Sea F' el conjunto de las funciones de R en R. Se define la funciéon ¢ : ¥ — R que a
cada f € F le asocia ®(f) = f(0). Demuestre que ® es una funcién sobreyectiva.

(b) Sean E # 0 y A C E(fijo). Se definen las funciones f y g de P(E) en P(E) mediante
f(X)=AUX yg(X)=ANX, para todo X C E.
(i) Discuta en funcién de A la posibilidad de que f o g sean sobreyectivas. Justifique.

(ii) Determinar un conjunto A para el cual f es biyectiva, y otro para el cual g es
biyectiva. Justifique.



P28.- Dados a,b € N, a # 0, se denota por a|b (a divide a b) cuando b es divisible por a.
Asimismo, decimos que dos ntimeros p,q € N\{0} son coprimos si el tinico nimero que
divide a ambos es el uno.

Definamos a,, = 22" + 1 para cada n € N. Probaremos que a, y @, son coprimos si n # m.
Para ello, argumentaremos por contradiccion.

(a) Muestre por induccién que
ag-ay - ... Gy +2=a, paran e N\{0}

(b) Pruebe que si 3p > 1 tal que p|a, y p|a, para m < n, entonces p es par e impar a la
vez. Concluya el resultado pedido.

L(2n+1 _ 1)

n+1

n p—
P29.- Demostrar sin usar induccién que kz P (}) =

P30.- (a) Demuestre por induccién que para cada natural n > 3:

1
<;/€_

N o
S|

(b) Suponga que se dispone de una lista infinita de

numeros
Vo, V1, U2,V3 . ..

y se sabe que

Vg = 2
v = 3
(VneN, n>2) v,p1 = 3v, — 20,

Demuestre que:
(VneN) v, =2"+1

Ind: Considere la proposicion abierta:

p(n): (v, =2"+1) A (Vg1 =2"T1 4+ 1)



P31.- (i) Demuestre usando induccién que ¥n > 1

Zkg n—l—l)

(ii) Demuestre que para n > 2

Indicacion: k* =k + k(k —1).

(iii) Sea Hj, el k-ésimo nimero arménico, es decir,



