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Guia de Problemas N° 1~

P1.- Sean p, g y r proposiciones. Demostrar con y sin tablas de verdad que las siguientes proposi-
ciones son tautologias:

)

) pe e @A) V(~vpA~g)

) (pedA(ger)=(per)

) [(p A~ q)=~pl=(p=q)

) ~(peq) e (~peq)

V) [(p=~gAN(~rVg Ar|=~p

(vil) [p Alp = @)] = ¢

(viii) [(pA~q) = ~p] = (b= q)
) PAg) & [PV A(peq)
) (pAg=r1) & (pA~T =r~q)

(ix

P2.- Sean p y q proposiciones. Se define la proposicién p | ¢, por la siguiente tabla de verdad:

p

| < <
o < || <<
<| /| | |«

(i) Probar que ~p < (plp)yque (pVg) & ~(plq).
(ii) Expresar las proposiciones p = ¢ y ¢ A p usando sélo | y ~.

“Esta guia fue extraida del material de apoyo confeccionada por el Departamento de Ingenieria Matemética para
el curso de Algebra dictado en Plan Comun.



P3.- Sean p y ¢ proposiciones. Definamos la proposicién,

(pFq) & (Existe una proposicién r tal que (p = ) A (r = q)).

Pruebe que ptq < p=q.

P4.- Sean p,q,r tres proposiciones tales que r es falsa, (p < ~ ¢) es verdadera y (¢ = r) es
verdadera. Deduzca el valor de verdad de p.

P5.- Sean p, g, r proposiciones.

(i)
(i)

P6.- (i)

Construya la proposicion logica que es verdadera cuando exactamente una de las proposi-
ciones p, q, r es verdadera. Entregue una forma reducida de la proposicion.

Compare la proposicién obtenida en el punto anterior con la proposicién (pYq)Vr, donde

pYqge (pVag AN ~(pAg).

(AN

Sean p, ¢, r proposiciones. Construir la proposicién compuesta “s” (en funcién de p, g, )
cuya tabla de verdad es:

| | | | <) <] <) <]
| | <| <| M| | <] <<
| <= <= < = <] =
<| === < m <<=

Probar que s = (r = p) es una tautologia.

Sean p, q, r proposiciones. Demuestre la siguiente tautologia con y sin tabla de verdad:
[(pAg)=rlep=(¢=r)

Sea p(z,y) una proposicién abierta dependiente de x e y. Considere la siguiente proposi-
cién logica:

(Fx)(Vy)p(z, y) = (Vy)(Bz)p(z,y)
Justifique la veracidad de ésta. Indique un caso particular de proposicién abierta p(x,y)
que haga falsa la proposicion reciproca, es decir:

(Vy)(Fz)p(x,y) = (F)(Vy)p(z,y)



P8.- Negar las siguientes proposiciones:

JzeR)
VzxeR)
JdzeR)
VeeR"

VyeR)x<y
VyeR)x >y
VyeR)z>1 A y<1

(I no € N)(Vn>ng) |la,| <e

(i)
(i)
)
)

(i

~—_ S /S

(
(
(
(iv) (
P9.- (i) Negar la proposicién siguiente:
VzeQ)(Ve>0)(FyeQ)e/3<|z—y|<e/2
(ii) Indique el valor de verdad de las proposiciones cuantificadas siguientes:

(a) (3neN)VzeR)(VmeN) n(z?—mz) <O0.
(b) Vo e A)(FJ>0) 22>, donde A={r€eR /0<z<10}.

P10.- Sean las proposiciones py, pa, ps, P4, D5, Pe tales que [(p1 Y. p2) = (ps = p4)| es falsa. Determinar
el valor de verdad de:

(1) (ps = ps) V (p1 V p2)
(i) [(ps = p2)V ~ p1] = (pa V p3)
(iii) ~ [(ps V ps) A (p1 A p2)] < (Pa = p3)

P11.- Sea S un conjunto de nimeros reales. Se dice que = es un punto aislado de S si existe un
nimero real positivo d tal que para todo punto y € S la distancia entre x e y es mayor o igual
que d.
(i) Escribir la definicién de punto aislado usando cuantificadores.
(ii) Demostrar que si z € S entonces x no es punto aislado de S.
(iii) Sea S ={1,1/2,1/3,1/4,...}. Probar que el origen no es un punto aislado de S.

P12.- (a) Sigqy r son proposiciones no equivalentes. Determine el valor de verdad de la proposicién:
[~ (@Vvr)AlgAr)]=[pAs)V(~sVq)

(b) Si la proposicién p = q es falsa. Cual es el valor de verdad de la proposicién pV (¢ A1) <
(pVr)Ag.
(¢) Considere el conjunto A = {—1,—1,0,3,1}. Diga si las siguientes proposiciones son
verdaderas o falsas (justifique):
(i) Wx,yeA) (z+y<1)
(ii) (VezeA)Fyed) (*<y)

Escriba la negacién de las proposiciones anteriores.



P13.- (i)

()

Sean p, ¢ y r proposiciones tales que ((~ pV ¢q) = r) es falsa. Entregar el valor de
verdad de las siguientes proposiciones (justifique su respuesta):

(&) ~q¢ = ~p

(b) r = (p & ~(qVr))

Sean p, q y r proposiciones. Probar sin usar tablas de verdad que la siguiente proposicién
es una tautologia:

(p = A = 5) = (PAT) = (¢A9))

Sean p, ¢, r proposiciones. Determinar si la equivalencia pV (¢ Ar) < (pVr)Aq puede
ser verdadera sin que lo sea la implicancia p = gq.

Sean p, q,r proposiciones. Probar sin usar tablas de verdad que la siguiente proposicién
es una tautologia

(Vg & pAr) = ((a=p)A(p=r1)).

Sean p, g, proposiciones. Probar sin usar tablas de verdad que la siguiente proposicién
es una tautologia
p=~aA(r=q) = (p=~r1)

P15.- Los luctuosos hechos acaecidos en la mansion )2 han conducido a la brigada de homicidios
a detener a tres sicarios sospechosos del deleznable crimen. Para no enlodar a las inocentes
familias de los susodichos, en lo que sigue nos referiremos a ellos como Sy, Sy y S3.

Durante el interrogatorio, las declaraciones de los sospechosos fueron las siguientes:

Sll
SQZ
532

“Sy es culpable y S3 es inocente.”
“Si 57 es culpable, entonces S3 también es culpable.”

“Yo soy inocente, pero alguno de los otros dos es culpable.”

Suponiendo que los inocentes dijeron la verdad y los culpables mintieron, determine quienes
son los culpables. (Justifique matematicamente su respuesta).

P16.- Se define el conectivo * de la siguiente manera:

(a)

(b)

p * q es verdadera si y sélo si ambas p y ¢ son falsas
Pruebe usando tablas de verdad que:
praelpeq A ~(pAg)
Demuestre sin tablas de verdad que las siguientes son tautologias:

i)~pepxp
i) pVg < (p*xq)*(p*q)



P17.- Se tiene un mazo de naipes, los cuales por una cara tienen letras, y por la otra cara, nimeros.
Se hace la siguiente afirmacion:

P: “Si un naipe tiene un dos por un lado, entonces tiene una B por el otro”

Se colocan cuatro de estos naipes sobre la mesa, de los cuales se ve un sélo lado:

L2 Al B
/ Qué naipe(s) hay que dar vuelta y cudl(es) no es(son) necesario(s) dar vuelta para determinar
si P es Verdadera para estos 4 naipes? Fundamente mateméticamenente su respuesta.

P18.- (i) Sean p, q y r proposiciones ldgicas. Demuestre sin usar tabla de verdad que la siguiente
proposicion es una tautologia:

p=@@=r)=[p=9=p=r)
(ii) Muestre que la siguiente proposicién es verdadera

(Va)p(z) V (Vo)q(x) = (Vo) (p(z) V g(z))

para p(z) y ¢q(x) proposiciones abiertas cualquiera.
Ademas, dé un caso donde

(Vz)(p(z) V q(z)) = (Va)p(z) V (Vz)q()

es falsa.

P19.- Una mama le dice a su querido hijo: “Si te portas bien, te regalo un dulce, o bien, si no te
portas bien, te regalo un dulce”.

Suponiendo que la mama le dijo la verdad a su hijo, ;se puede saber si el hijo recibird el
dulce o no? Justifique. Se espera que resuelva este problema en las dos situaciones distintas
siguientes:

a) El “o bien” de la frase de la mama es el “0” usual “V”.

b) El “o bien” es el “0” exclusivo “ V7.

P20.- (i) Sean p,q,r proposiciones légicas. Demuestre sin usar tablas de verdad que la siguiente
proposicion es una tautologia:

(p=q) = [~(@Ar)=~(pAT)]
(ii) Sean p,q proposiciones abiertas. Se definen las proposiciones légicas r y s por:

roo (Vo) (3y)(p(z, y) = q(y))
s+ ((Vo)(Vy)p(z,v) = ((3y)a(y))



Escriba la negacién de la proposicion r y de la proposicién s.

Observacion: Dé su respuesta final de la forma mas simplicada posible, esto es, que
su expresion final sélo quede en funcién de los conectivos A, V y negaciones. (No deben
aparecer los conectivos <, = ni ¥V ).

P21.- Usted es nombrado repartidor de bienes de un testamento pero hay confusién acerca de donde
se encuentran las cosas que deben ser repartidas. Los bienes son: un piano, un auto y un
retrato.

Las declariciones de los 3 herederos son:
Andrés: Carlos tiene el piano, Bonifacio el auto pero yo tengo el retrato.

Bonifacio: Si Andrés tiene el retrato, Carlos tiene el piano.

Carlos: Yo no recuerdo bien, pero estoy seguro de que, o Bonifacio tiene el auto y yo el piano,
o Andrés tiene el retrato y yo el piano, o Andrés tenia el retrato y Bonifacio el auto.

(i) Si Carlos no miente y ademés usted cree que los otros si lo hacen jqué se puede decir de
quién tiene los objetos?

(ii) Si usted sabe que sélo uno miente ;quién se queda con el piano? ;Quién miente?

P22.- Sean A, B,C conjuntos. Emplear los teoremas del algebra de conjuntos para probar que:

(i) (A\NC)U(B\C)=(AUB)\C

(ii) (A\B)N(A\C)=A4\(BUC)
) (ANC)\(B\C)=(A\B)\C
) ACBCC = C\(B\A)=AU(C\B)

(v) B=(ANB)U(A°NB) & A=10

(vi) (ANBNC=0) = [(A\B)U(B\C)U(C\A)=AUBUC]|

(vil) ACB < P(A) CP(B)
)
)
)
)
)
)

(iii

(iv

(viii) (ANB)\(ANC)=(ANB)\ (A°UC)
(ix) [A\ (B\A)JU[B\A)\ Al =AUB
(x) (AUB=ANC)=(BCANACCO)

(xi) (ANC=0)=(A\B)\C=A\(B\C)

(xii) AAB=C = AAC =B

(xiii) (AUBUC)\ (ANBNC)=(AAB)U(BAC)U (AAC)

P23.- Sea A un subconjunto fijo del conjunto U. Probar que para todo par de subconjuntos X, Y
de U se tiene
X=Y [ XUA=YUA AN XNA=YNA].



P24.- Sea B un subconjunto del conjunto U. Pruebe que,

(VACU)AUB=A)] = B=0.

P25.- Sean A, B en el universo U. Demuestre que:

(i) AUBCANB= A=B.
(i) AC A= A=0.

P26.- Sean A C U dos conjuntos. Encuentre y justifique todas las relaciones de inclusion que puedan
existir entre los siguientes conjuntos:

(i) P(AUB) y P(A) UP(B)
(ii)) P(ANB)y P(A)NP(B)
(ii) P(U\A)y P(U)\ P(A)

P27.- Dar los elementos del conjunto P(P(P(0))).

P28.- Sean A, B, C' conjuntos.
(i) Probar que CC AUB < (A\B)NC =C\ B.
(ii) Probar que ACC = A\B=C\[BU(C\ A)].
(iii) Suponga que las siguientes proposiciones son verdaderas:

(xreANyeB)=ycA
(¢ AV yeA)=y¢B.

Probar que y ¢ B es verdadera.

P29.- Sea A un subconjunto fijo del conjunto F y sea M = {X € P(E) / AN X = 0}. Probar que:

(i)leMyFE\Ae M.
i) AceM e A=0< M =P(E).
) (VXeM)VY eP(E) XNY € M.
(iv) (X eM)A(Y eM)]=[(X\Y)U(Y\X)] e M.

(i

P30.- Sea & la operaciéon entre conjuntos definida por AB = A°N B°. Considere un universo U y
F C P(U) una coleccién no vacia de conjuntos tal que VA, B € F, AMB € F. Si A, BeF

demuestre que:
(i) A°eF
(i) ANBeF



(i) AUB €T
(iv) ) eFAU€F

P31.- Unconjunto M C P(FE) se llama /flgebm de las partes de E'si verifica las siguientes propiedades:

(i) Ee M

(i) (VA BeM)AUuBeM

(i) (VAe M) Ae M
Se pide:

(a) Demostrar que () € M

(b) Demostrar que (Vv A,Be M) AnNBe M

(c) Demostrar que (V A,Be€ M) AABe M

(d) Si E={1,2,3,4}, determinar si

M ={0,E,{1},{2},{1,2},{3,4}} C P(E)

es un Algebra. Si no lo es, agregar el menor niimero de conjuntos para que lo sea.

P32.- Sean A,B C Ey C,D C F. Demuestre que:

a) (AxC)N(BxD)=(ANB)x (CND)
b) (AxC)U(BxD)C(AUB)x (CUD)

Dé un ejemplo que muestre que la otra inclusién no es siempre verdadera.

¢) (Ex F)\(Ax C) = ((E\A) x F)U(E x (F\C))

P33.- (i) Sean A, B,C, X subconjuntos de U (conjunto universo), tales que cumplen:
AuX =B

ANX =C.
Encuentre X en términos de A, By C.

(ii) Sean A, B y C subconjuntos de U (conjunto universo), Pruebe que:

AA[(B\C) U (C\A)] = C' U (AAB)



P34.- Sean A, B, C subconjuntos de U (conjunto universo). Demuestre que:

(1) AAA =@
(i) AAg =A

(iii) Utilizando lo anterior, demuestre que:

AAB=C = AAC =B

Indicacion: Recuerde que A cumple las propiedades de conmutatividad y asociatividad.

P35.- @) Probar que VA, X C U se cumple:

(AUX)\ (AAX)] U[(AUX)\ 4] = X

b) Dados A, B, C conjuntos, aprovechar el resultado entregado en (a) para determinar un
conjunto X tal que (AAX =B)y (AUX =0().

c¢) Probar que en el caso B = C, el conjunto X es disjunto con A.



