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Derivadas y Aplicaciones

P1.- Usando soélo de la definicion de derivada, hallar las derivadas de las siguientes funciones.
Dy=+x i)y=1 ii)y=sen?(x) iv)y=a21+322-6 v)y=5(+a)? aeR
P2.- Utilizando las reglas de derivacion calcule las derivadas de las siguientes funciones.
Hy=-20 i)y=—2  i)y=(ata)a—z v) y = /B2
v)y = ff% vi) y = In(Inx) vil) y = (1 ++/2)?
viil) y = In*z  ix) y = (In(x))"@®

P3.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones hallando previamente sus logaritmos.
i) y=2a"(a+3z)*(a—2x)? i) y=arcsen (%) iii) y = arcsen (\/senx)

iv) y = arctg(y/15722), (0 < = < ) V) y = arctgy +Iny /2 vi) y = arcsen(senx)

P4.- Un cuerpo lanzado al vacio, formando con la horizontal un angulo «, describe una trayectoriza
parabdlica por accién de la gravedad cuyas ecuaciones son x = vgcos(at), y = vosen(at) — %,
determinar la direccion del movimiento para los 5 primeros segundos, siendo a = 60°, vy =
50, y bosqueje.

P5.- De las férmulas para calcular el volumen y la superficie de la esfera V (r) = 3mr%, S(r) = 4772,
se deduce que V'(r) = S(r). Explicar el significado geométrico de este resultado. Hallar la

relacion analoga entre el area del circulo y la longitud de la circunferencia.

P6.- En el tridngulo ABC se cumple: a = /b? + c2 — 2bccosA. Sean b, c constantes, demostrar
que %‘Z = h,, en que h, es la altura del triangulo correspondiente a la base a. Interpretar el

significado geométrico de este resultado.

P7.- Para cada una de las siguientes funciones, hallar maximos y minimos.

a) (i) f(z) = &L sobre [—1,%] (i) f(z) = :ff_z sobre [0, 4].
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“Esta guia fue extraida del material de apoyo confeccionada por el Departamento de Ingenieria Mateméatica para
el curso de Caélculo dictado en Plan Comun.



P8.-

P9.-

P10.-

P11.-

P12.-

P13.-

P14.-

P15.-

P16.-

P17.-

P18.-

b) (i) f(z) = e *(1 — 2?) sobre [—1,2] (ii) f(z) = cos(z?) — sen(x), sobre [—m, 7?].
Pruebe que las funciones x? — cos(x) y 22?2 — xsen(x) — cos?(x) tienen exactamente dos ceros.

Counsidere

@) Gr>0val
fay={ p 0
o siz=1

a) Determine el valor de o para que f sea continua en R’ .
b) Analice la existencia de f’(z) para z > 0. En caso de existir, calciilela.

¢) Determine los puntos de continuidad de f’ en |0, co].

1
Analice completamente f(z) = e™@ (dominio, asintotas de todo tipo, derivada, crecimiento,

grafica)

Sean 0 < a < b. Sea f : [a,b] — R, continua en [a,b], derivable en ]a,b[, con f(a) = f(b) =0
y f'(a) = 0. Demuestre que existe ¢ €]a,b] de modo que la tangente a f en el punto ¢ pasa
por el origen. Analice que pasa si a = 0.

2n -1
x2n+1°

Sea f(z) = lim 2

n—oo

a) Determine los valores de x para los cuales f(x) existe y calcule su valor.

b) Estudie la continuidad y la diferenciabilidad de f, en los puntos donde f(x) existe.

Considere la funcién f dada por la asignacién f(z) = /1 — x2*=22 amg(r definida sobre [—1,1] \

{0}. Defina f en 0 de modo que resulte continua en dicho punto.

Sea f continua en [0, 00|, derivable en A =0, +o00| y tal que f(0) =0y f'(x) es creciente en

A. Utilice el Teorema del Valor Medio para probar que Va € A, f/(x) > 1) o ncluya que la

e ;

funciéon es creciente en A.

)

3 .. , . s .
7~ (e” — e) encuentre: dominio, ceros, asi ntotas de todo tipo y limites

enly —1.

cos(x)

b) Para la funcién cos(x)e” 2  encuentre mi nimos y maximos.

Sea f definida y continua sobre [a,b] y derivable sobre ]a,b[, con 0 < a < b. Suponga que
f(a) = f(b) = 0. Mostrar que existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = (cc).

Sea f: R — R definida por f(z) = 2

x
a) Encontrar los ceros, minimos, maximos, puntos criticos y puntos de inflexién de f.
b) Estudiar las asintotas y bosquejar el gréfico de f.
Estudiar completamente la funcién f(z) = () ndicando: dominio, recorrido, continuidad

y eventuales reparaciones de discontinuidades, diferenciabilidad, paridad, crecimiento, puntos
criticos, maximos y mi nimos, concavidad, puntos de inflexién, asi ntotas y grafico.



P19.-

P20.-

P21.-

P22.-

P23.-

P24.-

P25.-

Dada la funcién f(z) = ex (1 — 1) Se pide estudiarla completamente indicando:dominio, reco-
rrido, continuidad y eventuales reparaciones de discontinuidades, diferenciabilidad, paridad,
crecimiento, puntos cri ticos, maximos y mi nimos, concavidad, puntos de inflexién, asi ntotas
y grafico.

Dado a > 0, verificar que la funcién de variable real

@) = (a— L — )4 - 32)

a

tiene exactamente un sélo maximo local y un sé6lo mi nimo local y que la diferencia entre los

valores alcanzados es
4 ( n 1)3
— a J—
9 a

Cual es el menor valor de esta diferencia para diferentes valores de a?.

Sean a, b nimeros reales tales que a < by f una funcién real y continua en [a,b]. Suponga
que f no se anula en el intervalo [a,b] y que es diferenciable en |a, b[. Demostrar que existe

¢ €la, b tal que ’}((Z)) = J;/((f)) - €@ Indicacién, considere la funcién g = In|f|, comente las

propiedades de g en [a, b].

Considere la funcién f(x) definada por

% siz#0,1,%
flz) = a sizx=0

b siz=1

Determine los valores de a y de b de modo que f sea continua en 0 y en 1. jEs posible definir
f en % para que sea continua en [0, 1] 7.

Sea [a,b], a < by f(z) una funcién definida en [a,b], positiva y continuamente derivable
(derivable con derivada continua) en (a, b). Se definen las funciones g(x) y h(z) de la siguiente
forma

9(x) = (z —a)(z —b)f(x) V€ la,0]

h(z) = ¢'(x) + cg(x) para algin c € R

Probar que h tiene al menos una raiz en (a,b).

Estudie el grafico de la funcién f(zr) = -2, determinando: dominio, recorrido, continuidad
y eventuales reparaciones de dlSCOIltlIlU.ld&&GS diferenciabilidad, crecimiento, puntos criticos,
maximos y minimos, asintotas y grafico.

Considere la funcién f(t) = \/1—7 Demuestre que f verifica (1 — ¢2)f(t) — tf(t) = 0. Luego,
demuestre que para todo n € N se tiene f™(t) = P,(t)(1 — t2)"" 2. Donde P, es algin
polinomio de grado n.

Indicacion: Proceda por induccién.



P26.-

P27 .-

P28.-

P29.-

P30.-

P31.-

Sea f tal que f'(x) > M > 0 para todos los valores en [0, 1]. Demostrar que existe un intervalo
de longitud 1 en el que |f| > .

Encuentre una funcién f para la cual existe lim f(z), pero no existe lim f'(z).
Tr—r00 T—r00

a) Se dice que una funcion f : [a,b] — R es de variacién acotada sobre [a, b] si existe una
constante k > 0 tal que : > |f(t;) — f(ti—1)| < k. Cualquiera sea el conjunto de puntos
i=1

t; tales que : a =ty < t4 <_t2 < ... < t, =b. Demuestre que si f es derivable en [a,b] y
/" es acotada en ]a, b] entonces f es de variacion acotada en [a, b]. Ind. Utilice el teorema
del valor medio.

b) Sea f : [a,b] — R diferenciable en [a,b] y tal que f(a) = f(b) =0, con 0 < a < b.
f(©)

Demuestre que existe ¢ €la, b tal que: f'(c) = <. Ind. Utilice la funcién auxiliar

_ [f@)
Sea la funcién f(z) = (z + 1)e.
Detemine dominio, signos (es decir, dénde f es positiva, déonde f es negativa y dénde f es
cero), asintotas verticales, oblicuas, horizontales, maximos, minimos, crecimiento, puntos de
inflexién y concavidades .
Bosqueje el grafico de la funcién.
Indicacion: Para el bosquejo de su grafico pueden servirle las siguientes aproximaciones:
60,62, 51,62
" 2 ) ) 2 ) .
Recuerde también que lim €= = 1
xz—0 *

(a) Sea f: R — R una funcién.
Se dice que f es par si (Vo € R) f(—x) = f(z).

Se dice que f es impar si (Vo € R) f(—z) = —f(x).
Demuestre que si ¢ : R — R una funcién par y derivable, entonces ¢’ es una funcién
impar.

(b) Sea h : R — R una funcién dos veces derivable, con h(0) = A'(0) = 0. Dado a > 0,
demuestre que existe £ € (0,a) tal que

ha) = SH(©

Indicacion: Defina la funcién r(x) = h(x) — (3)2 h(a), y calcule r"(z).

(a) Sig:R — R es continua en 0 y satisface:

(R1) gz +y) =g(x)+g(y)

Pruebe que g es continua en todo R.
Indicacion: Pruebe primero que ¢g(0) = 0.
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(b) Sea ahora f: R — R funcién no idénticamente nula tal que satisface:

(S1)  flr+y)=flx)+ fly)
(82)  flzy) = f(z)f(y)

(i) Pruebe que f(0) =0y que f(1) = 1.
(ii) Pruebe por induccién que (Vn € N)f(n) = n. Concluya de lo anterior que (Vp €

Z)f(p) = p.
Observacion: Note que de lo anterior se deduce que (Vr € Q) f(r) = r. Esto puede
usarlo en el resto de la pregunta sin tener que demostrarlo.

(iii) Pruebe que z > 0 = f(z) > 0, Deducir que f es creciente.
Indicacion: Recuerde que si x > 0= x = \/z/x.

(iv) Pruebe que f(z) =sup{f(r) :r <z Ar € Q}. Concluya que (Vz € R)f(x) = x.

P32.- Sea f:[0,400[— R la funcién definida por f(z) = /x
(
(

a) Calcule la derivada de f por definicién.

Estudiar crecimiento y existencia de asintotas.

)
b) ;En qué puntos del dominio f es derivable?
c)

)

(
P33.- (a) Sea f:]0,00[— R una funcién derivable en todo su dominio, y que satisface

f'(x) =0 Vzx€]0,00]

demuestre que f es constante .
(Ind: use el teorema del valor medio).

(b) Si f es una funcién derivable en z, muestre que:
(v f(0)) = f@)+ = f'(x)
(c) Sea f:]0,00] = R una funcién derivable en todo su dominio, y que satisface
Ve >0 z-f'(z)=—f(x)

demuestre que existe una constante K tal que
Ve>0  f(z) =
P34.- Sea la funcién

(a) Determine domino, ceros y signos.

(b) Determine asintotas de todo tipo.



(c¢) Analice donde es derivable la funcién, y calcule f’ donde exista.
(d) Estudie crecimiento, maximos, minimos de la funcién.

(d) Bosqueje un grafico de la funcién.

P35.- (i) Muestre que

i 1 =0
i, ()

Indicacion: Recuerde que 1+ x < e* Vo > 0, y tome x = —In (/7).

(ii) Demuestre que

lim 2% () — 1
z—0t

Indicacion: Utilice la propiedad de que si 2 > 0, 25" () = gsen(@)n(z)

(iii) Calcule la derivada de °*@) con x > 0, y demuestre que

lim (xsen (ac))/ - —00
z—0t

P36.- (a) [TVM Generalizado] Sean a,b € R y sean f, g : [a,b] — R funciones continuas en [a, b],
derivables en (a,b). Considere la funcién F : [a,b] — R definida por

(i) Muestre que F' es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a,b).
(ii) Muestre que F'(a) = F(b)
(iii) Aplique el Teorema del Valor Medio (o el Teorema de Rolle) a la funcién F'y concluya
que existe £ € (a,b) tal que

(9(b) — g(a)) f'(§) = (f(b) = f(a))g'(&)-

(b) [Regla de L’Hopital] Sean z,L € R, r > 0. Considere f,g : (z —r,z +r) — R dos
funciones derivables en todo (Z —r,z +r) tales que f(Z) = ¢g(Z) = 0, g(z) # 0 para todo
/!

z e (z—r,z+r)\{z} y que el limite lim existe y es igual a L.

T g’(x)
Sea (x,)nen una sucesién cualquiera tal que x,, — Z con x,, # Z para todo n € N.
n—oo

(i) Utilice el resultado de la parte (iii) de (a) para concluir que, para cada n € N, existe
&, que se encunetra estrictamente entre z y x,, tal que.

g(zn) - f/(gn) = f(xn) - gl(gn)-

(ii) Use que cada &, estd estrictamente entre x, y T para mostrar que &, — T
n—oo

Indicacion: Observe que para cada n € N |§, — Z| < |z, — Z.
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(iii) Deduzca que

tim L) _
n—oo g(x,,)
(iv) Concluya que
TeA
P37.- (a) Sea f : [a,b] — R derivable en (a,b), con f(a) = f(b). Demuestre que Jz¢ € (a,b) tal
que

f'(z0) = (29 — a — b)e/ @)
Indicacion: Defina g(z) = (v — a)(z — b) + e~ /@)

(b) Sea f : [a,b] — R derivable en (a,b), y sea zo € (a,b) tal que lim f’(z) existe.
T—T0
Se pide demostrar que f’ en continua en g, y para esto debe seguir los siguentes pasos:

(i) Sea z,, — w0, con x,, € (a,b), x, # 9. Demuestre que existe una sucesién (&,)nen
n—oo

tal que:
f(an) — f(zo)

= f'(&,), con min{zg, z,} < &, < max{zg, z,}.
Tp — X

(ii) Demuestre ahora que
lim f'(¢,) = lim f'()
n—o00 T—T0

(iii) Concluya que f’ es continua en x.



