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Introduccién al Algebra 08-1

[ SEMANA 7: SUMATORIAS |

Usa estas notas al
margen para con-
sultar de manera

6.2. Progresiones aritméticas mas répida el ma-

terial. Haz tam-

Definicién 6.2 (Progresiéon aritmética). Es una sumatoria del tipo bién tus propias
anotaciones. ¥

Zn:(A + kd)

k=0

es decir, donde ay, = A+ kd, para valores A,d € R.

Utilizando las propiedades de sumatoria, obtenemos que esta suma es igual a

Nos basta, entonces, calcular la sumatoria
n
>k
k=0
Para ello utilizaremos el método de Gauss: como la suma en R es conmutativa, entonces

S=>"k

0

n

puede ser calculado de las dos formas siguientes

S=0+4+ 1 + 2 4...+@®1)+n
S=n+({@1)+®2)+...+ 1 +0

Si sumamos estas dos igualdades, obtenemos

S=04+4 1 + 2 +..4(n-1)+n
S=n+Mnm-1)+n-2)+...4 1 +0
25=n+ n 4+ n +4+...+ n  +n

Como cada suma posee (n + 1) sumandos, obtenemos que

nn+1)

S = 5

Proposicion 6.2. Sin > 0,

ik:n(n—i-l)

k=0
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DEMOSTRACION. Por induccién sobre n > 0.
Caso n = 0: Hay que demostrar que

0
> k="
k=0 2

lo cual es directo pues ambos lados valen 0.
Supongamos que la formula vale para algin n > 0. Entonces

n+1 n
>k (n+1)+> k
k=0 k=0

- (n+1)+@

(Aqui aplicamos la hipétesis inductiva.)

(n?2+n)+2(n+1)
2
n*+3n+2  (n+1)(n+2)
2 B 2

con lo que completamos la demostracién.

Es importante notar que
IS WEDI
k=1
por lo que es irrelevante si la suma se considera desde k =00 desde k = 1.

También, notemos que si 1 < ny < no son nimeros naturales, entonces

’ﬂll

n2—|—1) (n1 —1)7’),1 - (n1 +n2)(n2—n1+1)
Zk_Zk—Zk_ g = 5

knl

por lo que sabemos calcular esta suma entre cualquier par de ntimeros.
Finalmente, volviendo a la progresién aritmética, podemos ahora dar su férmula explicita:
Proposicién 6.3 (Férmula progesion aritmética).

nin+1)

> (A+kd)=An+1)+d 5
k=0

6.3. Progresiones geométricas

Definicién 6.3 (Progresién geométrica). FEs una sumatoria del tipo

es decir, donde a, = Ar¥, para valores A,r € R.
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Supongamos que r # 1. El caso r = 1 es muy sencillo, y queda como ejercicio para el lector.
Similarmente a como procedimos antes, podemos decir que esta suma equivale a

A- irk
k=0

por lo que basta calcular esta tltima sumatoria.

Denotemos
n
S = g ¥
k=0

Se tiene entonces que
n
r-S= g rhtt
k=0

por lo que

S—r.S = Z k-l—l
S—r.S = Z k-l—l

Reconocemos en esta ultima igualdad una suma telescépica, la cual vale 7 — r*+1. Por lo
tanto

S(1—r)=1—r"t
y gracias a que r # 1 se obtiene la férmula

Propiedad 4. Sin >0 yr #1,

n
1—
I
1-r
k=0
Queda propuesto al lector demostrar por induccién esta propiedad.

Nuevamente es posible calcular esta suma entre cualquier par de nimeros. Si 1 < n; < ng,

entonces
ni—1 1— ,,.,77,2-"-1 1—pm PR Tng-i—l

Z Zr ZT 1—r  1-7r 1_—r

k}’ﬂl

Asi, volviendo al caso de la progresion geométrica, obtenemos que ésta cumple la féormula

Proposicion 6.4. Formula progresion geométrica Sir # 1,
r"+1)

" Al —
> At = —e———

k=0
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6.4. Algunas sumas importantes

Veamos a continuacién algunas sumas importantes que podemos calcular usando lo conocido.

Propiedad 5. Sin >0,
ZkQ _n(n+1)2n+1)
5 .

DEMOSTRACION. Queda propuesto como ejercicio, demostrar esta propiedad usando induc-
cion.
Aqui lo haremos directamente, notando que para cualquier k € {0,...,n} se tiene que

(k+1)* =k +3k* + 3k + 1.

Por ende, tendremos la siguiente igualdad

Z kE+1)3 Zk3+3k2+3k+1
k=0 k=0

Y aplicando propiedades de las sumas, obtenemos:

zn: k+1)° Zk3+23k2+23k+21
k=0

:Zk3+32k2+32k+21

k=0 k=0 k=0 k=0

Despejamos entonces el valor de la suma buscada, obteniendo:

zn:kz‘_%<zn:(k+1)3—zn:k3—3zn:k—zn:1>
k=0

k=0 k=0 k=0 k=0
:%(Z((kﬂ ) -3 k- 21)
k=0 k=0 k=0

1) (2 (3)
Y todos los términos en el lado derecho se pueden calcular:

» La suma (1), por propiedad telescépica,
SUk+1P—k)=m+1°-0=(n+1)>
k=0

» La suma (2), por la propiedad vista para progresiones aritméticas,

zn:k n—l—l)'

k=0



s La suma (3) por propiedad vista en la tutorfa pasada,
dl=n+1.
k=0
En resumen, tenemos que:
1 3 1
ZkQZ = (n—i—l)?’—m—(n—i—l)
3 2
1
(nt+1) <2n2+2n+1—37n—1>

nn+1)2n+1)
G :

w

Concluyendo el resultado.

Otra suma importante, del mismo tipo que la anterior es

Propiedad 6. Sin >0,
ik3 B (n(n—i— 1))2
k=0 2

DEMOSTRACION. La demostracién queda propuesta como ejercicio, tanto usando induccién
como de forma directa.
Para probarlo directamente, se usa la misma técnica anterior, o sea se calcula (k + 1)*.

7. Teorema del binomio de Newton

7.1. Coeficientes binomiales
Consideremos la siguiente férmula de recurrencia:
fo = 1
fn = n-fnog sin>1
Definicién 7.1 (Factorial). Llamaremos factorial de n (denotado n!) al valor f,.
Por ejemplo, el factorial de 4 es
44=4.31=4.3-21=4.3-2-11=4-3-2.1-01=4-3-2-1-1=24

Los numeros factoriales poseen la siguiente interpretacion en el contexto de armar combi-

naciones: sea k < n. Entonces
n!

(n—k)!
corresponde a la cantidad de k-tuplas que se puede formar a partir de un conjunto de n
elementos, SIN repetirlos.
Por ejemplo, si A = {a,b,c,d}, jcudntos pares ordenados (2-tuplas) distintos podemos
formar con sus elementos, sin repetirlos?
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S
~—

)

(a,0) (b,a) (c,a) (d
(a,¢) (b,e) (¢b) (d,b) — 12 combinaciones, y 12 = (4f—!2)!
d

b
(a,d) (b,d) (c,d) (dc)

Continuando con la interpretacién combinatorial, sea k < n. Definimos

9]

Definicién 7.2 (Coeficiente binomial). Se define

n

k
(se lee “n sobre k”) como el nimero de subconjuntos de tamarnio k que posee un conjunto de
tamano n.

;, Cuédnto vale (2)7

Observemos que por cada subconjunto de tamano k de un conjunto de n elementos, podemos
formar varias k-tuplas: pensando en el ejemplo de A = {a,b, ¢,d}, a partir del subconjunto
{a, ¢} podemos formar los pares ordenados (a,c) y (c,a).

El ndmero de k-tuplas que se pueden formar a partir de un conjunto de tamano n seré,
entonces, el nimero de subconjuntos de tamano k que éste posea, pero para considerar los
posibles reordenamientos que hacen diferentes a las tuplas, necesitamos multiplicar por la
cantidad de formas en que es posible ordenar un conjunto de k elementos: este tultimo valor
es k!l. Por lo tanto, el nimero de k-tuplas que se puede formar es

()

(1) =mom

por lo que

Propiedades 7. Si0 <k < n,
1 () =1()=n
2. (1) = (")

3. Sik<n, (7)) =)+ (")
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DEMOSTRACION. Demostraremos (3).

(Z)*(ki1) = k!(nni k:)!+(k+1)!(nni k+ 1))

n! n!

=R —Fk—1!  (k+ Dk(n —k—1)!

B n! 1 n 1
o kln—k—-1)!'\n—-k k+1

B n! (n—Fk)+ (k+1)

T Km—k—-1) (n—kk+1)

B n! n+1

T Kn—k—-1)! mn—k)(k+1)
(n+ 1)n!

(k+ Dk (n—k)(n—k—1)!
- n+1
- \k+1
La propiedad (3) permite utilizar un método iterativo para calcular (Z) Este consiste en

construir un tridangulo, donde las filas estan etiquetadas con valores de n, y las columnas con
valores de k. Los bordes de este triangulo los rellenamos con unos, como muestra la tabla:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
n=20 1
n=1 1 1
n=2 1 1
n=3 1 1
n=4 1 1
n=>5 1 1

En esta estructura, el término (Z) es el que aparece en la fila n y la columna k. Para

calcularlo, entonces, como 0 < k < n:

n\ (n-1 n n—1

k) k k—1
es decir, cada término es la suma del que se encuentra sobre él, y el que se encuentra en su
diagonal superior-izquierda. Rellenamos el triangulo:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
n=20 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n =4 1 4 6 4 1
n=>5 1 1

Este triangulo es llamado Tridangulo de Pascal.
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7.2. Binomio de Newton

Teorema 7.1 (Binomio de Newton). Sean z,y € R,n € N. Entonces

=3 (1)

k=0

Ejemplo:

(x+2)3

3\ 003 3\ 152 3\ 201 3\ 350
(O)x2 +(1>:102+ 2x2+ 3:102

= 1-292543. 222 4+3. 2221 +1.432°
= 8412z + 622 4+ 2°

Veamos, antes de probar el teorema, una forma intuitiva de comprender por qué aparecen
los coeficientes (Z) Pensemos en n = 3.

(z+y)?® = @+y@+y(z+y)
3 +:C2y+xyx+:vy2 +y:v2 +ywy+y2x+y3

El término 22y viene de haber elegido x en los primeros dos paréntesis, y haber elegido y en
el tercero. (;) representa la cantidad de combinaciones donde se eligié = exactamente dos
veces, las cuales son: 22y, zyx, yx2. Si reordenamos los factores, obtenemos

3
xzy + zyx + ya:2 = (2) x2y

Finalmente se concluye que

3 3 3 3
e = ()t s (et s ()t + (3

DEMOSTRACION. Probémoslo por induccién en n € N.
Primero analicemos el caso base, n = 0. Por un lado (z+4)° = 1y por otro Yp_, (D) akyO=k =

(8) 2%9% = 1 (Aqui suponemos que Vr € R,2° = 1). Es decir, la propiedad se cumple para
n =0.

Sea entonces n > 0 tal que se tiene que (z +y)" = > _, (})z*y"~* (H.I.). Probemos que
se tiene el teorema para n + 1:

(z4+y)"" =@ +y)(z+y)"

=(z+y) Z (Z) xFy" =%  Aplicamos H.I.
k=0

n n
_ E xk-l—lyn—k + E xkyn-i—l—k'
k=0 k=0
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Ahora, si 1 < k < n, sabemos por propiedad de los coeficientes binomiales que

<n}§1) B <Z>+<I£1)'

(x+y)n+1_xn+l+z< > k+1 n k+z< > k n— k+1+yn+1

k=1

=t 4 (k: " 1) kyn=k+l 4 Z ( ) kyn=k+1 4 yn+1  Cambio de variable.

n n k. n—k+1 n+1
1[(k-1>+(k)]” “
> kynJrlfk.

De donde se concluye el teorema.

1 0

xn-{-l 4

=
Il

S
= +
=

_i(

k=0

Calculemos las siguientes sumatorias:

n 1
LYkt 7Dy

Yok k!
Yo (3)
Zk 0 ( )k-i—l

1. Para ésta, utilizamos la descomposicién

B .
k(k+1) k k+1

Ll

con lo que la suma a calcular se convierte en

- 1
Zk(lﬁ—l) B

k=1 k=1

NE

1 1 1 I 1 1
E k+1) 1 n+l — n+l
usando la propiedad telescopica.

2. Consideremos la igualdad (k4 1)! = (k+ 1)k! = k- k! + k!, con la que obtenemos que
kE-kl'=(k+1)!—k!

Sumando a ambos lados, llegamos a

n

zn:k-k!:Z((k+1)!—k!):(n+1)!—0!:(n+1)!—1

k=0 k=0

pues es una suma telescépica.
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3. Esta suma resulta ser una aplicacion directa del Binomio de Newton. Utilizando que
1™ =1 para cualquier m > 1,

(1) =2 ()

Asi, utilizando la férmula de Newton se tiene que

Z() (141 =2

4. Para este tipo de sumatorias, debemos llevarlas a la forma del Binomio de Newton,
tipicamente ingresando los factores que “sobran” al coeficiente binomial. Reescribamos
el término de la suma:

n 1 B n! 1

<k>k+1 T K-k k+1
n!

Gkt DI(n—k)

Para formar un nuevo coeficiente binomial, debemos procurar que los dos valores de
abajo (en este caso k+1 y n—k) sumen el de arriba (en este caso n). Para arreglarlo,
amplifiquemos numerador y denominador por (n + 1), obteniendo

n! 1 (n+1)n! 1 (n+1)! 1 (n+1
k+Dn—k! n+1 k+Dn—Fk) n+1 k+D)l(n—k)! n+1\k+1
Ahora tenemos un factor ? en lugar de =5. (Hemos ganado algo? Si, pues % es

un término independiente de k, por lo que
k k T1 n+t kE+1
k=0
Hacemos una traslacién de indice en la suma de la derecha, para obtener

> (e (1)

Esto de la derecha se parece bastante a un Binomio de Newton: bastaria rellenar con
1F17+1=k sin embargo primero debemos procurar que el indice k sume sobre todos los
valores 0,1,...,n + 1. Sumamos y restamos el término asociado a k = 0, y seguimos
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desarrollando:

Sk - A (E00)-00)
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