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[ SEMANA 6: PRINCIPIO DE INDUCCION Y SUMATORIAS

5. Principio de induccion

5.1. Principio de induccién: Primera forma

Una categoria importante de proposiciones y teoremas es la de las propiedades de los niimeros
naturales. Aqui tenemos, por ejemplo

(VneN)n <2

(Vn € N) (n es primo A n # 2) = n es impar
(¥n > 1) 327! 4 272 e divisible por 7

En general, si p(n) es una proposicién cuya variable libre n pertenece a IN, las distintas formas
del principio de induccién nos proporcionan proposiciones equivalentes a la proposiciéon

(Vn > no) p(n)

Estas formas alternativas nos facilitaran en muchos casos obtener una demostracién de la
propiedad buscada.

Definicién 5.1 (Principio de induccién, primera forma). Consideremos la proposicion
(Vn > ng) p(n)

donde ng € N es un numero natural fijo.
La primera forma del principio de induccion nos dice que esta proposicion es equivalente a

p(no) A[(Vn = no) p(n) = p(n+1)]

Observemos los siguientes ejemplos:

Proposicion 5.1. Demostrar que

(Vn € N) 32" 4 272 ¢ divisible por 7

DEMOSTRACION. El caso base es n = 0. Aqui, tenemos que demostrar que

320+ 4 9042 g divisible por 7

Pero esto es verdadero, pues 320+ 42042 =3 1 4 =7,

Supongamos ahora que tenemos un n € N tal que se cumple la propiedad, es decir que
32n+1 4 9742 eg divisible por 7. Con esta informacién, a la cual llamamos hipétesis induc-
tiva, tenemos que demostrar que 32"+ 4 2(n+1+2 o5 también divisible por 7.
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Gracias a la hipétesis inductiva, tenemos que existe un k € N tal que 327+ + 2742 = 7k,
Entonces:

32(n+1)+1 4 2(n+1)+2 — 32n+3 4 2n+3
= 9.3 4 2.2m+2
— (7 . 32n+1 _|_ 2 . 3271"1‘1) + 2 . 271"1‘2

donde esta descomposicién la hacemos de modo de poder factorizar el término 327 +! +27+2,
Asi, continuamos desarrollando

32(n+1)+1 4 2(n+1)+2 — 7 . 32n+1 4 2 . (32n+1 4 2n+2)
= 7.3 2.7k
7. (3% 4 2k)
————

eN

por lo que concluimos que 32T+l 4 9(n+1)+2 o5 divisible por 7. Gracias al principio de
induccién, la propiedad en cuestién es cierta.

Proposicion 5.2. Demostrar que

nn+1)

(Vn>1)1+24+...+n= 5

DEMOSTRACION. El caso base a demostrar en esta ocasién es n = 1. Aqui, tenemos que
demostrar que
1= 1-(141)
- 2
lo que es cierto.
Supongamos ahora que la propiedad vale para algin n > 1 (hipdtesis inductiva). Debemos

demostrar que la propiedad también es cierta para n + 1. Es decir, que

(n+1)(n+2)

14+24+...+(n+1) = 5

En efecto:

1424...4+(n+1) = 1+2+...+n+(m+1)
= MnT—i—l)+(n+1)
nn+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2

y se concluye la veracidad de la propiedad gracias al principio de induccién.
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5.2. Principio de induccién: Segunda forma

La segunda forma del principio de induccién nos dice:
Definicién 5.2 (Principio de induccién, segunda forma). La proposicion
(Vn > ng) p(n)

es equivalente a

p(no) A [(¥n > no) [p(no) A ... Ap(n — 1) = p(n)]}

Como ejemplo de la aplicacion de esta forma del principio de induccidn,
recordemos que los nimeros compuestos son los nimeros naturales mayores que 1 que poseen
un divisor distinto de 1 y de si mismos, es decir, si n > 2:

n es compuesto <= (Id € {2,...,n—1})d|n
Recordemos también que los niimeros primos son los que no son compuestos.
Ejemplo:
Proposicion 5.3. Todo nimero natural n > 2 posee al menos un divisor que es un
numero primo. Fs decir,

(Vn > 2)(3p ndmero primo) p | n

DEMOSTRACION. Utilizaremos segunda forma de induccién. El caso base es n = 2, para
el cual observamos que p = 2 es un ndmero primo tal que p | n.

Hagamos ahora el paso inductivo: Sea n > 2, y supongamos que para todo valor k =
2,3,...,n — 1 se tiene que k posee un divisor primo. Separamos por casos:

s Sin es primo, entonces p = n es un ndmero primo tal que p | n.

s Si n no es primo, entonces existe un natural d € {2,...,n — 1} tal que d | n. Por
hipétesis inductiva y notando que d < n, entonces existe un nimero primo p tal
que p | d.

Tenemos entonces que p | dy d | n, y gracias a que | es una relacién transitiva,
obtenemos que p | n.

Definicién 5.3 (Férmulas de recurrencia). Consideremos el siguiente set de igualda-
des, al cual llamaremos recurrencia:

o = a
Tny1 = f(zo,...,xn) (Vn>0)
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Las recurrencias nos permitiran una forma alternativa de definir secuencias de numeros,
como por ejemplo

I0:2
Tpt1 =24z, (Vn>0)

define la secuencia 2,4,6, 8,10, ... de nimeros pares positivos.

Una cualidad importante de las férmulas de recurrencia es que son altamente compatibles
con las demostraciones que utilizan principio de inducciéon. Por ejemplo, consideremos la
férmula de recurrencia

1'0:1

o1 =1+ (%")2 (Vn > 0)

Demostraremos que (Vn € N) z,, < 2.

DEMOSTRACION. Lo haremos utilizando primera forma de induccién. El caso base resulta
ser cierto pues corresponde a demostrar que xg < 2 (recordemos que zg = 1).

Supongamos ahora que para algun n € N se tiene que x, < 2. Se tiene, entonces, que

2 22

In o142 9

T, .
4 4

2
=1+ () =1+

con lo que z,4+1 < 2,y se concluye la demostracion.

Consideremos la secuencia de nimeros definida por la recurrencia

h =1
f2 = 1
fovz = for1tfa (VREN)
la cual se llama secuencia de niimeros de Fibonacci. Sus primeros términos son
i =
f2 =

fs=fotfi=1+1
Ji=fstfo=2+1
fs=fatfz=3+2 =
fo=fs+fi=5+3 =

Il
co Ut W N = =

Observacion: Los numeros de Fibonacci estan relacionados con muchos elementos de la
naturaleza. Visita http://es.wikipedia.org/wiki/Sucesi’C3/%B3n_de_Fibonacci, para
mas detalles.
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Ejemplo: Numeros de Fibonacci

Entre muchas propiedades que cumplen, demostraremos la siguiente:

Proposicién 5.4.
(Vn > 1) fan es divisible por 3

DEMOSTRACION. La demostraremos usando primera forma de induccién. El caso base
es n = 1, en el cual tenemos que probar que f; es divisible por 3. Esto es directo, pues
como ya vimos, f; = 3.

Para el paso inductivo, supongamos que fy, es divisible por 3 para algin n > 1. Existe,
entonces, un k£ € N tal que f4, = 3k. Debemos demostrar que

fa(n41) es divisible por 3

Desarrollemos este término, utilizando la férmula de recurrencia que cumplen los niimeros
de Fibonacci:

a1y =  fanta

= fant3 + fanyo

= (fant2 + fans1) + (fant1 + fan)
= fant2 + 2fant1 + fan

= (fant1 + fan) + 2fans1 + fan

= 3fany1+2fan

= 3fin41+2-3k

= 3(fant1 + 2k)

con lo que fy(,41 también es divisible por 3, que era lo que desedbamos.

6. Sumatorias

6.1. Introduccion

Sea ag, a1, as,...,a, una secuencia de nimeros reales. En esta seccién estudiaremos propie-
dades y métodos de calculo para su suma

ag+ay+as+...+ay

Introduciremos para este efecto una notacién especial:
ag+ar+as+...+a, = E ag

Al sfmbolo Y le llamaremos sumatoria.
Maés generalmente:
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Definicién 6.1 (Sumatoria). Si aprs,ani41,...,an €s una secuencia de nimeros reales,
definimos su sumatoria por Tecurrencia:

M

Z ar = apy

k=M

n n—1

Zak = an—l—Zak (Vn=M+1,...,N)
k=M k=M

En este capitulo estudiaremos propiedades y métodos de célculo para sumatorias de diversos
tipos.
La sumatoria cumple la siguiente lista de propiedades:

Proposicién 6.1. 1. Suma de la secuencia constante igual a 1.

zj:lz(J—I—i—l)

k=I

2. Sea A € R, y sean (ar)p_q, (bk)f_, dos secuencias.

2.1 Factorizacion de constantes.

J J
Z A ap = A Zak
k=1 k=I

2.2 Separacion de una suma.

J J J
> (ak+bi) =3 ax+) b
k=I k=I k=I
8. Traslacion del indice, si s € N.
J J+s
Z ap = Ak—s
k=I k=I+s

5. Propiedad telescopica.

J
> (ak — akg1) = ar — asp
k=I
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DEMOSTRACION. Demostraremos (1) y (6).
Para (1): Lo haremos por induccién sobre J > I.
Caso base J = I: debemos demostrar que

di=(I-1+1)

I
k=I

lo cual es directo, pues ambos lados valen 1.
Supongamos ahora que Z,i: ;1= (J—1+1). Entonces

J+1 J
YNol=1+> 1=1+J-IT+1)=J+1)-I+1
k=1 k=1

Para (6): Nuevamente por induccién sobre J > I.
Si J = 1, el resultado se reduce a demostrar que

1
> (ak — aky1) = ar —ar
k=I

lo cual es directo gracias a la definicién de sumatoria.
J
Supongamos ahora que ), (ar — ax4+1) = ar — aj41. Entonces

J+1 J

Z(ak —apt1) = (@aj41—ajy2)+ Z(ak —apt1) = (aj41—agy2)+(ar—ajy1) = ar—ajio
k=I k=I
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