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Capitulo |

COMPLEMENTO MATEMATICO:
Geometria y Trigonometria.

|.1. INTRODUCCION

La Geometria es una herramienta necesaria en la forronlgcénalisis de los problemas que
nos interesan estudiar en este libro y en Fisica en general.

Para describir la velocidad y aceleracion de un cuerpoeusas el cambio de lugar con respecto
al tiempo. Este cambio lo expresaremos utilizando geomé#rtangente a la curva que nos da la
posicion del moévil en cada instante del viaje. Utilizaosias estrategias geométricas utilizadas
por Newton para formular sus leyes.

Comenzaremos con un repaso de la Geometria y Trigon@melevantes para este curso.

Este libro pretende ser autocontenido. Conviene consutitas referencias al estudiar algunos
de los temas de este capitulo. Esta es -en general- una raog practica.

1.2. GEOMETRIA PLANA

Es notable que con unos conocimientos elementales de géanset puede demostrar mucho
resultados de interés en las aplicaciones de mecanicasRocomenzamos repasando los teore-
mas basicos de geometria plana que utilizaremos maasraeel

En general, no demostraremos teoremas. Los ejemplos yogengropuestos presentan raciocin-
ios que resultaran (tiles posteriormente o fortaleceomapresion de la materia expuesta.
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El desarrollo no pretende reemplazar la logica ni la etiraale un buen libro de geometria. Es
nuestra via rapida e intuitiva.

Lo basico es un punto. Después una recta, que en geonmettiane ni grosor ni limites: se ex-
tiende hasta infinito. Lo siguiente, en nuestra aproxioraalos rectas que se cortan y dan origen
a un angulogq. Para distinguir entre los distintos angulos que se putmdeanar, clasificaremos los
angulos (ver 1.2) en agudos, opbtusos, rectos....

Figura I.1:Los elementosdsicos de geomét que ocuparemos en este @ao: un punto, una
recta, una recta y un punto externo. La interséccde dos rectas y la defin@i delangulo gen-
erado:a.

Un caso especial de este Gltimo ejemplo (Ver dibujo de laatex en Figura 1.1), es el de una
rectal’ trazada por un punto exterifoa otra rectd y tal que nunca se corta con ella. Aceptamos
gue existe una sola recta que cumple dicha condicion. Este axioma de Euclides que establece
que por un punt® fuera de una rect se puede trazar unay s6lo una rectajue no toca & en
ningln punto.

A menudo se requiere definir la naturaleza del angulo. Laem@aciones usadas aparecen en
la figura 1.2.

Dado un angulo, la siguiente construccion puede serrttazaparalela a una de las lineas orig-
inales.

Utilizando la Figura de la izquierda en 1.3, demostraremas lgs angulos\BC y BCD son
iguales. Si trasladamos paralelamente la régtaon regla y escuadra hasta alcanzayocurre
gue el angulos: (inferior en la figura de la izquierda) es iguaka su equivalente en la Figura de
la derecha. Por tanto, como ya demostramosuqee y, los dos angulos identificados con la letra
« en la figura de la izquierda son iguales.

Por otraparte, también se puede demostrar que si uno dedososy fuera mas pequefio (o mas

1.2. GEOMETRIA PLANA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Clases de angulos

Angulo Angulos

agudu obtuszo =

. Angulo
complementarios gyplementarios

Menor que  Enpe uno Sumtan 90°
;s Suman 180°
o AHgIo Xectn y dos rectos

Figura 1.2: Distintos tipos deaAngulos. Usamos los grados para cuantificar Ersgulos. En la
siguiente secéin definiremos esta medida angular.

X+y=Y+y & X=Y

Figura .3:Seanl; y L, dos rectas paralelas. Otra recta cualquiegdas corta en los puntoB
y C. La misma Figura se repite en la derecha.iAle aprecia quer + v = 180° = y + 7,
entoncest = y. Estosangulos son opuestos por etntice (tal comoa en la figura previa) y
hemos demostrado que so@idicos.

grande) que el otro, entonces las redtay L, se cortarian en algln punto y no serian paralelas.
Los angulosABC y BCD se denominan alternos internos.

Si cortamos este par de rectas paralelas mediante unaes8cadtritonces podemos verificar,
con compas y regla, que todos los angulos opuestos partites son iguales. Lo mismo ocurre
con los angulos de la misma naturaleza, definidos en la figorao/ SBL; = Z BCD. Esto se
extiende a todos los angulos ubicados en posiciones set@®j&n cada uno de ellos se puede
verificar la igualdad ideando un método que incluye tra@faparalela y rotaciones.

Por ejemplo, angulos de la misma naturaleza cuyos ladosespectivamente perpendiculares,
son iguales. Esto equivale a fisicamente rotar rigidaenelrangulo e®0° y trasladarlo hasta que
coincidan.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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[.2.1. Unidad angular: grados.

Las unidades angulares mas conocidas son: grados, désgyper(°), minutos(’) y segundos
(77).
Estas unidades s@exagesimalesada unidad contiene 60 subunidades: 1 grado contiene 60

minutos, 1 minuto contiene 60 segundos. Las medicionesdgtiml sondecimales1 metro con-
tiene 10 decimetros, un decimetro 10 centimetros,...

El sistema sexagesimal naci6 en Babilonia, donde se ufsanediciones astronbmicas que,
en ese tiempo, consistian en determinar las posicionesgdanetas y estrellas mas brillantes con
el objeto de establecer un calendario y predecir eclipses.

En toda definicion de unidades, existe un grado de arldttad. Los grados se definen como el
angulo que subtiende/360-ava parte de una circunferencia.

Las equivalencias son las siguientes:

360° = un giro completo alrededor de un circunferencia.
180° = 1/2 vuelta alrededor de un circunferencia.
90° = 1/4de vuelta alrededor de un circunferencia.
45° = 1/8 de vuelta alrededor de un circunferencia.
1° = 1/360 de vuelta alrededor de un circunferencia.
1° = 60/, sesenta minutos.
1" = 1/216,000 de vuelta alrededor de una circunferencia.
1”7 = 1/60 de un minuto.

1//

1/12,960,000 de vuelta alrededor de una circunferencia.

13
45
" 30 180 ‘\1

7

Figura |.4:En la Figura se visualizan diversé@hngulos:180°, 90°, 45°, y otros. Se define adés,
el sentido positivo y negativo de angulo.

[.2.2. Tales de Mileto

Ejemplo

1.2. GEOMETRIA PLANA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Demostrar que los triangulos formados por las reétag L,, que se cortan en un punég y
las dos rectas paralelas entre ellas y perpendiculatesse cumple que

AE _ ED (1)
AB BC
Solucion

Basta con probar que el area debBEC es igual al area dehABD.

o

D
/
E

=H

A

Figura I.5:Calculando elarea de los dos téngulos acotados por las paralelasfis¢éados en la
Figura, se demuestra la igualdad buscada.

Considere el area de los trianguldas” BD y el trianguloA EDC. Como se puede apreciar de
la figura (1.5), es lo que se requiere para demostrar que B&i@mgulosAABD y AAEC tiene
areas iguales.

El area del trianguld\ EBD esDE x BC/2. Sin embargo el area del trianguoEDC' es
tambiénBE x BC/2. Con esto se cumple lo buscado inicialmente. Como las deelas triangu-
los AAEC y AABD son iguales, se cumple que:

AE ED
AE xBC = ABxED, o0, = = —. (1.2)
AB  BC

Este es el teorema de Tales de Mileto para el caso de undfc@aregtangulo.

Demuestre que

AD A

AFE AB

Lb_ be (1.4)
AD AC

Universidad de Chile Departamento de Fisica



8 version de 5 de marzo de 2011

O

Utilizando estos métodos geométricos podemos muliipsegmentos. Si a cada segmento le
asociamos un largo, entonces tenemos una tabla de mutiptiizando geometria y la definicion
de longitud.

Ejemplo

Utilizando estas propiedades geométricas de los triasguaultiplique dos segmentos de longi-
tuday b, usando sb6lo geometria.

Con este ejemplo uno concreta la idea de asociar la rectasaimeros reales.

Solucion

Utilizaremos dos rectas perpendiculares, en lugar de queefoun angulo cualquiera. No hay
restriccion con esta eleccion. Lo hacemos porque noxiapaoca los sistemas de referencia que
utilizaremos mas adelante.

Considerando estas dos rectas perpendiculares, marcamgegmento (arbitrario) como la
definicion de largo unitario: 1, en el eje horizontal.
Marcamos el segmentoen el eje verticalEste es uno de los segmentos a multiplicar. Marcamos
el otro segmento a multiplican, en la horizontal. Por el extremo del segmeatodel largo uni-
tario 1, trazamos una recta y por el extremos del segméntma paralela a la recta anterior. Con
esto se obtiene el segmento definido canyaque, por el teorema de Tales representa el producto
de los segmentasy b, c =ab, como se indica en la Figura |.6.

¢, Qué sucede bi(por ejemplo) tiene un largo menor que la unidad?
¢, Qué sucede bise dibuja en la parte negativa del eje horizontal?

O

Podemos aprovechar este ejemplo y utilizar estas rectasmpdiculares como un sistema de
referencia. En este sistema podemos describir la ecudeitina recta.

Ejemplo

Extendiendo lo aprendido hasta ahora, encontrar la emude una recta en el plano.

1.2. GEOMETRIA PLANA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccion a la Mecanica 9

Figura 1.6:Usamos ejes perpendiculares para conectar estos resudteaiolos sistemas de refer-
encia que usaremosas adelante.

Solucion

Definimos los ejes coordenadds(denominada abcisa)¥ (denominada ordenada).

Usando el resultado anterior, tenemos una escala en caddeuns ejes: existe un segmento
gue representa la unidad y que al repetirlo, tenemos un agigdo. Incluye todos los nUmeros
reales puesto que podemos multiplicar segmentos de largaral) como vimos en el ejemplo
anterior.

La ecuacion de una recta es equivalente a encontrar urea gagladjudica a cada valor es-
cogido en el eje horizontal (abcisa) o eje X, un solo valorlesjeeY (ordenada). Este proceso
es lo que corresponde a una funcién, que convencionalrserdefine comg =f(x), dondef(x)
puede ser un polinomio o cualquier curva en un grajfies. z, comof(x) =a 2> — bx?, conay b
son constantesyes un niumero elegido al azar. Volveremos a las funcioneswdiar cinematica.

Primero trazamos una recta cualquiera por el origen y dibogados triangulos semejantes,
como se indica en la figura de la derecha (1.6). Escribimogriagorcionalidades asociadas a este
triangulo y obtenemos la ecuacion de una recta que pasd pogen:

a/b=z/y = y = (b/a)x.

La recta/’ que es paralela@a Copiamos los segmentas/ b adecuadamente a partir del punto
de interseccion dé€ con la horizontal, y tenemos la igualdad de tales de Mileto gue debemos
incluir el sdesplazamiento en la coordenada

y/(@ =) = (bfa) = y = (ba)z — (be)/a.

Corresponde a la ecuacion de una recta cualquiera congreeblia y que corta al eje x, en el
punto C. La forma convencional de escribir esta ecuacign-esz + n. Funciones es el tema del

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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proximo capitulo.

0
Ejercicio

Utilizando el Teorema de Tales de Mileto demuestre las aadds que se incluyen en la Figura
y que relacionan segmentos del triangd&BC. Lo mismo se puede repetir para la Figura de la
derecha, donde ocurre que:

AB AD
AC A
entre otras posibilidades.
Esta es la forma general del Teorema de Tales de Mileto.

(|

CP _ Ca
¢ CA -~ ©b

z'/
y S PA T TB
A i — B L
AP _ BQ
AC - BC

Figura 1.7: En el trianguloABC de la izquierda de la Figura, el segmerfdQ es paralelo a la
baseAB. Se pide obtener las proporcionesiatadas. A la derecha, las rectas paralelas, L -,

L 3, cortan a dos rectas concurrent&dy t y determinan segmentos proporcionales, por ejemplo:
AB/BC = A'B'/B'C'.

Las proporciones obtenidas tienen muchas aplicaciondsiea.fEl triangulo rectangulo de la
figura (1.5), se puede utilizar para generalizar el teorewlgtgner otras relaciones entre segmentos
gue aparecen en la figura de la derecha (1.7).

Podemos mostrar que si dos triangulos tienen sus tredaangorrespondientes iguales, estos
triangulos son semejantes o congruentes (iguales). @nigslos son todos iguales, no necesaria-
mente sus lados son iguales. Por ejemplo, los trianghthBC y APQC de la Figura I.7.

A continuacion utilizamos estos resultados para encoalganas propiedades de los triangulos.

1.2. GEOMETRIA PLANA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Ejemplo

a.- Demostrar que los angulos interiores de un trianguhces 180.
b.- Demostrar que la prolongacion de uno de los lados geeesl vértice de la interseccion con el
lado concurrente, un angulo igual a la suma de los dos asgpluestos al vértice de concurrencia.

Figura 1.8:

Solucion

a.- Si por el vérticeC trazamos una recla paralela a la baséd B, generamos dos angulos adi-
cionales. Recordando la definicion de angulos alterniesrins, podemos identificar los angulos
gue por ser de la misma naturaleza y estar entre dos rectdslparcortadas por una secante son
iguales. Los denominamae&y y /3. De la Figura se desprende ques S + v = 180°.

b.- Al prolongar el laddAC mas alla del vértic€ se forma una recta y un angulo de 180omo
la suma de los angulos internos de un triangulo plano syresisamente 180se obtiene que el
complemento de en la figura esv + (.

O

Con este resultado, podemos ser mas precisos al compar&iagulos. Por ejemplo, si dos
triangulos tienen un lado igual y sus angulos adyacembesgiie se ubican en cada uno de los
vértices de este lado) iguales, entonces los triangologgsiales.

Para demostrar esto, utilizamos el ejemplo recién resuetidemos probar que el angulo que
falta debe ser igual para ambos triangulos, puesto quenta sie los angulos interiores de todo
triangulo es 180 Entonces ambos triangulos son (al menos) semejantesnttedos sus angulos
iguales. Como tienen un lado igual, entonces la razon engdados es la unidad. Por tanto los
dos triangulos son iguales.

Ejercicio

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Dado un segmento y dos angulos cuya suma sea menor qtecb88truir un triagulo. Con-
vencerse que este triangulo es Unico.
Si nos dan un segmento, un angulo adyacente y el anguloequbica en el vértice opuesto al
segmento dado, ¢ podemos afirmar que el triangulo quediaéotiz determinado con estos datos?
En otras palabras: ¢ es Gnico?

Si los datos incluyen: dos lados con un vértice comun yngué comprendido: el triangulo
resultante ¢ es Gnico?.

0
Ejemplo
Demuestre que las diagonales de un paralelogramo se dimidia

Solucion

Por definicion en un paralelogramo sus lados opuestos s@teigyy paralelos. Por tanto los
triangulosAABE y ACED soniguales. Tienen un lado igual y sus dos angulos adyes&ntales
(son angulos alternos internos). Al ser iguales sus lagkyectivos son iguales y por tanto el punto
E dimidia la diagonal.

O

Figura I.9:En el paralelogramo se utilizan las relaciones entredogjulos correspondientes y al-
ternos internos de la misma naturaleza. Para el caso de lsedhiices, se construyen tresamigu-
los congruentes mediante las perpendiculares trazadagedges

Ejemplo
a.- Demostrar que las tres bisectrices de los angulosargerde un triangulo se cortan en un

1.2. GEOMETRIA PLANA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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solo punto.
b.- Demostrar que las tres alturas de un triangulo se certam solo punto.

c.- Demostrar que las tres simetrales (rectas que perpgadis a cada uno de los lados de un
triangulo y trazadas por el punto medio de los lados reposdtse cortan en un solo punto.

d.- Demostrar que las tres transversales de gravedadqmgataunen el vértice con el punto
medio del lado opuesto) de un triangulo se cortan en un soitop

Solucion de la parte a.-

Si trazamos dos bisectrices, necesariamente se cortanpmtoG (no pueden ser paralelas).

A partir de dicho puntd@s se traza una perpendicular a cada uno de los lados delut@rgon
esta construccion se forman dos pares de triangulos envéatice donde se trazo la bisectriz. En
cada par se verifica que tienen un lado coman, uno de lod@ngdyacentes a dicho lado (por
ser bisectriz) y como el angulo opuesto al lado comn e®¢leéd@los los angulos son iguales. De
este modo demostramos que cada par de triangulos es cotegrue

Como ocurre qu&P=GQ y en el vérticeC, se tienedGQ =GR,entoncessP =GR. Si unimos
el vérticeB con G, el par de triangulog\ BPG y ABGR son congruentes, por las mismas ra-
zones anteriores. Con esto hemos demostrad@ques la bisectriz del agulg correspondiente
al vérticeB y por tanto las tres bisectrices se cortan en un solo puntdep@minamos.

O
Ejemplo

Considere un angulo cualquiera inscrito en la circunfgee(su vértice esta en la circunferen-
cia). Demuestre que el angulo inscritees la mitad del angulo central(cuyo vértice esta en el
centro de la circunferencia) que subtiende el mismo arco.

Usando este resultado muestre que todo triangulo ragi@resta inscrito en una circunferencia
donde su hipotenusa coincide con un diametro de la circemée.

Solucion

Considere el angula simétrico con respecto al centro de la circunferenciauf@dgzquierda).
Si denominamos a la mitad del angulo del vértice, entonces el angulorakque subtiende el

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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A

Figura 1.10:En esta demostragn usamos dos propiedades de uanigulo: que es iBsceles y que
unangulo externo es igual a la suma de Brsgulos opuestos.

mismo arco e$ = 2 «, puesto que es el angulo externo del triangulo iséseel®B es -como
demostramos-, el doble del angulo de la base del triarigoszeles.

A la derecha aparece un caso mas general. Si trazamosmetdiadesde el véertick del angulo
a, se forma el angula. + ~ en el vértice. Con el raciocinio del parrafo anterioraeos que el
angulo centrales + 2+ = 2[ a + ~]. Si consideramos solo el angulo del vérticgel ABOA,

vemos que debemos restar el angitodel angulo central porque al angulo sumado en el vértice
al trazar el diametro. Lo que resta es la respuesta bugtad2 o.

O

e
&
&,
-
~ A

.
-
&

(b}

Figura I.11:

Ejemplo

Considere un triangulo isosceles cuyo angulo del etiene un valor d&6°, sus lados iguales
tienen una longitud unitaria y su base un laig@uyo valor desconocemos. Ver figura (1.11)

Con s0lo estos datos, encuentre el valor.dgin utilizar el valor dein 36° 0 cos 36° 0 cualquier

1.2. GEOMETRIA PLANA
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Solucion

A partir del vérticeA trazamos una bisectriz del angulo de la base. El angube tien con-
secuencia, 36 Como la suma de los angulos interiores de un triangulcasub80, entonces el
anguloZADB =72°. De modo que el triangul® ADB es isdsceles y semejante al triangulo prim-
itivo AABC, porque tienen un angulo comin (3§ ambos son isésceles. También el triangulo
AADC es isosceles, porque los anguliBAC = Z/ACD = 36. De este mod&€D =AD. Como el
trianguloABAD es isbsceles, entoncA® =xX.

Si hacemos coincidir los vértices con C de los triangulosAADB y AABC, respectivamente,
entonces por el Teorema de Tales tenemos que:

1
~ =2  perocomo DB=CB—-CD=1-CD =1 -z,
€T DB
obtenemos la ecuacion
1
ST = 22yr-1=0 z=[5-1/2
T 1 —=x

Consideramos solo la raiz positiva, puesto gukebe ser positivo. Con este resultado hemos re-
suelto el problema.

Podemos calcular las funciones trigonomeétricas del langéf y algunos de sus multiplos si
trazamos una perpendiculaB& desdeA. Dejamos este ejercicio propuesto.

O

Figura 1.12:

Ejemplo

Encuentre el valor del angutoen el triangulo de la figura (1.12). El triangulo es isdesd/AC|
= |CB|=1)y el valor del angulo en el vértideé es de80°. A partir del vérticeA se traza una
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recta que forma un angulo d€° con la base del triangulo. Lo mismo a partirBlgpero en con
un angulo de30°. A partir del punto de interseccion de estas dos reBtase traza una recta hasta
el verticeC.

NOTA: los angulos no estan dibujados con la medida exastassmano alzada. Por tanto no
debe guiarse por propiedades del dibujo sin verificarlatamaaente.

Solucion

Este es un problema dificil. Es la suma de varios problenmaglas que ya hemos planteado.
Por ejemplo, en nuestro enfoque, es preciso trazar una alttrabajar con las propiedades del
nuevo triangulo generado para determinar el valor delifang. Es posible que exista un camino
mas facil

Empezamos trazando la altura desde el védideasta la base del triangulo dado. (Note que
este paso abre la puerta a una forma de resolver este probemansefia que en geometria no
podemos quedarnos mirando la figura, es preciso descunstr&s trazando rectas...).

Por ser un triangulo isésceles, la altura se confunde adrisectriz en dicho vértice (y solo
en este veértice). En la interseccion (pu@pde la altura con el trazBP, se forma un triangulo
isbscelesA\AQB. Los angulos de la base, adyacentdd3a miden 30 de acuerdo a los datos del
problema.

Consideremos el triangulb AQC. El angulo/AQP =6, por ser igual a la suma de los angu-
los de la base del triangulb AQB. Prolongamos el tramBP hasta cortar el laddC. Se for-
ma el puntaD. Por el teorema de la suma de los angulos interiores deamgtrio (en este caso
AABD) tenemos que’BDA =100y por tanto/QDC =80, y ZCQD =6 (esto porque el angu-
lo /DCQ =4 por ser la bisectriz del angulo del vértice).

En el puntoP confluyen dos bisectrice&P y QP. AP es bisectriz del angula QAD. Como
las bisectrices de un triangulo se cortan en un punto, eas@P debe ser la bisectriz del angulo
/DCQ, por tanto el angula’DCP =2(’. Con esto conocemos el valor del angulBCB=60C, y
por la suma de los angulos interiores de un triangulostesda respuesta:; = 100°.

Note que una vez resuelto el problema descubrimos queaegtrio AAQD es semejante al
triangulo ACPB. Tienen tres angulos iguales. Quizas existe una manedlardestrar esta seme-
janza de triangulos desde un comienzo. No lo sabemos.

O

1Esta aproximacion fue propuesta por el alumno Mario Ahwariwlran.
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[.2.3. Otra unidad para medir un angulo: el Radian.

¢, Qué es un Radian?

Para responder esta pregunta realicemos la siguientecaper&€on un compas, dibuje varios
circulos de distinto radio en un papel. No olvide marcarentro. Para cada circunferencia corte
un trozo de hilo con un largo igual al radio de la circunferareorrespondiente. ¢ Cuantos de
trozos de hilo (y sus fracciones, aproximadas) se requieaes lograr completar el largo de la
circunferencia correspondiente?

A partir de esta comprobacion resulta natural definir uraradomo el angulo central que sub-
tiende un arco de longitud igual al radio. Es el mismo angal@ todas las circunferencias.

La definicion deradian es independiente del radio de la circunferencia.

La longitud de la circunferencia de un circulo unitario(2s - 1). De acuerdo a la definicion
anterior, el angulo central que subtiende dicho arcores@ianes.

Ejemplo

Considere una rueda sobre un plano. Marque un radio desdateb @l punto de contacto. De-
splace la rueda, sin resbalar, una distancia igual a su.rg@igal es el valor del angulo descrito en
dicho movimiento?

Por definicion es un radian, puesto que al no resbalar eincaracorrido es igual al arco que
subtiende el angulo central.
Note que la distancia que avanza el eje de la rueda depeni@deragio de su radio, no asi el angulo.

Si el eje (o centro de la circunferencia) avanza la mitadaldibr, puede verificar que el angulo
descrito es también la mitad de un radian.

Establecemos este resultado como una ley:

La longitud de un arco cualquiera de circunferencia es igbahgulo central,
medido en radianespor el radio de la circunferencia. Este resultado &l
para cualquier valor del arco, ya sea pdgue grande.

2Se requiere el mismo nimero de trozos de hilo y su correspotedraccion del largo.
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X4
Q

PQ=PQ

Figura 1.13:

Longitud del arco d€-) = [Angulo subtendido (en radianés) [Radio de Ia-)].

360° = 27 = 6,28318... radianes

La equivalencia con los grados es:

o

1 radian = 360 21 = 57,29°

aplicando esta conversion podemos obtener las siguisgitesones:

JE—
90° equivalen g /2) radianes, El dnguls O
o i i dida
45° equivalen g /4) radianes, e ]
30° equivalen g7 /6) radianes, . %
60° equivalen g /3) radianes. '/

Ejercicio.
1.- Exprese en radianes los angulosi#®) b) 30°, c) 22° 30'.
2.- Exprese en grados sexagésimales los angulastra}, b) 77/4, ¢) 0,3927 radianes.

3.- ¢ A cuantos radianes equivale un segundo? ¢ A cuamfosdiEs equivale un radian?
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4.- La manilla de una maquina da 35 vueltas por minuto sirbéansu rapidez. ¢ Cuanto tiempo
tarda en girar 5 radianes?

Nota: una medida de rotacibn en ingenieria es RPM, quessoiuciones (giros completos) por
minuto. Por ejemplo para que un auto viaje a 120 km/h, su ngitara 3000 RPM, aproximada-
mente.

|.3. TRIGONOMETRIA.

[.3.1. Funciones seno y coseno: definam geonétrica.

Utilizaremos un triangulos rectanguoOBA para definir las funciones trigopnométricas basicas:
seno, coseno y tangente.

Sen &

1 }T{m o
&
KLZCOS fod

Figura 1.14:Si el radio de la circunferencia es la unidad, el valor de seest dado por la
proyeccon del vectolOA sobre el eje vertical y el valor del coseno es la proyéonae este mismo
vector sobre el eje horizontal.

Seno y Coseno de uangulo

Enun triangulo rectanguleen o es larazon entre ehteto opuestal angulax y la hipotenusa.

Cosenadeq, (cos o) es larazon entre ehteto adyacenteal angulo y la hipotenusa del triangulo
rectangulo en la figura 1.14.

Al igual que los casos anteriores es conveniente refermididas a una circunferencia de radio
unitario. Como en este caso la hipotenusa es la unidad,@ldel coseno esta dado directamente
por la magnitud del cateto adyacente al angulo y el senogparaignitud del cateto opuesto. Las
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propiedades encontradas para este triangulo seratagatmbién para la familia de triangulos
semejantes a él.

Definicion AB
sena = b—! = |AB|, |OA| =1,
OB|‘ (15)
COS (X Em:‘03|, ‘OA|:1

A continuacion se incluyen algunos valores de estas faesigue debemascordar.

sen(0° =0, cos 0° =1,
sen90° =1, cos 90° =0,
send5° = 1/+/2, cos45° = 1/+/2,
sen30° =1/2, c0s 30° = /3/2,
sen 60° = /3/2, c0s 60° = 1/2,

Propiedades de estas funciones

1.— Como en un triangulo rectangulo se cumple gue v* = ¢2, y en el triangulo de la Figura
1.14,a = sena, b = cos a Y ¢ = 1, entonces

(sena)? + (cos a)? =1 (1.6)
paracualquier angulo a.
(Por convencibrisen a)? = sen®a.)

Esta igualdad se puede comprobar con la lista de valoresepaemo y el coseno que se in-
cluyé mas arriba.

2.— De la circunferencia de radio unitario se obtiene que,
sena = |AB| = |0C| (puesto qu&’'A|| OB),

al mismo tiempo, |OC| = % = cos(90 — «),

de acuerdo a la definicibn de coseno. De aqui tenemos:
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(1.7)

Figura 1.15:De la Figura se desprende quen(180 — «) = sen «, y cos (90 «) =sena.

Esta igualdad se puede verificar con los valores que apasgcénlista de funciones seno y
coseno incluidas anteriormente, usando geometria cenmaliea en la Figura 1.15.

3.— Otra propiedad que escribimos a continuacion, y quaaesimos mas adelante es

sen2a = 2 sen « cos a. (1.8)

Ejercicio
Usando la misma figura .15 demuestre:

sen(90 — a) = cosa, sen(180°) = O, cos (180°) = —1,

3
sen (270°) = —1,  cos(—30°) = g, sen(—30°) = —1/2.

Definicion
Larotacion de los punteros del reloj se de-

fine comoSENTIDO NEGATIVO . Ob- \
viamente elSENTIDO POSITIVO es el @
opuesto y se indica en la Figura. Este

definicion es compatible con la regla de
la mano derecha.

Ejemplo
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Desde un punt® de un lado de un triangulo equilatero de ladee trazan dos perpendiculares a
los lados. Los valoresy n son datos (valores conocidos). Encontrar el valor deldeeaiangulo

en funcion deany n. (Ver Figura).
Solucion:

Definox = AP,y = PB conz +y = a.

rcos60° =m
ycos60° =n
m/x = cos60° = 3
n/y =cos60° =3 Y = B

De las igualdades anteriores tenemos: 2m,y = 2n, de modo que = 2 (m + n).

El area de un triangulo els/2x basex altura =1/2 x a x h =1/2 x a x a\/3/2, porque
h = a x cos 30° = a+/3/2.

De esta forma, el area resulta ser
Area = V3 (m + n)%.

Se puede obtener el area en funcibnndlgy n usando semejanza entre triangulos. para ello es
necesario trazar la altura delABC desde el vértic€ y establecer la semejanza de este triangulo
con aquellos triangulos rectangulos con véertic@gRjercicio).

Suma y Resta de Funciones Trigono#gtricas

Repasemos algunas igualdades,
sen(180 — a) = sena  (como se puede demostrar a partir de la figura).

cos(180 — av) = — cos a.

Del triangulo de la Figura 1.16, después de un calculosa] se obtiene la igualdad siguiente:

sen(a + ) = sena cos 8 + cos a sen f3. (1.9)

Usando eNABC de la Figura 1.16, y comenzando por el segundo miembro deiéddgd anterior,
podemos demostrar esta identidad trigonomeétrica.

1

———||AD D BD D
T 5] 4D *1CD1+1BD] 0 CD]

cos asen 3+ cos B sena =
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A D B

Figura .16:TrianguloA ABC' usado para encontrar gedgtricamente el valor deen(a + ) en
funcion de la funddn seno y coseno de lasgulosa y 5.

pero, los dos productos que aparecen entre corchetes soasf@quivalentes de calcular el area
de este triangulo:

|AD|-|CD| = 2x éareadelA, ADC,
|BD|-|CD| = 2x areadel ABCD

Reemplazando este resultado en la expresion original
cos asen 3+ cos Bsena =2 x (areadel AABC)/ [|AC| e |BC|],

ahora recordando que el area del triangulo se puede iestibo

1
3 |AE| e |BC|, obtenemos

1
=2 3 |AE| e |BC|/|AC| e |BC| = AE/AC = sen(a + ).

Esta demostracion constituye un buen ejercicio paraipeadas definiciones de seno y coseno. El
resultado obtenido es usado con frecuencia.

Otra igualdad trigopnométrica tan usada como la anteritarge

cos(a+ ) = cos a cos f — sen o sen f3. (1.10)
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[.3.2. La Funcion tangente.

La tangentede un angulo es la razbn en-

tre el cateto opuesto al angulo y el adya- OB = 1 (radic unitaric)
cente en un triangulo rectangulo. ki N/ BDIOY. fonl )
D
AC  BD  sena N
tan o = = = .11 . Wnoa
OA OB cosa (11) o .

ol © A B
La funcion tangente, a diferencia de las \ jma

funciones seno y coseno, puede tomai ~
cualquier valor entrg-oco y —oc.

Algunos valores que aparecen frecuentemente se tabulariawarion:

tan (7/2) = +00,
tan 0 =0,
tan(—m/2) = —00,
tan(m/4) = tan 45° =1,
tan(m/3) = tan 60° =3,
tan(r/6) = tan 30° =1/V/3,
tan(—7/3) = tan —60° = —/3

Ejercicio

Utilizando la definicion de la tangente en funcion de senoseao, demuestre que

tan o + tan
= .o
tan(ar+ ) 1 —tan cvetan 3

O

Cada funcion trigonométrica posee una inversa. Esto @s@m al caso de los nUmeros reales:
por cada numero real distinto de cero, existe un inversoR, « # 0)

1 1
re—=1=—exqx.
X i
t t 1 t cotangente dev oA 1 (1.12)
[ ) = = - V- = — .
cotan an o s cotan g AC BD
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AC
sena e coseca =1, coseco = &g,
AC
cosaeseca =1, seco = &,
(1.13)
cosec o = cosecante de,
sec = secante dev.

0B = | [radie unitario)
lan{ o )= AC/OA = BD/OB

E - BD fuﬂ.f{ I'.'I'J
i D

¥ D

LT AT f (C| =
L " Evl- M
a
ol* ] *
0 A B
fMt-f.ﬂﬁ!f- con a

Figura 1.17:Resumen de las definiciones gé&bnicas de las funciones: cotangente, cosecante y
secante. La circunferencia tiene radio unitario.

[.3.3. Arcoy cuerda paraangulos pequéos.

La definicion geométrica de las funciones trigonomaésies la circunferencia de radio unitario.
Usando esta misma herramienta geométrica podemos extraeaproximacion muy til en los
desarrollos de problemas en fisica. Consiste en consiieraasos en que el angulases muy
pequeiio (siempre medido en radianes) de forma que podgmmsraar el arco de circunferencia
subtendido por el angule con la cuerda que une ambos extremos. Esta descripcégresicada
en la Figura 1.18.

A continuacion ponemos estas afirmaciones en ecuaciones.
IMPORTANTE

Las siguienteaproximacioneson usadas con mucha frecuencia en fisica.
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Figura 1.18:

Si o es muy pequeia( < 1), se cumple que:
sena~ a+ O0(a?)
cosa~ 1—2+0(a?)
(1.14)
tan o = sena/cosa~ a/(1 —a?) ~ a(l + a?)
~ a+O0(a?)

entonces, a primer orden en (es decir:despreciando todas las potencias geperiores a 1), se
cumple:
tan a >~ « ~ sen . O (1.15)

El anguloa debe ser medido en radianes para que estas aproxima-
ciones seanalidas.

.3.4. Teorema del seno

Usando sb6lo geometria podemos encontrar una relacib@ elnseno de un angulo interior de
un triangulo y la longitud del lado que lo enfrenta. Estac#lin es el teorema del seno.

hi =bsena hy =asenf

a b
et —
senao senf

hy =csenf8 ho =bsen~y

b c
e e
sen 3 sen -y
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[ | El grifico muestra el grado de acercamients entre el

GRAFICO SENy TAN O sen, |z tangente y alpha medido en radianes.
SENA A-RADIANES TAN A A-GRADOS
00100 0,01 0,0100 0,5729 seno y tangente
0,0200] 0,02 0,0200] | 1,1458
0,0300] 0,03 0,0300 17187
0,0400 0,04 0,0400 2.2916 00,6000
0,0500] 0,05 0,0500 2,8645 ;
0,0600] 0,06 0,0601 34374 /
0,0899] 0,07 0,0701 4,0103 0,5000

0,0798] 0,08 0,0802] 4 5832 ;
0,089 0,09 0,0902 5,1561 '
0,0898 0.1 0,1003 5,729 0.4000

0,1098] 0,11 0,1104 86,3018 i

0.1197] 012 0,1206 6.8748 S _
0,1296] 013 0,1307 7 A4TT 0,300 : —sena

0,1395] 0,14 0,1409 8,0206 g —tan
0,14%4] 0,15 0,1511] | 8,5935

0,1553] 0,16 01614 9,1664 /

01692 047 0,1717 9.7393 L2

0,1790] 0,18 0,1820 10,3122 oF

0,1883] 0,19 0,1323 10,8851

0,1987 0.2 0,2027] 11,458 01000

02085 021 0.2181 12,0308 £

0,2182] 0,22 0,2236 12,6038

0,2280] 023 02341 13,1767 0,0000 ; ’

02377 024 0,2447 13,7496 0 02 04 06
0,2474] 025 0,2853 14,3228 5

0,2571] 0,26 0,2680 14,8954

0.2667]  0.27 0,2788 15,4683

0,2764] 0,28 0,2876 16,0812

0,2880] 0,29 0,2984 16,6141

0,2855) 0.3 0,3093 17,187

0,3051] 0,31 0,3203] | 177599

0,3128] 0,32 0,3314 18,3328

Figura 1.19:Se grafica la fund@n tangente y seno paingulos pequ@os en radianes. Se puede
apreciar que para valores de hasta 0.2, aproximadamertadtas funciones coinciden. &hgu-

lo alpha en radianes no se grafica pero corresponde a una iatese confunde con las funciones
anteriores en la vecindad del origen.

De aqui se obtienel teorema del seno

“« _ b e (1.16)

sena  senf3  sen~y

[.3.5. Teorema del coseno

Aplicando el Teorema de Pitagoras a los triangulos queeapa en la misma Figura, se tiene
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h3 =b* — 22, h3 = c® —y?,
b2 —a? = — 2, y=a—umx,
expresando y en funcion de xb? = ¢ — a® + 2ax,

pero:x = bcos 7,

introduciendo este término en la Gltima igualdad, ohteo®

¢ =a*+b*—2ab cos 7. (1.17)
Ejercicio
Demostrar que
a’*= b +c*—2bccosa,
V= a’+c*—2accosf, (1.18)

2= a*+1V*—2abcosy.
Ejercicio

Descubra una regla nemotécnica que le permita recordérhaslas anteriores.
¢, Qué ocurre con el signo frente al término que contienes#mo de uno de los angulos cuando

éste es mayor que/ 2?
Ejemplo

a.- Encuentre, usando sblo geometria, la expresiongbaragulo doble sen(@) en funcion del
angulo original, por ejemplo sem)y constantes numeéricas.

b.- Encuentre, geométricamente una expresion gaf@«) en funcion desen « y constantes
numéricas. Usando el teorema de Pitagoras expresea) en funcion de potencias desa mas
constantes numeéricas.

c.- Muestre que los dos resultados anteriores se desprditdetamente de la expresion obteni-
da anteriormente para el seno y coseno de la suma de angulos.

Solucion
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2
Sent 2t

Cost

Figura 1.20:Expresbn para elangulo doble usando dlrea de los dos téingulos congruentes
generados en este réctgulo.

La estrategia es calcular el area del triangulo infergamndo los lados del rectangulo (constru-
ido a propo6sito)y calcular el area del triangulo supevidlizando la diagonal del rectangulo y la
altura. Como ambos triangulos son congruentes, las érpessson iguales y por tanto obtenemos
una ecuacion que contiene la expresion buscada.

El area del triangulo inferior esta escrita a la izquaeilleé del triangulo superior a la derecha:

1 1 sen 2«
— Sen & CosS @@ = —
2 2 2
de esta forma obtenemos
sen(2a) = 2 sen a cos . (1.19)

|.4. PROBLEMAS PROPUESTOS

1. a) Encuentre el valor de los angulasy g que miden el alejamiento angular del punto de
contacto de la correa y la circunferencia con respecto atecak

b) Calcule el largo de la cuerda que rodea a dos cuerdas @ fagli3 R /4 cuyos ejes estan
separados por una distandia

c) Calcule el area encerrada por los segmentos de la cuarddasentre los puntos en que
toca a las ruedas y la circunferencia de cada una de las ruedas
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2. Considere un rectangulbBC D donde el ladaBC' = 3 AB, y P, () son dos puntos sobre el
lado BC' que dividen el lado en tres partes iguales, es decir, déh¥de= PQ = QC. De-
muestre que, en este caso particular, ocurreque: g = ~.

Para ver que éste es un caso particular, desplace el Quatercandolo, por ejemplo,@. El
otro puntoP’ permanece fijo. En este caso, el angubumenta, pera y 5 permanecen iguales
y por tanto la igualdad no se cumple.

NOta: Utilice la expresion para la suma de angulos en lgaate:tan(a + 5).

B P Q C

3. Calcule larazon entre las areas de un circulo de ragidel triangulo equilatero de ladoque
lo contiene. Exprese el radi® en funcion dex.

A

4. a) Calcule el area del triangulbBO en funcion del angul@ AO By el radioR de la circun-
ferencia. Grafique (a mno alzada) el area de este triargufoncion dev. Por ejemplo,
calcule el area para = /4,
pi/2, 3mw/4, 7,...

a ' A B
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b) Encuentre el valor del angulo central del triangulosi€lesO AB, cuyo vértice es el
centro de la circunferencia y que tiene la misma area queocgbscircular cuyo angulo
central esy. Note que esto no es posible para valores arbitrarios dgllén. Para darse
cuenta de ello basta pensar el case .

c) Determine el maximo valor de (en radianes) para el cual el triangulo isdsceles descrit

existe.

5. &) Siun hexagono regulary un triangulo equilatero treelemismo perimetro, determine la
razbn entre sus areas.

~ ™.

—a— [ 5 |
a
b) Dado un circulo de radi®?, determine el area del hexagono regular circunscritoayes
del hexagono regular inscrito. Compare con el area dedardierencia.

c) Se atreve a calcular este mismo caso cuando el poliggntarginscrito y circunscrito)
tienenn = 12, 24, muchos lados...

6. Tres circulos de igual radi se colocan tangentes entre si como muestra la figura. €atul
area achurada que se forma en el centro.

7. Un caracol requiere movilizarse en el menor tiempo pesibkde el vértice 1 (inferior izquier-
do) hasta el véertice 2 (superior derecho) de la caja reatange la figura. Los lados de esta
caja son. > W > H. Como la rapidez (o lentitud) del caracol es constante, panamizar
su tiempo de viaje debe utilizar la trayectoria mas cortaeeestos dos puntos. Encuentre la

trayectoria que debe seguir el caracol.

8. Suponga que la Tierra es una esfera de régho [km] y que sobre el Ecuador se tiende una
cinta que la rodea. Suponga que alguien desea levantairgstde manera que una persona de

2 m de alto pueda pasar justo bajo ella en cualquier lugaraedor.

a) ¢En cuantos metros debe aumentarse el largo de la cinta?
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b) Muestre que en el caso de una circunferencia y un trianggicumple que el area extra
gue se afade es
Area adicional= P h + 7h?

dondeP es el perimetro de la figura. Este resultado es valido pealggier figura cbncava
cuyo contorno se extiende en un vator

c) Suponga que, producto de la buena comida consumida eestasfde fin de afio, debe
acomodar su cinturdn en el siguiente agujero. Calculeparsigie de tejido adiposo que
agregob a su cuerpo a la altura de su cinturon.

Indicacion: Para hacer este calculo puede modelar su cintura comarenaferencia de
perimetroP, dondeP es la longitud medida desde uno de los extremos de su am&urbd
la posicion en que abrochaba su cinturon antes de lasaBi¢dtede suponer que el ancho
del cinturon e$V y que la distancia entre los agujerosies

R ;
a g

9. Una esfera de radiB se coloca en el fondo de una cuneta caracterizada por logo&agy .
Suponiendo que la esfera no se despega del fondo, deteriminel@ecesario de agud para
sumergirla completamente. Verifique su resultado parasalea- 5.

10. Una barra muy delgada de lara@uelga del techo sostenida de sus extremos por sendos hilos
de largod. Los hilos caen perpendicularmente a la barra.
a) Calcule la alturd que se eleva la barra al hacerla girai9en.

b) Usando materiales a su alcance, compruebe experimemtigsu resultado. ¢ Qué condi-
cion debe cumplid para que esta operacion se pueda realizar?

(@) (b)

11. Se tiene el cuadradoeABCD de la figura junto con un triangulo equilatefdEF, ambos de
ladoa. Se traza la diagonal AF, calcule el area del triangh®DH.
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12. Un cilindro recostado de radi® y largo L contiene liquido hasta una altukecomo indica la
figura. Calcule la nueva altura del liquido cuando el cilinge coloca en posicion vertical.

13. Se tiene un conjunto decilindros de radiaR alineados sobre una superficie plana y tocandose
con sus vecinos. Los cilindros no pueden moverse. Utilmasuna cuerda inextensible de
largo L para colgar una masa de uno de sus extremos, mientras el otro esta conectado a una
superficie vertical en un punto de alt@A con respecto a la superficie horizontal, tal como lo
indica la figura.

Ahora suponga que usted instdfa— 1) cilindros idénticos sobre la base formada poros
cilindros, tal como se muestra en la figura. ¢ Cuanto subetrelneo de la cuerda que tiene la
masam con respecto a la situacion inicial?

Indicacion: Ud. puede resolver el problema como mas le acomode, pehairimos algunas
indicaciones que pueden ser (tiles:

1) No se incomode con el dato deo (n — 1) cilindros. En un comienzo sb6lo necesita
ver qué sucede con tres cilindros solamente: uno arribasyatlajo. Resuelva este caso
primero y después extienda este resultado al diéndros.

II) La cuerda no tiene espesor y va pegada a los cilindros eméampada por ellos.

1) El orden es como sigue: la cuerda llega horizontal y tareg@irprimer cilindro (el de mas
a la izquierda), después sigue el arco de ese cilindro lehgtanto de contacto con el
cilindro superior, desde alli se pega al superior hastgelente punto de contacto con el
inferior y asi sucesivamente.

IvV) Debe evaluar el arco de circunferencia en cada caso parardear el camino recorrido
por la cuerda.

Universidad de Chile Departamento de Fisica



