DESAFIOS 1

11 de enero de 2010

Guia 1: Vectores

Problema 26

Pruebe que si @ y ¥ son vectores ortogonales en el plano, entonces |7 + 7]2 = ]7 — 7|2

Demostracién

Sean U = (uy,uy) y ¥ = (v1,vs) dos vectores ortogonales en el plano. Esto es i - ¢ = 0. Por

definiciéon de producto punto se obtiene que:
U1V + Uy =0

0, equivalentemente

U1V1 = —U2V2 (1>

Calculemos ahora | + ¥ |%:
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\/ u1 + U1 (Uz + U2)2>
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= (\/ u? + 2ugvy + v3) + (u3 + 2ugvy + v%))

= (u? + 2uvy +v?) + (U2 + 2uvy + v3)
= uf + v} + ujy + 05
La tltima igualdad se tiene por la ortogonalidad de @ y ¥ (ecuacién 1).

De manera andloga, calculamos ahora |7 — 7|2

7 - TP = (“1 "
U9 (%)

Uy — V1

Ug — V2

(V= o+ (=)
= (Vo 2o+ 8+ (2 1))

(uf — 2uiv; + v?) + (u3 — 2ugvy + v3)

2 2 2 2
:u1+v1+UQ+U2

Entonces, hemos probado que bajo la condicién de ortogonalidad de dos vectores cualesquiera,

Wy U, se tiene que | W + V2 = |« — T



Problema 27

Probar usando vectores que el dngulo inscrito en una semicircunferencia es recto.
Indicacién: Sin pérdida de generalidad, considere un sistema de referencia con origen en el centro

de la semicircunferencia y con uno de los ejes coordenados sobre el didmetro.

Demostracién

Consideremos la semicircunferencia de radio r centrada en el origen O, donde el vector A§

constituye el didmetro de la circunferencia (ver Figura 1)

Figura 1: Problema 27

Consideremos un punto C' = (¢, ¢y) cualquiera de la semicircunferencia. Probaremos que el
angulo que forma el vector A(% con el vector B(% es un angulo recto. Lo anterior equivale a
demostrar que el producto punto entre aquellos vectores es nulo.

Primero notemos que:
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Dado esto, podemos escribir z@ y B? como sigue:

ac—z-a- """
Co
BO-7-1=("""
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Calculemos ahora el producto punto entre 1@ y @ :

/@-%: cr+r . c1—7

C2 C2

= (cl—l—r)(cl—r)qch
:c%+c§—7’2
=0

La ultima igualdad, se tiene usando la ecuacién (2).

Y entonces hemos demostrado la afirmacién del enunciado.



