ESCUELA DE VERANO 2009 - MATEMATICAS Il

Profesores: Raal Uribe, Pierre Paul Romagnoli, Leonardo Sanchez, José Zamora.

GUIA 4 2 : Funciones

PRACTICANDO LO BASICO...

Seleccién Maltiple. En los siguientes ejercicios determine cual es la alternativa correcta :
1. ;En cudles de los siguientes casos la recta y = mx+n es paralela y no coincidente con y = 3x+27.

aym=1/3;,n=0 dym=3;n=2
by m=1/3;n#0 e)m=3;,n#2
c)m=3;n=0

2. El grafico de y = x* +x3 intersecta al eje de las abcisas en:

a) Ningan punto d) 3 puntos
b) 1 punto e) 4 puntos
c¢) 2 puntos
3. jPara qué valor(es) de x las funciones f(x) =x? e g(x) = 2x— 1 toman el mismo valor?
a) 0 d) £1
b) 1 e) Para ningin x
c) —1

4. El conjunto de puntos (x,y) de IR? cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién [x — 1| =y es:
a) Una circunferencia
b) Una recta
¢) Un par de rectas perpendiculares
d) Un par de rectas
e) Un par de puntos
5. La funcidn inversa de f(x) =3x+35 es:

a) g(x) =2+5 d) g(x) = 3(5—x)
b) g(x)=35-5 e) g(x) = 1(x+5)
c) g(x) = 3(x—5)

6. Sean oy P las raices de f(x) = ax® + bx+c. Las raices de f(px), con p # 0, son:

a) po; pp d) p*o; p°B
b) p+o; p+p e) poi; —pp
c) & B

p'p

7. Bajo las mismas condiciones del ejercicio anterior j Cuales son las raices de f(x—a)?



a) o+a B+a d) a—
b) a—a; B—a e) a—o; o+
c)a—o; a—P

8. Se sabe que -9 es una solucién de mx? +25x —6m = 0, entonces, la otra solucién es:

a)

(O8]
Q.
~

2
3
3 e)%)

b) —
c)%
9. Si f(x)= ]x—i—l|yg() 1, entonces (fog)(x) =
a)lxﬂ5|x>0
b) x—1six>0; —5|x<0
c) = |x>()ox<—1 —Xsi—1<xyx<0
d)% six>—1; leIx<—1
e) x—1six>0;

Problemas de Desarrollo.

1. Sea f(x) =mx+n una recta. Encuentre m y n sabiendo que la recta pasa por los puntos (0,0)
y (—2,1). Grafique la recta.
2. Dados a,b en R, se define la funcién f, 5(x) = ax+b.
a) Pruebe que f15(fa0(x)) = fan(x)
b) Para a # 0, encuentre la funcién inversa de f,,
c) Para a # 0 encuentre p,q en R tal que f,5(fpq(x)) = fpa(x)
3. Sea la parabola dada por la relacién y(x) = x* +2x —8.
a) ¢En qué puntos corta al eje x?
b) ;En qué punto corta al eje y?
¢) iCuales son las coordenadas del punto minimo?
d) Dibujar la curva.
4. Consideremos la parabola P,;, de ecuacioén:

y(x) =x*+ (a+b)x+ab,
cona,bcR",a>b.
a) Bosqueje un grafico de P, indicando sus raices, vértice, dominio, recorrido e interseccién
con el eje OY.
b) A partir de lo anterior, encuentre la abscisa x* que proporciona el minimo valor y(x*) en la
parabola P,,. Indique cuanto es ese valor minimo.
¢) Encuentre a y b tal que los puntos (2,25) y (—1,4) pertenezcan a la parabola P,.

5. Encuentre los puntos donde la parabola y = x>+ 6x+9 y la recta y = —35 se intersectan.

6. Determine los puntos de interseccién de la recta ax+b con la parabola x*> +¢, para a, b, ¢ € R.
Analice su resultado para distintos valores de a, b, ¢ (jse intersectan?, jen cuantos puntos?,
etc).

7. & Pruebe que si 2 pardbolas tienen 3 puntos en comin, entonces son la misma parabola), es
decie, pruebe que dados 3 puntos del plano, hay una anica parabola que pasa por ellos.

8. Resolver las siguientes ecuaciones en x, expresando las soluciones en términos de a, m y n:

a) %(x_a)+ (2x+a) = 10
b) 7x* +4ax—3a* =0
c) m>+2x+n=0



1 1 1 _ 1
d) E+ﬁ+)_c_m+n+x

9. a) Factorice x> — 5x? 4+ 6x con términos lineales de la forma (x —a)).
Usando lo anterior determine para que valores de x la funcién f(x) = x(x—2)(x—3) es
positiva, negativa y nula.
b) Factorice 5x + 10x*> —20x — 40 con términos lineales. Resuelva la ecuacian 5x° + 10x> =
20x +40.
10. Si las soluciones de una cierta ecuacién de segundo grado son x; =2 y x, =3, jcudl es la
ecuacien? >Es Gnica?
11. Suponga que las raices x; y x> de mx® 4 4mx+ b = 0 satisfacen

x1:x2:1:3

Calcule m.
12. Si x1, x» son las soluciones de ax? +bx+c =0, calcule:

a) x; —xa d) x%xz —|—x1x%
by & +32 e) X} +x3

2 2 2 2
M5 f) xi+x
C) o + X 1 2
13. Demostrar que si las soluciones x, x> de la ecuacién ax? + bx+ ¢ = 0 satisfacen la siguiente
relacién
X1:xp=1:2

9ac
entonces b? = -

14. Encuentre los valores a y b que hacen que las ecuaciones ax’> +5x—6=0y 7x>* —bx—3 =0
tengan las mismas soluciones.
15. Sean f(x) =x*>+1y g(x) = x—5. Calcular:

a) (f+8)(2)

16. Para las siguientes figuras geométricas: cuadrado, circulo y triangulo equilatero, encuentre una
féormula que relacione el drea A de la figura en funcién de su perimetro P.

17. &
a) Sea f: IR — R\ {0} una funcién que satisface la relacién:
fx+y)=f(x)f(y) paratodo x,yen R.
1) Probar que f(0) = 1.
2) Deducir que f(—x) =
b) Sea g: R — R tal que: g(xy
1) Pruebe que g(1) =0
2) Pruebe que g(1) = —g(x)

&

&

(

~—

g(x)+g(y), para todo x,y en R.

EJJERCITANDO LOS CONCEPTOS DE DOMINIO E IMAGEN

1. Determinar el dominio de las siguientes funciones reales:

[—

2) ilx) = 2 ¢) i) =1~
b) f(x) = 6+ 2 d) fa(x) = 5=

T x2—x

= =




e) f5(x) =v16 —x2 g) filx)= x+1

24 x—12
f) folx) = 50

. Determine dominio e imagen de las siguientes funciones:

2) AlY) = ety d) falx) = S35
b) fa(x) =[x*| =2 e) fs(x)=1-1
c) f3(x) = 255 f) fo(x) = VA2 —5x+6

. Sean f(x)=v25—-x?y g(x) = 3)55_—9' hallar los dominios de las funciones definidas por:
a) f+g

b) fog

c) f/g

. Determine el dominio de las funciones fogy go f, para f y g dadas por:

a) fx) =v25-x?yg(x)=

) () V8x —x? yg()
) () Vx+5 yg()ZTL
. Sea f(x)=x+1.

a) ;Cual es el dominio de f(x)?
) Pruebe que f es decreciente en el intervalo (0,1) y creciente en (1,).
c¢) Pruebe que f(x) > 2 para todo x > 0.
) Muestre que f es impar para todo x en el dominio, y deduzca que f(x) < —2 para todo
x<0.

PRACTICANDO LA REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

. Grafique las siguientes funciones, para ayudarse utilice las técnicas vistas en clases (traslaciones,
escalamientos, etc)

a) 1l)y=x 4) y=-3x+2
2) y=3x 5) y=|—3x+2]|
3) y=3x+2
b) 1)y=x 4) y=2((x~4)%)+3
2) y=2x2 5) y=(2x)>+3
3) y=2x2+3
c) 1) y=L 4) y=|lx+2| -3
2) y=|x+2] 5) y=|x+2|-3|+2
3) y=|x+2|-3
d) 1) y=x? 3) y=a(x—h)?
2) y=ax? 4) y=a(x—h)>+b
) 1) y=VH 8 y=|VEl-3
2) y= /2 5) v = |/ 3] -3
3) y=+/|2x| -3



f) 1) y=[x] (Cajon superior) 5) y= |[%x] — 1
2) y=[3] 6) y=1[31] —1]+4
3) y=1[24 7) y=[x+1]
4)y:[%x]—1 8) y=[2x—2]

g Vy=q V=gt
2) y==32 5))’:‘;?334'3|
3)y=x_T33 6)y:|‘x‘133+3’

2. Sea f: R — IR dada por f(x) = —x*>+6x—5. Se pide graficar las siguientes funciones:

a) f(x) d) |/ (x)|
b) min{f(x),4} e) [f(Ix])]
c) f(Ix])

3. & Se tiene la funcién:
l|[x+5]—=5]—-1 x<1
glx) = 2x—2 1<x<3
—2(x—3)2+4 x>3

Grafique g(x), g(|x]), [g(x)| y [g(lx])].
4. La temperatura medida en grados Fahrenheit (F) y en grados Celsius (C) satisfacen la ecuacion:

5
C=_(F-32
~(F-32)

a) Dibujar el grafico de dicha ecuacién en un sistema de ejes F y C.
b) Determinar la temperatura que medida en ambas escalas es la misma.
¢) ¢ Qué temperatura en F corresponde a 2 veces la temperatura C?7

5. & Considere las siguientes funciones:

flx) = 2% —4x+1
Z4+6x+9 x< =2

glx) = > —2<x<0
[]x—5]—35| x>0

a) Aplicando traslaciones y escalamientos de la funcién y = x? obtenga el grafico de f(x).
Grafique cada uno de los pasos por separado.
b) Grafique g(x) indicando los puntos de interseccién con los ejes y recorrido.
6. Se define la funcién escal6n por:
u(x):{ 1 sz: x>0
0 si x<O0

a) Grafique las siguientes funciones:

i) u(x)

ii) u(—x)

iii) u(x—2) (;Cémo es el grafico de u(x—a), con a >07)
iv) u(x+3) (;Cémo es el grafico de u(x+a), con a > 07)
v) 3u(x)

vi) u(x—4)+u(2—x)



b) Sean

2 .
X si x>77
f(")_{ 0 si x<7
1 si x<O0

gx)=< 2x+1 si 0<x<5
x+6 si x>5

\/W si x < —64
h(x) = T sio —64<x<64
x—22 si x>64
Escriba, usando la funcién escalén u(x), las funciones g y h; por ejemplo f se escribe
f(x) = x*-u(x—17). Grafique las funciones f, g, h.
7. a) Construya la funcién f(x) =x?+2x+3 a partir de traslaciones de x.
b) Grafique cada uno de los pasos por separado (indicando en el dltimo grafico cortes con los
ejes y vértice)
c¢) Encuentre recta que intersecta a f so6lo en el punto (0,3). HINT: Iguale ecuaciones de

recta y parabola.
8. Considere la funcién f: R — IR dada por: f(x) = (x—2)(x+3). Esboce el grafico de:

REFORZANDO LAS IDEAS DE BIYECTIVIDAD, FUNCIONES INVERSAS

1. Consideremos las funciones f(x) =7x—3y g(x) =2x—09:
a) Hallar fog(x).
b) Encuentre (fog) '(x).
c) Determine f~!(x), g7 (x).
d) Calcule g='o f~1(x). jLe parece conocido?.
2. Restringir el dominio de la funcién f(x) = Vx2—4 a un intervalo donde f sea creciente y
determinar su inversa.
3. Restringir el dominio de f(x) =2(x—4)? a un intervalo donde f sea decreciente y determinar
.
4. Encuentre la inversa de las siguientes funciones, y explicite el dominio tanto de la funcién como
de su inversa, de manera que estas estén bien definidas:

a) 2x+3 d) "1;05
b) x* —x+1 ¢) B2l
x+1

¢) Vxr—6 £) /Ix—6|

5. Sea f:]—1,1[— R definida por f(x) = |§|J;11 para todo x € R.

a) Pruebe que f no es inyectiva.
b) Sea g:[0,1[— IR definida por g(x) = f(x) para todo x € IR. Demuestre que g es inyectiva.
¢) Restringa la imagen de g para obtener una funcién biyectiva. Calcule su inversa.

6. Sea f: IR — R tal que Vx€ IR: f(f(x)) =x— 1. Probar que f es biyectiva.



7. & Sea

2 .
| x*4a si. x>0
f(x)—{ x+b si x<0

donde a, b € R.

Demuestre que:

a) f inyectiva SSla <b

b) f epiyectiva SSla > b

c¢) Para el caso en que f es biyectiva, encuentre la inversa.

PROBLEMAS (GENERALES

[

. & Denotemos por Z el conjunto de nimeros enteros. Sea f:Z — Z tal que Vmn € Z: [f(m+
n) = f(m)+ f(n)]. Pruebe que:
a) £(0)=0.
b) f(—m)= —f(m) para todo m € Z.
c) f esinyectivassiVm e Z: [f(m) =0< m=0].
2. & Sea f: R — IR diferente de la funcion nula, tal que

Ve, y €R: ([f(x+y) = f() + fOWIAL () = fFx)f)])-

a) Probar que f(0) =0y que f(1)=1.
b) Calcular f(x) paratodoxe N, xeZy x€ Q.
c¢) Probar que si x > 0, entonces f(x) > 0. Deducir que f es creciente.
3. Considere la funcién constante f: A — B tal que f(a) = b € B para todo a € A. Muestre que:
a) f sera sobreyectiva ssi B = {b}.
b) f sera biyectiva ssi A y B tienen sélo un elemento.
4. Supongamos que f : A — B es una funcién entre dos conjuntos finitos, donde A tiene n elementos
y B tiene m elementos.
a) Verifique que para que f sea sobreyectiva es necesario pero no suficiente que n > m.
b) Verifique que para que f sea inyectiva es necesario pero no suficiente que n < m.
5. Demostrar que la operacion composicién de funciones es asociativa pero no es conmutativa, es
decir:
Dadas f:A— B, g:B— Cy h:C — D tres funciones arbitrarias. Pruebe que se tiene
a) Asociatividad: ho(gof) = (hog)of.
b) No hay conmutatividad: existen f,g tales que gof # fog.
6. Probar que si f:A — By g: B — C son dos funciones biyectivas, entonces go f es biyectiva y
(gof)~'=flog™".
7. Sean f:A — By g:B— C funciones. Demostrar que:
a) Si fy g son inyectivas, entonces go f es inyectiva.
b) Si fy g son sobreyectivas, entonces go f es sobreyectiva.
c) Si go f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.
d) Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva.
8. Sean f: A — B una funcién. Entonces
a) f es inyectiva ssi para todo conjunto no vacio C, y para todo par de funciones g, f : C — A,
se tiene que fog=foh=g=nh.
b) f es sobreyectiva ssi para todo conjunto no vacio C, y para todo par de funciones g, f:
B —C, se tiene que gof =hof=g=h.



PROBLEMAS DE APLICACION DE LAS FUNCIONES A LA VIDA DIARIA

1. El puntaje de una prueba de 30 items se calcula asignando 3 puntos por respuesta correcta,
restando 1 punto por cada respuesta incorrecta, mas 10 puntos de base. Hallar la funcién P(x)
que representa el puntaje para alguien que responde toda la prueba y tiene x itemes correctos.

2. En un lago se introdujeron 500 ejemplares de una especie de pez y se sabe que al cabo de ¢
meses la poblacién de peces esta dada por

1500
P 14+2%1075

a) Indicar si la poblacién de peces esta creciendo o se esta extinguiendo. Justifique.

b) ;Cual es la poblacién al cabo de 5 meses?.

c¢) Determinar la funcién que permite calcular el tiempo ¢ en meses para que la poblacién
alcance un nimero dado de peces y determinar en cuantos meses la poblacién sera de 2000
peces.
Indicacién: Utilice log.

3. La temperatura T (medida en °C) de un objeto esta dada, como funcién de cada instante de
tiempo ¢ (medido en horas), por

T =21%2"9% 115

a) La temperatura, jesta aumentando o disminuyendo?

b) ;Cual es la variacién de temperatura desde el instannte inicial y 30 minutos después?.

c) Determinar la funcién que permite calcular el tiempo transcurrido desde el instante inicial
para que la temperatura cambie en una cantidad conocida en °C, y calcule el tiempo que
debe transcurrir (desde el inicial) para que la temperatura baje en 9°C.

Indicacioén: Utilice log,.
4. El estiramiento x que experimenta un resorte al verse sometido por una fuerza F sigue la
siguiente ley lineal:

F =kx ley de Hooke

donde k es una constante que depende de la dureza de cada resorte. Supongamos que tenemos
dos resortes con distita dureza. A uno se le aplica una fuerza y se estira una cantidad a. Al otro
se le aplica la misma fuerza y se estira una cantidad 2a. Ahora bien, si al primero se le aplica
una fuerza F y se estira una cierta cantidad. ;Qué fuerza hay que aplicarle al segundo resorte
(en términos de F) para que éste se estire la misma cantidad?.

5. El grupo de masica étnica Los Chamanes ha dado dos conciertos en Chile. En el primero, el
precio de la entrada fue de x =4 $ US vy asistieron y = 160 espectadores. En el segundo, el
precio fue de x = 15 $ US y asistieron y = 50 espectadores.

La recaudacion R de un concierto cuya entrada vale x $ US y asisten y espectadores esta dada
por R = xy. De este modo, en el primer concierto, R=640 $ US y en el segundo R =750 $ US.
El grupo Los Chamanes quiere dar un tercer concierto, para lo cual le pide ayuda a usted con
el fin de determinar el precio x* que le permite obtener la recaudaciéon maxima.
Para ello siga los siguientes pasos:
a) Sabiendo que la asistencia y es una funcién lineal de x, es decir, y(x) = mx+ b, encuentre
my b. Grafique y(x).
b) Usando la parte anterior, verifique que la recaudacién R en funcién del precio x esta dada
por:
R(x) = 200x — 10x?
¢) Grafique la parabola R(x) indicando sus raices y vértice.



d) De la parte anterior deduzca el precio x* que proporciona la recaudacién maxima. ; Cual es
la maximas recaudacion?. j Cuantos espectadores asistirian a este precio?

. El protector de pantalla de su computador es un circulo que se amplia con el tiempo. El circulo

comienza como un punto en el centro de la pantalla y se expande hacia fuera, cambiando de

colores mientras que crece. Con 21 pulgadas de pantalla, usted tiene un area de visién de radio

10 pulgadas (medido desde el centro diagonalmente hasta una esquina). El circulo alcanza las

esquinas en cuatro segundos. Exprese el area del circulo (descontando las regiones cortadas por

los bordes del area de vision) en funcién del tiempo ¢ en segundos.

. Un rectangulo tiene su base en el eje OX y sus dos cimas superiores en el grafico de y =9 —x?.

Si la cima superior-derecha tiene coordenadas (x,y), exprese el area del rectangulo en funcion

de x.

. Un triangulo rectangulo tiene sus vértices en el origen y en los puntos (0,y) y (x,0) (con

y positivo). Si la hipotenusa del triangulo pasa a través del punto (3,5), exprese el area del

triangulo en funcién de x.

. Una pista atletica tiene la forma de una regién rectangular con regiones semicirculares en cada

extremo. Si el perimetro de la pista es 400 metros, exprese el area del campo encerrado en

funcién del radio de los semicirculos.



