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Sean

SRR , g:R—{2} - R
1

r flr) =22 -4z +38 , i g(r) = ——
x

y la funcién escalonada unitaria U : R — R tal que,

U(w)z{ 1 si,z>0

0 si, z<0
i) Grafique la funcién f y explique sus pasos.
ii) Determine (f o U)(x) y grafique.

iii) Determine (f o g)(x) reduciendo al méximo la expresién de (f o g)(x).

Solucion:

= PRIMERA ETAPA: Escritura Apropiada de la funcién a graficar:

La funcién original no es facil de graficar, por lo que se busca una manera maés sencilla de
escribirla mediante completaciéon de cuadrados:

flx)=2® —4x+8= (2> —da+4)+4=(x—-2)2+4

= SEGUNDA ETAPA: Graficar por partes:

Como la funcién posee tralaciones en el argumento, y desplazamiento en el eje vertical,
haremos un grafico por cada accién sobre la funcién original que sabemos graficar: g(x) = =
En este caso, son tres acciones.
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a) Partimos con la funcién original.

20%fx)
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Figura 1: f(z) = 22

b) Desplazamos el argumento en 2 hacia la derecha.
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Figura 2: f(z) = (z — 2)?

¢) Por tultimo desplazamos verticalmente la funcién en 4.
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Figura 3: f(z) = (x —2)2 +4



ii) Para encontrar f o U primero hay que analizar el dominio y recorrido de esta funcién. Después para
escribir su forma explicita, basta con aplicar la definicién de composicién de funciones.

Notemos que Dom(U) =R, Im({U)=0U1l; Dom(f)=Ry Im(f)=[4,+0).

Dado lo anterior, es vélida la composicién, puesto que Im(U) C Dom(f).

Con esto:

Dom(foU)=Dom(U) =R, Im(foU) = f(Im(U)) = f(0,1). y asf podemos escribir: foU : R —
f(0), £(1)

Por otro lado, Vz € R :

(rov)@) = ) ={ 1) 373"
Pero

f)=(1>-4-(1)+8) =1-4+8=5

f(0)=(0*-4-(0)+8)=0-0+8=38
Asi,

5 six>=0

(foU)(l‘):f(U(x)):{ 8 siz<0

A continuacion se presenta el grafico.

~foUlx)

Figura 4: foU



iii) Hacemos lo mismo que en ii),

Notamos que Dom(g) = R\ {2} ,

Im(g) =R\ {0} ; Dom(f) =Ry Im(f)=[4,+00).

Dado lo anterior,solo es vélida la composicién en: I'm(g) N Dom(f) = R.

Con esto:

Dom(fog) = Dom(g) = R\{2}, Im(fog) = f(R\{0}), y asi podemos escribir: fog: R\{2} — [4,+00)\{8}

Ademas,

Ve e R—{2}:

(fog)lx) =

[(@—2)2

<x2>+8}

_1—4-(33—2)—1—8-(33—2)2]

(x—2)?

_1—4x—|—8+8-(x2—4x—|—4)]

(r —2)?

_1—4x—|—8+8~(x2—4x—|—4)]

(r —2)?

'8z2(4+32)-x+(1+8+32)]

(- 2)?

(822 — 36 + 41
| 2?2 —4dx+4



Dada la funcién

f:ACR — BCR
T —  flzr)=+vax?2 -9

i) Determine el méximo conjunto A donde f es funcién y el conjunto B de modo que f sea biyectiva.

ii) Determine la funcién inversa de f.

iii) Grafique ambas funciones.

Solucion:

i)

e Eleccién de A: Primero calculemos el dominio de f.

Para que la funcién esté bien definida el argumento de la raiz debe ser positivo o cero, en
otras palabras se debe cumplir:

2 -9>02°>9 |z >3

Luego,

dom(f) = {zeR : |z[>3}
= {zeR:2<-3Vv3<a}
= (—o00,-3]U[3,400)

Debemos elegir A de manera de que f sea una funcién inyectiva.

Notemos que, para = € dom(f), f(z) = f(—x), luego la funcién no es inyectiva en dom(f).
Por otro lado, consideremos A = [3, +00)?.

En A, f es un funcién estrictamente creciente, pues si > y , entonces es claro que f(z) >
f(y). Con esto podemos decir que, en A, la funcién f es inyectiva.

Eleccion de B: Para que f sea epiyectiva debemos considerar en B todos los elementos y
que tengan alguna preimagen x € A, es decir, queremos que y € B 3z € A 0 f(x)=y.
Para saber cudles son elementos de B debemos resolver la ecuacién f(z) =y, en la variable
x. Los elementos de B serdn todos los y tales que la ecuacion tiene una solucién x € A.
Como la ecuacién es f(z) = y < Va2 —9 = y, para ningin y < 0 existe solucién, luego
descartamos que B posea elementos negativos. Ahora para y > 0 podemos despejar:

f@)=y & Va*-9=y
& 2P -9=4°
s 22=9y*+9
Es decir, = /92 + 9, que est4 bien definido V y > 0, pues y? + 9 > 0 (o sea la raiz no se
indefine!!).
Pero como queremos = € A, descartamos la solucién negativa.

Hemos probado que, V y > 0 existe € A tal que y = f(z)
Resumen, para que f sea epiyectiva se debe tener que B ={z € R : z >0} = [0, +00)

e Conclusion: Los conjuntos A y B més grandes que permiten que f sea biyectiva son A =

[3,+00) y B = [0, +00)2.

ITambién podriamos haber definido A = (—oo, —3]. En este caso los razonamientos son andlogos
2También se pueden escoger A = (—oo0, —3] y B = [0, +00).



ii) Para encontrar la férmula para f~!(x), una opcién es seguir los siguientes pasos:

e Paso 1: Escriba la ecuacién y = f(x)
e Paso 2: Encuentre = en funcién de y.
e Paso 3: Reemplace x por f~1(x) e y por z.

Notar que la ecuacién y = f(z) la resolvimos en la parte anterior, luego ya sabemos que:

r=+y*+9

Asi, la férmula para la inversa queda:

i) = VA

iii) Los gréficos se muestran a continuacién:

Figura 5: Gréfico de f(x) = va2 -9



Figura 6: Gréfico de f~!(z) = Va2 +9



Considere las funciones f y g definidas por:

fAR—>R , g:R—R
3 —-37" 3" 437"

x»—»f(z):T , x+— g(x) 3

i) Haga un estudio para determinar si alguna de las funciones (f y ¢ ) es par o impar .

Nota: Recuerde que una funcién es par si f(—z) = f(z); y que es impar si f(—z) = —f(x),
con z en el dominio de f.

ii) Encuentre la inversa de f y justifique porqué f~! estd bien definida.

Indicacion: Le podria ser tutil definir la variable auxiliar z = 37.

iii) Demuestre que Vz € R,

(9(@)* = (f())* =1

Solucion:

i) De la nota sale que nuestro interés estd en analizar f(—z) y compararlo con f(x),
(lo mismo con g(z) y g(—x)), entonces:

= Paridad de f(-):

Luego por definicién, f() es impar.

= Paridad de g(-):

Nuevamente, por definicién, g(-) es par.



ii) Para encontrar la inversa de f(-), existe un metédo estdndar:

a) Se iguala la variable auxiliar y con f(x).

b) Se despeja z en funcién de y mediante algebra, obteniendo una funcién h
z = h(y)

¢) La funcién inversa f~!(-) estd descrita por la ecuacién:

Aplicando lo anterior, queda:

3% -3 1
y=f(x) < y=—5 & 2y=3"-3"=3"- —

Con ayuda de la variable auxiliar z = 3* reemplzamos en (1):

Qyz=22-1 &
0=12%-2yz—1

Notar que las igualdades (2) y (3) estdn bien definidas, pues z # 0.
Finalmente obtenemos de la igualdad (5) una ecuacién cuadrética que resolvemos sobre z.

L2y AP —A(-D)(A) | 2y /Ay2+4
B 2 o 2
2y + /4(y? + 1) _@iQ\/y2+l

2 T2 2
yt/y?2+1

Ahora reemplazamos la variable auxiliar z en (6):

F=ytVy’+leexplzlnld)=y++y2+1

= zIn3 =In(y + /y2 + 1) expresién que solo tiene sentido cuando y + v/y2 +1 > 0.

éx:h(y)*—ln yEVy2+1

Luego, por el desarrollo anterior (ecuaciones (7) y (8)), el tinico problema de indefinicién de f~!, serfa

que el argumento de In(-) sea negativo. Esto es, que y + 1/y? + 1 < 0.



Pero notando que,
Yy € R:y? +1 > 52, se tiene que /42 + 1 > |y

VyeR:0>y—+vy?2+1

deducimos que :

Por lo tanto, descartamos la solucién zo =y — 1/9y2 + 1 y nos quedamos con z; =y + /92 + 1

De esta forma encontramos la funcién inversa de f, dada por:

) = ﬁ In(y+vy?>+1)

iii) Para demostrar la igualdad, basta con reemplazar las funciones f(-) y g(-) y calcular:
Sea x € R,cualquiera

3°4+37\7 /37 —37\?
@ - gy = (S5) - (55)
= % [(3x)2 +92. (3I) . (37:70) + (3790)2] _ i [(3a:)2 _9. (39:) . (37:75) + (3795)2]
= % (3% +2-1437%) — (3" =214 37%")]
= i [(32w _ 321) + (3—2w o 3—21) +2- (_2)]
:i[o+o+(2+2)]
4
4
=1
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