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Introduccién al Algebra 08-1

[ SEMANA 1: LOGICA

1. Légica

La logica le proporciona a las matemadticas un lenguaje claro y un método preciso para
demostrar teoremas a partir de axiomas. Por ejemplo:

axiomas de Euclides, definiciones, nociones primarias de geometria clasica
+
l6gica

teoremas de la geometria euclidiana

Un ejemplo de nocién primaria es la de punto. Un ejemplo de axioma es el que dice que por
un punto ubicado fuera de una recta L pasa una y solo una recta paralela a L.

Sin la logica los axiomas serfan un montén de verdades aceptadas, pero nada més. La
légica, sin embargo, les da sentido y permite concluir nueva verdades (teoremas) que antes no
conociamos. Un ejemplo de teorema: la suma de los angulos interiores de cualquier tridngulo
siempre es de 180°.

Al ser la logica el punto de partida de las matematicas, en ella se deben introducir nociones
primarias tales como proposicién, valor de verdad, conectivo légico.

1.1. Proposiciones y valor de verdad

Definicién 1.1 (Proposicién légica). Una proposicion debe interpretarse como un enun-
ciado que siempre toma uno de los valores de verdad posibles: verdadero (V') o falso (F).

Por ejemplo, en el contexto de la aritmética, “2+1=5" corresponde efectivamente a una
proposicién. Més atn, su valor de verdad es F.
Tipicamente notaremos a las proposiciones con letras mintsculas: p, g, r, etc.

Algunos ejemplos:

)

= “Estoy estudiando ingenieria”.
- “1> 077'

= “BEsta lloviendo en Valdivia”.

1.2. Conectivos légicos

Los conectivos légicos sirven para construir nuevas proposiciones a partir de proposiciones
ya conocidas. El valor de verdad de la nueva proposicién dependera del valor de verdad
de las proposiciones que la forman. Esta dependencia se explicita a través de una tabla de
verdad.
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Definicién 1.2 (Negacién). La proposicion D se lee “no p” y es aquella cuyo valor de
verdad es siempre distinto al de p. Por ejemplo, la negacion de “mi hermano ya cumplio
quince anos” es “mi hermano aun no cumple quince anos”. FEsto se explicita a través de la
stguiente tabla de verdad.

p
|4
F

< ==

Definicién 1.3 (O légico o disyuncién). La proposicion pVq se lee “p o q¢”. Decimos que
pVq es verdad, o que “se tiene pVq”, cuando al menos una de las dos proposiciones, o bien p
o bien q, es verdadera. Por ejemplo, la proposicion “marniana lloverd o manana no lloverd” es
verdadera. En otras palabras, tal como se aprecia en la siguiente tabla de verdad, st alguien
afirma que se tiene pV q lo que nos estd diciendo es que nunca son simultdineamente falsas.

Definicién 1.4 (Y légico o conjuncién). La proposicién p A q se lee “p y q”. Tal como
se aprecia en la siguiente tabla de verdad, si alguien afirma que se tiene p A q, lo que nos
estd diciendo es que ambas proposiciones son verdaderas.

Definicién 1.5 (Implicancia). Todos estaremos de acuerdo en considerar verdadera la
proposicion “si el senor K estd en California entonces el senor K estd en Estados Unidos”.
sPor qué?

Porque a uno no le importa donde estd el senor K: podria estar en Texas o en China. Lo
unico importante es que, si efectivamente “estd en Californa”, entonces podemos concluir,
con esa sola informacion, que “estd en Estados Unidos”.

La proposicion p = q se lee “p implica q” o “si p entonces q”. Para estudiar su valor de
verdad nos debemos concentrar en el caso de que la hipdtesis p sea verdadera. Ahi tenemos
que determinar si basta con esa informacion para concluir que q es verdadera. En resu-
men: st alguien afirma que se tiene p = q, debemos concluir que si p es verdad entonces
necesariamente q serd verdad. Todo esto se explicita a través de la siguiente tabla.

plalr=yq
VIiV] Vv
VIF| F
FlV] Vv
F|F| VvV



Definicién 1.6 (Equivalencia). Decimos que la proposicion p es equivalente con la pro-
posicion q (o que “p si y sdlo si q7), y escribimos p <= q, cuando basta con conocer el
valor de verdad de una para saber el valor de verdad de la otra ya que éste siempre es el
mismo.

Por ejemplo “el paralelégramo dibujado en la pared tiene todos sus angulos iguales” es equi-
valente con la proposicion “las diagonales del paralelégramo dibujado en la pared miden lo
mismo”. O bien ambas son verdaderas o bien ambas son falsas.

plalp =g
VIV %
V| F F
F|lV F
F|F 1%

1.3. Tautologias

Definicién 1.7 (Tautologia). Una tautologia es una proposicion que, sin importar el valor
de verdad de las proposiciones que las constituyen, es siempre verdadera.

Tres ejemplos bastante razonables:
Ejemplos:
pVvVD

p=pVq
(p <= q) <= (¢ <= p)

Demostraremos, desarrollando una tabla de verdad, que la primera proposicién es tautologia.

p|P|pVD
VI|IF \Y%
F |V \Y%

Todas las tautologias son equivalentes entre si y se pueden reemplazar por la proposicién
V. Por ejemplo (pVP) <= V. Esto es andlogo a lo que hacemos cuando reemplazamos el
término (x — x) por el simbolo 0.

Definicién 1.8 (Contradiccién). Asi como existen las tautologias existen las contradic-
ciones. Son proposiciones siempre falsas.

Por ejemplo, p A p. Son todas equivalentes a la proposicién F.

Vamos a listar una serie de tautologias de la forma A <= B. El uso que se les dard
es el siguiente. Cada vez que en una cierta proposicién aparezca la expresiéon A, puede
reemplazarse por B. Y viceversa. El lector debe demostrar la condiciéon de tautologia de
algunas de ellas usando tablas de verdad, como ejercicio.

Proposicién 1.1 (Tautologias importantes).



(pAD) <= F (pAV) <= p (@AF) <= F
(pvp) =V (VV) =V (VF) < p

2. Caracterizacion de la implicancia. (p = q) <= (DV q)

3. Leyes de De Morgan.

a

b
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4. Doble negacion. p <= p

5. Conmutatividad.

5.1. (pVq) < (¢Vp)
5.2. (pNq) <= (q¢ADp)

6. Asociatividad.

6.1. (pV(gVr)) <
6.2. (pA(gAT)) <= ((pAq)AT)

7. Distributividad.

71. (pA(gVr)) < (pAa)V(pPAT))
7.2. (pV(gAr)) <= (PVa)A(pVr))
7.3. ((qvr)Ap) < ((¢Ap)V(rAp))
74. ((gAr)Vp) <= ((¢Vp)A(rVp))

1.3.1. Cuatro tautologias muy importantes

Estas cuatro tautologias se prueban usando tablas de verdad. Son particularmente ttiles
para demostrar teoremas.

Cada una de ellas da lugar a una técnica de demostracion: equivalencia dividida en dos
partes, transitividad, contrarreciproca, reduccion al absurdo. En las partes que siguen ilus-

traremos el uso de estas técnicas. Verds este simbolo cada vez que lo hagamos.

Proposicion 1.2.

1. Equivalencia dividida en dos partes. (p <= q) < (p=qAq=Dp)



2. Transitividad. (p=q)AN(g=71)) = (p=>71)
3. Contrarreciproca. (p = q) <= (= D)

4. Reduccion al absurdo. (p = q) <= (p A Q)

1.3.2. Verificacion simbdlica y exploratoria

Cuando queremos verificar de manera simbdlica que cierta proposicion es tautologia evita-
remos usar tablas de verdad y s6lo nos permitiremos usar (como conocidas) las tautologias
bésicas que aparecen en las secciones anteriores. Demostremos de manera simbdlica entonces
que:

p = q) <= PAQVI(PAq)
En efecto:
(p <= 9

perreee _

En las demostraciones exploratorias se acepta “explorar” la tabla de verdad deshechando los
casos "faciles”. Demostremos, exploratoriamente, que la siguiente proposicién es tautologia.

(p=DAN(r=0q|=@p=T)
Vamos a asumir que tanto (p = g) como (r = ¢) son verdaderas. Es decir, nos ocupamos
sélo del caso en que la hipdtesis es verdadera. Lo que debemos hacer es concluir que
(p = 7) es verdadera.
Caso 1. p es falsa. Este caso es facil: obviamente se tiene que (p = T) es verdadera.

Caso 2. p es verdadera. Como asumimos que (p = q) es verdadera, se tiene que tener g
falsa.

Como (r = ¢) se asume verdadera y como ¢ es falsa, r tiene que ser falsa. Por lo tanto,
como 7 es falsa, se tiene que (p = ) es verdadera.

1.4. Funcién proposicional y cuantificadores

Definicién 1.9 (Funcién proposicional). Una funcidn proposicional p es una expresion
descrita en funcion de algin pardmetro x que satisface lo siguiente: cada vez que x se
reemplaza por una cadena de simbolos, p(x) se transforma en una proposicidn.

Ejemplos:
| jemp



= p(z) = “z es un jugador de fitbol” es una funcién proposicional. Notar que
p(Marcelo Salas) es verdadera mientras que p(Nicolds Massu) es falsa.

s g(z) = “x —5 <07, también es una funcién proposicional. ¢(2) es verdadera, pero
q(6) es falsa.

Observacién: En adelante, usaremos p(z) de dos formas distintas:

= Para referirnos a la funcién proposicional misma y mostrar que = es la variable que
reemplazamos por cadenas de simbolos para obtener proposiciones légicas.

= Para referirnos, cuando x es algo en particular, a la proposicion que se forma de haber
hecho el reemplazo en la funcién proposicional.

1.4.1. Cuantificador universal

Definicién 1.10 (Cuantificador universal). La proposicion (Vz)p(x), que se lee “para

todo x p(x)”, es verdadera siempre y cuando p(x) sea verdadera para cualquier cadena de

simbolos que se reemplace en x.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo:

= Usando el ejemplo anterior, p(z) = “z es un jugador de fitbol”, jserd verdadera
(Va)p().

Claramente, como vimos que p(Nicolas Massu) es falsa, no es cierto que al re-
emplazar x por cualquier cadena de simbolos lo resultante sea una proposicién
verdadera.

Luego (Vz)p(x) es falsa.

A continuacién veamos ejemplos de proposiciones construidas usando el cuantificador uni-
versal y como se verifica la veracidad de dichas proposiciones.

Ejemplo:

» (Vz)(p(z) V p(z)) es verdadera. Verifiquemos que es verdadera, por pasos.

Sea z arbitrario (este es el modo en que se considera el “Vz”).

p.d.q (por demostrar que): p(x) V p(z) es verdadera.

En efecto:

Caso 1. p(x) es verdadera. Como V' V p(z) es verdadera, se concluye.




Caso 2. p(x) es falsa. En este caso p(z) es verdadera. Como (FVV) < V, se
concluye.

» (Va)[p(x) = (p(x) V ¢(x))] es verdadera. Demostrémoslo.
Sea x arbitrario
Hipdtesis: p(z) es verdadera.
p.d.q: p(z) V ¢(x) es verdadera.

En efecto: como p(x) es verdadera, usamos que V'V ¢(x) es verdadera para concluir.

o [(Va)p(z) V (Vz)g(x)] = [(Vx)(p(z) V q(x)] es verdadera.
Hipétesis: (Va)p(z) V (Vz)q(z) es verdadera
p.d.q: (Vz)(p(z) V ¢(x)) es verdadera
En efecto: sea x arbitrario.
Caso 1. p(x) es verdadera. En este caso (p(z) V q(z)) es verdadera.

Caso 2. p(x) es falsa. En este caso, por hipétesis, ¢(z) tiene que ser verdadera.
Se deduce que (p(z) V q(z)) es verdadera.

1.4.2. Cuantificador existencial

Definicién 1.11 (Cuantificador existencial). La proposicién (3x)p(x), que se lee “exis-

te x, tal que p(x)”, es verdadera cuando se puede encontrar por lo menos una cadena de

stmbolos que hace p(x) verdadero.

Ejemplo:
s Retomando el ejemplo anterior, con p(z) = “x es un jugador de futbol”. ;Se tendrd
que (Fz)p(x)?.

Tenemos que hay al menos un x que hace a p(x) verdadera, por ejemplo = Matias
Fernandez cumple claramente que p(Matias Fernandez) es verdadera.

Asi, (3z)p(x) es verdadera.

1.4.3. Relacién entre cuantificadores

A continuacién veremos la relacién que existe entre los dos cuantificadores antes definidos.
Dicha relacién se debe a la negacién.

Resulta que (Jz)p(x) es falsa si y sélo si p(x) no es verdadera para ninguna cadena de
simbolos z, es decir, si y sélo si (Va)p(z) es verdadera. Asi, hemos hallado la



Proposicién 1.3 (Negacién del cuantificador existencial). La siguiente proposicidn es
una tautologia

(Fz)p(z) <= (Vo)p(x).

1.4.4. Existencia y unicidad

Hay un cuantificador mas que se utiliza con frecuencia:

Definicién 1.12 (Existencia y unicidad). La proposicion (3lz)p(x), que se lee “existe
un unico x tal que p(x)”, es verdadera cuando hay exactamente una cadena de simbolos hace

verdadero p(x).

Un ejemplo:
Ejemplo:
Nuevamente, considerando nuestra funcién proposicional p(z) = “z es un jugador de

futbol”. ;Cuél sera el valor de verdad de (3lz)p(x)?

Podemos notar que tanto z; = Marcelo Salas y xo2 = Matias Fernandez hacen que
p(z) sea verdadera.

Es decir, si bien existe un z que hace a p(z) verdadera, no es tnico.

Asi, (3lz)p(x) es falsa.

Observacién: Notemos que 3! no es un cuantificador nuevo, en el sentido de que puede ser
definido en funcién de los dos cuantificadores anteriores. Es decir la siguiente proposicion es
verdadera.

(Fz)p(z) = [CBx)p(@)] A[(V2)(Yy)((p(z) Ap(Y) = (2 =19))]
———

Existencia Unicidad

Ejemplo importante: Equivalencia dividida en dos partes

Veremos ahora una técnica de demostracion que se basa en una de las tautologias impor-
tantes que vimos antes. Supongamos que queremos demostrar que

(V2)(p(z) A g(x)) <= [(Vo)p(z) A (Ve)q(z)]

es verdadera.
Lo que haremos es usar la Tautologia 1,

En donde el rol de p y ¢ estd descrito arriba. Esta nos permite dividir la demostracién en
dos partes, ya que en lugar de verificar que (p <= ¢q) es verdadera, podemos verificar
que (p = q) A (¢ = p) es verdadera.

Esto, a su vez lo hacemos verificando que (p = ¢) es verdadera y luego que (¢ = p)
también lo es.




=)
Hipétesis: (Va)(p(z) A g(z)) es verdadera.
p.d.q: (Vz)p(z) A (Vx)q(x) es verdadera.

En efecto: Sea z arbitrario. Por hipétesis se tiene tanto p(z) como ¢(x) son verdaderas.
En particular p(z) lo es. Es decir, probamos que (Vz)p(x) es verdadera. Andlogamente
se tiene que también (Vz)q(z) es verdadera.

<)

Hipétesis: (Va)p(x) A (Vz)g(z) es verdadera.

p.d.q: (Vz)(p(z) A q(x)) es verdadera.

En efecto: Sea zy arbitrario. Como por hip6tesis (Vz)p(x)) es verdadera se tiene que
p(zo) es verdadera. Como por hipétesis (Vz)g(z) es verdadera se tiene ¢(zy) también
lo es. O

Observacién: Convenciones en el desarrollo de un argumento En la demostracién anterior
xpresion “... es ver ra ... I una gran canti v . Por ejem n
la expresion “... es verdadera ...” aparece una gran cantidad de veces. Por ejemplo e

Hipdtesis: (Va)(p(z) A g(z)) es verdadera.
p.d.q: (Vz)p(z) A (Vx)q(x) es verdadera.

Esto no siempre es necesario pues se subentiende que al decir que la hipétesis es p estamos
asumiendo que p es verdadera.

Del mismo modo, si declaramos que queremos demostrar ¢ se subentiende que deseamos
demostrar que ¢ es verdadera.

También es posible que después de un razonamiento lleguemos a la conclusién que r es
verdadera. Esto suele indicarse con expresiones del tipo “se tiene r” o “y entonces r”.
Tomando estas convenciones la ultima parte del desarrollo anterior queda como sigue.

Hipétesis: (Va)p(z) A (Vz)gq(z)
p-d.q: (Vo) (p(z) A q(z))

En efecto: Sea zy arbitrario. Como por hipétesis (Va)p(z), se tiene p(zy). Como por
hipétesis (Vz)q(z), se tiene g(x).
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