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Matematicas 11

Guia N°1: Légica, Conjuntos e Induccién.

0.1. Légica proposicional
1. Construya las Tablas de Verdad de las siguientes proposiciones:
a) pA(qVr) d) [p=a=@P=9|= @V

b) PV A([PVa) e) PV A(pAg)
c) [pv@AnmVvilgap)vVirng] f) (pAgVI(pVa)

2. Sipe Vyqe r< F encuentre el valor de verdad de:
(p=a)= @A)IA(r=1q)

3. Sean p, g, r proposiciones tales que: p < V', ¢ < F y r es una proposicién
cualquiera. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a) (pAq)Vyq d) (gvr)= (pVr)
b) (pVaq)Aq e) pV(pAgAg = [(qVr) =
¢) (PAqg) = (pVa) (q=s)].

4. Sean p y ¢ proposiciones. Suponga que lo siguiente es verdadero. p es ver-
dadera si y sélo si g es verdadera. ;Cuales de las siguientes son entonces
verdaderas?.

a)
b)
¢) Si p es falsa entonces ¢ es falsa.
d)

Si p es verdadera entonces g es verdadera.

Si ¢ es verdadera entonces p es verdadera.

Si g es falsa entonces p es falsa.

5. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones (cuando sea
posible):



a) Si1l=1 entonces 2 = 2. 7) 1 = 2 es una condicién nece-

b) Si 1 =1 entonces 2 = 3. saria para que 1 # 2.

¢) Si1=0 entonces 1 = 1. k) 1 = 2 es una condicién nece-

d) Si1# 0 entonces 2 # 2. saria para que 1 7 3.

e) Sil=1 y 1 = 2 entonces l) 1 = 2 es una condicién sufi-
1=9. ciente para que 1 # 3.

f) Sil=301=2entonces1 =1 m) Sitodo lo que digo es falso en-

g) 1 = 0 es una condicién sufi- tonces todo lo que digo es ver-
ciente para que 1 = 2. dadero.

h) 1 = 0 es una condicién nece-  7) Sitodo lo que digo es falso en-
saria para que 1 = 2. tonces 1 = 2.

i) 1 = 1 es una condicién nece-  7n) Una condicién suficiente para

saria para que 1 = 2.

que 1 =2es que 1 =3.

6. Determine cuales de las siguientes proposiciones son tautologias o con-

tradicciones.

a) (p=q)V(¢=p) n) pVqV~r

b) p=(qVp) o) (pAg)=r

p) p=(¢=p)

¢) Y A(gYr)=(pYr)

d) (p¥aq)= (pVa) 2= E=0

e) (pVa)=(p¥q) ) (p=~p) =P

D) pV(pVe) =~p ) PA D =p)

9) (PAg)=>~p t) (pA~p)=q

h) (p=r~p)=~p u) (peq)=(peq)

i) ~ ((pA ~p) = q) v) (p=4q) = (~pVa)
i) pe(pVva w) (pVq) &~ (~pA~q)
k) (pAa) o~ p z) (p=a) = (~g=~p)
) (pA~p) & (gh~q) y) pA(gVp)e~p

m) (pV ~p) < (gV ~ ) H=a=(=r=0=
n) (pAg)A~(pVaq) r))

7. Demostrar las siguientes equivalencias:
a) p=(g=r)e(pAg=r

b) (pVa) =r]ep=7)A(¢=71)
c)p=(qgAr)e (@@= ANp=r)



8.

10.

11.

d) (pANg)=re(p=7r)Vig=r)
e) [p=aANp=38)]VIr=gANr=s]c{@Ar)=(¢Ns)

Sean p y ¢ proposiciones. Responda en palabras las siguientes preguntas:

a) Si q es verdadera {Por qué p = ¢ es también verdadera independiente
de cual es p?.

b) Sip es falsa ;Por qué p = ¢ es verdadera independiente de cual es ¢7.
¢) Si p es verdadera y ¢ es falsa. {Qué se puede decir de p = ¢?.

d) Sipy ¢ son falsas. ;Qué se puede decir de p = ¢?.

Se define el conectivo 16gico & como: p® g < Fsiysolosip < Fy
q < F. Determine el valor de verdad de la siguiente proposiciéon:

(r=aVaelprg®d

Se define el conectivo 1égico binario * por la siguiente tabla:

pla|p*q
VIV F
V| F F
F |V F
F|F \4
Muestre lo siguiente:
a) pepxp ¢) pAgE (prp)*(g*q)
b) pVae (pxq)*(pxq) d) prxqge[pedApAg)

Dadas p y ¢ proposiciones. Definimos el operador 16gico p{>q como la
proposicién que es verdadera solo cuando g es verdadera y p es falsa.

a) Escriba la tabla de verdad para p{q.
b) Es ¢ asociativo?, Es ¢ conmutativo?.

¢) Describa ¢ utilizando los conectivos V,A y ~.

d) Muestre que:



1) (~p)O(~q) & qp. 6) (pA@)O(rAq) & pd(rAg)
2) pOp& F 7) (p0a) A (gOp) & F

3) (~p)op eV 8) (p¢q) Vv (¢¥p) & pYq

4) (pvVor & POr)A(gdr)  9) (pOg) = —q &V

5) (pA@)Or & (pOr) V (¢Or)  10) (pdq) &~ (¢ = p)

12. Indique en cuél de los siguientes casos p es condicién necesaria y suficiente
para ¢ ( es decir p < q).
a) p(n) =“n es miltiplo de 4” y ¢(n) =“ n es par”.
b) p(n,m) =“ny m son pares” y p(n,m) =“n+m es par”.
¢) p(n) =“n? es par” y q(n) = n es par”.
13. Exprese en palabras la reciproca y contrareciproca de cada una de las

siguientes afirmaciones:

a) Si pienso luego existo.

=

Si no pienso entonces no existo.

Si no pienso entonces soy Buda.

IS

Estos péjaros tienen el mismo tipo de plumas sélo si vuelan juntos.

(99

Estos pédjaros vuelan juntos sélo si tienen el mismo tipo de plumas

~

)
)
)
) Si soy Buda entonces pienso.
)
)
)

g) Para leer el Tarot es necesario consultar el ordculo.

14. Traduzca las siguientes afirmaciones en lenguaje proposicional definiendo
p =“Yo soy Julio Cesar” y ¢ =“T1 eres Brutus”.

a) Si yo soy Julio Cesar entonces tu no eres Brutus.

b) No es cierto que si yo soy Julio Cesar entonces tu eres Brutus.

¢) Yo soy Julio Cesar sélo si tu no eres Brutus.

d) Tu eres Brutus sélo si yo soy Julio Cesar.

e) Yo soy Julio Cesar si y sélo si tu no eres Brutus.

f) Tu no eres Brutus si y sélo si yo no soy Julio Cesar.

g) O bien tu eres Brutus o yo soy Julio Cesar.

h) O bien yo no soy Julio Cesar o tu eres Brutus.

i) Para que tu seas Brutus es necesario y suficiente que yo no sea Julio

Cesar.



15. Traduzca las siguientes afirmaciones en lenguaje proposicional definiendo
p =“La légica es facil”, ¢ =“En el examen hay una pregunta de légica” y
r =“aprobé el examen”.

a

& o o

9]

)
)
)
)
)
)

~

i)

Si la légica es féacil entonces paso el examen.

Si paso el examen entonces légica es facil.

Si no paso el examen entonces légica no es facil.

Si no hay pregunta de 16gica entonces paso el examen.

La légica es dificil y paso el examen si no hay pregunta de logica.

O bien logica es facil y paso el examen o légica es dificil y no paso el
examen.

Si l6gica es facil entonces si hay una pregunta de 1égica paso el exa-
men.

Si légica es dificil entonces paso el examen si no hay pregunta de
logica.

Si no paso el examen entonces hay una pregunta de légica y la logica
es dificil.

16. Convierta cada una de las afirmaciones siguientes en forma de logica
proposicional y determine si son verdaderas o falsas (si es posible) ex-
plicando porque.

a)

b)

Si yo fuese una vaca entonces comeria pasto. Como no soy una vaca
entonces no como pasto.

Si estamos capacitados para volar tendriamos alas. Como es cierto
que podemos volar y dado que no volariamos a menos que tuviéramos
alas entonces claramente tenemos alas.

Si las fabricas en el Oeste polucionan el aire entonces la lluvia acida
producird dano en el Este. Dado que la lluvia acida esta produciendo
dano en el Este entonces las fabricas en el Oeste estan polucionando
el aire.

Si las fabricas en el Oeste polucionan el aire entonces la lluvia acida
producird dano en el Este. Dado que las fabricas en el Oeste no estan
polucionando el aire entonces la lluvia acida no estd produciendo
dano en el Este.

Si cuando las tasas de interés bajan la inflacién y el mercado ac-
cionario suben. Entonces si la inflacion sube también subira el mer-
cado accionario.

Si cuando las tasas de interés bajan la inflacién sube y cuando la
inflaciéon sube el mercado de bonos sube. Entonces si las tasas de
interés bajan el mercado de bonos subira.



17. Sean p, q y r proposiciones. Suponga que lo siguiente es verdadero. Si p es

18.

19.

verdadera y ¢ no lo es entonces r es verdadera. ;Cuales de las siguientes
son entonces verdaderas?.

a) Si p es verdadera entonces r es verdadera.
b) Si p no es verdadera y ¢ es verdadera entonces r es verdadera.

¢) Si p no es verdadera o bien ¢ no es verdadera (o ambas no son ver-
daderas) entonces r no es verdadera.

d) Sir no es verdadera entonces p no es verdadera y ¢ es verdadera.

e) Si r no es verdadera entonces o bien p es falso o g es verdadera (o
ambas).

Suponga que es verdadero que “todo lo que brilla es oro”. Bajo esta
hipétesis determine, cuando sea posible, el valor de verdad de las proposi-
ciones siguientes:

a

b

No todo lo que es de oro brilla.
Lo que no es de oro no brilla.
¢) Si mis dientes brillan entonces son de oro.

e) Si mis dientes no son de oro entonces no brillan.

f

)
)
)
d) Si mis dientes son de oro entonces brillan.
)
) Mis dientes son de oro si y solo si brillan.

0.2. Cuantificadores y Demostraciones

Escriba las siguientes afirmaciones proposicionalmente utilizando cuantifi-
cadores y encuentre su valor de verdad (cuando sea posible). En caso de
ser verdadero o falso demuestrelo:

Suponga que D es un subconjunto de R.

a) Todos los nimeros naturales son mayores que -1.
b) Todos los cuadrados de nimeros reales son mayores o iguales que 0.

¢) Todos los nimeros reales que son mayores que 10 son también may-
ores que 5.

Si todos los nimeros reales son mayores que 10 entonces 0 = 1.
Todos los elementos de D son diferentes 0.
Todos los elementos de D son mayores que 10 y menores que 25.

Todos los elementos de D son mayores que 10 o bien todos los ele-
mentos de D son menores que 25.



20.

21.

22.

h) La diferencia entre cualquier par de elementos distintos de D es a lo
menos 1.

i) Existe un nimero natural mayor que 1000.
j) Existe un nimero natural que es igual a su cuadrado.

k) Existe un nimero real que es mayor que 0 y existe otro nimero real
que es menor que 0.

[) No existe ningiin nimero real que es mayor que 0 y que es menor que
0.

m) Para cada natural existe un nimero natural que es mayor por 1.

n) No existe ningin niimero natural que es mayor que todos los otros
nimeros naturales.

n) La suma de dos ntimeros naturales es mayor o igual que cada uno de
los dos ntimeros.

0) Existen dos nimeros naturales cuya suma de cuadrados es 58.
p) Si z pertenece a D entonces z + 2 también.

q) Existe un elemento de D que es mayor o igual a todos los elementos
de D.

r) D tiene exactamente un elemento.

s) D tiene exactamente dos elementos.
Sea A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Escriba en forma de légica proposicional y
encuentre el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a) Hay un elemento en A que es mayor que los restantes.

b) Existe un tnico en A elemento cuyo cuadrado es 4.

¢) Para cada elemento en A existe otro en A que es menor o igual que
este.

d) Existe un elemento en A cuyo cuadrado es igual a s{ mismo.

Determine cuales de las siguientes proposiciones son equivalentes sin im-
portar quien es D:

a) (3zeDVyeD:y<xzx) ¢) (3k € DVYm € D :~ (k < m))
b) 3l e DYk e D:1<k) d) (VyeDIxreD:y<ux)

Escriba los siguientes conjuntos en forma proposicional con cuantificadores:

a) El conjunto de todos los nimeros reales entre -10 y 10 pero que son
distintos de 0.

b) El conjunto de todos los nimeros naturales que son pares.



¢) El conjunto de todos los enteros miiltiplos de seis.

d) El conjunto de ntimeros naturales que son suma de cuadrados de dos
nimeros naturales.

23. Sean A y B subconjuntos de N. Decimos que A > B si se cumple que
(Vb € B)(Ja € A) : b < a. Responda lo siguiente:

) Describa en palabras A = By de un ejemplo.

) Describa en palabras (A = B) A (B = A) y de un ejemplo.

) Describa en palabras ~ (A = B)V ~ (B = A) y de un ejemplo.
) Describa en palabras ~ (A > B) y de un ejemplo.
)
)

& o o 8

LQué puede decirde p = A, A= ¢y A > A?.
. Es cierto que necesariamente se cumple que A = B o B = A?. Si es
falso muestre un contraejemplo.

g) (Es cierto que si A = By B = C entonces A = C?. Si es falso
muestre un contraejemplo.

(99

~

h) iEs cierto que si ~ (A > B) entonces B = A?. Si es falso muestre un
contraejemplo.

24. Determine el valor de verdad de la proposicién 3n € N: (n < 1 = n? >
4n) y escriba la negacién de dicha proposicién.

25. Negar las siguientes proposiciones:

a) Ve €R 22 >0
b) reR:e<z <7
c)VeeR, IyeR 1zx<y

d)y VxeR, yeR : (z+y=1=z=—y).

e) Ve eR, Jy e R : [(z+y) es par = (z es par Ay es par)]
f)IreR, VyeR :(z<yAz?>y)

g) Ve eR VyeR, TzeR 1 (z<y=a+2=y)
26. Niegue las siguientes proposiciones:

a) Vm €Z : (2m+1>2Am—-4<1)

b) Ve e R, Jy € R: (3z + y) es par

¢) JxeN, yeZ: 2r+y=5=x-y<2)

d) Ine€Z, YmeN:[(n-m>2)< (2n+m>1)]

27. Considere las funciones proposicionales
plz,y):z—y>1 y q(z,y): 22+3y <2

asi como los conjuntos A = {2, 1, —1, =3} v B = {—4, 1, —1/2}.
Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:



Yy Az e A, VyeB:plxy) = q(z,y)
) Ve e B, Vye A:p(x,y)V
¢c) Jxe€ A, Jye B:p(x,y)
) Vo € A, Jy € B:p(a,y) Aq(z,y)
) (z,y)

(z,y)

Vre B, dJye B:q
f)VeeB, JyeA:q(z,
28. Dadas las proposiciones p(x) =“z es par”, ¢(z) =“z es multiplo de 5" y

r(z) =“x > 8. Determine el valor de verdad de las siguientes proposi-
ciones.

r(x) d)Vn € N, Im € N: [p(n) =
q(z)) (a(n) v r(m))]
¢) In e N: (r(n) = q(n))

29. Determine cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuales
son falsas y demuestre su respuesta.

a) VYn,m € N:n-m es par < (n es par ) A (m es par )
b) Vx,yéR*:x#y@%+%>2

c) VI,yER:x<y<ﬁ>%>x

d) Yn € N:nno dividean+1

e) ¥n € N : n miiltiplo de 7 = n? + 2n — 14 multiplo de 7
)

Utilizando los numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, y 9 exactamente una vez
cada uno con 8 operaciones de suma o resta es posible sumar 10.

g) Va,b,c € N : a divide a by b divide a ¢ y ¢ divide a a s y sblo si
a=b=c

30. Paran € N se definen la proposiciones p(n) =“n(n+1) es par” y ¢(n) =

1 ,
% es un numero entero”.

a) Determine el valor de verdad de (Vn € N) : p(n) y demuestre formal-
mente su afirmacién.

b) Demuestre que (Vn € N) : (p(n) < ¢(n)).

31. Para n € N se define la proposicién p(n) =“n3+5 es par” y q(n) = “n es
impar”.

a) Determine el valor de verdad de (Vn € N) : p(n) y demuestre formal-
mente su afirmacion.



b) Determine el valor de verdad de (Vn € N) : ¢(n) = p(n) y demuestre
formalmente su afirmacién.

¢) Determine el valor de verdad de (Vn € N) : p(n) = ¢(n) y demuestre
formalmente su afirmacién.

32. Demuestre que Vz,y € R se tiene que:

a Iw+y|<|w|+\y|

‘ 1
|-

o =
— — — ~— ~—

8|

|7
| = [ [yl

(22 —y?) = (z +y)(z - y)

méax(z,y) + min(z,y) = x + y. Donde max(z,y) es el méximo entre
x ey y min(z,y) es el minimo entre z e y.

H
QQ

d

e

33. {Qué puede decir de la siguiente demostracién?.

Sean n y m € N entonces:

n = m=>Mm+n)=(Mm+n)=2n—-2m=m+n—2m =
2n—m) = m4+n—-2m=2n—m)=Mn-—-m)=2=1.

34. ; Qué puede decir de la siguiente demostracién?.

Sean a,b € R entonces:

a = b=d’=ab=ad>-b*=ab—b*= (a—b)(a+b) = (a—bb=
a+b = b=2b+b=0=220=0=>2=1.

35. ; Qué puede decir de la siguiente demostracién?.

20 = —-20=>16-36=25—-45=4>-9.4=52-9.5=
81 81
—9.44+ = = — -
9.4+ 1 52-9.5+ =
2 2
9 9 9 9
( 2) (5 2)# 5 5 5= 5

36. Vamos a probar que la cantidad de nimeros primos es infinita por con-
tradiccién. Supongamos que hay una cantidad finita de primos p; < p2 <
. < pn.Seaq=mpi-...-py. Muestre que:

10



a) Para cualquier i € {1,...,n} se tiene que p; no divide a ¢

b) Muestre que si ¢+ 1 no es primo entonces existe un primo p > p,, tal
que p divide a ¢ + 1

¢) Con lo anterior construya una contradiccion.

37. Pruebe las siguientes proposiciones para n,m € N:

a) Sin es un nimero primo mds grande que 2 entonces n es impar.

b) Sin es divisible por m y m > 1 entonces n + 1 no es divisible por m.
c¢) n es par si y sélo si n? es par.

d) n+m es par siy solo si n y m son pares o bien n y m son impares.

38. Pruebe las siguientes proposiciones para p,q € R:

a) Sipe Q\{0} entonces % cQ

b) Sip ¢ Q entonces % ¢Q

¢c) SipeQyqgeQentoncesp+¢q€QAp-geQAP—geQ

d) Sip—qeQyp+qgeQentoncespe QAgeQ

e) Sipe Q\{0} yq ¢ Qentonces p+g¢ QAp—qg¢QApP-q¢¢Q
39. Pruebe que a-b es par < (a es par Vb es par).

40. Demuestre por contradiccién la siguiente proposiciéon: “Los 123 residentes
de un edificio tienen edades que suman 3813 anos, entonces existen 100 de
ellos cuyas edades suman al menos 3100 anos”.

41. Demuestre por contradiccién que /2 no es un nimero racional.
42. Sea a € R. Demuestre que:

a) 0<a<l=a?<1 c)a>1=a?>>1
b) 0<a<l=a’<a dya>1=ad’>>a

43. Sean a, b € R Muestre que:
a) (@>0ANb>0ANa+b=1)=(a-b
b) (a>0Ab>0ANa+b=1)= (a®+
¢) 2a+4b=1= (a® +b* > 5)
)
)

)

> >

PN

<
b

)

N[

d) (a>0Ab>0)= (Va-b< )
e) (@>0Ab>0)=(+5)-(a+b) >4

44. Pruebe que si 2p = a + b + ¢ entonces:

¥ +c2—a®  2p(p—a)

1 —
+ 2bc be

11



45. Para cada una de las imagenes de la figura 1 genere una demostracion del
Teorema de Pitdgoras que la utiliza.

a b
3
b
C
b
a
bb aa
be ac ab
cC
a a
ab bb ¢ b
be
et ab aw ¢ 2
aa be bb b b

Figura 1: Pruebas gréaficas del Teorema de Pitagoras

46. Dado n € N con n > 1 pruebe que si se colocan n pichones en n jaulas
entonces existe una jaula vacia si y sélo si hay una jaula que contiene més
de un pichén.

47. Pruebe que si se toman 55 nimeros naturales distintos todos menores que
100 entonces:
a) Existen dos de ellos que difieren en 9.
b) Existen dos de ellos que difieren en 10.
¢) No existen necesariamente dos de ellos que difieren en 11.
d) Existen dos de ellos que difieren en 12.
e)

Existen dos de ellos que difieren en 13.

12



HINT: Puede utilizar el problema anterior.

48. Dado n € N con n > 1 si se seleccionan més de la mitad de los naturales
del conjunto {1,2,...,2n} entonces existen dos de ellos de modo que uno
divide al otro.

49. Pruebe usando la Figura 2 que Vo € RT\{1}, (z + 1) > 2.

Figura 2: Prueba grafica de (x + %) > 2

50. Pruebe usando la Figura 3 que Va,b € RT, a®> — b2 = (a + b)(a — b).
1{:

Figura 3: Prueba grafica de a® — b* = (a + b)(a — b)

51. Dados dos nimeros n, m € N se dice que n y m son primos relativos si no
tienen divisores comunes excepto 1. Dados n,m,k € N Pruebe que:

a) Si k es primo relativo con n y k es primo relativo con m entonces k
es primo relativo con n - m.

b) Sik divide a n-m y k es primo relativo de n entonces k divide a m.

¢) Sin es primo entonces n divide a m si y sélo si n divide a m?

0.3. Conjuntos

52. Demuestre que los siguientes conjuntos son iguales:

A={neN/nespar}, B={neN/Im,l € N, mylimpares,n = m+1}

13



53. Sean n,m € N considere los conjuntos:

A={keZ/A €l k=n-1}, B={keZ/AEL, k=m-1}

Encuentre la condicién sobre n y m para que:

a) ACB d) An B ={0}
b) BC A e) ANB=¢
c) A=B f) AUB=7Z

54. Dados los conjuntos

A={zeR: |2z -1 < 1}

|z 42|+ 3

B={zeR:
||

< 23}
Demuestre que la proposicién
VeeR:(x € A=z € B)

es verdadera.

55. Dados
A={zeR: |3z -4 < 1}

2
B:{xeR:’i—5‘<s}

Determine £ de modo que A C B.

56. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique
brevemente su respuesta.

a) 0 C0 i) {a,b} C{a,b,c,{a,b,c}t}
b) D el 7) {a,b} € {a,b,c,{a,b,c}}
c) 0 < {0} k) {a,b} € {a,b,{a,b}}

d) 0e{0} 1) {a,b} € {a,b,{{a,b}}}
e) {0} C0 m) {a,0} € {a,{a,0}}

f) {0} €0 n) {a,0} € {a,{a,0}}

g) {0} < {0} n) Vr:¢Gua

h) {0} € {0} o) Vx:p €
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57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

p) ¢ €{{}} s) {1} €N
9) ¢ < {{}} t) {1.{2}} eN
r) {1} eN w) {1,{2}} CN

Sean A, B, y C conjuntos arbitrarios. Determine cudles de las siguientes
afirmaciones son verdaderas. Justifique su respuesta.
a) SiAe By BCC,entonces A € C.
b) SiAe By BCC,entonces A C C.
) SSAC By BeC, entonces A € C.
d) SSAC By BeC,entonces AC C.

C

Si A, B, y C son conjuntos tales que (ANC) C (BNC)y (ANC*) C
(BN C°). Demuestre que A C B.

Sean A, B, C'y D conjuntos.

a) Si AC By C C D jes cierto siempre que (AUC) C (BUD)? jy
que (ANC)C (BND)?
b) Si AC By C C D jes cierto siempre que (AUC) C (BUD)? ;y
que (ANC)C (BND)?
Responda a las siguientes preguntas:
a) Si AUB = AUC, jes necesario que B = C?
b) Si AN B =ANC, jes necesario que B = C?
¢) SiAAB=ANAC, jes necesario que B = C?
Demostrar las siguientes propiedades del complemento y la diferencia:
a) ACB& B°C A
b)) ACB=A\B=10
Sean A, B, y C conjuntos arbitrarios. Demuestre las siguientes propiedades:
a) (A\B)\C=A\(BnQO).
b) (A\B)\C = (A\C)\ B.
c) (A\B)\C=(A\C)\ (B\C).

Sea U un conjunto universo que contiene a A, B, y C (como subconjuntos,
no como elementos!!!). Demuestre que:

a) (AUB)U(A°NB®) =U
b) (AUB)N(AUBS) = A
¢) A\ (B\C)=An(B°UC)
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64.

65.

66.

67.

68.

d) (A\B)\C=(A\C)\ B

Probar que si
ANX=ANnY N AuX =AUY

entonces X =Y.

El dltimo reporte sobre los mejores 16 restaurantes de Santiago indica que
11 sirven desayuno, 11 sirven cerveza y 10 sirven almuerzo y cena. Los
16 ofrecen alguno de los tres servicios. Un total de 5 se catalogan como
“familiares” que quiere decir que sirven desayuno pero no alcohol. Un total
de 5 sirven desayuno y tienen servicio de cena a la carta. Por otro lado
ninguno sirve desayuno, cerveza y tiene ademads servicio de cena a la carta.
Conteste las siguientes preguntas sobre estos restaurantes:

a) (Cuantos sirven desayuno y cerveza?.
b) ;Cuantos sirven cerveza pero no desayuno?.

¢) ;Cuantos sirven cerveza pero no sirven ni desayuno ni cena a la car-
ta?.

d) ;Cuantos sirven cerveza y cena a la carta?.

En los tests clinicos de una nueva crema solar 100 sujetos experimentaron
quemaduras de tercer grado o nausea. De estos, 35 sufrieron quemaduras
de tercer grado y 25 experimentaron quemaduras de tercer grado y nausea.
Entonces de estos 100 ; Cuantos sufrieron nausea?.

En un pueblo de 30.000 habitantes se leen tres periddicos (la Primera, la
Segunda y la Tercera). Se sabe que 6.500 personas leen la Primera, 5.580 la
Segunda y 4.800 la Tercera. Ademas, los que leen la Primera y la Segunda,
pero no la Tercera son 680; los que leen la Primera y la Tercera, pero no
la Segunda son 1200; y los que leen la Segunda y la Tercera, pero no la
Segunda son 880. Si los que no leen ningun periédico son 16.720, ; Cuantos
leen los tres periddicos?

Definamos los siguientes conjuntos:
A={ Estudiantes de Mateméticas I } = E={ Estudiantes de Fisica II }

B={ Estudiantes de Mateméticas II } = F={ Estudiantes que fueron a Fantasilandia }
C={ Estudiantes De Computacién } = G={ Estudiantes que se acostaron muy tarde }

D={ Estudiantes de Fisica I }
Expresar las siguientes proposiciones en funcién de estos conjuntos:

a) Todos los alumnos de Matematicas I cursan Fisica I.

b) Los estudiantes de Matemdticas II o los de Fisica II se acostaron
tarde.

¢) Sélo los estudiantes de Mateméticas IT o los de Fisica IT se acostaron
tarde.
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d) Ningun estudiante de Computacién fue a Fantasilandia.
e) A Fantasilandia fueron sélo estudiantes de Mateméticas I y Fisica I.

f) Todos los estudiantes de Fisica I que no son ni de Matemaéticas I ni
de Matematicas II fueron a Fantasilandia.

69. Se sabe que de un grupo de 20 personas, 10 estudian Musica, 7 estudian

Fotografia, 4 estudian Pintura y Fotografia, 3 estudian Musica y Pintura,
2 estudian Fotografia y Mtsica y 1 estudia Musica, Fotografia y Pintura.
;Cuantos estudian solo Fotografia? ; Cuantos estudian sélo Pintura?

70. Considere los conjuntos I,.JJ,K definidos por:

71.

72.

73.

I = {{778}’{2’374}7{97 10}}a
= {7,8,9,10,2,3,4}

<

Para cada una de las siguientes afirmaciones indique si son verdaderas o
falsas.

a) I=J=K. i) {7,8} € J.

b) 9l k) {7,8} C J.

¢)9c 1. I) {7.8) € K.

d) 9eJ m) {7,8} C K

e) 9C J. n) Ve e J, Vy € J, {z,y} € 1.
f) 9e K. n) Jx e J, VyeJ {z,y} €l
g) 9CK 0) IxeJ yed {z,y} €l
h) {7,8} € I. p) Ve € J, {z} € K.

i) {7,8} C I. q) Ve e J, JACI, z € A.

Muestre que {2z +5/x € Z} = {1+ 2y/y € Z}.

Sea A conjunto. Determine si A pertenece, es subconjunto, o ni pertenece
ni es subconjunto de los siguientes conjuntos.

a) {{4}, 4} d) Au{A}
b) {AN{{A}} e) P({4,{A}})
c) {{A\{4} f) P{A})

Simplificar las siguientes expresiones:
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a
b

) [CN(A°UB9)U[BN(AUCQC)

)
¢)

)

)

[ ]
[BEN(AUC)U(A°N[(BNC)U(B°NC9)))
[(AuBUC®)N(AUBcUCY°
(B°N[(CND)Uu(C°NDY))U(BN[(C°ND°)U(ANCN D))
[DNBN(AUCY)|U(A°N[(C°ND)U(BND)])U(A°NB*NC°ND*)

d

e

74. Sean A, B y C conjuntos pruebe que:

a

b

) ACB& AUB=B h) AN (B\C) = (AnB)\C
) ACB& ANB=A i) AUB=¢ o A=B=¢
¢) ACCABCC« AUBCC j) ACBeANB =64
d) CCANCCB&CCANB k) A=Bo AAB=0
) )
) )
) )

e) AUB=ANB&< A=1B ) ANB=0=AAB=AUB

f) AC B« P(A) CP(B) m) ACB={AU(B\ A)} =B
9) ACB& A\B=10 n) (A\B)U(ANB)=A

75. Sean A, B y C conjuntos determine y justifique si las siguientes son ver-
daderas o falsas:

a) A\(B\C) = (A\B)\C j) P(A\B) = {¢}U(P(A)\P(B))
b) (AUB)\A = B\A B U A=X
¢) A=B << AAB=¢ A€P(X)
d) (AUB)\C = (A\C) U (B\C) ) Ae B=P(A) € P(B)
¢) ANB=¢yAUB=C=A= m) ANB=A= ACB.
C\B n) AUB=A= BCA.
f) g;JB:(A\B)U(B\A)U(Aﬁ A) AAB=A= B=0.
g) (A\B)\C:A\(B\C) 0) ANB=AUB= A=B.
h) ANB=ANC=B=C p) (AAB)U(ANB)=AUB
i) A\(B\C) = (A\B)U(ANC)  q) AN(BAC) = (AUB)A(ANC)

76. Sean A, B y C conjuntos pruebe que (ANB)UC = (AUB)NC siy sélo
siCCA

77. Sean A, B subconjuntos de X y C' subconjunto de Y. Determine y justi-
fique si las siguientes son verdaderas o falsas:

a) (AUB)xC = (AxC)U(BxC) e) P(Ax B)=P(A) xP(B)

b) (ANB)xC = (AxC)N(BXC)  f) (AxB)° = (A°xY)U(X x B)
) (

) (

C
A\B)XC:(AXC)\(BXO) g) (AXB)C:(ACXY)Q(XXBC)
A X B)¢ = A° x B¢

c
d

18



78. Sean A = [-1,1], B =]0,1] y C
siguientes conjuntos:

a) Ax B g) B x A¢
b) Bx A h) B¢ x A¢
c) AxC i) A°x C
d) CxB j) BxC°
e) A°x A k) Ccx C°
f) A°x B¢ l) C°x B°

=]2, 3] subconjuntos de R. Grafique los

m) (A x B)° r) (A\B) x C
n) (Ax C)e B
Ai) (C x A)° § x

0) (AUB)x C (C>xA)
p) (ANB)xC ) (A x C) N
q) Cx(AUB) (B x B)

79. Dados A, B y C subconjuntos de R se define:

A+B = {a+beR/ac A beB},A-B={a-beR/ac A,be B}
—A = {-aeR/ac A}

Si A=1[0,1] y B =] — 1, 2] grafique los siguientes conjuntos:

a) A+ B d) —A g9) A+ (—B) j) A-A

b) A-B e) —B h) (A+A)+A

c) A+ A f) A+ (—4) i) A-B

Pruebe que:

a) A+ B=B+ A i)zreA=>A+{z} CA+A

b) A-B=B-A

¢) (A+B)+C=A+(B+C)

d) (A-B)-C=A-(B-0)
(A-C)+(B-C)

f) =(A+B)=(-A4)+ (-B)

g) —(-4) =4

)
)
)
)
@(A+B)C:
)
)
)

h) A+{0}={0}+A=A4

m

)

j)rxeA=>A-{z} CA-A
k) A-{1}={1}- A=A
1) A-{0} = {0} - A= {0}
)0eA=>ACA+ A
)1e A= ACA-A

)

—(4-B) = (-A)-B = A-(-B)

n

Pruebe la falsedad o veracidad de las siguientes afirmaciones:

a) A+ (=A) ={0}
b) ACA+A
) ACA-A
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80. Con la notacién del problema anterior.

a) A CR se dice simétrico si A C (—A).
b) A C R se dice cerrado para sumasi A+ AC A
¢) A C R se dice cerrado para el productosi A- A C A

Muestre que:

a) Si A simétrico entonces —A es simétrico.

b) Si0 € Ay A es cerrado para la suma entonces A + A = A. ;La
reciproca es cierta?.

¢) Sil e Ay A es cerrado para el producto entonces A- A = A. jLa
reciproca es cierta?.

81. Explicite todos los elementos de P({1,2,3}). Describa dentro de los ele-
mentos de este conjunto cuales son subconjuntos de cuales. ;Cudl es el
nimero maximo de subcojuntos en que cualquier subconjunto puede estar
incluido en este caso?.

82. Explicite todos los elementos de P({1,2} x {1,2,3}). Describa dentro de
los elementos de este conjunto cuales son subconjuntos de cuales.

83. (MEDIO) Sea U un conjunto y M C P(U) se dice que es un dlgebra sobre
U si:

a) Ue M
b) Si A, B € M entonces AUB € M
¢) Si A€ M entonces A® € M

Pruebe que:

a) pe M

b) Si A,B € M entonces ANB € M

¢) Si A, B € M entonces AAB € M
)

d) Si M y N son &lgebras sobre U entonces M N N es un algebra sobre

U

84. Usando la definicién del ejercicio anterior encuentre la menor algebra (en
el sentido de la inclusién) sobre N que contiene al conjunto {1, 2, 3,4}.
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85. (DIFICIL) Sea { A, } nen una familia de conjuntos sobre un mismo universo
U. Se definen los conjuntos A* y A, como:

A, = {x € U/x pertenece a una infinidad de A, }
A* = {z € U/z no pertenece a una cantidad finita de A,}

Exprese de manera conjuntista (es decir con unién, interseccién, comple-
mento, etc..) ambos conjuntos.

86. (DIFICIL) Sea {A;, } nen una familia de conjuntos sobre un mismo universo
U. Recordando que:

ﬂAnz{xEU/VnEN,xeAn}, UAn:{xEU/HnEN,xEAn}
neN neN

Se define:

HgleimrllfAn = U ﬂ AN,hmsupA ﬂ U Apn

neNN>n neNN>n

Responda lo siguiente:

a) Exprese liminf 4,, y limsup 4,, con cuantificadores.
neN neN

b) (hm inf A ) = lfmsup A
€N neN

c) (h’m sup An) = liminf A¢
neN neN

d) N Ax ChmmfA Climsup A, C U A,
neN neN neN
e) Si Vn,m € N n > m implica que A, C A,, (familia decreciente).

Muestre que (] 4, = hm mfA = limsup A,,.
neN neN

f) Si ¥n,m € N n > m implica que A,, C A, (familia creciente).

Muestre que |J A, =liminf A,, = limsup 4,,.
neN neN neN

87. (DIFICIL) Para los siguientes casos particulares determine explicitamente

N An, hm mf A, hm bup Any U 4.
neN neN

a) Sean A y B dos conjuntos. Si n es par entonces A, = A y si n es
impar y A, = B.
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b) DadoneN, 4, ={1,...,n}
c) Dadon eN, A, ={i e N/i >n}

d) Dadon € N, si n es par A, = {i € N/iespar Ai < n} y sin es
impar A, = {i € N/i es impar A i < n}.

e) Dadon € N, si n es par A, = {i € Nfiespar Ai > n} y si n es
impar A, = {i € N/i es impar A i > n}.

0.4. Sucesiones, Induccion y Sumatorias
88. Construya, en cada caso, la secuencia especificada explicitamente:
a) La secuencia de niimeros pares de menor a mayor comenzando por

0.

b) La secuencia de nimeros impares de mayor a menor comenzando por
21.

¢) La secuencia de potencias de 2 en orden ascendente comenzando en
2.

d) La secuencia de potencias de 6 en orden ascendente comenzando en
12.

e) La secuencia ascendente de niimeros que son producto de potencias
de 2 y 3 comenzando por 12.

f) La secuencia de inversos multiplicativos de los nimeros impares pos-
itivos en orden descendente.

89. Por inspeccién encuentre la férmula para el término n-ésimo de las secuen-

cias:
a) 1-3-22,2.4.32,3.5.42, ., e) 54, 242, B3
) 1-5-9,2-6-10,3-7-11,...
D 1) Eh )R )
125’ 3277 5.%.97"' L L L
d) 133> 331> 345 9) 73135 1357

J
90. Por inspeccién, exprese las siguientes sumas de la forma . a,. Especifi-

cando 4,7 y a, en cada caso: -
a) 4+6+12+22+36 ¢) 3% +52+ ... 4992
b) 3+ 9+ 27+ ...+ 19683 d) 22-34+32-4+4%.5+4...+102-11
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91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

Encuentre una progresiéon aritmética en que el tercer término es igual a
cuatro veces el primer término y el sexto término es 17.

Si la suma de 7 términos de una progresién aritmética es 49 y la suma de
17 términos es 289 encuentre la suma de N términos.

El quinto término de una progresiéon geométrica es 81 y el segundo es 24.
Escriba la serie.

La suma de los seis primeros términos de una progresiéon geométrica es
igual a 9 veces la suma de los tres primeros términos. Encuentre la razén
de la progresién (el valor de 7).

Encuentre el valor de tres nimeros en progresién geométrica que suman
38 y que su producto es 1728.

Encuentre el valor de tres niimeros en progresién geométrica cuyo produc-
to es 216 y la suma de los productos de a dos es 156.

Utilizando serie geométrica encuentre valores de p,q € N tales que:

a) £ =5,0399 d) L =2,45678123
b) L=0,423 e) £ =1001,7001
P _ Q P _ (o)

c) L=88 f) £=0,00559

La suma de N términos de una progresién geométrica de razén 3 es 728 y
el dltimo término es 486. Encuentre el primer término.

(DIFICIL) Sea {ay, }nen una progresion aritmética de paso d. Muestre que:

a) Vn<m<reN, (m-r)a,+ (r—n)am, + (n —m)a, =0.

b) Si an, am, ar y as con n < m < r < s € N estdn en progresién
geométrica entonces n —m, m —r, r — s también estan en progresion
geométrica.

¢) VN €N, Vk € N:
2N+1

Z Unyk = Gpyn+1 - (2N +1)

n=1
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100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

(DIFICIL) Sea {ay}nen una progresién geométrica. Muestre que:

a) VYn<m<reN ar b e ™ = 1.

b) Vn e N:

(ans1 — an+2)2 + (@nt2 — an)2 + (an+3 — an+1)2 = (an — an+3)2~

N
(MEDIO) Sea {ap }nen una secuencia tal que VN € N, >~ a, =a+bN +
n=1

e¢N? con a,b,c € R.

Encuentre una férmula para el termino a,, y deduzca que tipo de secuencia
es (aritmética, geométrica, armonica).

(MEDIO) Encuentre una progresién aritmética de modo que VN € N, la
suma de N términos sea 2N + 3N2.

Sea {ay, }nen una progresion aritmética tal que para dos valores fijos N, M €
N jay = M y ap; = N. Encuentre el valor de a,, para cualquier n € N.

(MEDIO) Sea {a;, } nen una progresién geométrica y a,c € R tal que a; = 1
yVN €N, aoy =a-aan41y aen—1 = - azan.

2N
VN € N, encuentre el valor de Y ay,.

n=1
Se dice que tres nimeros a1, as y a3 estan en progresién armoénica cuando:

ai ap —az

as  ax—ag

a) Si a?, b? y c? estdn en progresién aritmética entonces b+ ¢, a + c,
a + b estan en progresién armonica.
a+c

a—c""

b) Sia, b, c estdn en progresién arménica muestre que —%5 =

a

a

(MEDIO) Decimos que una secuencia ai,asg,...,an,... €s armonica si cada
grupo de tres términos consecutivos estan en progresién armoénica.

Muestre que si {an, }nen es progresién armdénica entonces:

a) L, L L .. es aritmética. ;La reciproca es cierta?

ar’ as’ T an "
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107.

108.

109.

110.

b) Siam =nya, =mconn,mé€EN entonces @, , =

nm
n+m’

c) (m—r)ama, + (r —n)ana, + (n —m)anamy, =0

Pruebe que para todo n € N si se divide el plano cartesiano (R?) en re-
giones utilizando n rectas. Se pueden colorear las regiones utilizando solo
dos colores de modo que las regiones que comparten un borde no tienen
el mismo color.

Pruebe que para cualquier n € N todo tablero cuadrado de 2n al que se
le extrae un casillero (en cualquier parte) puede ser cubierto por tableros

de 2 por 2 al que se les extrae un casillero.

Se quieren colocar n pesos en estampillas en un sobre utilizando solo sellos
de 5 y 12 pesos. Pruebe que esto es siempre posible si n > 44.

Pruebe que Vn € N:

a

SN >

9]

)
)
)
)
)
)

~

327=1 1 1 es muiltiplo de 4.
32" + 7 es miltiplo de 8.
8"~ es miltiplo de 7.
527=1 4 1 es multiplo de 6.
9™ — 1 es multiplo de 8.

117+ 412271 es maltiplo de
133.

22" — 3n — 1 es miiltiplo de 9.
24" _ 1 es miiltiplo de 15.

n(n +1)(n + 5) es multiplo de
6.

n(n + 1) es miltiplo de 2.

n(n + 1)(n + 2) es multiplo de
3.

n® — n es miltiplo de 30.

n(n? — 1)(3n + 2) es miltiplo
de 24.

4™ + 15n — 1 es multiplo de 9.
n® —n es miltiplo de 3.

n3 4 2n es multiplo de 3.

671 + 4 es multiplo de 5.

527 + (—1)"*1 es miiltiplo de
13.

n? —n + 2 es miiltiplo de 2.

427+l 4 3742 o5 miiltiplo de 13

111. En cada uno de los siguientes casos escriba las sumas como sumatorias
y demuestre, usando induccién, que el enunciado es verdadero para todo

_n_
T n41-

n € N:
a) 1+3+5+...+2n—1)=n2%
b) 1~3+2~4+3-5+...+n(n+2):w.
1 1 1 1
¢) tstszstzit -t amm
d) 2042t 4224 o 42nTl=0n 1,
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112.

113.

114.

115.

) 134284384 4nd=""0D (140434 42
f) 2™ > n.
g) BP+22 433+ . +nP=(1+2+3+...+n)%

h) n-li-1+"'+2n1— _1_*+§_*+ +2n

i) 3+4+5+...+ (n+2)= "0t

5) 245+ 8+ ...+ (3n — 1) = 234D,

k) 1+4+42+43 4Tl =451

Dl+r+r2+.. . +r = 7":rjll,donderes una constante distinta de
1.

m) 1+5+9+...+ (4n—3)=n(2n—1).

n)3+5—|—7+ +2n+1)=n(n+2).

A) 1+4+T+...+3n—2)="8220

0) 13"’35"‘57"‘ +(2n—1)1(2n+1):2n73r1'

p) 44+3+2+... +(5—n)= ")

q) —2-3—4—...—(n+1)=-"nt)

r)1-24+2-3+3 4+...+n(n+1)= "0

§) 1-243-4-5-6+...+ (2n — 1) 2p = 2t

t) wtr + (n+2>+<n+2> G T T @

u) a+ar+ar?+. —l—ar”_l:%.ayrson constantes, r # 1.

Pruebe que el cuadrado de un nimero entero nunca es de la forma 3n — 1
conn € N.

Pruebe que todo entero y su cubo al ser divididos por 6 tienen el mismo
resto.

Pruebe que Vn € N, n impar:

a) n® —n es miltiplo de 240.

b) n? — 1 es miltiplo de 8.
Pruebe que Vn € N:

a) (2n)! es divisible por n!- (n + 1)
b) (3(n+ 1))! es divisible por (n+ 1)!- (n +2)!- (n + 3)L.
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116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

VneN, 1-114+2-214+. .. +n-nl=Mn+1)! -1

Pruebe que Vn € N,V € R, z # 1 se tiene que " —1 es divisible por x —1.

Pruebe que Vn € NVh > —1, 1 +nh < (1 + h)™.

r41

Sea r € R tal que T%l es entero. Pruebe que Vn € N, “Z= es entero.
Dadon € Ny z1, x9, ..., x, > 0 pruebe que:

r1+x9+ ...+

(21 2 n)Z((El'ZEQ'...'{En)%.

n

n

Sea m € N z,y € N. Muestre que = =,, y si y s6lo si Vn € N, 2" =, y™.

Dado n € Ny z,y € R pruebe que:

a) ™ — y" es divisible por (z — y).
HINT: Muestre que:

xniyn:(xiy)(xnfl +xany+“'+xynf2+ynfl).

b) Sin es impar entonces ™ — y™ es divisible por (z + y).
HINT: Piense en el caso anterior.

¢) Sia,y € Ry, T50 > (L)"

Demostrar que todo ntimero natural n > 24 se puede expresar como la
suma de cincos y sietes.

774277’7,

12

Para n € N, probar que n — 2 <
2

Sea p(n) =“14+2+34+4+5+...4+n = (n+2%) 7. Demostrar que la

veracidad de p(n) implica la veracidad de p(n + 1) para todo n > 1.

(Es verdadera p(n) para todo n € N.?

Probar que la suma de los dngulos internos de un poligono convexo de n
lados es (n — 2) - 180 grados.
Muestre que para g(n) =“n? —n + 41 es un ntimero primo”, ¢(1) es ver-
dadera pero g(n) = g(n — 1) es falso.

Muestre que para g(n) =“2+4+6+...+2n = (n? +n+2)” se tiene que
g(n) = g(n + 1) pero que ¢(1) es falso.
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129.

130.

131.

132.

(DIFICIL) A la edad de un afio, una pareja (macho y hembra) de comadre-
jas da origen a dos nuevas parejas de comadrejas y en cada anio posterior
produce 6 nuevas parejas de comadrejas. Suponga que las comadrejas no
mueren y que se comienza con un par de comadrejas recién nacidas, es
decir ag = 1.

a) Determine una relacién de recurrencia para a,, la cantidad de co-
madrejas al final del afio n.

b) Demuestre por induccién que:

1
ay = = [4”*1 — (—1)"“]
(DIFICIL) Sea a3 = 1, ap41 = aﬁ%j’g, para n € N. Demuestre que a,, < 1,

para todo n € N.

Supongamos que Ud. recibe una carta de una “cadena’, con la lista de los
nombres y direcciones de 6 personas. La carta le pide que envie $1000 a la
persona que encabeza la lista. Ademds, Ud. debe hacer una nueva carta
casi idéntica a la recibida, los tinicos cambios son suprimir en la lista de
nombres el primero de ellos y agregar al final de la lista el nombre suyo al
final. Esta carta reformada tiene que enviarla a cinco amigos suyos, distin-
tos de los que aparecen en la carta reformada. La carta original promete
a Ud. que recibird dentro de pocas semanas la cantidad de $15.625.000.
Aunque estas 7 cadenas” nunca funcionan Ud. podria encontrar entretenido
verificar si la promesa de la carta original es correcta, bajo el supuesto que
Ud. y todos los receptores de las cartas siguieran las instrucciones, es de-
cir, no "rompieran la cadena”.

Podemos llamar ¢, a la cantidad de cartas en el eslabén k, siendo la carta
que Ud. recibié el eslabén 0, es decir ¢y = 1. Las cartas que Ud. envia
corresponden al primer eslabén, asi ¢; = 5, la cantidad de cartas enviadas
por sus amigos es cg, etc.

a) {Cuél es la relacién entre ci y cgy17?
b) Verifique por induccién que ¢;, = 5.
¢) ;De que eslabén son los receptores de cartas que deberfan enviar a

Ud. $1000 cada uno?

En una hoja de papel se tiene n rectas distintas dibujadas de borde a
borde, de modo que todo par de rectas tiene un punto en comun (que no
estd en el borde de la hoja) y no hay tres (o mds) que concurran en un
mismo punto.

a) Siay es la cantidad de regiones en que queda dividida la hoja al tener
k rectas. jqué relacion hay entre ap y ag41?

b) Determine a,, en términos de n, sin referencia a a,_1.
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133.

134.

135.

Una “Torre de Hanoi” es un juego consistente de n anillos de distintos
tamanos y tres estacas verticales fijas en un tablero A, B, C, alineadas de
izquierda a derecha, en las que se colocan los anillos. Al iniciar el juego
todos los anillos estan en la estaca A, apilados de mayor a menor, el més
grande en la base, es decir, formando una pila cénica. El juego consiste
en trasladar los anillos a la estaca C, para obtener una pila igual a la
original. La complicacién es que cada vez se puede mover un solo anillo
para ubicarlo en otra estaca y si en esta hay otros anillos ellos deben ser
de menor didmetro, es decir, en cada etapa del juego en cada estaca debe
haber una pila cénica.

a) Determine una recurrencia para a,,, el nimero minimo de movimien-
tos para lograr el objetivo.

b) Conjeture una férmula para a,, y demuéstrela por induccién.

La observacion clave es que para mover el anillo méds grande desde A hasta
C, debemos primero mover los (n—1) anillos restantes desde A a B y luego
desde B a C.

(DIFICIL) S,, es un conjunto formado por n numeros distintos. Se trata
de obtener una relaciéon de recurrencia para a,, la cantidad de compara-
ciones entre pares de nimeros que estdn en S,, para determinar el mayor
de todos ellos. Es claro que a; = 0y as = 1. En el caso general se propone
el siguiente algoritmo (procedimiento). Si n es par, podemos calcular My,
el mayor de los nimeros en la primera mitad de S,; después calculamos
Moy, el mayor de los nimeros en la segunda mitad de S, ; finalmente, hace-
mos las comparaciones entre M7 y Ms, para asi obtener el mayor elemento
de S,. Si n es impar, separamos S,, en un numero aislado cualquiera y 2
mitades iguales del resto. En estas 2 mitades elegimos M; y My como en
el caso anterior y comparamos el mayor de ambos con el nimero aislado
separado antes, para asi obtener en mayor niimero de S,,.

a) Encuentre a,, para n par y para n impar.

b) Considere un algoritmo que recorra S, de manera ordenada y que
compare cada elemento nuevo con el mayor de los anteriores. En-
cuentre el nimero de comparaciones b, que se realizaria con este
algoritmo y comparelo con a,,

¢) Adapte ambos algoritmos al caso de tener que obtener el mayor y el
menor numero de .S, y compare su eficiencia, en cuanto al nimero
de comparaciones que realiza cada uno.

Una persona debe subir una escala de n peldanos, cada paso de ella puede
abarcar un peldano o dos peldanos. Se trata de establecer una relacién de
recurrencia para a, la cantidad de maneras distintas de ascender la escala
de n peldanos. Es facil ver que a; = 1, as = 2 y ag = 3. Note que para
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calcular a4 podemos razonar asi: si el primer paso abarca un peldano, el
resto del recorrido (3 peldafios) se puede hacer de as maneras; si el primer
paso abarca 2 peldafios, el resto del ascenso (2 peldanos) se puede hacer
de as maneras, luego a4 = az + as.

a) Exprese a,, en términos de a,—1 y a,—o paran > 3.

b) Demuestre por induccién que:

n+1 n+1
oo Lf1xvE) (145
"5 2 2
136. Probar las siguientes identidades:

o) (1) = #(Go)

b) n("e") = (n=k)(3)

) @)+ () + () + -+ =)

d) () + 7+ G+ 6+ + () =)
137. Determinar el valor de n si % = %

138. Calcular el término central de (¢/z — $272)°
139. En el desarrollo de (22 + 2)!® encuentre:

a) El término constante.
b) El término central.

¢) El valor del coeficiente de z5.

140. Utilice el teorema del binomio para demostrar que:

" /n
1k =
> () =0
k=0
141. Sean p y q dos reales no negativos tal que p + g = 1. Calcule
n n -
Z <k)pkqn ka
k=0

142. Pruebe que para todo n € N el producto de n naturales consecutivos es
divisible por nl.

143. Pruebe que Vn € N:
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a) n*>1-3-5-...-(2n—1) d) (n!)? >nn"

b) 2"t > 1+ (n+1)v2 e) 2-4-6-...-2n< (n+1)"
¢) (nl)® <nm (2EL)*" £) 103050 (2n— 1) > (n))"
N
144. Pruebe que Vn € N, (n+1)2 —n? =2n + 1 y con eso calcule Y n.
n=1

145. Encuentre el valor de las siguientes sumas:

Q
~—
3
1<

(-1 (n? ~9) QNPT

146. Encuentre el valor de las siguientes sumas:

N N
a) ;0 [4n(n2 —+ 1) — (6n2 + 1)] . Z) ;1 n(n2 _ 1)
- N
b 2 et 2 ) J) S -1V —n)
N n=1
c 3n—1)(3n+2
) n%l( ) ) k) JZEI(n— (n+1)(n+2)
d) Zln(n—i—Q)(n—i—l)z N
nJ; 2, 2 l) Z(n+1)2n'
e) > n4(nn2:11) =t
n=1 N
x m) S (- 1) +1) !
D 2 s =
N
v 2n+3 N
DIV o Ok W) 3 (n Bln+ HL+32° o+ 1)

147. Sea {ay, }nen una progresion aritmética de paso d. Encuentre una férmula
N

N
para S3 = > a2 y muestre que VN € N es divisible por Sy = Y a,,.
n=1 n=1

148. Encuentre el valor de n que cumple la ecuacién en cada caso:

a) (3) =55 ) () = (%)
b) (,",) =10
o) (3) = (5) e) 3("37) =5("3")
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149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

Pruebe las siguientes propiedades. Dado n € N:

a) 0 —9on(1.3.5....-(2n—1))
b) Sil<k<n-—1, (kq) +2(;) + (kil) =
o) 1+ (") = (1)

Usando el teorema del binomio responda lo siguiente:

a 1)12

El total de términos con potencia 6 en x de (x2 -

=

El total de términos con potencia 4 en x de (z + 2y)*°

)

El total de términos constantes (sin potencia de x) de (2;102 + %)9

U

(99

)

)

)

) El total de términos con potencia 16 en = de (z2 — 2x)1°
) El total de términos constantes (sin potencia de x) de (% — ﬁ)g
) El total de términos constantes (sin potencia de z) de (z — %)"

~

(MEDIO) Muestre que si la potencia ? aparece en el desarrollo de (z — -5) 2
(2n)!
L(an—p))- (L @2n+p))!”

entonces el coeficiente que lo acompana es (

Sin desarrollar completamente, utilizando el teorema del binomio, encuen-
tre una expresion simple:

a) (z+V2)*+ (z —V2)*

b) (x4 Va2 —1)"+ (x — Va2 —1)7

¢) (V2+1)° —(vV2-1)°

Hallar la suma de los coeficiente del desarrollo de (1 + z)™ con n € N.

Pruebe que la suma de los coeficientes de las potencias pares de x del de-
sarrollo de (14 z)™ es igual a la suma de los coeficientes de las potencias
impares de x

Dado n € N utilizando el teorema del binomio pruebe que:
a) (6)+---+()=2"
b) 0- (o )+1 (1) +...+n() =n2n!
) @) -M+E -G+ +E)"E) =0

En el desarrollo de (a\/ﬁ + a—ﬂ)n el coeficiente del tercer término es mayor
que el coeficiente del segundo en 44 unidades. Hallar el término sin poten-
cias de a en este desarrollo.
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157. Determinar el valor de a para que los coeficientes de 7 y x° en el desar-
rollo de (z + a)® - (z — 2a)? sean iguales.

158. (DIFICIL) Sean N, M € N. Calcule:

N 5 ) N n
@) 3 % (ntm) )X % jntml
N n

M=z
)
+
2
™
™
5}
2

S
I
N
—
S
[
N
3
Il
|
S

M=
3
=
M=

3
I
L
3
I
I
3

&
M=z
Mz iME Mz iME Mz IME M TME

n=0 1 n=1 1
N N
e) > n-m m) Y gn—m
n=1 1 n=1 1

3
M=
g iMz M 1=
=
.

=
M=
3
3
S
M=
N
[N}
3
3

n=1 1 n=1m=1
N 25 100
D X S (ntm)m-m] 0 SN e
N N n
B XS (nbm)-m)] o) 3% am
N n
159. Sea S = > ( > m>. Muestre que:
n=1 \m=1
N
a) S=3 Y n?+ 7N(JX+1)
n=1
N
p) § = NAEDT 2
n=1
_ N(N+1)(2N+1)
¢) Concluya que S = ———F~——
N _ N
160. Dados a1,...,an € R. Se define a = & 3 a,, a2 = & Y @2, 0%(a) =
n=1 n=1
N 2
+ 3 (an —a)”. Pruebe que
n=1
2 _ 2 (7)\2 N
a) 1(a)—a (@) e) a=mina, = a; =...=ay
b) a2 > (a)? n=
N N a1 =...=ay < a2 = (a)%
c) mirllangdgmiaxan /) @ N (@)
N
d)d:miii(anﬁalf =apn



