ESCUELA DE VERANO 2009 - MATEMATICAS |

Profesores: Adriana Piazza, Felipe Celery, Axel Osses, Juan Peypouquet.

GUIA 43 : Matrices

Problema 1. Dados los siguientes pares de matrices, encontrar A+ By A — B.

(1) (1) (8 D) ()
z_A:@ ‘1‘) B:(g :é) 5"4‘( i 9) <0 )
sa= (3 4) = (1) 4= (% L) = (30)

Problema 2.

2 4 5 1 -2 =3
SeanA:<_1 3),B:(10 9),02(0 8)

M
o O

Determine:

1. A+ B 6. 2A+ B+ 0C
2. A+C 7. det(A)

3. A—B

4. 3A 1 2B 8. det(B)

5. 44 — 3B + 2C 9. det(C)

Problema 3.

0 —4 -2 0 -2 =3
son = (0 ) 5= (2 %) 0= (2 7)
Encuentre la matriz D tal que A+2B—-C+ D =0

Problema 4. Escribir en forma matricial, es decir, de la forma A- X = B, los siguientes sistemas
de ecuaciones:

a)z+y=0 b) 22 +8y =0 c) —3y—xz—1=0
T—Y=2> —r—y=1 20+ —8=2

Problema 5. Escriba cada ecuacién matricial como un sistema de ecuaciones lineales:



L (L 2) (=) _ (0 s (20 [z _ (!
\29) \y) "3 12 4) \y) T \=2

o, (~15) . (= _ (1 o (753 2 (¢)_ (1
Lo 5) )~ \o 20 5) 7 \y) 7 lus
Problema 6. Encuentre la matriz A - B para cada una de las matrices del problema 1.

1 2 4 1 2 0 1 2
probema 7. sen 4 (1 2) 5 (4, D)oo (2 ) yn- (1 2)

1. Calcule A-By B - A.
2. Calcule C-Dy D-C.
3. ;EsA-B=RB.A?
4. jEsC-D =D -C7?

Problema 8. Pruebe que la suma de dos matrices diagonales del mismo tamafio es una matriz
diagonal.

Problema 9. Pruebe que cualquier maltiplo escalar de una matriz diagonal es una matriz diag-
onal.

Problema 10. Determine cuales de las matrices siguientes son simétricas

1 3 2 -5 1 2 5 6
=)= D) e-( -G 0)
Problema 11. Demuestre que si A, B son simétricas, A+ B, A-B y oA también son simétricas.

Problema 12. Sea A = ((1) })

1. Encuentre A%y A3

2. Encuentre una expresién para A¥ donde k es un entero positivo, en términos de k.

Problema 13. Sea A una matriz de 2 x 2. Si A? = 0,9, determine si A = 052. Explique.
Problema 14. Sea A una matriz de 2 x 2 y sea I = I5. Pruebe que:
1. (A+41)* = A2+ 8A + 161

2. A2+ 7TA+121 = (A+3I)- (A+41)

Problema 15. Sea A una matriz y Z un vector definidos por:

(23 -0



1. Calcule las matrices A2 =A- Ay A>=A-A.A
2. Calcule los vectores ¥, A%, A%2¥ y A3Z. Dibuje estos vectores en el plano.

2

3. Sea B = (2

—2
5 ) Calcule el valor del escalar A para que

10
woan (0

Problema 16. Pruebe que si A es una matriz 2 x 2 tal que B- A = A - B para toda matriz B
de 2 x 2, entonces A = cl, para algln escalar ¢

2) Comience por escribir la igualdad A- B =B - A
1

. 0 ) 0 1 0 0
en el caso particular en que B = (0 O)' Proceda igual con B = (0 0) . B = <1 O) y

-(3)

Problema 17.

Sugerencias: Considere que A = (CCL

1. Encuentre matrices Ay B de 2 x 2 tales que A> — B> # (A— B) - (A + B).
2. Calcule (A — B) - (A+ B) usando la ley distributiva.

3. Use lo anterior, para determinar en qué caso se cumple A> — B? = (A — B) - (A + B).

Problema 18. Encuentre una matriz A de 2 x 2 tal que A%2 = —1,

. : : a1 a
Problema 19. Una matriz triangular superior es una matriz de la forma A = ( 61 a12>'
22

1. Encuentre D tal que A+ D = 0y compruebe que D es triangular superior.

2. Si Ay B son triangulares superiores. Compruebe que A - B es triangular superior.

1l « . : .
3. Sea A = 0 1) Demuestre que su matriz inversa es triangular superior. Para ello,

encuentre B tal que A- B = I, y pruebe que B es triangular superior.

Problema 20. La matriz A de 2 x 2 verifica

-0 200
e ([ o ) -2 - )

11

2. SeaB:<1 9

). Calcule B71.



3. Sabiendo que A- B = (5 9

1 O), calcule A usando B!,

Problema 21. Una matriz A = (Z 2) es magica si

at+b=c+d=a+c=b+d.
A la suma constante se le llama nimero magico de la matriz m(A).

Por ejemplo, la matriz identidad I = (é (1)) es magica y tiene namero magico m(I) = 1.

i) Demuestre que la suma de matrices magicas en magica y que
m(A+ B) =m(A) +m(B).
i) Demuestre que el producto de matrices magicas es una matriz magica y que
m(AB) = m(A)m(B).

iii) Demuestre que una matriz magica debe ser de la forma
a b
4= (b ) |
: : : 1
Problema 22. Encuentre todas las matrices de 2 x 2 que satisfacen la relacién A ( 5 > =

( ; ) De algunos ejemplos.

Problema 23. Considere la matriz A = < _21 _03 )

1. Calcule det(A), det(A+ 1), det(A + 21).

2. Calcule det(A+ A1) en términos de A y encuentre todos los valores de ) tales que det(A +
AI) = 0. Escriba las matrices A + AI resultantes.

Problema 24. Sea P una matriz invertible y sea D una matriz diagonal. Se define la matriz A

como:
A=P'.D.P

1. Usando las propiedades del producto de matrices y de la matriz inversa, determine en la
forma mas simplificada posible A% y A3.

Si las matrices P y D tienen los siguiente valores:

() 0



2. Calcule P71,

3. Calcule D% D3, A%y A3

Problema 25. Para una matriz de 2 x 2, se define su traza mediante la relacién:

a b
tr(c d)—a+d.

Estudie si son o no verdaderas las propiedades siguientes:

tr(A+ B) = tr(A)+tr(B)
tr(AB) = tr(A)-tr(B)
tr(AB) = tr(BA)

a b y B = (p q ) Calcule ambos lados de
c d ros

las igualdades correspondientes y verifique si se obtiene o no lo mismo.

Indicacién: Considere las matrices A =

Problema 26. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales

2v + 6y + 8z =4
dr + 3y + 4z =8
r + y + z =3

1. Escriba el sistema en forma matricial.
2. Usando el “método de Gauss” transforme el sistema en uno triangular superior.

3. Resuelva el sistema usando sustituciénes hacia atras.

Problema 27. En este problema, diremos que una matriz A = ( CCL Z) es O-diagonal si
cumple a + d = 0.

1. Compruebe que si A y B son matrices O-diagonales, entonces A + B y AA también son
0-diagonales.

2. Si Ay B son matrices 0-diagonales invertibles, estudie si A~! y AB son o no matrices
0-diagonales.

. 1 1
3. Encuentre «, 5y v de modo que las matrices ( 1 Z ) ( 1 g ) y su producto sean

0-diagonales.



Desafio

Problema 28. "XFibonacci y el namero adreo. La sucesion de nameros de Fibonacci esta dada
por 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... y se calcula como:

F = 0,
=1
b = HtF=1+0=1,
F, = B+tFh=1+1=2
Fs = F,+F,=2+1=3.

Asi sucesivamente, se obtiene que
Fn+2:Fn+1+Fn'
Ademas, el namero aireo ¢ = 1,618... satisface la relacién

1+¢=¢"

Fop) _ (1 1\ [(Fan
Fon) —\1 0) UR,

y que por lo tanto para n > 1:

F.o\ (11 ”' 1
F,.i)/ \1 0 0/
2. Pruebe las identidades:

b)) (%) ()
G é):%as?@ —1¢)'<¢0n <1—0¢>">'(q15 —1¢)‘

3. Concluya que

1. Verifique que

_ 9" —p(l—¢)"!




