CAPITULO 4

La circunferencia

UNA CIRCUNFERENCIA, analiticamente, es una ecuacién de segundo grado con dos varia-
bles. Ahora bien, no toda ecuacion de este tipo representa siempre una circunferencia: solo

en determinadas condiciones es cierto.
Una circunferencia queda completamente determinada si se conocen su centro y su radio.

LA ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA de centro (h, k) y radio r es
(x — AP + (y — k) = r2,

Si el centro es el origen de coordenadas, la ecuacién toma la forma x® + y* = r2,
Toda circunferencia se puede expresar por medio de una ecuacién del tipo

XX+ )y 4+ Dx+Ey+F=0.
Si escribimos esta ecuacion en la forma
#*+Dx+y»+Ey+F=0

y sumamos y restamos los términos que se indican para completar cuadrados, se tiene,

E? D? e
_ J2 ? — T e— —_—
+ Dx + 4 + )+ Ey+ 3 2 - Z F
. D\2 . £\ D+ E2—_4F
o bien X+ 5 L —] = 2 3

El centro es el punto ( ) y el radio r = } /D* 4+ E2 —4F.

P
Si D? 4 E2—4F > 0, la circunferencia es real.
Si D* + E* —4F < 0, la circunferencia es imaginaria.

D E
Si D* + E* —4F = 0, el radio es cero y la ecuacion representa al punto (— 2 5).

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (—2, 3) y radio 4.

(x 4 2 + (y—3)* = 16, o bien, x> + y* 4+ 4x — 6y =3.

2. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia x* +3* —3x + 5y — 14 =10
a) sumando y restando los términos adecuados para completar cuadrados, b) aplicando la formula
general.

9 25 9 25 3\2 5y 90
2 3x 4 + 4 = O sy (—— 1 Ly = =) =—
a) x 3x < 3 L Sy i 14—:-4 : 4,0568,(.1 2) ( 2) 3
3V1
Luego el centro es el punto ( 73 ) y el radio r = 1'2 0
D 3 E 5 —_ e ——— 3410
=— — = — === = IvD?+E2—4F = 1v9 + 25 + 56 = :
by h 3 7 k 3 2,3’1" ivD E F V9 + 25 + 3

a5
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Hallar el valor de k para que la ecuacion x? + y* — 8x + 10y + k = 0 represente una circunferencia
de radio 7.

Como r = IW/D* = E? —4F, resulta 7 = }v/64 + 100 — 4k. Elevando al cuadrado y resol-
viendo, k = —8&.

Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro (5, —2) y que pase por el punto (—I, 3).

El radio de la circunferenciaes r = V(5 = 17 +(—2—52= v36 — 49 = \/85.

Luego (x — 5)* + (y + 2)* = 85, o bien, x* + 3*— 10x + 4y = 56.

Hallar lIa ecuacién de la circunferencia de manera que uno de sus didmetros sea el segmento que une
los puntos (5, —I1) y (—3. 7).
5—3 —1 +7

2 :l., k:f=3

Las coordenadas del centro son h =

El radio es r = V(5 — D + (—1 —3) = V16 + 16 = 4V/2.
Luego (x — 1) + (3 — 3)* = 32, 0 bien, x* + 2 — 2x — 6y = 2.
Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por el punto

(0. 0), tenga de radio r = 13 y la abscisa de su centro sea —12.
Como la circunferencia pasa por el origen.

B ki=r2 o 144 + k2= 169

Resolviendo: A2 = 169 — 144 = 25, k = 5. =
Luego, (x +12)* 4-(y— 352 =169

y (x -+ 128 +(r + 52 = 169.
Desarrollando, x* +3* +2dx — 10y =10

y X4+ 24x + 10y =0.

Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa por los puntos

(5,3). (6, 2) y 3. —1). vl
Cada una de las expresiones

(x—h)?* L (y—kP=r*

o bien, 242+ Dx+Ey+F=0 5

contiene tres constantes indeterminadas con lo que serdan nece-
sarias tres condiciones para determinarlas. Como la circunferen-
cia debe pasar por los tres puntos dados, se pueden hallar los
coeficientes sustituyendo las coordenadas de los puntos en lugar
de x e y resolviendo. a continuacion. las tres ecuaciones lineales
en D, E y F. Estas ecuaciones son

25 +9 45D +-3E+F
36+4-+6D+2E+F
F
D

[

0.
0.
9+ +3D— E-+ 0.

Il

Resolviendo ¢l sistema se obtiene, D = —8, E= —2y F = 12
Sustituyendo estos valores de D, E y F, resulta la ecuacién de la circunferencia x* + y* — 8x — 2y
—12=0.
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8. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos

(2,3) y (—I1, 1) ¥ cuyo centro e¢sta situado en la recta x — 3y
— 11 =0.

Sean (h, k) las coordenadas del centro de la circunferen-
cia. Como (h, k) debe equidistar de los puntos (2, 3) y (—1, 1),

VI —20 +(k— 30 = \/(h + 1) + (k— )=
Elevando al cuadrado y simplificando, 6h + 4k = 11.

Como el centro debe estar sobrelarecta x — 3y — 11 =0
se tiene, h — 3k = 11.

Despejando los valores de /i v k de estas ecuaciones se

5 -
deduce, h = 5 k=— ; :
[17 2 5 2 p—
Por tanto, r :] (E &= 1) -+ (— 5 l) = $v/130.
= : ) 7\® 5\ 130
La ecuacion pedida es (_\, — ?) — (_1 - T) 3

9. Hallar la ecuacidn de la circunferencia inscrita en el tridngulo
cuyos lados son las rectas L;: 2x— 3y +21 =0,
L 3x—2y— 6=0,

Ly 2x +3y+ 9=0.

Como el centro de la circunferencia es el punto de inter-
seccion de las bisectrices de los @ngulos interiores del triangulo
sera necesario hallar, previamente. las ecuaciones de dichas bi-
sectrices. Sean (), k) las coordenadas del centro. Para determinar
la bisectriz (1) (ver Figura):

LE A=), L |
2h __k__;—zlz w.obien.h—k +3=0.

—4/13 V13
Para la bisectriz (2):
_2_h_:‘_ 3k_+ 9 = 2h — 3!‘__'_ L , 0 bien, 6k — 12 = 0.
—4/13 —\13
—1) =3(2) -9 13
Luc:ga.;’czZ.h-———l.yr:ﬂ h (2) =

V13 V13
Sustituyendoen(x — A +—(y— kP =r (x + 1) +()y—

10. Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo

cuyos lados son las rectas  x 4+ y = 8,
2x +y = 14,
x - y= 22,

Resolviendo estas ecuaciones tomadas dos a dos, se obtie-
nen las coordenadas de los vértices (6, 2), (7, 1) v (8, —2).
Sustituyendo estas coordenadas en la ecuacion general de la
circunferencia, x? + y* 4+ Dx - Ey +— F =0, resulta el sistema
sigulente: 6D + 2E + F= —40,
7D + E 4+ F= —50,
8D—2F ~ F= —68.
cuya solucién proporciona los valores D = —6, E=4y F = —|[2.

Por sustitucion se deduce la ecuacion pedida, x* + y? — 6x
“!‘— 4_].'— 12 — 0.

37

= —— obien, ¥* - —Tx + 5y — 14 = 0.

Yl

3.

2): =13, osea, x>+ )® + 2x —4y=8.

AN _\ \,,,
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11. Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro el punto (—4, 2) y que sea tangente a la recta
3x + 4y —16=0.

El radio se puede determinar calculando la distancia del punto (—4, 2) a la recta.

—4) - 4(2) — | ' ' |
r= i 5() 18 = —2—50 = —4| osead.

La ecuacién pedida es (x — 4)* +(y —2F =16, 0 X4+ 8y —4y+4=0

12. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pase por el
punto (—2, 1) y sea tangente a la recta 3x — 2y — 6=0en
el punto (4, 3).

Yi

Como la circunferencia debe pasar por los dos puntos
(—2, 1) y (4, 3), su centro estara situado sobre la mediatriz
del segmento que determinan. Por ofra parte, también debe
pertenccer a la perpendicular a la recia 3x —2y —6 =0
en el punto (4, 3).

La ecuacion de la mediatriz del segmento es 3x + ¥

—5=0. X
La ecuacion de la perpendicular a la recta 3x — 2y
—6=0en el punto (4,3) es 2x +3y—17=0.
Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, 2x +3y — 17 =0y dx +y—3 = 0
. 2 41 . . 2\, 41\= 10 ,—
se obtiene, x = — T =5 Por tanto, r = ]_; (4 =T T) + (3 - T) = 4/ 13.
. . 2 41\2 . - -
La ecuacion pedida es (.r + —.2‘,-) + (}'— .7—) = l—j’g—?g, o bien, 7a% — Ty2 +4x— 82y +55=0.

13. Hallar el lugar geométrico de los vértices del angulo recto de los triangulos cuyas hipetenusas son
el segmento que determinan los puntos (0, b) y (a, b).

Sea (x, y) el vértice del angulo recto. Entonces, como los dos catetos son perpendiculares, la
pendiente de uno de ellos debe ser el reciproco con signo contrario de la pendiente del otro, es decir,

y—»b 1 - x—a
x—0 y—b  y—b’
x—a
Simplificando, (y — 6)* = — x(x —a), 0 sea, a? + 3® — gx — 2by + b* = 0 (una circunferencia).
14. Hallar la longitud de la tangente desde el punto Py(xy, ) a la vi B oteyd)
circunferencia (x — h)2 = (y — kP =1r2 i 1. v
P =(P,CP—r2 ;
o bien It = (x, — hP + (g — k)t —r2, '
de donde [ = V(—hP +(n—kP—1~
En consecuencia, la longitud de la tangente trazada desde
un punto cualquiera exterior a una circunferencia es igual ala
raiz cuadrada del valor que se obtiene al sustituir las coordena- L
das del punto en la ecuacion de la misma. = X
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15. Definicion. Se llama eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de los puntos desde los
cuales las tangentes a ellas son de igual longitud.
Deducir la ecuacidn del eje radical de las circunferencias,

4y x4 e+ =0
4P tdx ey +fa=0

b

Sea P'(x', 3) un punto genérico cualquiera del eje radical pedido.

Tendremos [, = VX2 + y? +dix" + ey +h Yy L= VAT FyE A dx + ey + e

Como kL =1, VT y2 L dx + ey F E=Vxt Lyt dx ey +Jo

Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo las primas, (dy — do)x + (ey — ey +fi—Fh
— 0, que es la ecuacién de una recta.

16. Hallar la ecuacién de la familia de circunferencias que pasan por los puntos de interseccion de dos
dadas.

Sean ¥ L Lt dx +ey+hHh=0Y vy bdx eyt o= 0. dos circunferencias se-
cantes.

La ecuacién x* + 3 - dix — ey + fi + K2+ )+ dX + e,y + f») = 0 representa a dicha
familia, ya que las coordenadas de los puntos de interseccion satisfacen a las ecuaciones de dichas
circunferencias.

Para todos los valores de K, excepto pard K = —1, se obtiene una circunferencia. Para K = —I,
la ecuacién se reduce a una recta, que €5 la cuerda comin de dichas circunferencias.

17. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que pasen por
los puntos A(l,2), B3, 4) y sean tangentes a la recta ‘1’%

Ix+y—3=0.
Para hallar las coordenadas del centro, C(h. k), se
tienen en cuenta las igualdades CA = CBY CA=CN,es
decir,
(h— 1 + (k— 2 = (h— 3P + (k —4F
y {h—n=+tk—2)ﬂ:(y’ *,’iﬁ"’)‘ .
V10 X
Desarrollando y simplificando se obtiene,
h+k=5
y it - 9kt — 6hk — 2h — 34k + 41 =0.
Resolviendo este sistema de ecuaciones resultan h =4, k =1y h=3/2, k= 1{2
I S + 13 = 2 4+7/2—3 10
Der=3h k_ 3sedcducer=1—2-——_l:——--—\-‘[0 y r=9' T,;_ z—ﬁ-
110 V10 V10 2

Teniendo en cuenta (x — h)* +~(y— k)® = r®, tendremos

2 T \2 0
(x —4P = (y— 1PF=10 ¥ (\—-%) —éu(y———-) = I—

Desarrollando estas ecuaciones, esulta A2+ —8x—2y+7= 0 y 2+ —3x— Ty
4+ 12=0.

18. Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio 5 que sea tangenie a la recta 3x +4y—16 =0e¢n
el punto (4, 1).
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Sean (h, k) las coordenadas del centro.
Entonces w = -+ 35,0 bien, 3k - 4k — 16 = -L25.

Por otra parte,

(h—4)y - (k— 1)* = 25, es decir, i* +~ A2 — 8h — 2k = 8.
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen las dos soluciones (7. 5) y (1, —3).
5PE=25 y(x—1)?

Las ccuaciones de las dos circunferencias resoectivas son (x—7)* + (»
iy 43 = 25,

Hallar las ecuaciones de las dos circunferencias tangentes a las
rectas 3x —4y -1 =0 y 4x -3y — 7 = 0 y que pasan por
el punto (2, 3).

Sea (h, k) las coordenadas del centro. Entonces,

— 4L D ¥ E |
3 —4k + 1 L 4h L+ 3k L, o Th—k—6=0. (a)
=D 5
_ 3 —dk + 1
Por otra parte, como r = ——5
(;r_?')g_:(k_3}2:(3;}‘__4!5(~—+’;

o bien, 16A® + 9k* — 106h — 142k + 24hk - 324 = 0. (b)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obticnen,
para las coordenadas de los dos centros, los puntos (2. 8)
y (6/5, 12/5).

5 ? h — == —32 +1 o
Para la circunferencia de centro (2, 8), r = o 4§ : — g 3 = 5y laecuacion de
la misma es (x — 2)® 4+ (y — §)* = 25.
6 127 i . ; 6\2 12 \2
Para la de centro 5 T)’ r=1,ylaecuacionde lacircunferenciaes (x — 5 +y— 5 =i,

Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a las rectas
X+y+4=0y Tx—y +4=0 y que tenga su centro en
la recta 4x + 3y —2 = 0.

Sean (4, k) las coordenadas del centro. Entonces.
h+k+4  Th—k+4
V2 == 5v2
h—3%k—8=0 y 3h+k+6=0,

o bien,

que son las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados
por las dos rectas dadas. Como el centro ha de pertenecer a la
recta 4x + 3y — 2 = O se verificara,. 4h +— 3k — 2 = 0. De esta
ecuacion, y de / — 3k — 8 = 0, se obtiecnen h =2 y k = —2.

Por tanto, r = 2;?:'_-1
+{y 4 2P =& V2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones 4k + 3k —2 =0y 3h + k ~6 =0 re-
Sulta, h = ——-4, k=6 yr= 3\_.!'5.

Por tanto, la ecuacion de la circunferencia es (x + 4)* +— (v — 6)2 = 18.

= 24/2, con lo que Ia ecuacién de la circunferencia es (x — 2)°

Hallar el lugar geométrico de los puntos (x', ) cuya suma de los cuadrados de sus distancias a las
rectas 5x + 12y —4 =0y 12x — 5y + 10 = O sea iguala 5.
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5¢ + 129 —4

x5y +10 = 0es 2PN, g (N F ]+ (R s,

Simplificando y suprimicndo las primas, se obtiene 1695 4 1695® + 200x — 196y = 729, una
¢ircunferencia.

La distancia del' punito (', ') & Ta recta 5x + 12y—4 =0 es

Hallar el lugar geométrico de los pudtos (¥, )) cuya suma de los cuadrados de sus distanéias a los
puntos fijos (2,3) ¥ (—1, —2) sea igual a 34.

(e —2P +(y —3)* +(x -+ 1P (¥ + 2)* = 34. Simplificando; se obtiene, 2 +y1~.\'—-y 8,
una circunferencia,

Hallar ¢l lugar geﬂmetrmo de'los putitos (¥; ) cuya relacion de distancias a los puntos:fijos (—1, 3)
y (3,—2) sea igual a alb.

Ve + 1P (p—3F _ a
: - = = —. Elevando al cuadrado lificando, se obtiene, (b>— a®)x®
\/(j o T TE=D b y s:mp cando, s¢ obtiene, ( Y

+ (6 — a@®)y® =202 + 36— 2(3b° - 2a%)y = 136® — [0B% una circunferencia.

Hallar el lugar geométrico de los punios (x, y) cayo euadrado de In distancia al ‘punto fijo'(—35, 2)
'sea igual a su distancia a la recta Sx -} 12y —26 = 0.

5%+ 129 —26
\~ 3

[3x® - 13)* 4 1250 =—64y + 403 =0 y 1332 + 13® 4 1355 —40p 4 351 =0, cirounferencias.

(x + 52 +(y— 2= ) Desarrollando 'y sinwplificando,.

Hallm' la: ecuacién de la circunferencia concéntrica a la circunferencia ¥ + @ —4x + 6y —17 =0
‘que sed tangente a la recta 3X-—4y + 7= 0.

El centro dc la cireunferencia dada es (2, —3). El radio de la circunferencia pedida es la distancia

del punto (2, —3)a la recta 3x — 4y + 7 = 0, es decir, ———ET lj+7 B

Lucgo [a circunferencia pedida ticne de ecisacion (x — 2)° +(p + 3= 25.

Hallar las ecuaciones de las circunferencias de radio 15 que sean tangentes a la circunferencia
A% 4+ 3% = 100 en ¢l punto (6, —38).
El centro de estas circunferencias debe estar sobre la recta que une los puntos (0, 0)-y (6, —8),

5 4
CUyd ecuacion €5y — — Tj_-."e;:

Liamando (4, k) a las coordenadas del centro, k = ——i‘h y (b —6)* + (k < 8)F = 215.

Resolviendo ¢l sistema formado por estas dos ecuaciones se obtienen los valores de hy & (—3, 4)
y (15,—20).

Las ceuaciones de las dos circunferencias son (x +3P L(y—4F =225y
(\'-— I5F + (3 + 20 = 225.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Hallar la ecuacién de la circunferencia

a)
b)
c)
d)

e)
N
g)
)
i)

7

de centro el punto (3, —1) y radio 5. Sol. x*+y*—6x +2y—15=0.
de centro el punto (0, 5) y radio 5. Sol. x*+4+y*— 10y =0.
de centro el punto (—4, 2) y diametro 8.  Sol. x* +)* +8x— 4y +4=0.

de centro el punto (4, —1) y que pase por (—1, 3).
Sol. x*+)?—8x+2y—24= 0.

de diametro el segmento que une los puntos (—3, 5) y (7, —3).
Sol. x*+)y?—d4x—2y—36=0.

de centro el punto (—4, 3) y que sea tangente al eje y.
Sol. x*+)*+8x—6y+9=0.

de centro el punto (3, —4) y que pase por el origen.
Sol. x4+ y*—6x+ 8y =0.

de centro el origen y que pase por el punto (6, 0).

Sol. x* +y*—36=0.

que sea tangente a los dos ejes de coordenadas de radio r = 8 y cuyo centro esté en ¢l primer
cuadrante. Sol. x4+ y*— l6x— 16y + 64 = 0.

que pase por el origen, de radio r = 10 y cuya abscisa de su centro sea —©o.
Sol. X +y*+12x—16y=0,x*+y*+12x + 16y =0.

Hallar el centro y el radio de las circunferencias siguientes. Determinar si cada una de cllas es real,
imaginaria o se reduce a un punto. Aplicar la férmula y comprobarla por suma y resta de los térmi-
nos adecuados para completar cuadrados.

a) xT+3*—8x +10y—12=0. Sol. (4,—5), r= 1/533, real:
b) 3x*+3y*—4dx +2y+6=0. Sol. (-i—, — %) r= —:I,'—‘\/;-E, imaginaria.
c) X2+ p»P—8x—Ty=0 Sol. (4, ;), = %\H!B, real.
d) x*+y*=0. Sel. (0,0), r=0, un punto.
2 1 I

e) 2x*+2y—x=0. i o 2

¥ Sol. (4 3 0), r g real.
Hallar la ecuacidén de la circunferencia que pasa por los puntos
ﬂ') (4’ 5): (31 _2)1 y (lz _4) Sﬂ! X2 -+ }’E -+ Tx — Sy—' 44 = (.
b) (8,—2),(6,2), y(3,—7). Sol. x*+y*—6x+4p—12=0.
c) (1.1),(1,3), y(92). Sol. 8x® + 8)*—79x—32y +95=0.
d) (—4,-—3),(—1,—7),y(0,0) Sol. 22+y*+x+Ty=0.
e) (1,2)(31)y3—1) Sol. x»*+py*—x+3y—10=0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo de lados

a)

b)

yr—y+2=02x+3y—1=0,ydx +y—17 =0.
Sol. 5x* + 5 —32x —8y—34 = 0.
x+2y—5=0,2x+y—T7=0,yx—y+1=0.
Sol. 3x* +3)*—13x— 11y +20=0.
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¢) Ix+2y—13=0,x+2y—3=0,yx+y—5=0.
Sol. x*+)y*—1lx—Ty +52=0.

d 2x+y—8=0,x—y—1=0,yx—Ty—19=0.
Sol. 3x* +3*—8x +8y—3l=0.

&) x—y+7=0,3x+5y—9=0,yx—Ty—13=0.
Sol. 169x* + 169)* — 8x + 498y — 3707 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita al tridngulo de lados

a 4x—3y—65=0, Tx—24y +55=0, y 3x+4y—5=0.
Sol. x*+ yp*—20x +75=0.

b)) Tx+6y—11 =0, 9x—2y +7=0, vy 6x—Ty—16=0.
Sol. 85x* + 85y°— 60x + 70y — 96 = 0.

) y=0, 3x—4y=0, y 4x+3y—350=0.
Sol. 4x* + 4y* — 60x — 20y + 225 = 0.

d 15x—8y +25=0, 3x—4y—10=0, y 5x+12y—30=0.
Sol. 784x* + 784)% — 896x — 392y — 2399 = 0.

¢) inscrita al triangulo de vértices (—1, 3),(3,6) y (—3;—, 0).
Sol. Tx? + 7y®* —34x — 48y + 103 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (— 2, 3) que sea tangente a la recta 20x — 21y
—42.=0. Sol. x*+)* +4x—6r—12=0

Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro el origen que sea tangente a la recta 8x — 15y — 12=0.
Sol. 289x* + 289y = 144, '

Hallar la ecuacidn de la circunferencia de centro (—I1, —3) que sea tangente a la recta que une los
puntos (—2, 4) y (2, 1). Sol. x*+y*+2x L 6y—15=0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esté en el eje x y que pase por los puntos (—2. 3)
v(4, 5. Sol. 3x*+3y*— 14x—67 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (1, —4) y (5, 2) y que tiene su centro
enlarectax—2y +-9=0. Sol. x*+)y*+6x—6y—47=0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (—3, 2) y (4, 1) y sea tangente al
gje x. Sol. x*+ 2 —2x— 10y + 1 =0, 5%+ y*—42x — 290y + 441 = 0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (2, 3) y (3, 6) y sea tangente a la
recta 2x +y— 2 =0. Sol. x®+p2—26x—2y +45=0,x2+)*—2x— 10y + 21 =0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (I1,2) y sea tangente a la recta
2x + 3y — 18 = 0 en el punto (3, 4). Sol. 5x% 4+ 5y —98x— 142y + 737 = 0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la recta 3x —4y— 13 =10

en el punto (7, 2).
Sol. x4+ 3*—26x+ 12y +105=0,2%+)2—2x—20y + 1 =0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a las rectas x —2y +4 =0y 2x —y—8 =10

y que pase por el punto (4, —1).
Sol. x® -+ y*—30x + 6y + 109 = 0, x* + 3* — 70x + 46y + 309 = 0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a las rectas x—3y +9=0y 3Jx +y—3=10

y que tenga su centro en la recta 7x + 12y — 32 = 0.
Sol. x*—+y*+8x— 10y +31 =0, 961x* + 961y + 248x — 5270y + 7201 = 0.
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LA CIRCUNFERENCIA

Hallar la ecuacion de la circunferencia definida por el lugar geométrico de los vértices del angulo
recto de los tridangulos cuya hipotenusa es el segmento que une los puntos (—4. 1) y (3, 2).
Sol. 2*+3¥2+-x—3r—10—0.

Hallar la ecuacion de la circunierencia langente a las rectas 4y — 3y — 350 — 0 y3r—4yr—25=19

y cuyo radio sea igual a 5. Sol. x* 4+ y*— 20y + 10y - 100 — 0,

X+ 32— 36x— 2y + 300 — 0.
32 ‘1-3—-_ 2y — I8y — 200 — 0,
2 = By 6_]." = 0.

X" +—F

[

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas perpen-
diculares 2x + 3y — 6 =0 y 3x — 2y + 8 =0 sea igual a 10. Si es una circunferencia. hallar su
centro y su radio.

. _— B ) 1234 =
Sol. 13x* L [3y% & 24x—68y— 30 — 0. Centro (— ) r=\

NEAE) H

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas
perpendiculares -a,x + b,y + ¢, =0 Y byx—ayy + ¢. = 0 es una constante K= es una circunfe-
rencia.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los puntos fijos
(—2.—35) ¥ (3. 4) sea igual a 70. Si es una circunferencia, hallar su centro y su radio.

Sol. x* +)?—x 4+ y—8=0. Centro(l, —3), r= 134,

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a los puntos fijos (2, —1)
Y (—3, 4) sea igual a 2/3. Sj ¢ una circunferencia, determinar su centro v su radio.

Sol. x* 4+ —12x + 10— 11 =0. Centro (6.—35), r=6\v2

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a los puntos fijos (a. b)
¥ (c. d) es igual a K (censtante) es una circunferencia.

Hallar Ia ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuye cuadrado de la distancia al punto fijo
(—2, —5) sea el triple de Ia correspondiente a la recta 8x - 15y — 34 = 0.
Sol. 17x* + 1Ty* -+ ddx + 125y +595 =0, 1732 + IT3® + 92x L 215y = 391 — 0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a la recta 3x — 4y — 17 = 0 que sea concéntrica
con la cireunferencia x* + 3@ —d4x L 6y — 11 = 0.

Sol. x* 43— dx +6y-——36 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 10 que sca tangente a la circunferencia 3% + 32 = 25
en el punto (3. 4).

Sol. x* 43— 18y —24p L 125 =0, 2L P+ 6x+8y—75=0.

Hallar la ecuacién del lugar geoméirico del punto medio de un segmento de 30 centinetros de lon-
gitud cuyos extremos sc apoyan constantemente en los ejes de coordenadas.
Sol. Una circunferencia. x2 -1 32 = 225

Hallar la maxima y minima distancias del punto (10,7) a la circunferencia 12 =3 —dr—2y
—20=0.  Soi I5ys5.

Hallar la longitud de la tangente trazada desde <l punto (7, 8) a la circunferencia X2 = pPt=10
Sol. 27 26.

Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (6, 4) a la circunferencia x* + 32 - 4x — 6y
— 19 =0. Sol. 0O

Hallar el valor de K para el cual la longitud de la tangente trazada desde el punto (5, 4) a la circun-
ferencia ¥* + 3* — 2Ky = 0 sea igual a a). 1. 4), 0. Sol. @) K=—5, b K=_5125.
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Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales de las circunferencias siguientes, y demostrar que se
cortan en un punto.

A2 L3y —2p—4 =0, ¥+ —2x—yp—6=0 y®+3z—]=0.
Sol. 3x—y+2=0, 3v—2y—3=0. 2vx+y +5=0. Punto de interseccion (—1, —3).
Este punto se denomina centro radical de las circunferencias. '

Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales de las circunferencias siguientes y hallar el centro ra-
dical (punto de interseccion de los ejes).

R+ ta=0 2+t 4p+T7=0 y 224+ 2p2 5y Ly +9=0.
Sol. x—4y—7=0, x+y+3=0 x—y—1=0. Centro(—I,—-2).

Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales y el centro radical de las circunferencias siguientes.
Byl 411l =0 @ +pP—4x—21 =0, y 1 +3*—4dxy + 16y +43=0.
Sol. x +2=0, x—y—2=0. y+4=0. Centro(—2. —4).

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (—2. 2) v por los de interseccidn de las
circunferencias
AP In——4=0 y 2 +pr—22v—p—6=N0.

Sol. S5x* + 52Ty —26=0.

Hallar 1a ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (3. 1) y por los de interseccion de las
circunfersncias
2y

Mgty —y—2=0 y ¥+ Lrdr—4y—8=0.
Sol. 3x* —31*— |3y —3r —06=0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos de interseecion de las circunferencias
Xy —6bx+2y +4=0y 5"+ +2x—4y—6—0 y cuyo centro esté en la recta y = x.
Sol. Tx*+ T2 —10x— 10y — 12 = 0.



CAPITULO 5

Secciones coénicas.—La parabola

DEFINICION. El lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a un punto y una
recta fijos es constante recibe el nombre de seecidn cdnica o simplemente cdnica. '
El punto fijo se llama foco de la conica, la recta fija directriz y la relacion constante
excentricidad que, normalmente, se representa por la letra e.
Las secciones cénicas se clasifican en tres categorias, segin su forma y propiedades.
Estas se establecen de acuerdo con los valores de la excentricidad e.

Si e < |, la conica se llama elipse.
Si e = 1, la conica se llama pardbola.
Si e > 1, la conica se llama hipérbola.

PARABOLA. Sean L'L y Fla recta y punto fijos. Tracemos por F la perpendicular al eje x y sea 2a
la distancia de Fa L’'L. Por definicion de parabola la
curva debe cortar al eje x en el punto O, equidistante
de Fy L'L. El eje y se traza perpendicular al x por el

punto O,
Las coordenadas de F son (g, 0) y la ecuacion de
la directriz es x = —a, o bien, x + a = 0.

Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera de ma-

nera que e=l.

PM

Entonces, V(x—aP+(y—02=x-+a

>

Elevando al cuadrado,

x?—2ax + a*+ y* = x* + 2ax + 4%,

o bien, 12 = dax.

De la forma de la ecuacién se deduce que la para-
bola es simétrica con respecto al eje x. El punto en que la curva corta al ¢je de simetria se
denomina vértice. La cuerda C'C que pasa por el foco y es perpendicular al eje se llama fatus
rectum. La longitud del latus rectum es 4a, es decir, el coeficiente del término de primer grado

en la ecuacion.
Si el foco esta a la izquierda de la directriz. la ecuaciéon toma la forma

12 = — dax.
Si el foco pertenece al eje ). la forma de la ecuacion es
x¥* = + day
en la que el signo depende de que el foco esté por encima o por debajo de la directriz.
Consideremos ahora una pardbola de vértice el punto (4, k), de eje paralelo al de coor-

denadas x y cuyo foco esté a una distancia a del vértice y a la derecha de él. La directriz,

46
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paralela al eje y y a una distancia 2¢ a la izquierda del foco, tendrd la ecuacion x — h — a.
obien, x —h+a=0.

Llamemos P(x,v) un punto genérico cualquiera Vi L
de la pardbola. Como PF = PM.

Vix—h—aP+(y—kP=x—h+ a 7

es decir, ¥ —2ky + k* = dax — 4ah,
o bien, (y — k) = da(x — h).
Otras expresi_ones tipicas son:
(v — k)P = —dalx — h); 5

(x —h)p = da(y — K);
(x — AP = —da(y — k).

Que desarrolladas adquieren la forma X =ay + by + c.
y=ax* + bx + c.

PROBLEMAS RESUELTOS

Hallar el foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del /latus rectum de la parabola 3y® = 8x,

. 8
o0 bien, }* = — x.

ED
35 7 _ 8 2
De Ia ecuacion de la parabola se deduce que 42 = 3 de donde. a = 3 El foco es. pues el pun-
to de coordenadas (%, 0), y la ecuacion de la directriz, x = — l;;!-
" _ 2 2 4
Para hallar la longitud del /atus rectum se caleula el valor de y para x = T Para x = T =7

4
con lo cual, la longitud del larus rectum es 2(-_{—) - %

5 : : ! 4
2, Hallar la ecuacion de la parabola cuyo foco es el punto (0. — —;—) y por directriz la recta y — T =0.

3

Hallar la longitud del latus rectum.

Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera de la parabola. En estas condiciones.

41\2 4
V(.T—O]z"l-("‘l—j—) ___'J,_'E'
16 16

Elevando al cuadrado y simplificando, x* +— =¥ 0. Latus rectum — 4a — 5

Y{ Yih L
o |
o) -+ i
> |

H y-2-0
B\ F52
\ L

o) \,\ i_
L.f

Problema 2 Problenia 3

Hallar la ecuacion de la paribola de vértice el punto (3, 2) y foco (5, 2).

Como el vértice es el punto (3, 2) y el foco (5, 2) se tiene, @ = 2 y la ecuacién adquiere la forma
(y — k)P =dalx—h), o sea, (y — 2)* = 8(x — 3).

Simplificando, y* — 4y — 8x + 28 = (.
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Hallar la ecuacion de la parabola de vértice ¢l origen. de eje el de coordenadas 1. y que pase por ¢l
punto (6. —3).

La ecuacion que hemos de aplicar es x* = —day.

Como ¢l punto (6. —3) perlenece a la curva el valor de a debe ser tal que
punto satislagan a la ecuacion.

Sustituyendo. 36 = —da(—3). de donde.

las coordenadas del

a = 3. La ecuacién pedida es x* = —12x

Hallar la ccuacién de la parabola de foco el punto (6. —2) ¥ directriz la recta x —2 = 0.
De la definicion. Vix —6)* = (y — 28 -
Elevando al cuadrado, x* — [2v — 36 —

— g+ 36=0.

==
it dp—4=x—4x + 4 Simplificando, »* = 4y

Hallar la ccuacién de la parabola de vértice el punto (2. 3), de eje paralelo al de coordenadas y, y que
pase por el punto (4. 3).
La ecuacion que hemos de aplicar es (v — I = daly — k), es decir, (x — 2) = daly — 3).

Como el punto (4. 5) pertenece 4 la curva. (4 — 292 = 4a(5 — 3). dc donde. « - —L .

La ecuacion pedida cs (v — 2 = 3ty —3). o bien, ¥ —4dy— 2y = 10=0.
Hallar la ecuacién de la parabola de ¢je paralelo al de coordenadas x. y que pase por los puntos

(—2, 1) (1.2) y(—1. 3.
Aplicamos la ecuacion 3* — Dx — Ey - F=0.

Sustituyendo v e ¥ por las coordenadas de los puntos. |—2D + E4+F=0,
4+ DE2ELF=0,
9— D+3E+F=0
. , ; Y 1-— 21
Resolviendo este sistema de ecuaciones, D = < E'=ce F=4
n _ 2 21 o
Por tanto. 1a ecuacion pedida s y* ¢ s ¥~ 5 y <+ 4+=0. 0 bienh, 5)* + 2y — 21y 4 20 = 0.
Hallar la altura de un punto de un arco parabdlico de 18 metros
de altura y 24 metros de basc. situado a una distancia de 8 metros vi
del centro del arco. '
Tomemos ¢l eje v en la base del arco y el ongen e el punto
medio. La ecuacion de la parabola serd de la forma
(x — h)? = daly—Kk)
o bien (v — 0)2 = daly — 18).
. %
La curva pasa por el punto (12.0). Sustituyendo estas coorde- o — IGTTN

nadas en la ecuacion se obtiene. a = —2. Por consiguiente,
(x — 0 = —8(y — 18).

Para hallar la altura del arco a 8 metros del centro se sustituye x = 8 en la ecuacién y se despeja
el valor de y. Por tanto, 8 = —8(y — 18). de donde. v = 10 metros. El arco simple mas resistente
+s ¢l de forma parabélica.

Dada la paribola de ecuacion 3* — 8y —b6x — 4 — 0. hallar las coordenadas del vértice y del foco,

y la ecuacion de su directriz.
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Sumando y restando términos adecuados. para completar un cuadrado. 1 — 8y — 16 = by
—4 = 16 = 6x — 12, 0 bien, (y + $H2 = 6(x + 2). '

El vértice es el punto (2. —4). Como 4a = 6. « = 3'2. Luego ¢l foco es el punto de coorde-
nadas (—3%. —4). y la ecuacion de 1a directriz es x = —772.

Hallar la ecuacion de la paribola cuyo fatus recrum es ¢l seemento entre los puntos (3. 5) v {3, —3).

Aplicamos la ecuacion en la forma (y — k)2 = ~da(x — h).
Como la longitud del farus rectuni es 8, 4a = 8. e (y — kP = — 8{x— /).
Para determinar las coordenadas (4. k) tenemos. (5 — k)2 = —8(3—4) y{(—3—&P= =813— ).

yd que los puntos (3. 5) v (3. —3) pertenecen a la curva. Resolviendo este sistema de ecuaciones se
obticnen como valores de /1 y & los puntos (1. 1) v (5. 1).

Las ceuaciones pedidasson (1) (y— 1P =8x—1) 0o ¥ —2r—8v =+ 9-0

¥ (2 (y— 1= —8x—35) o 3*—2r - 88— 39— 0
Ly Y&
I A
= - =
# } y=-l
N >
g 3 -
N -
=5
Problemra 1) Prohlema 1]

Hallar la ecuacion de la paribola de vértice en la recta 7x + 31 — 4 = 0. de ¢je horizontal ¥ que
pase por los puntos (3. —35) v (3 2. ]).

Aplicamos la ccuacion en la forma (r — AP — datx — k). Sustituyendo las coordenadas de los
puntos dados s¢ obticne.

(=5—KkPF =463 —In vy (1 —kP=4a(32—h).
Como (4. k) pertenece a la recta 7x - 3¢ — 4 — 0, se uene, Th — 34 — 4 — 0.

Resolviendo el sistema de estas tres counciones resulta k- 1.k —1.4¢ — S:y h — 359119,
—O0717. 4a - —3504 17,

Fo

S04 [ 359
19 — v — :

; 97
Luego las ccuaciones pedidas son, (y = IF - By — e (_:' = } = 119

La trayectona deserita por un proveeti! lanzado horizontaimente, desde un punto situado v metros (m)
sobre el suclo. con una velocidad v metros por segundo (m s). s una parabola de ecuncion

sicndo v la distancia horizontal desde el lugar de lanzamiento v ¢ — 951 merros por segundo en
cada segundo (m ). aproximadamente. El origen se tont en ¢l punto de salida del proyeetil del arma.

En estas condiciones se fanza horizontalmente una piedra desde un punto situado a 3 metros (m)
de altura sobre ¢l suelo. Sabiendo que la velocidad inicial es de 50 metros sczundo (m s). caleular
la distancia horizontal al punto de caida. -

2(30)

oK (—-3). con I;.I.\ gue v = 50V0.61 — 30 m,
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PROBLEMAS PROPUESTOS

. Hallar las coordenadas del foco, la longitud del Jatus rectum y la ecuacion de la directriz de las paré-

bolas siguientes. Representarlas graficamente.

a) = 6x. Sol. (3/2,0).6, x+32=0.
b) x2==8y. Sol. (0,2),8 y+2=0.
c) 3y =—4x Sol. (—1/3,0),4/3, x—1/3=0.
. Hallar la ecuacion de las parabolas siguientes:
a) Foco (3, 0), directrizx + 3 = 0. Sol. y*— 12x=0.
h) Foco (0. 6), directriz el eje ¥. Sol. x¥*— 12y +36=0.
¢) Vértice el origen, ¢je el de coordenadas x, y que pase por (—3, 6). Sol. y*=—I12x.
Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 3) sea igual
a su distancia a la recta x — 6 = 0. Sol. y*—6y—8x—23=0.
Hallar la ecuacién de la parabola de foco el punto (—2, —1) y cuyo latus rectum es el segmento entre

los puntos (—2, 2) y (—2. 4).
Sol. ¥ +2y—6x—20=0,)2-+2y+6x+4=0.

Hallar la ecuacion de la parabola de vértice (—2. 3) y foco (1. 3).
Sol. y®—6y—12x—15=0.

Dadas las parébolas siguientes, calcular @) las coordenadas del vértice, b) las coordenadas del foco,
¢) la longitud del latus rectum y d) la ecuacion de la directriz.

(1) y@»—4dy +6x—8=0. Sol. a) (2.2), b (1/2.2). ¢ 6, d)yx—72=0.

(2) 3x2—9x—5yp—2=0. Sol. a) (3/2,—17/4), by (3/2,—4/3), ) 5/3.

(3) 3@ —4y—6x+13=0. Sol. a) (3/2.2), b (3,2, ¢ 6, 4 x=0.

Hallar la ecuacion de una parabola cuyo eje sea paralelo al eje x y que pase por los puntos (3, 3),

(6, 3) y (6, —3). Sol. y»—2y—4x+9=0.

Hallar la ecuacién de una parabola de eje vertical y que pase por los puntos (4, 5), (—2, 11) y (—4, 21).
Sol. x*—4x—2y + 10=0. '

Hallar la ecuacién de una parabola cuyo vértice esté sobre la recta 2y — 3x = 0, que su gje sea para-
lelo al de coordenadas x. y que pase por los puntos (3, 5) y (6, —1).
Sol. y2— 6y —4dx + 17 =0, 11y*— 98y — 108x 539 = 0.

El cable de suspensién de un puente colgante adquiere la forma de un arco de parabola. Los pilares
que lo soporian tienien una altura de 60 metros (m) y estan separados una distancia de 500 metros (m),
quedando el punto mas bajo del cable a una altura de 10 metros (m) sobre la calzada del puente.
Tomando como eje x la horizontal que define el puente, y como eje y el de simetria de la parabola,
hallar la ecuacién de ésta. Calcular la altura de un punto situado a 80 metros (m) del centro del
puente. Sol. ¥ —1.250y + 12.500 = 0: 15,12 m.

Se lanza una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de 185 metros (m) de altura con una
velocidad de 15 metros por segundo (m/s). Hallar la distancia del punto de caida al pie de la torre
suponiendo que el suelo es horizontal. Sel. 92,5 m.

Un avion que vuela hacia el Sur a una altura de 1.500 metros (m) y a una velocidad de 200 kilometros
por hora (km/h) deja caer una bomba. Calcular la distancia horizontal del punto de caida a la vertical
del punto de lanzamiento. Sol. 972 m.

Un arco parabdlico tiene una altura de 25 metros (m) y una luz de 40 metros (m). Hallar la altura
de los puntos del arco situados 8 metros a ambos lados de su centro. Sol. 21 m.



CAPITULO 6

La elipse

DEFINICION. Elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos

fijos es constante. Los puntos fijos se llaman focos.

53 D

34,0 5
X

D' D

Sean los dos puntos fijos F(¢. 0) y F'(—¢. 0) y 2a la suma constante, (@ > ¢). Considere-
mos un punto genérico P(x,y) que pertenezca al lugar. Por definicion,

F'P 4-PF= 2a,

es decir. Vix £ (y—0F + Vix—eP+(y— 0P = 2a.

o bien. Vixt oF+(y—0F =20 —V(x—oF+ (y—0%

Elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes,

x —at=—aix—eR +(y—0pr

Elevando al cuadrado y simplificando, (a®* — ¢*) x* + a%* = a@*(@* — ¢*).
x* 2

Dividiendo por @*(a® — ¢?) s¢ obtiene la ecuacion i T R ¥

Como a > ¢. @>— ¢* ¢ positivo. Haciendo a*— ¢ = %, resulta la ecuacién de la
elipse en la forma

At i
R
0 bien. hix? + a%* = a*bt.

Como esta ecuacion solo contiene potencias pares de x e y. la curva es simétrica con
respecto a los ejes de coordenadas x ¢ y, y con respecto al origen. El punto O es el centro
de la elipse y los ¢jes se denominan eje mayor y eje nienor.

Si los focos fueran los puntos de coordenadas (0, ¢) y (0, —c). el eje mayor estaria sobre

; i ¥ y2
el eje y. con lo que la ecuacion resulta de la forma 5 +—==1L
a

51
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. ¢ vat — bt )
La excentricidad ¢ = T N o bien ¢ = ae.
[ [
Como la elipse tiene dos focos. también lendrd dos directrices. Las ecuaciones de las
directrices D’'D’ y DD son, respectivamente,

a a
F x— = =0.
{,

Sj los focos estuvieran sobre ¢l eje r. las ecuaciones de las directrices serian
il
4+ — =0 ¥ ¥— =0
é

Se denomina farus rectum de la ¢lipse a la cuerda perpendicular al ¢je mayor por uno

) 2ht
de los focos. Su longitud es oz
{

Los puntos en los cuales la elipse corta al eje mayor se llaman vertices.

Si el centro de la elipse es el punto (A k) y ¢l eje mayor tiene la direccion del eje x. la
ecuacion de la elipse ¢s de la forma

o bien. e 7 =1 sieleje mayor fuera paralelo
al eje y. En cualquier caso. la forma general de la ecuacion de la elipse es
A - By + Dx+ Ey + F=10

siempre que A y B sean del mismo signo.

PROBLEMAS RESUELTOS

£
Tl
-
b

“" Dada la elipse 912 -+ 16)* = 576, hallar el semicje ma-
yor, ¢l semieje menor. la excentricidad. las coordenadas
de los focos. las ecuaciones de las directrices vy la longi-
tud del latus rectum.

1 ; s ; _\..! 1.5
Dividiendo por 376 se ueie i — = |. Luego
)= A
a=8yh=26 -
X
= =
2___ RE \_f? —~
g Yoo ¢ =vVa —F=2x7
a 4

Coordenadas de los focos: (2v/7.0) y(—2V7.0).
Las ecuaciones de las direcirices son

a 32T “s |
= ki 1 = == o =

b5 -

e , =

ia longitud del latus recrum de la elipsees 2 a = T2/8=09.




LA ELIPSE

o
ﬁ Hallar la ecuacidn de la elipse de centro el origen. foce en el punto (0, 3) y semisje mavor igual a 3.

Datos: ¢ =3va

= 3. Por consiguiente. b =

Val—c?=v25—-9 =4
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. . X2 e . i 3
Aplicando la férmula — + — = I, se obtiene la ccuacion — - + - = 1.
b2 a> 16 25
3. Hallar ja ecuacion de la elipse de centro el origen, eje niavor sobre el eje x v que pase por los puntos
4. 3) v (8, 2).
: . a* ) B it
La férmula a aplicar es — - ?7 = 1. Sustituyendo x e ¥y por las coerdenadas de los puntos
ot
.16 9 6 4 ) . _ .
dados se obtiene, FrFE= Iy praal R Resolviendo este sistema de ecuaciones. a° = 52,
b= 13,
- . & . P S \
Lucgo la ecuacion pedida es 5 o 1, o bien, x* + 43° = 52.
4,

Hallar la ecuacidn del fugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (4, 0) es igual a la
mitad de la correspondiente a la recta x — 16 = (.

Del enunciado del problema s¢ deducs,

PO S S X*—32x 4+ 256
» VIx —4pF 4+ {(y —0P =3(x—16), 0 5ea, 2*—8x ~ 16 -* = 2 o 7

___.-—-—""'_“

4
Stmplificanda, se obtiene Ia ecuacion Ja* -~ 4y* = 192, de la elipse.
5. e considera un segmento A8 de 12 unidades de longitud y un punto P(x. v) situado sobre &l a 8 uni-

ades de 4. Hallar el lugar geométrico de P cuando el segmento se desplace de forma que los pun-
——10s A y B se apoyen constantemente sobre [os ejes de coordenadas y y v respectivamente,

- . MA ¥
Por triangulos semejantes, 4P~ PR’ o sed.

Luego 64 — x* = 457, 0 bien, x® - 4y? = 64. El lugar es una elipse con su centro en ¢l origen
v de eje mayor sobre el gje 1.

LY, (] 3
; A Ly
/f \
- \
- \
1
- J’ ‘
-
- \
23] Fl&2,

Probletiag 3

Problema 6
6.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, v) cuya suma de distancias a los puntos
fijos (4, 2) v (—2, 2} sea igual a 8.
FP-+-PF=8 osea, Vix = 2F ~ (0 —2F + vix—4T - (y—2F =28
Ordenando términos, \{T £5) 2_;_‘5_:—_ (-_T-H—__i)‘i =8y (X_j—_-'?)'-’_?{y_-——_ﬁji



54 LA ELIPSE

Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 3x — 19 — —A/(x — 4 - (y— 2~
Elevando de nuevo al cuadrado y reduciendo términos resulta la ecuacién 7x® = 16y — l4x
— 64y — 41 = 0, que es una elipse.

,’f/ Dada la elipse de ecuacion 4x* + 9)2 — 48x + 72y + 144 — 0, hallar su ccn‘ifo, semiejes, vértices
y focos.

x—h)* ’ 2 _—
(x p ) -+ ( bgk] = 1, de la manera siguiente:

Esta ecuacion se puede poner en la forma

4(x* — 12x + 36) + 903* + 8y + 16) = 144,
Hx—6) + Uy + 4)* = 144,

(x—6)2 S 0
3% T- 1 -k

Por tanto, el centro de la elipse es el punto de coordenadas (6, —i); a =0, b =4; los vértices
son los puntos (0, —4), (12, —4), y los focos (6 - 2+/5. —4), (6 —2+/5, —4).

Yh YA
) _

o E X
|
i (049 .
f :

e (B (05 ! -
(0-4) { 7i5:4) 1 K: 2012 X

75,0) (-250) | (350 (750

Problema 7 Prablema 8

Un arco tiene forma de semielipse con una luz de 150 metros siendo su maxima altura de 45 metros.
Hallar la longitud de dos soportes verticales situados cada uno a igual distancia del extremo del

arco.

Supongamos el gje x en la base del arco y el origen en su punto medio. La ecuacién del arco sera,
x2 2 !
o I, siendo a = 75, b = 45.

Para hallar la altura de los soportes, hacemos x = 25 en la ecuacién y despejamos el valor de y.

L 2. . /5
Es decir, 5635 T 3035 — I, »*=8(225), e y = 30V2 metros.

9. La Tierra describe una trayectoria eliptica alrededor del Sol que se encuentra en uno de los focos.
Sabiendo que el semieje mayor de la elipse vale 1,485 x 10® kilémetros y que la excentricidad es,
aproximadamente, 1/62, hallar la maxima y la minima distancias de 1a Tierra al Sol.

Excentricidad e = %. Luego A meeaf g sca, ¢ = 2.400.000.

62 148.500.000 °

La méxima distancia es a + ¢ = 1,509 ~ 10® km.
La minima distancia es @ + ¢ = 1,461 % 108 km.




