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PRELIMINARES

m ALGEBRA es la rama de la Marcmitica gule estudia la cantidad consi-
= derada del modo mis general posible.

e
(2 ) CARACTER DEL ALGEBRA Y SU DIFERENCIA
T COM LA ARITMETICA

Fl concepto de la cantidad en Algebra es mucho mds amplio que en
Aritmérica.

En Aritmética las cantidades s vepresentan por nimerss ¥ £5ios ox-
presan valores detévminados.  Asi, 20 expresi un solo valor: veinte; pari
expresar un valor mayor o menor que éste habrd que escribir un nimero
clistinnto de 20,

En Algebra, para lograr Ia generalizacién, las cantidades se represen-
tan por medio de letras, las cnales pueden vepresentar todos los valores.
Asf, @ represenea el valor que nosotres le asignemos, y (KT (anto praede re-
presentar 20 o mis de 20 o menos de 20, 8 nuestr eleceion, aurgue Con-
viene advertir que cuando en un problema asignamoes a una letsa un valar
determinadn, csa letra no puede represcnar, en el mismao problema, otro
valor distinto del gue le hemas asignado.

(3 ) NOTACION ALGEBRAICA

" Los simboles usados en Algebra para vepresentar las cantidades son los
nimerns y lis letras.
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Log pniimeros e emplean para representar cantidades conocidas ¥ des
Lk,
Lag lenns se emplean para representar toda clase de cantidades, ya

sean conocidas o desconocidas,

Las cantidacdes conocidns se expresan pox las primeras letras del alfa-
beto) o b e, d...

Las cantidades desconocidas se representan por las altimas letras del
alfabéto: w, v, w, x, ¥y,

Una misma letra puede representar -.!i.ﬂimcra valores diferenciindolos
por medio de comillas; por ejemplo: af, a, @', que se leen a prima, a se-
gunda, a tercera, o también por medio de subindices; por ejemplo: ay, az,
iy, que s leen a subuno, a subdos, a sabires.

o
L_“,} FORMULAS
~ Consccuencia de la generalizacion que implica la representacion de
las cantidades por medio de letras son las fdrmulas algebraicas.

Farmula algebraica 3 la representacion, por medio de letras, de una
regla o de un principio gencral.

Asi, la Geometria ensefia que el drea de un rectingulo es
igual al producto de su base por sualtara; luego, llamando A
al drea del rectingulo, & a la hase ¥ fi a la altora, la fdrmula

representard de un modo general’el drea de
cualquier rectinguln, pucs ¢l drea de un rec
tingulo dado se obiendrd con stlo sustituir
by koen la Bdrmula anterior por sus valores
en ¢l caso dado. Asi, si la base de un rec
tingulo es & m. y su altura 2 m., su drea serd: 7

El drea de otro rectangule cuya
base fueta B m. v su altora 3§ m. serda: -~

fé) SIGMOS DEL ALGEBRA

Los signos empleados en Algebra son de tres clases: Signos de Ope-
' :'u:::&n Signos de Relacidn v Signos de Aprupacidm.
'I.E » SIGMOS DE OPERACIONM
= En Algebra se verifican con las cantidades las mismas operaciones que
en Aritmética: Suma, Resta, Multiplicacidn, Division, Elevacidn a Poten-
ciaz ¥ Extraccidn de Ralces, que se indican con los signos siguientes:
El Signo de la Suma es +, que se lee mids,  Asf o+ b se lee "a mis &7

() Enoel Cap, VI pdgina 270, sc esudia amplinmente o o eclacwnade on L
armulis Wlpehraicas

A=bxh

A=bxh=3 m: %2 m.=§ m."

_A-!.r:nt.h=a m. Al m =28 mA )

|
|
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El Signo de la Resta es —, que se lee menos,  Asf, a— b se lee a me-
nos b,

El Signo de Ia Multiplichcion es *, que se lee multiplicado por.  Asi,
ax b se lee “a multiplicado por b".

En lugar del signo ¥ sucle emplearse un punto entre los factores y
también se indica la multiplicacién colocando los factores entre paréniesis.
Asi, a.b oy (a)(l) equivalen a ax b,

Entre factores lLiterales o entre un factor numéricoe y uno literal el
signo de multiplicacion suele omitivse, Asi abe equivale a o % b % ¢ Hxy
equivale a 6 X x X

El Signo de la Divisidn es +, que sc lee dividide entre. Asl, a+ b se
lee "a dividido entre &”. También se indica la divisidn separando ¢l di-
videndo y el divisor por una raya horizontal. Asl, — equivale a m+m.

El Signo de la Elevacion a Potencia o5 el exponente,
que e un nidmere pequenio colocado arriba y a la de-
recha de una cantidad, el cual indica las veces que ;1i|;_-]mj,
cantidad, lamada base, se toma como Factor. Asi, -

Cuando una lefra no tiene exponente, su exponente es Ja unidad,
Asi, a equivale a at; mnx equivale a mintal

El Signo de Raiz es v, Uamado signo madicl, y bajo este signo se co-
loca 1a cantidad a la cual se le extrac la tafz.  Asi, v equivale a raiz cua-
drada de a, o sea, la cantidad que elevada al cuadrado reproduce la can-
tidad a; ¥F cquivale a raiz cibica de b, o sea Ia cantidad que elevada
al eubo reproduce la cantidad b,

.':Q COEFICIENTE

En ¢l producto de dos factores, cualguicra de los factores es lamado
coeficiente del otro factor,

Asl, en el producto 3a el factor # es coeficiente del Factor & e indica
quc el factor & se toma como sumando tes veces, o sea da=a+a+a; en
el producto 5, el factor 5 e3 coeficiente de b e indica que slhr=0+0-"-b+b+-b,
Estos son cocficicntes numéricns.

En el producto ab, el factor a es cocficiente del factor b, ¢ indica que
el factor & se toma como sumando a veces, o sea ab=b+ bbb .a
veces, Este es un cocficiente literal.

En ¢l producto de mas de dos factores. uno o varios de cllos son el
coeficiente de los restantes.  Asi, en ¢l producto abed, a o5 ol coeficiente
de bod; ab es el coeficiente de cd; abe es ¢l coeficiente de d.

Cuando una cantidad ne tiene coefliciente numérico, su coeficiente
5 la unidad.  Asi, b equivale a 1b; abe equivale a labe.



Ba ALTGERNA

8 ) SIGNOS DE RELACION

Se emplean estos signos para indicar Ia relacidén que existe entre dos
cantidades. Los principales son:
=, {que s¢ lee igual a. Asi, a=D se lee "a igual a b7,
>, que se lee mayor que.  Asl, x +9>m se lee "x+ 9 mayor que m".
<, que se lec menor gque. Asi, a<b+c se lee "a menor que bt o™

% } SIGMOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacion son: el paréniesis ordinario { ), el parénte-
sis angular o corchete [ ], s laves || ¥ labarm o vinculo —

Estos signos indican que la operacion colocada entre cllos debe cbec
tuarse primero. Asi, (¢ + U indica que el resultade de la suma de a y B
debe multiplicarse por ¢; [o— E]mw indica que la diferencia entre o y b debe
multiplicarse por m; fa+bl+{c—d}indica que 14 suma de a y b debe di-
vidirse entre la diferencia de ¢ 7 .

I'Q_ﬂ MODO DE RESOLVER LOS PROBLEMAS
EM ARITMETICA Y EM ALGEBRA

Exponemos a continuacidn un ejemplo para hacer notar la diferencia
entre el método aritmético y ol algebraico en la resolucion de problemas,
fundado este dltimo en la netacion algebraica y en la genervalizacidn que
éita implica.

Las edades de A y B suman 48 anos. Si la edad de B es § veces la
vidad de A, gqué edad tiene cada uno?

METODD ARITMETICD
Edad de A mis edad de B=43 aiios.
Como la edad de B es 5 veces la de.d, tendremos:
Edad de A mis § veces la edad de A =48 afios,
O sea, 6 veces la edad de A4 =48 afios;
lucgo, Edad de A=5 afios. R.
Edad de B=48 afios» =40 anos. R.

METODOD ALGEBRAICD
Como la edad de A es una cantidad desconocida la represento por x.
Sea x=edad de A,
Entonces 5x=edad de B
Como ambas edades suman 48 afios, tendremos:
%+ bx =43 afios;
0 Rea, ix =48 afios.

CANTIDADES POSITIVAL ¥ HESAT]VAS & 9

8i 6 veces x cquivale a 48 afios, x valdrd Ia sexta parte de 48 anos,
0 Sel x =8 afics, edad de A. K.

Entonces Bx =8 anosx 5 =40 afios, edad de B. R,

CANTIDADES POSITIVAS ¥ MEGATIYVAS

En Algebra, cuando se estiudian cantidades que pueden tomarse en
dos sentidos opuestos o que son de condicion o de modo de ser opuestos,
se expresa el sentido, condicidn o modo de ser (valor relative) de la cantis
dad por medio de los signos 4 y —, antcponiendo €] signo + a las cantida-
des tomadas en un sentido decerminado (cantidades positivas) y anteponien:
do el signo — a las cantidades tomadas en sentido opuesto al anterior {cans
tidades negativas).

Asi, ¢l haber se designa con el signe + y las dewdas con el signo =,
Para expresar que una persona tiene $100 de haber, diremos que tiene
|- $100, ¥ para expresar que debe S100, diremos gue tiene — $100,

Los grados sobre cero del termdmetro se designan con el signo + y
los prados bajo cero con el signo —. Asi, para indicar que el termometro
marca 10¢ sobre cero escribiremos +10° y para indicar que marca 82 bajo
ccro escribiremos - &°

El caming recorride a la derecha o hocia arriba de un punto se desig.
na con ¢l signo + y el camino recorrido a la izquierda o hacia abajo de
un punto se representa con el signo —.  Asf, si hemos recorrido 200 m,
a la derecha de un punto dado, diremos que hemos recorrido -F 2000 m.,
v 5i recorremos 300 m. a la izquicrda de un punto escribiremos — 300 m,

El tiempo transcurrido después de Cristo se considera positiva y el
tiempo transcurrido antes de Cristo, negativo.  Asi, +150 ados significa
150 afos D, C. v — T8 afios significa 78 afics A. G

En un poste introduddo en el suelo, representamos con el signo + la
porcion que se halla del suelo hacia arciba ¥ con el signoe — la porcidn que
sc halla del suclo haca abajo. Asi, para expresar que la longitud del pos.
te que se halla del suclo haca arriba mide 15 m., escribiremos +15 m.,
y 31 la porcidn introducida en el suelo es de 8 m., escribiremos — & m,

La latitud norte se designa con el signo + v la latitnd sur con el sig-
no —; la longitud este se considera positiva ¥ la longitad oeste, negativa.
Por lp tanee, un punte de la Tierra cuya sitnacion geogrdfica sea: -+ 457
de longitud v —15° de latitud se hallard a 457 al este del primer meridia.
no y a 16* bajo el Ecuador,

G_z) ELECCION DEL SENTIDOD POSITIVO
La fijacidn del sentido positivo en cantidades que pueden tomarse en
dos sentidos opucstos es arbitraria, depende de nuestra voluntad; es decir,
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que pademos tomar como sentido positivo el que queramos; pero una ver
fijado el sentido positive, el sentido opuesto a éste serd el negativo.

Asl, si tomames come sentido positive el camino recorride a la dere-
eha de un punto, el camino recorrido a la fequierda de ese punto serd
negativo, pero nada nos impide womar como positive el cuning recortido
a la izquierda del punto y entonces €l camino recorride a la derecha del
punto seria negativo. o :

Asi, si sobre ¢l sepmento AB tomamos como positive el sentido de A
hacia H, el sentido de
i hacia A serla nega-
tive, pero si fijamos —

como sentido positive 4 -4

de B hacia A, el senti- s

do de A hacia B seria —_— —_—
negativo,

Mo obstante, en la prictica se acepan generalmente fos sentidos posi-
tivos de gue se tratd en el nimero anterior.

Qa\}cnm es la ausencia de cantidad.  Asi, represeniar el estado econdmi-
“ ¢o de una persona por 0 equivale a decir que no ticne haber ni deudas.

Las cantidades positivas son mayores que 0 y las negativas menores
gque 0. Asf, +3 es una cantidad que €3 tres unidades mayor que 4; + 5 €5
una cantidad gue es cinco unidades mayor que 0, mientras e — 3 Es una
cantidad que es tres unidades menor que 0 y —5 es una cantidad que es
cince unidades menor que

De dos cantidades positivas, es mayor la de mayor valor absoluio; asi,
+5 es mayor que + 3, mientras que de dos cantidades negativas es mayor

ln de menor valor absoluto: — 3 cs mayor que —5 — 0 o5 menor que — 4

EJERCICIOS SOBRE CAMTIDADES POSITIVAS
Y MEGATIVAS

1) Un hombre cobra $150. Paga una deuda de 380 y luego bace com-
pras por valor de 586, g[.‘l:limn ticmer

Teniendo $130, pags $80; luego, se quedo con $60, Después hace un
gasto de 95 y como solo tiene $50 incurre en una deuda de $45. Por lo

tanto, tene actualmente — 3§53 K.

@ EJERCICIO 1

|, Peidio debin 60 bobivares y recibié 320, Expresar su estado econdmico,
Un hombre que tenia 1170 sucres hizo una compra por valor de 1515,
Expresar su estado econdmico.

9. Tenln $200. Cobré $66 vy pagué deudas por $189. (Cudnto tepgo?

CANTIDADES POSITIVAS ¥ HEDATIVAS @ 1]

4 Compro ropas por valor de 665 soles y alimentos por 1178 Si despuds
recibo 8260, gendl o omi estado econdmico?

6. Tenia 3200 Pagué 515 que debia, despuds cobré 340 v luepo hice pasto
por. ¥76. jCuinto tengor : et e

G Enrique hace una compra por §67; despuds recibe $72; luego hace otra
compra por 316 ¥ despuds recibe 2. Expresar su estado econdmico.

7. Despues de recibir 200 colones hago wes gastos por 78, B1 y 93 Recibo
entonces 41 ¥ luego hago un nuevo gasto por 59, ¢Cusinto tenpop

8. Pedro tenia tres deudas de $45, §66 y §T0 respectivamente. Entonces
recibe 3200 y hace un gasto de §10, Codnio tienep

2) A las 8 a. m. el termémetro marca —4°, A las § a. m. ha subido
7% y deside esta hora hasta las 6 p.m. ha bajade 11°. Expresar la lempe-
ratury a s 6 p. m.

A las 6 a.m. marca —4°, Como a las 9 a. m. ha subido 79, contamos
siete divisiones de la escala desde — 42 hacia arriba y tendremos 32 sobre
cero (+3%); como desde esta hova hasta las 5 p.m. ha bajado 11%, contando
11 divisiones de la escala desde + 32 hacia abajo llegaremaos a — 8%, Lue
go, a las 5 p.m. la temperamra es de EﬁEL R T

& EIERCICIO 2

L. A las 9 a.m, el termdmetro march +12¢ v de st hora a las g . b
bajado 15° Expresar la temperatura a las 8 p.m,

8 A b 6 oaom ol ermdmetrs marca —3°. A Ias 10 wom. I3 temperatiir
es BT mds alta ¥ desde osta hora hasta las 9 pom. ha bajado 62, Expresar
la temperatura a las 9 p,om,

d A la 1 opome el wrmdmetro marca +15° ¥ 2 las 10 pom. marcs =37,
Cwdntos grados ha bajado 13 temperatura?

4. A las 3 am el termdmetro marea —B° v al mediodip +5°, sCudntos
grados ha subido la temperatura? ’

H. A lIas B oaom. el :-:'.I:ln:u-c"mur:r.m marce —4% o las 0 a.m. ha swbidse 79 0
las 4 p.m. ha subido 2° mds y a las 11 p.m. ha bajado 11°. Expresar
la temperatura a las 11 p.m.

B A Ias G a.m. el cermémetro marca —B°. De las § a.m. a las 11 . m,
sube a razin de 4° por hora. Expresar la temperatura a las 7 a.m., a
Tns 8 aom v oa Ias 11 aom.

T. A las 8 a.m. el termdmetro marca —1° De las & a,m. a las 11 a.m. baja
a razom de 2¢ por hora y de 11 a.m. a 2 p.m. sube a rzdn de 3° por
hora. Expresar la temperatura a las 10'a. m,, 2 Jas 11 a.m., a lis 12 1, m,
¥ & las & p.om. |

B El dia 10 de diciembre un barce se halla a 569 al ceste del primer
meridiano, Del diz 10 a1 18 recorre 70 haciael este, Expresar su lan
priud este dia,

% El dia primero de febrero la situacién de un barco es: 717 de longitud
oeste ¥ 157 de latitud sur, Del dia primere al 26 ha recorride G0 hacia

Ell c]-}u: y su latitud es entonces de 59 mds al sur. Expresar su situacidn
el din 26,
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10. El dia 5 de mayo la sitacidn de un viajero s 18° de longinud este ¥
G6% de latited norte, Del dia § al 31 ha recorridoe 3° hacia ¢l este y ose
ha acercado 4° al Ecuador. Expresar su situacidn el dia 31,

11. Una cudad fundada €l afio 75 A C. fue destruida 135 afios después,
Expresar la fecha de su destruccidn.

a3} Un mivil recorre 40 m. en linea recta -a la devecha de un pun-
to A v luego retrocede en la misma direccidn a razon de 16 m. por segun-
do. Expresar a qué distancia se halla del punto A al cabe del 19, 29, 3¢
¥ 4 segundo.

El mdvil ha recorrido 40 m. a la derecha del punto A; Iuego, sa po-
sicion es + 40 m,, tomando como positivo el sentido de izquierda a derecha.

Entonces empicza a moverse de la derecha hacia la izquierda (sentido
negativo) a tazon de 15 m, por segundo; luego, en el primer segundo se
acerca 15 m. al punto 4 y como estaba a 40 m, de ese punto, se halla a
1 —15=25 m, a la derecha de A; luego, su posicion es +25 m. R,

En cl 22 segunde se acerca otros 15 m. al punto 4; luego, se hallari
a 35 —15=10 m. a la derecha de 4; su posicidn ahora es + 10 m. R.

En el 8 sepunde recorre otros 16 m. hacia A, y como estaba a
10 m. a la derecha de A, habrd llegado al punte A (con 10 m.) y recorri-
do § m. a la irquierda de A, e decir, 10—15=—5 m. Su posicion ahory
s = m. H.

En el 4% sepundo recorre otros 15 m. mas hacia la izquierda y como
ya estaba a 5 m. a la fzquierda de 4, se hallard al cabo del 49 segundo a
20 m. a la izquicrda de 4, 0 sea =5 —=15=—20 m.; luego, su picion
ahora cs —20 m. R

B EJERCICIO 3
ISENTIDO POSITIVO: DE IZQUIERDA A DERECHA Y DE ABAJO A ARRIBAJ.

L. Expresar que un mévil se halla a 32 m. a la derecha del punto A; a
16 . a0 la dzquicrda de A,

2, Expresar que la parte de un poste que sobresale del suelo es 10 m. ¥
tiene enterciclos 4 m.

3. Después de caminar 50 m. a la derecha del punto A4 recorro 85 m. en
sentido contrario. gA qué distancia me halle ahora de A7

4. & corro @ la dequierda del punto & a mazon de 6 m, por segundo, s
gqué distancia de B me hallaré al cibo de 11 segs.?

. Dos corredores parten del punto 4 en sentidos opuestos, El que core
hacia la izquierda de 4 va a § m, por seg. ¥ el gque corre hiacia la derecha
va a9 m, por seg. Expresar sus distancias del punto A al cabo de § sep.

& Partiendo de 1a Hnea de salida hacia la derecha un corredor da des voeltas
a una pista de 400 m. de longitd. Si yo parto del mismo punte y doy
% vueltas a la pista cn scotido contrario, ggqué distancia hemos recorrido?

7. Un poste de 40 piu; e lomgratudd tenia 15 pics. cobre ol suelo, Thas despuds
s¢ introcdujeron d pics mds. Expresar la parte gque sobresale ¥ la enterrada,

CAHTIBADES POSITIVAS ¥ MIGATIVAS 213

& Un mdvil vecoree 55 m, a la devecha del punto A v lucge en la misma
direccion retrocode 52 m, fA qué distancia se halla de A7

o Un miwil vecorre 32 g o la dequicrda del punte A4 y luego rewrocede
en la misma direccidn 13 m, ¢A gué distancia se hallp de A7

It Un mdvil recorre 35 m. a la derecha de & y luego retrocede en 1n misma
direccion 47 m. ¢A qué distancia se halln de &7

1L Un mdovil recorse 38 m. a la fzquierda de M y luego retrocede en ln
misma direccion 56 m. A qué dstancia se halla de !F‘Ed?

12, A partir del pumto B una persona recorse 90 m. a la derecha y retro
cede, en la misma direccidn, primera 58 m. v Iunegao 96 m. 2A gué Lﬁﬁlllllf{l-ll.
se halla de By

18, Un mdwil recorre 72 m. o la derecha de A4 ¥ entonces empieza a retros
ceder en la misma direccidn, a razdn de 30 m. por seg. Expresar g
distamcia del punto A al eabo del 19, 29, 5% v 49 sep

Ld.  Un auto recorre 120 Km. a la izquerda del punte M y lucgo retrocede
a pmein de G0 Km., por hora, ;A qué distancia se halla del punto M
al cabo de 3 13, 22, 38 ¥ 4* hora?

["14 YALOR ABSOLUTO Y RELATIVO

7 Valor absoluto de una cantidad e el nimero que representa la cane
tidad prescindiendo del signo o sentido de la cantidad, v valor relativo es
el sentido de la caneidad, representade por el signo.

Asi, el valor absoluto de +358 es 58, v el valor relativo haber, expre.
sicle por el signo +; el valer absolute de — 3520 cs 320, v el valor relativo
deuda, expresado por ¢l sipno —.

Las cantidades +7° y ~%° tienen el mismo valor absoluto, pero su
vilor relativo es opuesto, pucs el primero expresa grados sobre cero v el
scgundo bajo cero; —B® y —11% tienen el mismo valor relative {gradas
bajo ceva) y distinto valor absoluto,

Ll valor absolute de una cantidaed algebraica cualguiera se representa
colocando el nldmero que corresponda a dicho valor entre dos lineas ver:
ticales, Ast, el valor absoluto de +8 se representa |8,

(15) CANTIDADES ARITMETICAS Y ALGEBRAICAS

= Pe o expuesto anteriormente se deduce la diferenca entre cantida-
des aritméticas v algebraicas.

Cantidades aritméticas son las que expresan selamente ¢l valor abso-
lato de las cantidades representado por los mimeros, pero noe nos dicen el
sentide o valor relative de las cantidadcs,

Asi, coande en Ariomdética cseribimog QUE. IEA [HErEOILE ticne §Bh, pe
nemos solamente la idea del valor absoluto 55 de esta cantidad, pero con
edto no sabemos si la persona tienc 35 de haber o de deuda.  Eseribiendo
fque el termametro marca 89, no sabemos si son sobre cero o bajo cero,
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Cantidndes algebraicas son las que expresan el valor absoluto de las
cantidades v ademds su sentido o valor relative por medio del signo.

Asi, escribiendo que una persona tiene + $5 expresamos el valor ab-
soluto $5 y el sentido o valor relacivo (haber) expresado por cf signo -+;
escribiendo — $8 expresamos ol valor absoluto 585 y el sentido o valor rela-
tive {deuda} expresade por el signe —; escribiendo que el termometra mar-
cia 4 57 tenemos ¢l valor absoluto 87 ¥ el valor relative (sobre cero) expre-
sado por el signe +, y escribiendo — 8% tenemos el valor absoluto 82 y el
valor relative (bajo cero) expresado por el signo —.

Los signos + ¥ — tienen en Algebra dos aplicaciones: una, indicar las
operaciones de suma y resta, y otra, indicar el sentido o condicién de las
cintidades.

Esta doble aplicacién se distingue porque cuando los sipnes | ¢ —
tienen la significacion de suma o resta, van cntre lErminGs O CXPresionss ine
clufdas en paréntesis, como por cjemplo en (4 B) 4 (—4 yen (—T) — (4 6).
Cuanile wan precediendo a un trmine, va sea literal o pumérico, expresan el
sentido positive o negativo, como por ejemplo en —a, 4+ b, 7, —8

(1€'JREPRE5EH1'aCIﬂH GRAFICA DE LA SERIE
e ALGEBRAICA DE LOS RUMERDS

Teniendo en cuenta que el 0 en Algebra es la ausencia de la canti-
dad, que las cantidades positivas son mayores que 0y las pegativas meno-
res que O, ¥ que las distancias medidas hacia la derecha o hacia arviba de
un punto se consideran positivas y hacia la jzquierda o hacia abajo de un
punto negativas, la serie algebraica de los mimeros se puede representar
de este modo:

g el Syt g UG il i o ek "§
! |

HMOMEMCLATURA ALGEBRAICA

(17} EXPRESION ALGEBRAICA ¢ Ja representacion de un simbolo alge-
" Lunico o de una o mds operaciones algebraicas,

(Fx =3y Ja

Ejemplos o, bx, VG, o+ ble, =g

{ '!B.':ITE“M”‘“:' 5 una expresion algebraica que consta de un solo simbolo
“ o de varios simbolos no separados entre si por el signe + o —.  Asi,

dn :
i, &b, Zxy, e 50N tETminos.
i

sl Ll —

_F_
o —
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Los elementos de un término son cuamro: el signo, ¢l cocficiente, la
pirte literal y el grado.

Tor el signo, son términos positivos los que van precedidos del sig-
no + y negativos los que van precedidos del signo —. Asf, +a, -+ Bx, + Jab

son términos positives ¥y —x, —Gbe y —:—: s0n [érminos nogativos.,

El signo + suele omitirse delante de los términos posiuves.  Asi,
o equivale a +a; Jab equivale a + Jab.

For tanto, ceando un (érmino no va precedido de ningin signo e
P,

El cocficicnte, como se dijo antes, es unoe cualgquiera, generalmente el
primero, de los factores del término. Asi, en el ttrmino Ga el coeficiente
es o; en — da?x? el coeficienie es —3.

La parte literal la constituyen las letras que haya en cl término.  Asf,

daiyt .
2ah il

Ilﬂ:l EL GRADO DE UN TERMING puede ser de dos clases: absoluto ¥ con
© relacidm a una letra.

Grade absoluto de un término es la suma de los exponentes de sus
[actores literales. Asi, el términoe 4a es de primer grado porgue el expos
nente del factor literal 2 es 1; el término ab es de segundo grado porque
la suma de los exponentes de sus factores leerales es 14+1=9; ¢l término
a*b es de tercer grado porque la suma de los exponentes de sus factores
literales es 2+ 1=13; Ge'b%? es de noveno grvde porque la suma de los exs
ponentes de sus factores literales es 4+ 3+ 2=10,

El grado de un término con relacidn a una Jetra es el exponente de
dicha letra.  Asi €] término bx* es de primer grado con relacién a b y de
tercer grado con relacidn a x; 427! es de segundo grado con relacidn a x
v de cuarto grado con relacidn a y.

3 i ;XY RN ] iteral es
e la parte literal es xy; e | rte literal es

(20) CLASES DE TERMINOS
— Término emtero s ¢l que no tiene denominador literal como Sa,
Za

e . ) : LT da
Término frmccionario es el que tiene denominador literal como 3
]

Término racional ¢s ¢l que no tiene radical, como los ejemplos ante-

; S . . e |0
riores, ¢ irracional el que tiene radical, como v ab, ——.

e
Términos homogéneos son los que tienen el mismo grade absoluto,
Asl, 4x'y ¥ 6x son homogéneos porque ambos son de guinte grado
ahsoluto.
Términos heterogéneos son los de distinto grado absoluto, coma ba,
que ea de primer grado, y 36%, que es de segundo grado,
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- EJERCICID 4

1. Digase qué clase de términos son los siguientes atendiendo al signo, a
si tiemen o no denominador y a osi tienen o no radical:

L) Bl CEERES i Rl
g i S S e PRI o Sl
Fi?, dati, T s i, &BE - Vi

2. Digase el grado absoluto de los términos siguientes:
Bm, =Gel, @2, —hatbie, HxfyY, dmind, —ayprt

3. Digase el grado de los términos sigulentes respecto a cada uno de sus
[actores literales:

—afliE, —axtyt, Gathx®, —dabey?  10mEnfbict

4. De los wérminos siguientes escoger cuatro que sean homogéneos y tres
hereropénoos:

—44*b, Gab®,  —x%, GxYp, —Rulxd, —ab% dabex?, —Dic

5. Escribiv tres términos enteros; dos fraccionarios, dos positives, cnteros y
racionales; tres negativos, fraccionarios e irracionales,

6 Facribir un términe de cada wno de los prados absolutos sipuientes: dee
tercer grade, de quinte grado, de undécimo grado, de détime quinto
grado, de vigésimo grade,

7. Escribir un térming de dos [actores literales que sea de cuarto grado con
relacin a la % otro de cuntro factores literales gque sen de séplimo
prado con relacidn a la v otro de cinco factores literales que sea de
dicimo prado con relacidn a la b

CLASIFICACION DE LAS EXPRESIOMES ALGEBRAICAS
2y
21 MOMOMID es una expresion algehraica i
gque consta de un solo término, como Pl
—
(Ei) POLIMOMIO £5 una expresion algebraica que consta de mids de un

térming, como a+b, a+x—9, 2 +qei+x 7,

! al  Hmxt

Binomio e un polinomio que at b, x—y, T
conista de dos términes, coma: A

a®

Trinomio cs un polinomio gque
comsta de ores términos, como 7

—
(23 ) EL GRADO de un polinomio puede ser absoluto ¥ con relacién a una
~ letra.

Grade absolute de un polinomio ¢s ¢l grado de su término de mayor
grado.  Asf, en ¢l polinomio ' —5x*+ 5% —3x el primer términe es de
cnarte grado; cf segundo, de tercer grado; el ercero, de segundo gradeo, y
el vltimo, de primer grado; luego, ¢l grado absoluto del polinomio es el
CuATLo.

ga, —oh, ——

a+bte, af—hxt 6, Hxt—ly+ ™

HOMEHCLATURA AldEbhaica @ 17

Grado de un polinomio con relacidn a una letra es el mayor expo-
netite de dicha letra en el polinomio, Asi, el polinomio a4+ a'x® — a?x* es
de sexto grado con relacién a la 2 y de coarto grado con velacién a la x.

&= EJIERCICIO 5
L Digase el grado absolute de los siguientes polinomios:
a) e atipx o) wth—athilalbl—hl,
b) Sa—3at+det—i;, d) xF—fxtyd—dath - xip—Gy0.
4 Dlgase el grado de los siguientes polinomios eon relacién a cada una
de sus letras:
a) atat—als
B) wlbdnd—Grtyi—duys

(24) CLASES DE POLINOMIOS

— Un polinomio ¢s entero :;uam.lt::lu ninguno de sus términos tiene deno-
. 3 X - A | .
minador literal como x* 4+ 6x — 6; -E——E-r—;: fraccionario cuando alguno

P ; ¥ at b
de sus términes tienc letras en el denominadar come — +——#; racional

cuando noe contiene radicales, como en los ejemplos iJ.IlH'_']'il:fIr_'ﬁ: irracional
cuando contiene radical, como Va+vE—ve—vabc homogéneo cuando (o
dos sus términos son del mismo grado absolute, como a4 Sab + Gah? - b2,
Y heterogéneo cuando sus términos no son del mismo grado, como
x* 4+ x? ke — 1,

Polinomio completo con relacién a una letra es el que contiene todos
los exponentes sucesivos de dicha letra, desde el mds alto al mis bajo que
tenga dicha lera en el polinomio.  Asi, el polinomio x% 4 2% — x®+ x7 —x
es completo respecto de fa x, porque cobitiene todos los EXPONENtes SUCesi-
vios de la x desde el mas alto 5, hasta ¢l mas bajo 1, o sea 5, 4, 8, 2, 1; ¢l
polinomio a!—ash + a*h* — al® + b es completo respecto de a y b,

Polinomio ordenado con respectn a una letra es un polinomio en ¢l
cual los exponentes de una lewa escogida, lamada letra ordenatriz, van
aumentando o disminuyendo,

Asl, el polinomio x* - 4%+ 2x* —6x + 8 estd ordenado en orden des
cendente con relacion a la letra ordenatriz x; ol polinomio af — 2a%h + Gadl?
= ba*h® o Jabl — bO estd ordenado en orden descendente respecto de la letra
ordenatriz 2 y en orden ascendente respecto de la letra ordenatriz b,

€) BalbT—da?x-abi—Gatlbye,
d) mAnE—ment iyl By 1011

(25 ) Ordenar un polinomio s escribir sus términos de modo que los expo-
© nentes de una letra escogida come letra ordenatriz queden en orden des.
cendente o ascendente. Asi, ordenar el polinomio —5xf+x0—x-txt—x24-4 en
orden descendente con relacidn a x serd escribir xf4x9—5x% —x*—3x 46,
Ordenar el polinomio x'y —Tx?y — Gz Gxy! + 9° — 2%y en orden as
cendente con relacidn a x serd escribirlo:

R gl Tyt g by
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I_E\J Teérmino independiente de un polinomio con relacion a onn letra ey
= el término que oo tiene dicha letra.

Asi, en el polinomio a’—#"+32—5 el término independiente con
relacion a la & es § porque no tiene a; en x* = 6x? 4 Bx* = 0z + 20 el térmi:
no independiente es 20; en @® - a®h A J2b? + 6" el término independiente
con relacion a la a es b5y el términe independiente con relacidn a la &
es 0f El término independiente con relacidn a una letra pl.lm'ln conaiderarse
gue tiene esa letra con exponente céro, porgue coma e verd mas adelante,
vla cantidad elevada a cero equivale a 1.

Asl, en el primer ejemplo anterior, — 5§ equivale a —6a% y en ¢l 1lti-
mo ejemplo, & equivale a a6,

g EJERCICIO &
1. Awendiends a si tenen o oo denominador Liveral ¥ o s tienen o o radi-
cal, digase de gué clase son los polinomios siguientes:

1) ad2pd—i, o) Wb = ek
i i
) %— % +"E i dy A "-‘:‘ — b+ 4.

bd

Escribir un polinomio de tercer prade alsoluto; de quinto grado also

luto; de octave prade absolute; de décmoguintoe grado absoluto.

3. Escribir un trinomio de sepunds grado respecto de a2 un polinomio
de gquinto grade respecto de la g; un polinomio de noveno grado res-
pecto de la m.

4. De los siguiences policomios:

a) fefbd-dat—ahd dy Ar—5hFGed =S —

by wf—ahfath?abd, e} ay baty gty e glypyt,

oy xi—hatfaladfalix?, [y —Gadll—Eath4-Epfhi—pT,
esciEer dos que scan homogéneos ¥ odeos heterogéneos.

. De los sipuientes polinomios:

) b —pffa—ps, dy  ppt—mpd =5,
by Gxt—dxfx—b o R e e o ey Rl VR
) Aty —adydep p Byt

digase cudles son completos ¥ respecto de cwdles letras,

i. Escribir tres polinomios homopgéncos de tercer gradoe absoluto; cuatro
de guineg prado absolutgg dos polinomios complewos,

7. Ordenar los siguientes polinomios respecto de coalguier letra en orden
descendente;

ay mthm—mtLaet,

by Gext—Hed--2atx+at,

0y —athid-ath4ath*—abs,

d} el —Gu+Ged—Br+-G.

e} —xMyEpl Bty d gl

f) —8mtni+dmint—EmEnt=10mint4nT=TmPnt-+mién,

A Oddenar los sipuientes polinomios sespecto de cualguier letra en nrden

ascendente:

i} a*hod-f, d) allittatbd—ath2+adh+-00
b} x—iadGas4-Aed. ef iyt pplipopdyll,
¢} Pyp iy By Ay,

[nd 1

REDUECION DE TERMIMOE SEMEJIAMTLS @19

(27 ) TERMINGS SEMEJANTES

Dos o mds térmings son semejantes cuando tienen la misma parte lite
ral, o sea, coando tienen iguales Jetras afectadas de iguales exponentes.

Ejemplos Day b = 2b y Bb; —Satht y = Balb Ry g

Los términos dab ¥ — Ge*h no son scmejantes, porque aundgue tienen
iguales letras, éstas no tienen los mismos exponentes, ya que la o del pric
mern Gene de exponente 1y la a del segundo tiene de exponente 2.

Los términes — bx' y ab? no son semejantes, porque aunque tenen los
mismos exponentes, las lemras no son ignales.

flﬂﬂl'l REDUCCION DE TERMIMOS SEMEJAMTES o5 una operacidn que ties
"~ ne por objeto convertir en un solo término dos o mads tériminos e
TIE junlkes,

En la reduccion de términos semejantes pueden ocurriv los tres caso
SITUIETItes;

1) Redoccién de dos o mis términos semejantes del mismo signo.

REGLA

Sc suman los cocficientes, poniendo delante de esta suma el mismo
signe que tienen todos ¥ a continvacidn se escribe la parte literal,

‘ Ljemplos I

} o+ lo=5. R P&l iub+-§ah=£ﬂb. R.
(2} —Sh—7b=—13h R (1) — 2wy —Ixp=—ay R
13} — o —9o®=— 1002 R (g] Sx-Fx+2a=08x K
(4] Zot-%f Sp=-2=Re 8, R, (9] —m—3im— &m — hmn 15in
T
(§] — 4o+l —Fgo ' == 11g®*1, R, Lol 533}' +':H’}'+Eﬁriﬁk"r.

@ EIERCICIO 7

Rl
1,  x+2x. B —Ore—Tm. 11, %"I+._1:""" {4 _:I_,::,,u-.. ‘
& Ha--Ya. T, Aar4-ha= ; - : % |
3 11b+9b. B Gatt14Ba%+0, 12, —ab+ab. th —eatb—-
g, =b=(b: B, =m*Hi—fmEil, Ly %

T
T S f el T LY
[ Hrra =pmi, 10 dg==F=—p=t, 18, Sxyd Xy i it
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1T
1B.
18,
B

(1]
ki

28,

L] ALGERRA
Bpe|-fha--Gn. L 8
15%+20x-+5. At
—Tta—ar=—=ihm. 81,
gl — A0,
33,
a4 B 73
_Ea_:-.-l_aﬂ::-fl_ﬁ#: 1 I.I -
1 3 34,
:I'J'Tﬂ-[-Tﬂ-
3 1 at.
1 a o
—ax4+—axt-ax. I
& - 1 3 ag
puacil Al et PR
- % i B a8,
11a<+-Ra<-Ha--11a,
mE + 1 Fm * 1-f dmt L GmE 4L 4k

—ip—Ha Sy — ity — 20y,
—dam—Ga=—Gan—am,

,—lﬂ-l- %ﬂ-i-%ﬂ-i—u.

o i i 1
SHxtoast '!;-ﬂﬂ"{'a{l'ﬂ-?h
0.5m-+-0.6m 0. Tm 0. 8m.

ah 2 HabhE Tl Bab? -2 Lal®,

— ——Rr— T —1m.

—f I_Exl Tl el v L [y + I_pmsl
1 1 1 1 1

= —ab Ak

1 1 1 1 1
——ab ?ub—?ﬂ'b Eﬂb ?nir.

) Redurdén de dos irminos semejanies de distinio signo.

REGLA

Se restan los cocficientes, poniendo delante de esta diferencia el signg
del mayor y a continuacién se escribe la parte literal.

Ejemplos

-

(1) Jw—do=—a. R

(2] 1Bx—11x=7Fx. R

(3] —Moh+ 1Mab=—=%zh. E

(4] —Ba™+ 135 = 5o*.

[5) 2505+l — B4g=+t = = JgpH+1,
I o __E
([:%) Sa o =, K.

(7} —Eu=h+u=b=$n*h R,

& & o+ —_.1 1
[B) ==g**d+4igesi=——ahil R,

De lo regla anderiar e daguce wque dos Mrmines semajonbes de fguwalos cosli-

clenles y dea signa confrario e anukon,

Asiz
EJERCICIO B
Roeducir:
1. Ba—fur,
2 Ba—8a,
5 Sabh—15al,
4. 16ab—Hak.

:—'.|IIE'." =

= Babi - Babh = 0. K

- L Ay
= Pt B
L S ) I K

2e—2a. B d0x¥y—51x%y.
—ThTh, i, —m*ndfmin.
—1dxy-H33xy. 11. —I1hxyp+dixy.
iy T o Pty 8 12, Hhati=A1a"02

MADUCEIOH DE TIRMIMNOG JEMEIANTE i :,'I

18, —xlytaty. 25—ty ot 3d,  —xtlpyntd,
14, —Eﬂ-ﬁu'l'ﬂ'ﬂ-b!- : & 6 44, _Lﬂll—ﬂ+ iﬁl'-—e-'
16, Txy—Txly. da. T — i, i 3
S ; ok T e B
16 10T a1 8800, nE —rzr:-|+-?-mn. 46 1 SERRES
17.  HD2ab—405ek. fi ;
18, —1024x--1018x, B8, i iy
10 —1bel+1dab. 3
; #a o, | —ath gtk av. —ﬁr:i::r:+-3-m:':.
. =g e ; 5
F Rt 2B Ao bI—5Gat e, 88.  HaztRhr-N=Dhigisdj sl
2 =1y
oL Ta—ca R an —Lunpapgnin,
o TR LR L
23, %a%_l_:aﬂb. i Zhmn1—3EmeT, 40 U.ﬂﬁmxy—%mx}l-

) Reduccion de mis de dos términos somejantes de signos distintos,

REGLA

¢ reducen a un solo términe todos los positivos, se reducen a un solo
términe todos los negativos v a los dos resultados obtenidos se aplica la re-
gla del caso anterior.

| Ejemplos I

(11 Reducic Sa — e -+ a = éa - 2a.
Reduciondo los positives: 5o 4o+ 2la = o,
Reduciends los pegotivas;  — Ba — do = — o,
Apliconds n cstos resultados oblenidos, 2o y — Ida, lo reglo del cose anle:
rior, se tiene: o — ldo=1do B
Eda reduccidn tombicn suele hocerie Bérming a térming, de coto moneon
S0 —Ba= —30; —30+0=—Jo;, — %0~ éo=—By; —Bo+2la= 150, K

{21 Reducir — Shet -+ Shat o St — b 4+ bt

o L 8 My
Reduciande las positivos: E'L'un:2 + ibﬁ + byt = be-.

= a3
Y i e = e e, d P e s v i

Reduciendo les negativos: hb” dbx _‘hx ;

Tand L S Tt S P R

endremos: = bt = A

B EJERCICIO 2

Reducir:
i, Ta—3a40ha. 0, 19— Hmr|-tin. u 1
2 —8x+9x—w. 6 =1lab—15al4-26ab, R s e
L 1Bmn—3dntn—hi T =havphar—Iha% L
i b 10e—10%. B, —gst B hgs et E, 1L —-I_;.r.r:l-| - m .



22 B ALGENES

1L
14
b
14.
15
16.
1T,
1
I
20,

e I

22,

()

cathef: = atb—ath, ag, Sutb—athath—ath,
—a-+Be-+0e—] 5. ] 1 i
Tab—11ab-+20ab—31ab, 24, —ebi——abi+alf——ab,
B 00?113 41455, an, —a4-fa—11a+160—76a.

ﬂv+21 flﬂﬁgggﬁ 96, —Te+2let1de—E0c 82,

b a5 —mrkldma=51lmu—mn4-2in.

s 2 Em o EI -
_%ﬁffaﬁix_ﬁhi‘ﬁ‘j’au 28, wty—Tay—8daty Slay+ido’y.
—R2b—T1bx—5abx-- 206, 2§, ~o+a-ahd-—dg hoa
1066 — 464+ Sat 0L, 30 %x_,_ai;_%r_,__:x_x_

i A

nl— a-#':-l' {H— E—x. a1, "Eﬂ"‘l"g'#‘h':_x+f—%:-
qaij.f.%}.q.%:p—ﬁy. an Ter—=30at—4la —ha+T3az,

G, =t bl Tl  Trd ! B® S LB g+ 1,

a4, n+be—e4100a—8ka+31a,

25, —=Ob=11b=1Th=a1b=h4-1108

536 —2f Rl et afh—A5ath— 10 et b el

37, Bdmix—601m2y =A0dmts = 7150 e 23 Lot 1 65m 2,

08, Tathi o athi L s denhd,

a3t dle=Rla+13%e+41a—a3a—01a+16.
A0 —Nab45Rabh—00ab +5dab—81ebh—abh—3Enk,

REDUCCION DE UM POLIMOMIO QUE CONTEMGA TERMIMOS
SEMEJANTES DE DIVERSAS CLASES

\ Ejemplos

(1) Roducir el polinomis So—&b+Be+Pa—I0c—b+8b—e
Lo reducen por seperode los de codo claze:

S0+ Fa =140,
= b =h b = — b,
Be— 20 — o= — T3¢,
Tendremos:  1do—b—13c. K,
{20 Reducir o polinomio:
b 4 fatb? 4 falh® — oBb? — Pathd — 15 — Sob® 4 A= dob®.

Se reducen por separado los de coda dlose: 4ot — Palh? = — Soibl
Ba'h? < £a®h® — o' = 13a%0%,
— 5abf — dab® = = 11ab®
—15+BE=— T

Tendremos’ — Satb? + 130808 —110b® =7 R
(31 Reducir el polinomio:

St = Dty Jet— Syt — 0300 — Sty — 6+l — 14 20y

VALOA MUMERICD @ 24

Tendromos -a + 3xd — 03t = 3“'.:!"

1 g i :
b s e o i 18

i 5 =y
e At 0
—b—14=—20

B EJERCICIO 10

Heducir los polinomios sipuientes!

1. Fa—9itta—ak.
R e " ot B

B Gr—1Typ—b+oie—1—y.

1. —imfna-i—m—n=im=11.

b gl 2=+ Ba-p-2c— 30,

B —Bx+10y— B0z Gy Hlx-x— B,

T 15a%—Gal—Be+20—5ab—31+a—ab.

B =Baepdb—fa b ELE—1145F81la—a—b.

B —Tlefh—Gdet 500045 et E— 4 b4 1 et
0. —pgth—pf g 2h — 1 P fup 3 — 10,
11 mE T Imn—1dmi—Gfmn-md—mi—1 1 hmE-Gmt.
1. sety—xy¥padty—Bxiy—xfp— 10428y — Tailps =042 xfy—y?=|- 5.
1 Bttt -t Bt ST frt i 0-pln IR D0t F B Tt 4
R e S P LR RO P SO LR TR LR
o304 0,50 =006 a =0T k=00 - Ba—=2b—3¢c.

1

i LapobaBe—gb—ta—tbt -t

]

17. %m*—&r:m+ m--—-:-r:lm b mn—2ms,
18. ——ﬂi+—~:u!.'—— -|E 11-—— e b’--i&”—Eﬂb.

19 Dty 314 Sxyi— 06y~ Taty— 0.2y 6,

20, iﬂu L .[;.H+ _ﬂm—t__f,-u-.. —( d“n.—1+ ! gyn—g,

YALOR HMUMERICO

Valor numérico de una expresidn algebraica es el resuliado que se
obtiene al sustituir Lis letras por valores numéricos dados y efeptuar despuds
las operaciones indicadns.
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b

@\"ALDR MUMERICO DE EXPRESIOMES SIMPLES

L Ejemplos

(1) Hallar el valer sumdrico de Sob pora o=1, h=7,
Sustiuimas la o por su valor 1, v lo b por 2, v fendremos:

Sab=5x1x2=10. R

(L) Walor numérico de ofb%! para o=2, b=13, c= %

bl =28 X Bk Pl =dx T R =T =6 R
{3} Valer numdrice da Joc v Zob poro a =2, b=¥§, ::E.

hﬁﬂuﬁzsxzx;mmx XA =2% =2 6=12 F

4o’
(%) Valor numérica de iy pora g:%, h:;l c=7 d=3,
4 ARIER Y dxiwe WE :
fical Ex2xd a0 TR N e
@ EJERCICIO 11
Hallar el valor numérico de las expresiones signientes para
£ = = b
a=1l oe=2 =3 m=— H=_ p=—
1. Bab. T mtaepe Sbime B
I:: 5|‘:=&3: B J.:;' - IE- T—
:-j. e A g _E_ab_:ﬂt:—q:_ :I.';f.l 0 n'.'r:,u
i Damiubp, V) T8 b2 R
i 16, g HTR0CE 14. 3c® ; it ‘.?-,r:e“ 1,
& —a'imd, LL,  wmin v B a'l™ T
. a0 PPN R ol
i =d'pm. T VT 39 T950m

Ty
{\‘3]) YALOR MUMERICO DE EXPRESIOMES COMPUESTAS

Ejemplos

11) Hallar el valor numérice de of — 5ok + 369 poro a=13, b=+,
o —Sph+ =P - IR A F I =0 =D 172 =141, R

VALDE HUMIRICO 8 25
Ia?
(2] Valor nemérice |:|'e:——“5¢3-b—~l~i pora o=7 bml ;nc*:—I
4 X it ; : &
3! Seb b _ 3% L 2% L N g
T T e 1 TR L HI+I

=3-WH+1==16 R
- EJERCICIO 12
Hallar el walor numérico de lus expresiones sipuientes parm

a=3 b=d, g:%, d;-;.' m = i, ﬂ_E%r

1. 62 —2ak 4 e, % ._'E.F_EEHE 135 atb _&—4-.-".:;
T i mi - a
0 ot Ded + 2, B VB Vi VB, 14, 2 mohayes
7 o ;
oy 1 g
5242 9. cvIa—dvVIBE+nvEL 15 ‘2“;1 B
& m o
Loom et W b
" e, e 10. - ==, o —.-_Hﬂ —ﬂ
d H+E' e Wl e Em-
";_f.ﬂ1 ) E,,..*lu i VE+vEE Vel
e T g = - e
0 Ze—lpydy. g A 20 18, IV | 3RS
o 7 1 e

(21 Walar numérice de H2a ~ b} [52+ p) = [a* + Blib =) pona
a=g b= =4, :r‘-T,—-
Los  operociongs indicodas 2o —Bi=2% 2 KT P =33 — = .
demre de los parénfesis da- ! ) [4—3l=2x1

ben efeciuorse anfes que

wE oy =d=+~;- £ ]ﬁ+%= T
mingunn oo, el p

al+bh=F4a=443=7
b—g=3—2=1
Terdremos,

A% = bl +y) = (o +bib—ol=2x 163 — 7 x 1 =2x B_7 = 33— 7=
i EJERCICIO 13
Hallar ¢l valor numérico de las expresiones siguientes para

a=1 b=2 r=1 d=4, R e g
m=4, a=2, p=l x=p

1 {atiye—d. B (dm BNt HhE Gn—d). i _ﬁffh_ﬂ ;
o ARG b (c—b)d—clb—alm—p). o S0 BT
4 (b—m){e—n)4da®, = B (e +d)—a%{m +-n)-+2x, s o T R

dfmtp)  atbe

4 (2mAdnidpe by, B Bmx46(b3 40 —qd2, 11, -
n i -
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_ — 2
(‘3m—l—:];!r+-1p:|{E;t:+‘ﬁ!l—4ﬂi}(lilﬂ+i’ﬂpll- 1%, ﬂ{a—ij:izm—ﬁid—ﬂ}mp—;-. 3. Siendoe a un nomero entero, escribanse los dos nimeros cnecros oonse
24 1y = 2 - ). o Cubives posSCerioress 4 d.
iﬁ ¢ EPH— £) ag, XA o e, . Mﬂpl 4. Siendo ¥ un nimero eotero, escribanse los dos nimeros consecutivod
( 1 i }m a8h  2fb—a) abc | anteriones ax.
a +d g b b f. Siendo y un ndmero entero par, escribanse los tres ndmerod pares cons
o 1 Al ——— a0 Eas-da) seoutivos posteriores a .
ﬁ-:l-p:E-!rj{lErt zmp:l FAOmE S0y a). bf—a? G Pedro tenia $e, cobrd 3x oy le repalaron S JCuwdnco tiene Pedro?
a+— Ht— a9, 5.5:_,_(}.4.1) {i_,.i)_,_ (_l._i_.l )u T Escribase la diferencia entre m y n.
b o m a BINE ¢ nooam B. Debia x holivares ¥ pagué 6. (Cudnto debo ahora?
d—b $ 23 (2m+3n)dp-2c)—dmind. 8. T una jornada de x Km. ya se han recorrido m Km, Codnto falta
a5 e Bl —n v 1 P por andar?
: \,.-"% Vi M_T‘d— i 10 Recibo §x y desputs §o. 51 gasto $m, scudnto me dquedi?
{ E ”].:,tﬁd}v"ﬁ_ ¥ e i L 17. Tengo que Tecomer m Km, El lunes ando g Km., el martes & Km, ¥
2 & Zeb—m  b—m el midreoles ¢ Km. (Cudnto me falta por andar?
18. Al wender una casa en 30 gano JE300. JCuinto me costd la casa?
@ EJERCICIOS S0OBRE MOTACION ALGEBRAICA 13, 5i han transcurride x dias de un afo, jmincos dias faltan por transcurricg
Com las cantidades algebraicas, representadas por letras, pueden ha. 14. :’_Ils.'“l.l:lrz .g:;ﬂ;;::{::ﬁ:umta Sa, joudnto importarin § sombreres; 15 sombres
cerse las :rn.iﬁmnn npr:ralr.ium::i e mn_lcrﬁ miimcros aritméticos.  Come la 16 I.'isl.-lrihuiwf_' Yl duplo de @ con ¢l triplo-de b y la mitad de e
mpresnnmcl:fm de cantidades por medio dﬁlﬂrmb?lﬂﬂ o letras suele ofrecer 16. Expresar la superficie de una sala rectangular que mide a m. de largo
dificultades a los alumnos, ofrecemos a continuacidn algunos ejemplos, v b om.ode leu.'Elu-.

17, WUna extension rectangular de 23 m, de largoe mide n m. de ancho. Ex-
T I presar su superficie.
IE]‘]I__P 05 1. Cudl serd la superticie de un cuadrado de x m. de lader
19, Si un sombrery cuesta $a ¥ un tr_ajng §6, Jcointo importasin § sombreros
{1 1) Eseribaze la semo del wndrﬂd:}ade E.I:Iﬂl:ln ol cubo de b 0, Lfnub:i“;.{':“ﬁﬁ;?ﬁr?& }ET l'.:h;.:l'.l&:'- e
a® b R 21 Vepdy (x+6) trajes a 35 cada uno. ¢Codnle importa la ventad
{21 Un hombro tenio Sao; después recibit 58 v después pogd ung cuenls de fe. gt Compro (g — &) caballos a {x +4) bolivares cada ume, JOudnio Impor

$Cuémio le quedad
Toniende $a recibié $8 luego tenia Slo+ 8). S enfences gosto 3c le guedaon
Ya+E—cl. R
(2) Compré 3 libros o $a coda uno; & sombreros o 3b coda uno y m rojes o 3x
codo une.  pCufnte he gostodo?
3 libres a o imporlan §30.
& sombreres o 8b imporian Séb.
m frajes o x importon $m.

Luege o gasto total ha sido de ${3a + &b b msx). E ¥
{4} Compre x libros iguales por $m.  $Cuénle me ha costade codo unod

Cado libre ha costado 1:-%. R.

i5) Tenia 3% y gosté $x. aCulnto me queda?
Me quoden §(9 —x). R

EJERCICIO 14

Escribase In suma e g, &y m,

Escribase ln suma del cuadrado de m, ¢l cubo de & y la cuarta poten:

cin de x.

Ia compra?

Si = ldpices cwestan 75 sucres) poudnto cuesta un lapize

Si por Sz compro s kilos de azicar, joudnto importa un kilo?

S¢ compran {# —1) caballes por 3000 colomes. Cudnto importa cada
caballor

Comprd a sombreros por x soles, ¢A edmo habria salido cada sambirera
si_hubicra comprade 3 menos por ¢l mismo precio?

La superficic de un campo rectangular ¢5 m m# y el largo midie 14 m
Expresar el ancho.

% un wren ha recorride x 41 Km. en g horas, gendl es su velocidad por
hora?

Tenla $o y cobrt §b. Si el dinero que tenge lo empleo tode en comprat
(rr —2) libros, ga como sale cula libro?

En ¢l piso baje de un hotel hay = habitaciones, En el segundo piso hay
dohle nimero de habitaciones que en ¢l primero; en el tercero la mitad
e lag que hay en el primero. (Cuidntas habitaciones tiene el hotel?
Pedro tiene a sucres; Juan tiene la tercera parte de lo de Pedro; Enrigue
Ia cunrta paree del duplo de lo de Pedro. La suma de 1o que Licnen
los tred ca menor gue 1000 sucres, JCudinto falta o csta suma para seF
igruind w100 sucres?
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NOTAS SOBRE EL COMCEPTO DE MUMERQ

El concepto de nimero natural (véase Aritmética Tedrice-Prictica, 33),
que satisface las exigencias de la Aritmética elemental no responde a la gene-
ralizacién y abstraccion caracteristicas de la operatoria algebraica.

En Algebra se desarrolla un cilculo de valides general aplicable a cual-
qlLIi:r tipo especial de nimero, Conviene pues, considerar eomo se ha ampliado
el campo de los mimcros por la introduccidn dde nuevos entes, que satisfacen
las leyes que regulan las operaciones lundamentales, ya que, como vercmos
mids adelante, el nimero natural (i} no nos sicve para efectuar la resta y la
division en todos los casos, Baste por el momento, dado el nivel matemitico
que alcanzaremos a lo largo de este texto, explicar cdmo sc ha legado al
conceplo de nimero real.

Para hacer mds comprensible la ampliacidn del campo de los ndmeros,
adoptaremos un doble eriterio. Por un lado, un criterio historico que nos haga
conocer la gradual aparicidn de las distintas clases de ndmeros; por olro, un
criterio intuitive que nos ponga de maniliesto como clertas necesidades mate-
riales han obli a los malemiticos o introducir nuevos entes numéricos.
Este doble criterio, justificable por la indole didictica de este libro, pernitird
al principiante alcanzar una comprension clara del comeepto formal (abstracto)
de los nimeros reales,

EL HUMERD EMTERO ¥ EL HUMERD FRACCIOHARID

Mucho antes de que los griegos (Fudoxio, Euclides, Apolonio, ete) rei-
lizaran la siscematizacion de los conocimicntos matemdticos, los babilonios
(scgin muestean las wablillas cuneiformes que datan de 2000154 AGY ¥ los
egipeios (como se ve en ol papiro de Rhind) conocian las fraceicnes.

La necesidad de medir magnitedes continuas tales como la longitud, el
volumen, €] peso, cte, llevd al hombre a introducir los nimeros fraccionarios.

Cuando tomamos una unidad cualquier:, por cjemplo, la vara, para
medir una magnitud continua (magnitud escalar o lineal), puede ocurrir una
de estas dos cosas: que Ja unidad esté contenida un numero entero de veoes,
o que no esé contenida un nidmero entero de veces, (9 En el primer caso,
repiesentamos el resultado de la medicién con un nimero enters, En el so-
guridn caso, tendremos que fraccionar In unidad clepida en dos, en tres, ©ooen
cuatro partes iguales; de este modo, hallaremos una fraccidn de la unidad
que esté contenida en la magnitud que tratamos de medir. El resultuda de cata
Gltima medicién lo expresamos con un par de mimeros enteros, distintos de
cero, Uamados respectivamente mumerador y denominador, El denominador
nos dard ol nomere de partes en que hemos dividido 1a unidad, ¥ el nume-
rador, el mimero de subunidades contenidas en la magnitud que acabamos
de medir. Surpen de este modo los nimeros fraccionarios. Son ndmeros frae
cionarics 1,2 18 355, oo

1) P, L €. Dirichlen {alemdn, 1B0G-1859), ha sostenido que no o nevesariamente iodis
penaable ampliar el oncepbe de opdmere putural, gogque —sepin #l— cualguicy - principio
de ki mds alis matemdtica puede demnsitarse. por medie de los odmeres naturnles.

{# En la prictica y hablande con riger, ninguna medida resalia exada, o maeon ke
In imperfects de noestros instrumentos deomedida ¥ de noestros eemlidug,

MOTAL 10BAL EL COMCELEPTO O WUMERD a 29

- Podemos dedr también, que son nimeros accionarios los gque nos pers
miten expresar el cociente de una division inexacta, o lo que o lo mismo, uni
divisionn en [a cual el dividends oo oes mdltiplo del divisor,

Comp e ve, en opasicion o los nomeros fraccionarios tepemos los pi
meros cnteros, que podemos definir como aquellos que expresan el cocente
de una division exacta, como por ejemplo, 1, 2, 4, ete, :

Glh 3 G4-8=1
01 (]

EL HUMERD RACIOMAL ¥ EL HUMERD IRRACIOMAL

Siguiendo el orden histdrico que nos hemos trazado, vamos 2 ver alior
cudndao ¥ como surgicron os oomeros irmaciomiies, .

s imcludable que fueron los griegos quienes conoticron primero los ni
meros dreacionales, Los historiadores de la matemdtica, estdn de aceendo en
atriburir a Pitigoras de Samos (540 A.C), el descubrimicnto de estos mbmeros
al garablecer lavelacidn entre el lado de un cuadrado y la diagonal del i,
:'i:litb' tarde, Teodare de Cirenc (400 ALC), matemdtico de [a escuela pithg
rica, demostrd geométricanmente que VI VE VR VT e, son irrcionales
Evchides {300 AC), estudid en el Libioe X de sus “Elcrentos” 1'|'|;""i|.|..
mugnitndes gue al ser medidas no encontrames pingin nidmero entern i
Ir:h:i::l:.'m:-.trm fque las exprese, Estas magmitudes se Uaman inconmensurables, y
]II:II?. nurmeras que se origingn al medir tales magnitudes se laman inaciu:m:l'lc..ll:ﬂ
Ejemplos de tales magnitudes son la relacidn del lado de un cuadrado con
12 l]lilj';nrli!.l ile] mislr_m, que se expresa con o el nimern deracional W e
y fa relacidn de 1a circunferencia, al  didmetro que se expresa con letra

%= 3141500, .
| FIGUTA |
C

C= rfrrm{f}*rr-'nrrrr

} D =dicmelro

dNa*+ 6 % = = 3. 1415%.. ..

{11 Al exponer sistemdticamente loa pdimeres iradienales, Tuclides bos llamd nsymmet
':;I a los waclonples Bos Dland aymmctmos, palabras aue sgnificnn sin medida v con m:fjl?l:l
ara sennlar el heche de gque esos midmerns (los irracicnales) no tendan ex[_nn_-_-;id.ri. fais Iil':||:|;IL't||I:;
o . war ﬂ'n'l-ﬂ'l“- ||'-'H"l'|'_t|'l' (470004 I, C.h, al eradacir IE'|1'I.[!I||'.‘15 diimmenssirabehis ¢ odnmcne
sursbllia, Sin emibarge, Geranlo de Cremona (LD I8T), en ona tradecion de un omentario
hrilee sabe Rucliles, uiilizd ervdneamente ionalis ¢ jondionnlis, ol renear legos v alingos
g raen § ne en laoscepeidn de palabm {verbom), usda por Euclides. Este' error e

it o B Fanpo e toda ba Edad  pedic 1 i i
frbat ozt ot o 2 [ wibia, prevaledemls en nuesttes ding el nombee de
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Como consecuencia de la introduccidn de los nomeros froacionales, con-
sideramos racionales el conjunto de los nimeros fraccionarios ¥ ¢l conjunto
de los ndmeros enteros, Definimos el nidmero racional como aguel ndmero
que puede expresarse como cociente de dos enteros, ¥ el nimero irracional como
aquel mimero real que no puede expresarse como ¢l cociente de dos enteros,

Liamamos nimero reales al conjunto de los nimeros racionales ¢ irra-
ciomales,

LOS MUMERDS POSITIVOS Y HEGATIVOS

Los ntimeros negativos no fugron conocidos por los matemdticos de la
antigiiedad, salvo en el caso de Diofanto (siglo 111 1.C#), que en su Aritmética,
al explicar el producto de dos diferencias, introduce un namero con signo -+.
En el siglo VI, los hindides Brabmagupta y Bhiskara usan los ndmeros negativos
de un modo practico, sin legar a dar una definicidn de ellos. Durante la
Edad Media y el Renacimicnto los matemdticos rehuyeron wsar les nimercs
negativos, y fue Newton el primero en comprender la verdadera naturaleza de
estos ntimeros. Posteriormente Harriot (1560-1621) introdujo los signos + y =
para caracterizar los mimeros pusitivos ¥ segativos.

La significacidn de los ndmeros relativos o con signos (positivos y nega-
tivos) se comprende claramente, cuando los utilizamos para representar el
resultado de medir magnitudes relativas, es decir, magnitudes cuyas cantidades
pucden tomarse en sentides opuestos, tal como sucede cwando tratamos de
medir In longitud geoprifica de una regidn determinada; o de expresar el
grado de temperatura de un lugar dade. En el primer easo, podemas hablar
de longitod cste u oeste con respecta a un meridiane fijado arbitrarivmente
{Greenwich). En ¢l scgundo caso, podemos referirnod a prados sobre oero o
grados bajo cera, Convencionalmente fijamos los nimeros positives o con
sipno + cn una direccidn, ¥ los nimeros negativos o con signo —, en la direc-
cidn opucsta.

5i sobre una semirrecta fijames wn punto cero, a partic del cual, hacia la
derecha, sefinlamos puntos gue representan una determinada unidad, nos re-
sultan los puntos A, B, C, etc. 5i sobre csa misma semirrecta, a pardic del punto
cero (llamado origen), procedemos del mismo modo hacia la izquierda, tendre-
mos los puntos a, b, ¢, etc. Si convenimes en que los puntos de la semirrecta indi-
cados a la derecha del punto cero representan numercs positives (A, B, G, ete);
los puntos sedalados a la jsquierda (a, b, ¢ ete), representacin ndmeros
nepativos.

. b a Ay B C

LI ] e

g —2 =3 i -1 2 +8

Histdricamente, los nimeros negatives surgen pare hacer po-
sible la resta e toddos los casos. De este modo, la resta sc convierte en una
operacién inversa de la suma, ¥ se hace posible restarle a un minuendo menor
un sustraendo  mayor.

HOTAS ZOBRE EL COMLERTD DE MUMERD 3]

Lows nivmeras ¥ los simbolos Hirerales nl:ga.th'ua. se distinguen par el sigmn -
fue levan antepucsto. Los nimeros positivos y su representacidn Bteral llevan
ol signo +, siempre que no inicen une expresion algebraica,

El mimers cero. Cuando tratames de aprehender el concepto de nimers
natural, vemos como dste surge de la comparacidn de conjuntos equivalentes
v coordinables entre si. Por extension Hamames conjunte al que Liene un solo
clemento ¥ que g6 represents por ol nimero’ 1. Ahors, consideramos el ntmero
e coma expresion de un conjunto nule o vaclo, es decir, un cOnjunto gue
carece de elementos,

Por otra parte, cl coro mj:re.:.enm un elementa de separacidm entre log
nimeTos nEgALives ¥ positives, de modo que el cero e mayor que cualquier
filmero gegative ¥ menot que cualquier nimero positivo,

El siguiente diagrama nos aclarard las distintas clases de nimeros con
low cuales vamos a trabajar:

NUMER(DS REALEY

| 0 1

RSHTHIETTE LT Dt nidin

L ) -

I netamales Irrnciniales 1L i ales Frrpuahd il

| I _I—l E =

Fraveiasniriog Eutenis Frarelpparia

LEYES FORMALES DE LAS DPERACIQMES FLUIMNDAMEMTALES
COM BMUMEROS REALES

emos visto sumariamente odmo a oaviés del curso de la historia de las
matematicas, se ha ide ampliasndo sucesivamente ¢l campa de los ndameros,
hastn llegar ol concepto de mimera real. El camino recorrido ha sido, unas
veces, el geométrico, que siempre desemboca en la Aritmética prera, formal;
otran veces, ¢l camino puro, formal ha iniciade el recorrido para_desembocar
i lo intuitive, cn lo peometrics, Como :_'ji::m]}]cls del primer ciasa, tenemos
liw mibineros iemcionales, introducidos como medn de r.EJs segmentos con el
Illlr[H‘Jal't::-_ de r:lpn:ﬁcnur magnitudes inconmensurables, ¥ que hacen posible
0oexpresidn del resultade de la radieacion inexacta, ¥ también, Ios nomeros
Iratclomarios que surgen para expresar el resultado de medir magnimdes con-
mensurables, ¥ que hacen posible la division inexacta, Como ejemplo del
wiindo caso, estin los nimeros negativos que aparccen por primera vez como
falces de ecuacione, ¥ hacen posible Ia resta en todes los casos, ya que cuando
el minuendo e3 menor gue el sustraendo estn operacidn careee de sentido
ciianilo trabajamos con numeros naturales. Mds carde, estos nimeros negativos
(relativoa) servirin para expresar los puntos a uno y otro lado de uma recta
iidelinid.

Sin pretensiones de profundizar prematuramente en el campe numérico,
viimos o exponer las l:g.'n tormales {esto s, que no wman en cuenta la natu-
taleen de los nimeros) de la suma y de la multiplicacion, ya que las demds ope-
facianes fundamentales pueden explicarse como inversas de éstas, asi, la resta,
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la division, la potenciacidn, la logaritmacién y la radicacidn. Conviene ir
adaptandeo la mentalidad del principiante al canicter formal (abstracto) de estas
leyes, pues ello contribuird a la comprensidn de los problemas gue ulteriormente
le planteardn las matemuiticas superiores, FPor otea parte, ¢l conjunto de cstas
leyes formales constituird una delinicidn indirecta de los ndmeros reales y de
las operaciones fundamentales, Estas leyes que no requieren demostracidn, pues
son de aprehensidn inmediata, se oman axiomas.

IGUALDAD

1. Axioma de identidad: o= a.
1. Axioma de reciprocidad: si =&, wenemos que & =a
111, Axioma de wansitividad: 5 e =& vy b=¢ lencmos que a=c.

SUMA D ADICIOM

I, Axioma de uniformidad: la suma de dos nimeres es siempre igual,
cs decir, Gnica; asi, si e=b y e=d, tenemos que a+c=b+d.

11, Axioma de conmumtividad: a4+ &= b + a.

1l Axioma de asociatividad: (o + b} e=a - (b4 c).

1V, Axioma de identidad, o médule de ki suma: hay un nimero ¥ sélo

un nimero, ¢l cern, de modo que @+ @ =04 a=ag, para cualguier valor de a.
De ahi que el cero reciba el nombre de elemento addntico o modulo de la suma.

MULTIPLICACION

I, Axioma de uniformidad: el producto de dos ndmeros cs siempre igual,
es decir, dnico, a5 4 a=b ¥y o=d, enemos que ac= fied.

II.  Axioma de commutatividad: ol = ba.

111,  Axioma de asociatividad: {al) e = a (k).

IV.  Axioma de distributivided: con respecto a la suma temernos que
aib o) =al -+ ac

V. Axioma de identidad, o médulo del producto: hay un nimero ¥ solo
un nimnero, el uno (1), de modo que a.J =1 .a=a, para cualgquier valor e o

VI Axioma de existencin del  inverso: Emfn todo  nimers real oS0
{a distinto de cero) corresponde un nimero teal, v osélo uno, x, de modo gue
ax = {. Fste nimero x se lama inverso o reciproce de g, y se representa por /e,

ANIOMAS DE QRDEN

I, Tricotomia: 5i tenemos dos nimeres reales a ¥ & sdlo puede haber una
relacidn, ¥ adlo una, entre smbos, que a2 b =0 0 78 &,

1. Monotonin de la suma: 3i &> b tenemos gque o+ o> &+

111, Monotonia de la multiplicacién: si o = b y ¢ = tenemos que ac > be.

HOTAS LOBRE fL CORNCERTO BC HUMIRD @ 33

AN IDMA DE DDHTIHUIDAD

I. 8i tenemos dos conjuntos de niameros reales A y B, de modoe gue todo
piimers de Aoes mepor que cualguier mimero de B, existivd sicmpre un nomerds
real ¢ con el que se verifique @ 2 = b, en que @ o5 un nbmero que esti
dentro del conjunto A, ¥ b es un nimero gue estd dentro del conjunto B,

OFERACIONES FUNDAMENTALES COM LOS MUMEROS RELATIVOS
SUMA DE HUMERDS RELATIVOS
En la suma o adicidm de nomeras relativos podemos considerar cuntro

cisos; sumar dos mmeros positivos) sumar dos nimeros nogativos; sumar un
positive con oo negativo, ¥ sumar cl cero con un nimers positiva o negativo.

[y Suma de dos ndmeros positivos
Regla
Para sumar dos ndmeros positivos se procede 2 1a suma {+4)+ (-

aritmctica e los valores absoluies de ambos sdmeras, ¥ oal =
iesuliade obienido se le antepone el signo -F. Asi tenemos

Podemns representar la suma de dos nbmeros positivos del siguiente modo:

=) Suma de dos nmmerss ncEativos

Repla

Para sumar dos nimeros negalivos se procede a la suma (=) +({=2)»

privmcética e Ios valores absolutos de ambos, v al resultado
obienido se e antepone el signo —. Asi tehemost i

Poddemos representar 1o suma de dos nlmeros negatives del siguiente
inerlo:

j—————§ =
e g —— 1 — 4 -
;.:' é, 5- ] -3-. E- i -'.-i- 8] 1 'S g -I--'ﬂn ;

[ remas ]



o ALGEDRA

3} Swma de un ndmero posifive ¥ olra negafivo

I{.|.ﬁ‘l| + (=2 =4
=6+ (+2H=—2
(=G + (+0)=0
{+6) + (=G =0

Regla A5l

Para sumar un mdimero positive y un m@mero negative
procede a hallar la dilerencia aritmética de los valores
ltos de ambos mameros, ¥ al resultado obtenido se le
cpone cl signo del mikmero mayor. Cuande los alon mime-
tienen igual valor absolute y signos distinios la suma g%
1. Asl penemos:

Podemos representar la suma de i nGnero. positive
sipuientes modos:

Representacion grifica «de la s
mtivo, cn que el nimerg positive DEnc

¥ otro negativo de

de la suma de un ndmero positivo y un MmeT
mayer valor absoluto gue el negativo:
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4 Suma de cero ¥ un nimero positivoe o negativo
Regla

La suma de coro con cualquier midmero positivo o nogative nos dard
¢l mismao nimero positive o negative.

Asi tenemos: Ei 1; Ig; i :
Empeneral: — 4 e+l0=0+ta=a
En que o puede ser positive, negative o pulo,
SUSTRACCION DE NUMERDS RELATIVOS
Llamamos opuesto de un nimero al mismo nidmers con ".""“;"""l"ﬂh"“

signo contrario, Asl, decimos gque —m es opucsto de 4 m
¥a vimos en un. case de la suma gque:

La sustriccidm es una operacidn inversa de la suma gue
consiste en hallar un wamers x {amadeo d:i_fr_'n:nl_-_ia_}, tal que, r""!"‘.‘:ﬁ!‘_—.ﬁm
suimido con un nimero dado m, dé un resuleado igual 2 otro

iimers #, de modo gque se verifigque !

Liamando s’ al opuesto de m, podemos determinar =
In diferenda x, sumando en nmhf!us miembroa de la :'?l'-m"l"mj'm-ﬂ‘hﬂ{'{-"{m}
igrialdad (1), el nimero m"; oen elecios : i

5i observamos el primer miembro de esta igualdad (2), x=n+m' (4}

veremos que aplicamdo el axioma  de  asociatividad  tencmos:
ot =10 ¥ como x40 =z, tendremos; A

que es Io gque gqueriamos demostrar, es decir, gque para hallar ln diferencia
entre m Yy o basta sumarle a n el opuesto de m (m"). Y eomo hemos visto que
pari hallar el opusto de un nimero basta cambiacle ol signo, pedemos enun-
cinr o sipuicnte

Hepla

Para hallar la diferencia entre dos -
meros relativos se suma 2l mimeends el sus-
iracnds, cambiindole el sigmo.

(B =+ ={+B)+ {4 =+4
(+H— (- ={+B+{+td=+12
: B =8+ (-H==18
o — (=Bl =(=H=(=8H+{HH=—4

HUFREREMTACION GRAFICA DEC LA SUSTRACCIDH DE HUMERGS RELATIVOS

For medio de la interpretacidn geométrica de la sustraccidn de niimeros
ilativod, podemos expresar la distancia, en unidades, que hay entre el punto
(e representa al minuendo y €l punto que representa al sustracndo, asi como
¢l sentido (negativo o positive) de esa distancia,
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Para expresar La diferencia (4 4) — (= 8) =+ 12, tendremos:

12 : .

T T, i VR TR T, T T R T

| =]

SULTIPLICACION DE HUMERDS RELATIVOS

Regla

El producto de dos nimeros relativos s halla mu]tipl':mrll-r]u los valores
thsolutes de ambos. Bl producto hallado llevari signe  positivo (4, st las
jonos de ambos factores son iguales; levard signo negative (=), si los fac-
ores ticnen signos distintos, 51 une de los factores es 0 el producto sevd (.

Cuando operamos con simbolos literales (42 (tB=-+6 {0 (+3 =03

o] producto es stiempre indicado, bien en la (=2 (=3 =+6 {0 (=% =0

orma o b bien en 1o forma a, by mds I+ (=B =—F8 0=
“Emh:‘::il?m il o (=% (+d=—10

El siguiente cuadro es un medio de ve- b por o da + + por — d;: =
cordar Facilmente la lev de los signes cn la =R

multiplicacidn de los simeros velativos,

LEPRESENTACION GRAFICA REL PHODUCTO DE DOS MUMIRGS RELATIVOE

Il producte de dos nameros relativos puede expresiss geometricamente
como el dres de un rectingulo cuye largo y cuyo ancho vienen dados por
ambos mimeros. A esta frea podemos atribuirle un valor positivo o negativa,
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seplin que sus lades tengan valores de un misme sentido o de sentidos dis.
Lintos respectivamente. :

L -B e b2 |— +6— .

- -3 +3

- r =i S >

, —-]i—+ﬁ —1 =8 3 e
'_n ¥

l FISURA 3

FOTEHCIA DE MUMERDS HELATIVOS

Liamamos potencia de un nidmero relativo al producto
ily tomarlo como factor tantas voces como scoquicra. S5ioa

e un nimers relative coalquiera ¥ n =1 es un nidmero R G L
piuinl, tendremos [a notacidn a®, que seolee a clevado a la A=A e
enidsima potencia, ¢ indica gue a debe tomarse como Getor o LT
voces. Asd:

En la notacidn a®=x, Hamames potencia al producto x, base al
nimero gque tomamos como Getor g, ¥ exponente a 7, que nos ndica i
las vieed que debemos tomar como factor a 4. A la operacidn de hallar =102
ol producto x, [o Hamamios potenciacidn o elevacon a potencia,

Ejemplo: i

En cate ejemplo, 4 es la base; 5 oes el exponente, ¥ 1024 es la potencia.

Rpln

La polencia de un nimero positive sicmpre es positiva. La po- al= -+ A
feiie b de un nimero negative serd positiva si ¢l exponente es entero {—al?=+A

; ; =
b L] III:'H;JI“':-':I i el CrRponomie antore os I, Asli — { Tt +I::
]
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IDUETD DE D03 POTEMCIAT DE IGUAL BASE

Regla .

Para multiplicar dos potencias de igual base, a™ . gt = gnin
cleva dicha base a la potencia qucrru-aultc e la (@)% (3t =H2H =30 = 720
na de los exponentes respectivos. Ejemplo:
TEHGEA DE UHA FOTEHCRA

Begla

Para hallar Iz potencia de una potencia se mul- (an)e = phumsigen
slican los exponentes ¥ s mantiene la base primi- 03 — — 938 98 _ G4
. Ejemplo: i A

Hay que poner cspeeial cuidado cn no conlute s g g
r la E:?m;-}m[n de uma potencia, con la elevacidn de | (45 =4l = 4 = 400

 nimero @ un potencia cuyo exponente, a la ver el o gnaes g8 — Ga5eE
¢ afectado por otro exponente, Asi, no es 1o mismo S

NE e id‘“}. el Pad

VISIDH DE HUMERDS RELATIVOE \

Ya vimos, al tratar de las leyes formales de la multiplicacion, gue de
werdo con €] axioma VI {existencia del inverso), a todo mdmero real a » ':.:"
rresponde un nimers real, vy osdlo uno, x de modo que ax =10 Ede o
ero x so llama inverso o reciproeo de a, ¥ sc representa por 1.

El inverso de -+ 4 o5 4

El inverso o reciproco de un ndmere rela- El inverso e — 4 es —

o cualquiera distinto de cero tienc su mm:w} T e
E.I"H'I Rt Fofl N
El inverso de 43 s + 8

1
i
1
I,

La division es una aperacidn inversa de la muliiplicacion gue consiste
¢ hallar uno de los factores, conocides €] otro factor ¥ el producto. Es decir,
wlo el dividendo o v el divisor d' hallar el coclente ¢, de modo gue seve-
figue d'c=d, . ; 14

Recordamos que esta operacion solo es posible si d' es distinta de cero,

Aplicande ¢l axioma de existencia del inverso, enemos gue:s

1/d' (d'e)=1/d" d
Subsernos gue: 1" (de)={1/d" d) e=(+1)jc=¢
Eliminande gueda: ec=1/4" d
e lo cnal deducimos la sigoiente

Regla

Para dividir un nimero cualquicra d por otro nimero distinto de ceeo d
wltiplicamos d por el reciproco @' (1A El cociente que reulie scrd posibive
| los dos ndmeros son del mismo signo; ¥ negativo, sioson de signos contrarios,

4 oEntre o oala
Con el siguiente cuadro podemos recordar Bcilmente la = cntie — da

R - ] Jim i 2T T
ey de los signos de la divisidn con nlneros relatives. _A et 'dld
: = e o -
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Ahora que cstudiamos la divisidn, podemaos enunciar tres cosod de I
elevacidn a polencia de un namern cualquicra.

4 : -*E -4
1} 5 uwn mdmero cualguicra a0, se #'d :j
cleva o la potencia 0 e igual a + 1, Asi: % S iy
@3 Sioun mpimero cualquiers aes0, 52 eleva @ un exponente FA e
negativo cualquiera — e es dgual al reciproco de la potencia ™, de ﬁﬁ'g "
exponente positiva,  Asi: 1S A ==,
w=gs
7% La divisidn de dos potencias de digual bise es dgual P L
i da base elevada a la potencia que dé [a difercncia de ambos o
CHPOBCNLCE, . Asi: - Z1
at o
it

UHIraRMibAD DE LAS OPEHACIONES FUNDAMENTALES COM HWUMERDS RELATIVOS

Hemos visto cn las IJJ__:H.':I'-'I.-E:iDnES- catudiadas, & salwer: suwma, resta, multipli-
cacion, potenciacidn y division, que se cumple en todas eflas el axioma de
pniformidad. Chiere eito significar que cuande sometemos dos nomeros rels
thves o cualguiers de las operaciones mencionadas, el resubtado e uno, ¥ sdlo
una, i odecie, dnico. Sin embargo, coando extmemos le rode cwadroada de un
ntmmcrs positive, tenemos un resultade doble, Poes como veremos, al cstudiar
In extraccion de las raices, un ndmero positive cualquiera siempre tiene dos
rafces de grado par.ena positiva ¥ otra negativa.

Asl: wWFa==gf porque: § (a2 =(+a){+a)=+n
(—a'F=(=a){—a)=+a

el misme modo: = Gl ==+ & porgue: | (4 8)% = (+ &) {+ 8) = + 64
(B =~ 8) (~ 5) =+ 64

FOSIDICIDAD DE AMPLIAR EL CAMPO MUMERICD

Los nomeros reales no cierran la posibilidad de ampliacidn Jdel campo
numérice, Tal posibilidad se mantiene abierta para Ia introduccidn de nucvos
pites, siempre gque tales entes complan bs leyves formales, Deneeo de Tos iades
ile este texto, ¢l cstudiante todavia se enfrentard con uma nucyva ampliacion
el campo numéricn, Se trata del ndmero complejo, que es un par de ndmeros
iiilos en un ovden determinado’ ¥ que escd constituids por un odmers real
¥ oun nimmero imaginario. Con estos nmeros podrentos  representar un. punto
nulhljnlm':t en el plano. En ol capitulo XXXII se presentard una discusidn
pimiplin sobre estos nomeros,
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Q_E) REGLA GEMERAL PARA SUMAR

Para sumar dos o mis expresiones algebmicas se escriben unas a con-
tinuacién de las otras con sus propios signos ¥ se reducen Ios térmings se-
mejantes si los hay.

b alUmas DE MONOMIOS

1) Sumar ba, 6 y Be

Los escribimos unes a continuacion de otros con sus | Ge b6 e
propios signos, ¥ como Sae=-+5a, 6=+l y Be=+8c la suma sera: i T

El orden de los sumandos no altera la suma.  Asi, Sa+ 6+ 50 es lo
mismo que 5e 4 Be 4 6b o que 66+ Be + Sa.

Esta ¢5 la Ley Conmutativa de la suma.

2} Sumar datb, dabd, o®b, Tab® y Gh.

I!E"'Ri EM EL AHTIEI.II:I ESIPTO (5,000-500 foa Iluﬂl-ul Y plrf-l:liunlr ll.ﬂﬂl'nilir.l y In GIDI'IH_.

Egipto, maravilloss pusblo do farsones y  tela.  En el papire da Rhind, debido sl sscriba 3 Tendrems: : AR
I';,. encantraman hea prinllmsuulipri:l d::hl- llﬁ;‘;‘t‘ﬂ.h l1-'dl'|.h valicsn ¥ antigun Jun‘?;;;h Sah b dab® g ath 4 Tal® 4+ GLY
0 una chancia malemdiien, Sus exigenclas vi- malembl @ exlute, se presomfan entra m 8 2 : 3 :

sjetss 8 ks pericdicas inundaciomes del Mile,  problemas, soluciones de ecuaciones de eegundo grade. Reduciendo los términos dath + 11ab% + G4
' wimejantes, queda: bt
CAPITULO d) Sumar oy —2b.

I Cuando algin sumando s negativo, sucle incluirse -
deniro de un pardntesis paa indicar Ln sumag asic =5

SIMA La suma scri:
I{/Eﬂ} LA SUMA D ADICION cs una operacidn que tienc por objeto reunir
" dos o mads expresiones algebraicas (sumandos) en una sola expresion
algehraica (suma),

Asl, la suma de a ¥ b es a4+ b, porque esta dltima expresidn es la rew-
nidn de las dos expresiones algebraicas dadas: a v b,

La suma de & y —& ¢35 a—b, porque esta dltima expresion es la
reuniin de las dos cxpresiones dadas: a y — b

Ja—2h R,

i) Suma Ta, —adb, — 154, 90, —dc ¥y &

Tendremos: '
'.I'u-l(—H{J]+{—lﬁrz}+ﬂ-b+{—4r:}+ﬂ:?a-FIE.-—15&4~Hb~dc+ﬂ£—3ﬂ+b—-lr+ﬂ. I

fl) Sumar ;u* —ub ) -u?.-:ﬂ-, —:-:1'*, — h—EI-",
Sk Sab + (— 208+ {— Zab) + 2ot 4 (=109
=§-u2 -+ ﬁﬂf.l — B — EI.E-EJ + ;-EE - ;bzﬁaa - -:Eb - 1—:!.19. R.
B EIERCICIO 15

34 | CARACTER GEMERAL DE LA SUMA ALGEBRAICA
En Aritmética, la suma siempre significa anmento, pero en Algebra

la suma es un concepto mas general, pues puede significar aumento o dis- Sumar:
minucidén, ya que hay sumas algebraicas como la del dltimo ejemplo, gue i, T 11: =—11m, Bm. 18, —oxyp —say L R O
equivale a una resta en Aritmética, i, ~—H. 12, Dab, =1G5ab. ; §3 of, fm, —9n, 4p
Hesulta, pues, que sumar una cantidad negativa equivale a restar una —id, 4, 5 R 18, =—abe, —<abe. 26 a —Tab, I
cantidad positiva de igual valor absoluto. b 59, —fa 14. mn, —~1lmm, . it 27 x, =Bxy, =
Asf, la suma de m y —n o5 m —n, que equivale a restar de m ¢l valor II.' '!fﬂl'-tll': i ok g gy B, —dA0Y 48. ;:: :f}lgjqﬂ-
absoluto de —n que es ol Gy, . : 4 b a1 —min, ——enm, i;:': I —hﬂ ..||
La suma de —2x y —8y es —8x — 3y, que equivale a restar de —2x el N Demm, —m, 18, by ha :I o T 4 -EI.. —Fﬂl, i 0
villor absoluto de — 8y que es |3y M, Td. — - ;. M 1 5
HE, —Oix. 17, ?{r. Il—lf.l. L T Pl S Tl iy

40
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L, —m, — 4. m?, —dmtn, Gt =Tmn?, —dmtn, —Gmd,
S, M, — 4%, 9x, =11y, —x, —0y, 4z, —Gz

a?, Galr, 352, —a® ad, B2, —7hY. —11; —Sab, Ba?, —Eb2,

mnd, —am, 1Tmn?, —im. 4h,  —xyY, —hayt, —dyt, Teyl, —8, a2,
—8x™yp, 5, —Txb, day, 4. 3n, %b, —d, —, —%,1, B,

:, 9.:_", _'E!Tr 7?2! "-r"pjr 1o, 5 L 1 u s [ o
ath, Gabl, —ath, —11ab®, —ThE, it T L et P S E e L MEPTa fepe

l‘! —Eﬂ‘ﬂ”ﬂ. '?I'i"tﬂ-np -'ﬂ-l: Tm!‘-u &E Eiﬂ-:- _'IS’II:'+1| Hﬂl+nr a* ‘I.lr Eﬂ:l'l'l. _fﬂl-
: k. 1 1 S
b, —a, b, —6. 48, el TN I e E 0 O
—4b, —Be, 4b, —a; fic. 50. ~atb, Sab® —-eth, Tab?, ub, —Tall.

1. SUMA DE POLIMNOMIOS

1) Sumar a—b, 2e+3b—c y —da+5b,

La suma suele indicarse incluyendo
los sumandos dentro de paréntesis; asi:

Ahora coloramos todos los términos de estos polinomios nnos a conti-
nuacion de otros con sus propios signos, ¥ tendremos:

a=b+2a+3b—c—dutdb=—a+ib—c R

En la prictica, suelen colocagse los polinomios unos debajo de los
otros de modo que los términos semejantes queden en columna; se hace la
reduccidn de &stos, separdndolos unos de otros con sus propios signos.

a— b
Asf, la suma anterior Za+db—¢

se verifica de esta manera; —‘h:l_-ﬁfu'___
- a+Te—rc. R

2) Sumar $m—2n+4, fnt+4p—05, Bn—6 3y m—n—4p

Tendromos: Sm = 2n +4
B+ it — 5
Hn — G
m=— n—dp
dm+1n -7 R,

@FHUEE.&. DE LA SUMA POR EL VALOR MUMERICO

Se halla el valor numérico de los sumandos y de la suma para log mis-
mos valores, que fijamos nosotros, de las letras.  Si la operacion esti co-
rrecta, la suma algebraica de los valores numéricos de los sumandos debe
ser igual al valor numérico de la suma.

(o= byt (2ack b =0) + (- da 4 3B).

- e ST B

Ejemplo

LATEETS & 43

Sumor Bo—3b+5c—d, —2Zb+ec—dd y = 3a-Sb—c y probar el resuliodo
por &l valor numérico poraa=1, h=2 c=3, d=4.

Tendramos: Ba—3hic= d= B— 6415— 4= 13
— 34 c—dd= — il rh Y e S = = T

—3at b= g me=Fe 0= 3 — 4

Sa + B — 5d 5 = 15— 3 = [0}

Lo sume de les valores nomérices do los sumandos 13 =17 +4 = 0, igeal que &l va.
lor numdérico de lo suma gue tombién s cera,

- EJERCICIO 15

Flallar la suma de:

T 2h—e 2adh4e. i,
Tre—dh+5e —Te-ldh—Ge, B
= —ie—n4 8

—=Ta—dyp-6a; 10x—20p—0z —Hx+ R4y
— i an—G dre—Bn-HiE; —Rmr-la=110,
—Bip-=3h=die; Ta—%64-50; —a+al—02e,

Ho—dy+Gr —x—yad; =fyddy—19, 10, ab4leted; —Sab—3be—ded; Sabd2hohie
feffr—ep 2a4+2b—2er —Re—L-He 11, ax—ay—az —bax—Tay—Gez dax+Day4Hat,
frtagtr —2p—tig+3v; pt-5g—ar. 12, Sx—Ty+8 —ptli—dx; B=—dx 5y

1& —anpi-bmn=ds; G5—am—inn —8—imn+lem.

4. da+3l; Gh—de; —atHe.

L din—dm —dme il —m=if.
10 Zat Ge—di Betbi Te—0.
17. Hx—dyi Sz+9; Gx-—4; By—5.

14 BeRd—; Sa—D+e —a—h—g; Ta—bde,
b Frdiy—d; by —he-bd; —pRz—6 —8+8x—3y.
Wk =mene—py mEER—4) Sh—Gi 4 BnelGam—=R,

Ser'— R — Tt —He=f hem—0g2 —1 1a St T han.

Lol Tt BB 0 b -l Ty b D b By Bapgn it T et B B B
Ll Bay-brbar —da—dy =Bl du; dxdaydle—dur —Ux—ytz- 2,

1, wellmepd; a—bte—d —Da+3b—2cd; —Ba—3b-Ede—d.
[, Hab—30etded; et Pod—3de; dbe—Sab+itde: —3be=0od=al,
W=ty b obd; a—e: c—d) d—g; a—d.

3) Sumar 3x? — dxy b ¥ —Gay + Gxt— By = Gy By O,

51 los polinemios qiee se suman pueden ordenarse con relacidn a una
letra, deben ordenarse todos con relacidn a una misma letra antes de

SLIIMEATE,

Asl, en este caso vamos a ordenar en ovden
descendente con relacidn a x v tendremos:

Jx*— dayp+ gt
fx®— day —dyp?
i —fBx?— Hxy— Gy
—17xy—By%. |
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s tiene: : " Bab—Gath—dub’— b'=6
Gath — Ba2h? + ab’ — &
@ EJERCICIO 1T
Hallar la suma ded

I dae; —hadx®, B Gxa; —dxtph —xT+dxi—G
2hgh;, —2ab+b3 0, xfBepbyls —Ryipdey—xt a2 Jay—yE
Ap By —xlfed, 10, at—teb4b?; —Sabai—b Bab—b2—202,
e iin?; B 11, =Tx245x—6, Gx—0+dx¥ =Tx+1d4—x"
xS 8xy U6 19, af—de+h a?—2e6; F—Tatd.
2edx; —Tx+G Jx*—5. 13, —x®x—f; xI—Tx¥5; —xi4-8x—3.
nF+n?; —dmnd-4n®; —hm*—hHnd 14, a¥—0% Gatb—dab?; af—Tabd-—bA.

16, x34xytbydl —Gxdp+xi—yh 2xd—dxy?—Gyd,

16. —Tmn+dnd;, mifbmn?—nd; —m?+Tm¥nhnt.

17, xi—x¥x; xd—da34-5; Tad—dx+06

18, aba'HE; af—3at48; af—e?—14.

1%, xfx—0 dx'—Tx¥4f; =dxt=—dx4h,

oy, a¥a) at4-0; Taddar —Bed—G. T‘ ST

2], xd—x?ps —Dalyhmyl; —dapibyl; —dalyd—

92, xpted Tyt bdaey—xt Byd—xiBay; —Bxt—dxyyh

2,
4
26.
BE.
2.
28.
29,
ik

@

ALGERRA
&) Sumar
b — I+ abd, — 202+ dabt £ 20 ¥ 5ath— dabh® — Gath® — bE — .
aly + abf—= I
Ordenando con relacddn a la a — Burh¥ 4 daf® 4 201

gl Baxitx? Badx—Grxi—x? Jat—hetx—xt @f4-ldaxt—x8,

— Gt Bami—m"; gi—Gam4m® —detHdatm—dam?: Tafm—dam=—6.
:.'I_._-,‘:il.,}ﬁ_x:pl.-' 2_-.:'!:9_"_3# : Hx":ﬂ—-&x:ﬂ"—}lﬁj :-5_‘_5::,4-\.'12}-1.

A at e a® a6 Be?4-ba—8r —at—da=ha- G,

al—bt; —gtb-padhE—ab?; —8a*4-Hatb—4a®h? —dabh43atbt=-0b4,
mb—nitfm*n; —dmindimn+at; mi-n*hmnt —Emt—EmE*n4at
ﬂ'l_,M:—E; 'f"‘l—l+ﬁuﬂ—3: TE'—‘:"{-EH; ﬂ_:—i_]_:m_:l—ﬂ_

%+ Tttty —Bgrtdogiiper? —atpdattAahat b arlar et TR

sUMA DE POLIMNOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS
D Sumar Lt 2yt—lety 8, - Saty 4 ieyt -0y — Sy 4 sy —
Tendremos:
i ]
51:'— _I-:FT =+ E-:PE'E-{F
1 E ]
Lt iy i

i
';';_:F 2o i}|3 -

1 1 T 16
i.\:‘- ;:“}l+;x;ﬁ+; B3 R

FLMLA

- EJERCICIO 18

Hallar la suma e
- Lem gy Loyl
TR e i
3. a¥ —j-;ab; —%aﬂ:+%b=: —;ﬂ.ﬁl —3&3.
z i 5 2
L s s T o L
5 3 it X 1
il b Lo b 0 i
il B AL i ) B ) S st A=y 1
30t sab —ob® caf = nab o+ b ——a?+ —ab — b2,
AT LT e SN DL R T R T B LR
e T +"’-':I"- St +a:'|‘ oL LR +4.T'
1 1

L SR B e iy, g kg o F
at —-ab? + b, IEI.:::—4':- So0F = Zb3; —g® — call E—&“.
B xi— Y MR P LT
xl— x5 dx“ =X 5 =x1 4 -x1 —-x.

2 1 2 1 1 5 1
B bt Sa® St 4 ompt = onl; == g —pl
a 4 x i [ i B v

10 e g Bl L W e e Ly s T .1
e o e e i S e e ey LR e e i =

ii

il 0 333.'.‘ = gl Do L L
a el =i —dxlrh gt =

& b Fs T i +

B Sanalhoog A sl qolg il SR Tan Lolg

7 sl S — @t —axt — o —Cal 4ot —cad

B ety e s e LR g T B
] ﬂln.fr" —af — - T.:r‘ .5“+E' oo — b

14. A T e e P S Sl WU e LA TS P e |
e g e e e

- EJERCICIO 19

@ 45

2 1 1 |
—;1" +-u?l-'|'—'?d-'3_. —'_I';A'-H+EK'-'-1.

Sumar las expresiones sigeientes y hallar el valor numérico del resuluado

pure @ =3, b=3, c=1, #=5, y=4, mw%, u=%.
Lo dx—5y: —BxBy—58; —xty. '

v xthy B —xE 10k —300 —GxtHx—G0.

| al—ypty —Baty*—BaBxt —dal+Taly- 100",

b dme=Gnt; —Gm+E—20n; —20n+12m-18.

U nxden—al; —abfBnx—0cn; —al-fne—5,

L by —BathFBalf—B% —BaP—fab?+B: datb—26t,

(0 2TmE120R; —Omtnt2Gmnd —1dmen®—8: 11mni-10msn,

| xn-1,|,}|i—2_l_ml—4: Lt B b—u_gm:q—L: H—Em’“"‘.
et o P Lt B PP B [ Y [ W B Sy
XY=ay D stoaly Gy —f —Bxyt ARl =ty Baytil.

S T TR WOy L Jy (¢ TR B S ) Y
o1 +T!"-". HE:!"+I|'.I". —"ab nb‘

i et an 1 1
4 LTS PP ST WO T o
gt e mlamn g —

M e 1 e
I:r.n--l-F‘-m"_T' _;r,r[: :-“_:IH'IFT o
iy ¥ P AR L R L ¥ £}
=|!.r = —=ct— —-J' 24 - T II135':"!!'-|“=-|-|-_|-|.':II+-|. dend 5 HE’!”'-

02040 4ab* —0.5ah; —085%4-0.Aabi—.30%0: = A -G080 (.20
+0.0004 1. 6nh,
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e S ﬂ.‘.’t‘-lﬂ? o

' ; RO 4] {19300, figuran operaciones algebrabess com
.CULO EM CALDEA ¥ ASIRIA (5,000-500 *t:uﬁmm ,h_;:‘i'-..h.-ﬁ]_h-' ¥ tablas de petescie

Mo ha side sine reclentoments que so ha

inifiotte |a énarme contribucion de los  que requiercm um daminds de la motematica slemon- s
d:uh:': ¥ b.i'hﬂl:nlm al scirve matomatics de 831, pero pe suponk eshh ogque fos: ealdeos: taviapan
snidad. En tabHas doscifradas hace muy poco  tods una concepelbn  abstracta de lag matcmdticas.

capruto  f|]
RESTA
(38) LA RESTA O SUSTRACCION ¢ una operacion que tiene por obje-
“— (o, dada una suma de dos sumandos (minuendo) y uno de elios {sus-
traendo), hallar el otro sumando (resta o dilerencia). ;
Fs evidente, de esta definicion, que la suma del sustraendo y la dife-
rencia ticne que ser el minuendo. _ | :
5i de a (minuendo) queremos vestar b (sustracndo), la diferencia seri

a—h. En efector a— b seri la diferencia si sumada con el sustraendoe b
reproduce el minuendo a, y en efecto: g —b+b=a.

F o
39 | REGLA GEMERAL PARA RESTAR : ]

Se pscribe ¢l minuende com sus propios signos ¥ o !:nntmuactﬁﬂ el
sustrendo con Jos signos cambiados y se reducen los términos semejantes,
ai los hay.

i. BRESTA DE MONOMIOS

iy De —d restar 7.
Escribimos el minuendo =4 con sn propio signo

—d=T=—11;
y a comtinuacion el susiraendo 7 con el signo cambizdo ! S
y ln resti serd: — ST “- e
En efecto: —11 es la diferencia porque sumada : 11+ T==4
con el sustraendo 7 reproduce el minuendo —4: i
45

®

2) Bestar 46 de 24,

Escribimos el minuendo 2a con su signo ¥ a continua-

A 2=
cion el sustraendo 4b con el signo cambiado v 1a resta scrd: .
En efector Zu—4b es la diferencia, porgue su- Zn—db - dbw

mada con ol sustraendo 4+ reproduce ¢l minoendos 7

) Restar 40 de — Gah.

Escribo of minuendo — Sa%h v
nocontinuaeion ol sustraendo dath
con el signo cambiado ¥ engo: T
— Ua*h es la dilerencia, porque sumada con
¢l sustracndo 4a*h reproduce ol minnendo:__

4y De 7 vestar —4,

Cuando ¢l sustraenda es negative suele incluirse den-
e e un paréntesis para indicar la operaciin, de este mo-
o distinguimos el sizno — que indica In resta del signo —
que sefiala el cardcter negative del sustraendo.  Asi: <

Ll signo — delante del paréntesis estd para indicar la resta y este sige
o no tiene mis objeto que decirmos, de scuerdo con la vegla general par
reatar, que debemos cambiar ol signo al sustraendo — 4. Por eso’a conti-
facion del minwendo ¥ esceilanms + 4,

fi)y De Tx*yt restar — Bxfyd,

Fendremos: Tafpt = (= Bxdyl) = Txy? + Bx¥y = 1524, R,

6} De —4ab restar — § ab.

Tendremos: —3ab—{—Jabi==tab+jab=4ab. R

{'lm} CARACTER GEMERAL DE LA RESTA ALGEBRAICA

L Aritmética la vesta siempre implica disminucién, mientras que la
fean alpebraica tiene un capiceer mds gf_'nr_'r_:_]__. pcs PHE-I'.IE' gi_gﬂjﬁc“r dis-
minucion o aumentao,

Hay restas algebraicas, como las de los ejemplos 4 v 5§ anteriores, en
fue b diferenca e mayor que el minuendo.

Los ejemplos 4, § y 8 nos dicen que restar una cantidad negativa equi-
vale a sumar la misma cantidad positiva,

- EJERCICIO 20

RESTA @ 47

Al o datl = = hg

1= (= =TS

BT
|. =H reatibr; B . S pestar akb. 11, —fp2 TosEY L
e | i 4. ¥- il i & 2 =Txy w. =fyE
i 11 [ T i fifs. 13, fn e da,
=4 i —11, fl. —fn o fils, 14 11m® i 1 m
8] T 10 —Hx R 6. —faxdy L



48 @ alcEpRa
[ 1a¥md restar  —yadme 280 gae restar —Dan, Ly ,i. T ;
el Ll e TR SR M
1aly o AEy g gepen o opghed, o B Tl
il w  —Bda%h i : A SRR
=1 Rt 25 —3fm* ar — i, it ﬁﬂjj' ki Eﬁ.":ﬂ'.
FARES o 11. 2. 6 v = Bl.——gb® —Zabl,
Koestar
} de | —D. 43, —g il S Gh. Gda®t? de —HGarE
| i T 4. —ah i —di,
5 A 46, —11x* 1, 5ix3. b6 —Ba e =
l' FE E- 'Lﬁ- 1-!;&1-!:' 1 TH-EI:TT.I.
i T i 47. —43edy . —Bda¥y.’  BT. =5 s i
3 % &, 434, Gab 3 ==l 3.
r o, O 4. =31x PP A Lo A e DS
£1icS E -2, otk a® EIT s =ifat. &8. uh't = e
i) . ah bl =Tge+d o F1Tat0, . o
2l ¥ ab., %, 0= i Tk GeL _:_2,-_11![_.2 s ?n?fiﬁ.
! i —Ta. B 1Ba<t! —ala=, : :
*h T Dhadb, A T = = 2o, G0, dfathd o ——“ﬂ“-ﬁ'*.
1l. RESTA DE POLIMOMIOS

Q Cuando el sustraendo es un polinomio, hay gue restar del minuendo

ciada uno de los términos del sustraendo, asi que a continuacion del

minuendo escribivemos el susraendo cambidindole cl signo a todos sus

Lo,

Ejemplos ﬂ

(1) Do dw=—3r 4z redor Bx 4 Sz =8,

Lo sustraceion s indica meloyanda el susteoen-

de en un poréntesis precedido del signe —, osi:. s
Ahorn, dejomos el minuends con sus propios sig-

ned ¥ oo conbinuacian escribimas el sustraende
combidndole el signo o fodss sus larmines ¥ den
dremos:

~ A e b e

dﬂ‘—;ﬂx'i-:'_—'_i'x—ﬂz+6.

Redeciendo los términcs semejontes, lendremaos: Pl =dy mdrh 6o R
En lo prachico suele escribirse el sudroendo con sws signos comdodos debo-
jo dol minvandos, de mode que los Maninc: semejonfes guaeden en columno ¥
o hoee lo radoccion de ésias, sepovdndolos unos de ofros con sus propiog gnos,

dr—3y+ .z
—2x —: B2 .06

2 = dy = dz +é R,

Mgl lo resto onlerior. se verillea de esta manea: -

1

8 4%

REST A

PRUERA

(2

Lo diferencia sumoda con el susfroende delse dar o minoenda,

En el cjemplo antorior, sumando lo dife- =3y —dz + &
rencia 22— 3y — 4+ 4 con el sustroen- x + 5z ==&
do Jx + Sz — &, tendremos: PO Yy Rl

Restar == 4a%h — ob® 4 4067 —o?bd — 36 de Bolls® - 0% — 4oh! 4 dabd

Al escribir el suilraendo, con sus signos combiodos, debajo del mmuends,
ashen ordenorse embos con relocidn & e misma lofro.

Az, en oste coso, ardonon- al + Baih® — dertlit o fiohh
e en orden descendente + derls — &oth® 4 oFh¥ 4 ahb e 3

con relecién @ lo o len-," al + e - Ba¥h? — Sabt — JoTht + Tahbf AhE.

dremos:

La difE\f'Enlzl-ﬂ SU0- |'_‘||:| I ldl'.l'llll.l + Bk — lﬁﬂ'nb'l' = hgbi 25 ?-ubﬁ_+3b.¢

ga con el suskopn- R il [ e, TR —
do, debe domos el hindhc e o 90 & _ﬂ b b’ :‘Hi
minuende: A + Both® — dotht + gabb {mindiam

{31 Restar — 8o + 6 — Sow® — »® de 7o? + 8o%x + Fouf — 4 v probar el resul-

tade por el valer numérica.
Faxt 4 Babw 4 Tal— |
b, B g - =

A a4 1eae - Tar =

Efectuemes la resta crdenondo con relocidn
o la =

Lo prvebo del velor nunéncs se eleckio hollande el volar nemérics del mi-
nuende, del sustroonde con los signos combicdos ¥ de lo diferencia poro
un misme valor de los ledras |el valor de coda letro b escogemos nosobros),
Eeduwsiendo ol walor nomdrice de minvends y sushroends con el signo cam-
kianda, debe darma: el vablasr numarice de la diferencio.

Fosf 4+ Balx +7af— 4 = B4 16+7— 4=
¥4 Sax® 4+ Bofy — H=84+MW+1E = 4=

WP+ 120%° + ek + 7ot — 10 = B+ 45+ 37 -7 = 10m |

Asi, en el eemplo
anferics pora o=1,
x =3, tendromas;

EJERCICIO 21

The:

it restar a=p.

iy =Sxy restar —pihix—dxy, 16,

0, xf—x¥f restar Hx—qAx4-6.

ity restar —x+2y. 10. y=-Hhipt=8 restar Gyt—dy?+y.

Hacldr restar, =Za--4. 11, ef—-Gabd-ia vescar 15a*h—Hodb,

Wil vestar —hx+6. 18 tpliyt=11" restar —Sxdy—Ga?y=-+ 2.
gl restar Tatb-pfab?, 18, at+bto—d rostar —a--bjc-d. :
Ko-y4r rostar x—y4r 14, abdRae—ied—ade restar —dact+Bal—Hed-|-hd
Nfy=z Testar —x—y-z. 16, 2 —0x+6x7—10 vestar =11x% 021 x —434 G,

yifyitpf? =31 restar —119714-31y0—ay=* =10y

{7, Bmd—=int4Gmin—Bmad vestar 1dmat—21m n4-5m?—18,

18, dxdy—1feyd4pi—Gap® reswar —xt—51xy2xp=—25xy.

10, mtlmtint=mtndE 10 redar —10m %R0 16mnt—Almni—01.
oy, —atb-Rat =1 Ralt 42 restar —Bat4Dlt=] 1t i —11a"0,



mi—nf—dmn de —5mi—nitEmn,

D50t h—Belf—i? de ad—Hasbh—b%

syi—hiytd de Gx1—Rxty—Gayd

- Trn—He4d de mE—On--11ec+14. _
TG bi—Batbt4 b de Gat4-Satb—d0abi-Gh,

B0 @ auGiaRA
01, J—xt iy x i Re— a0 restar — et A0t G 2
2%, —Rxtpi+Rxt—Blxly400x3?—18 restar — ey B0—21x "y Gty
B e G nt 21 mEnd-E—Gmnt restar 2 S 1 S b — B e n S St =14
4.y Br A 16x0—23x2—15 restar —Bx04H20at— 300 h e —18,
25, 9at—16athEA1a?hi—0%4-14 reatar o5 h— 15tk 5Rathi—0g bi-100.
B gt tl—gt 13 yestar Set—Gottl—atTE,
BT g —m) 4 3me® pestar Gmt rl—dmatimr Sl BmE
0, g T E Ry Ga Tl restar —hgms i qm+Ea] ™t =Bt
B0 g b Iy eI B0 T pestar TR B PR o B L
A gt F gt B8 —1 %m0 restar B oS 2 p Gt e e R,
[ EJERCICIO 22
Hoestar:
—b de b—a. 1.
I:-»—:.- e Pty 19, —xi—x+6 de —Bx?rhx—i.
~fHn--k de —Te-l-5. 13, m-14m*4+9 de 14mi—Bni16.
I—fx de —xEH6. 14, ab—besbed de dab4bborGed.
eyl de xSy-4-hayd 185,
wth—fat de Ta*hihel® 16
1—b+8c de —a-+2h—3r. 1T,
m—n+p de —dn-dm-taf. 1.
—xly—z de x-+dy—6z. 119,

tatbab—GhE de —Bbi4dat-fat a0,

21
2.
8.
2d,
&
26,
27
L
2%
a0

Bk =

Gl Gx—T de xi—fxtp26x7+10.
xb—xty L Gxyi+ 20" de —deyt—fat—10y" 414

3 BB 1Ax=11x*—45 de x¥—bxt-Sxt—9+ 105,
%:fﬁﬂfﬁajﬁxmzh"—?;m&‘—ﬁ e s —2hat b4 da bt —= bt -G

3y Byt —LiyS—fy—5 de ¥+
FaTphab—20x0 L5l +00 de

Tyt 9,
e

T — ey Dyt — Gy — de xT—aty Bhxty— Byt 6l

ﬂ:-rﬂ...ﬁu.l-l I_EE= LIE et E_EEI+I_EL [
B4 Ga=— 24 Tat4am— de —Ba®- a4 155 +a" "

31:11—1_9_1:! r!_.xl.-i-l._la:l.—l 1.]'3 lgxlq-i'l.l_ﬁxui-!ﬂ_r“n_'_,iixn—:ll
18am2_fgu-i—gm—Bge de 9avi—21am— 26 i 1A -2
—ipE Tl =20 E_ppE=l g —[hmet 3+ﬁm:+1_14m=“ﬂrnﬁ—l+EFnl -

(4] De 1 restor = +x+35

El sustracnds x2 = x4+ 5 sumode con o di-

1

—5—x = k2
—d—x—xf R
ik g ol
— g — g =d
T |minuendal.

ferencin ' — 4 — x = x* nos da el minvendo: .

{5} Restar Fab® — 11a% + Bo®h® — b4 de o' — 1.

Tendremes: at

—1

1ath — Ho%h? — fabl 4 b
o 4 110%b — Ba®hf — abf +- 61—, R.-

EJERCICIO 23

e
1 restar a—1. z.
0 restar a=H. i

—0 restie Gada—h-
16 redtar Hap—x®4-1lk i

1 restar at—atbebali®

x" pestar —x8—HxSy—teyt

AESTA

7. a8t restar —HobGabT— 0

& 9! restar —Hxtp4TeSpE—Rayd

9, ot orestar efme—at 4 Tetm E—10en -Gt
10 16 vestar Hh—g-bo-ba=14,
11, x—] vostar sy4yd
12 alf restar Geth—gabi4-ba

18 Restar —=hx®y-p1Txp—~0 de x*+y8

14. Resar Oxty—15x9*—Bxy* de xi=—1.
15, Restar =11a8k--2efhi4-gath2—dald de af-bo
16. Respar Hx*—20x do atx"5Hl.
L. Raestar 9p*+1T0—y?+18y% de ¥4+y—41.

1% Restar —15a% 1 Ta%0 0 —14abb—L0 de a4 Oabb®4atit,

19, Restar —x¥+5r—id de xi4-x7—11x.
a0, Restar sfnd-Twmnl=3a% e mt—1,

@ 5]

(4%’) RESTA DE POLINOMIOS COM COEFICIEMTES FRACCIOMARIOS

Ejemplos

E ] 1 '] E 1
V1] De E:"-J resdar —-:_I.I:E—;-i-.n:y3+-‘;.;'3}- _i}r"

a
Tendromos: Ea:"'
1 -1 & i
et Bl ¢ BT R e
2:’“ ‘!ﬁr}' ¥ |-=].-
11 & ] 1
W TR et e
ik S

L2} Restar = do%bd — b+ g% — 9 de —ab + Lo®h? — B,

TendrEmns: Eu”b: — %nh —B

S pe
dob? — Sath® + Lab + 9

dathi — 2a%® — Zab o1, R

@ EJERCICIO 24
e

L 1is 1 2 1 = 4 2 (]
] @t pestar = =a?——ab 4+ —H% 4 = h opEtar a4 = ——,

| 4 ] 3 a H o H] 3

i 3 a T e Y B L i
AT UL e TR S e e Sl U i SR R L

15 restar =gy + =y — < i ey e r B b

" n i g ] T i 1 i
| De pestar — —ab 4 —be = =g =gt = restar — —m¥n 4 cemn® = =

i} L] L1} n L k] x H i



52

B  acmepa
1. 1 L] L] i i
s 2ok o R e 2y ARG
T. —u? 4 —ab 4b restar ..—_.ﬂil =
Afpie sbild o (B g L P
8. i AR e dedle iz F 2y e g
9 0+ 0% — @ b = restar ——af 4 —a 4 —
; e ] : u w &
T 4 e ] 1
e e R Y = P L el L\
1wt | L —¥ FOSLAT — —ni*H 4 o + n =
] e ‘A 2 ] 1 z
i B S o 2o e e e e ¥
1L, —at + —xly — —xpt St restar x4 o+ <Aty =Xy =y

12-—;a+%b—:—c+—é‘-d restar —%L-+%c—:—d+%.

- EJERCICIO 25

Festar;
CE a ] N SR -

1. —a* de —a®——u. t—g==btocdeatd—c
E.‘.%.::—%.’: de Be + 60—, 5-m+n—pd:'—:m+—:ﬂ+ai-p-

i 6 1 1

3 %xﬁ:.r de x5 %p;zy—[i._ 6. %aa__é.ﬂ{;- 6 de atl 4 bt —

e e N | "
(B — it + —mn® = —mn® ale Fm3n+umjﬂ‘+?ﬂm“ G
23, 1 1 T S S T G S A e =
E'T"’Tﬂ:"a_T"-—"'*_TIJ e —.-a;:‘].-ﬂ-l‘.ﬂ:f -r:l-'f°:r‘+ Xy =T
| AETR | ) 3 A T S 3 2
B ¥ — syt ity gop gl de. SRl ety e aylop
1 3 2 n i i 1 Y
e b e Ry b ey B et
n 1 T i 3 Y R SRR

11. —Em'3+Tﬂ'J—;m+ﬂ’+Em“ﬂ‘—T de Em‘n—-—-Tm s | ‘Ji".

. " s, R R & dpirid: M R L T B o
H-—Er."d+ﬁd_ ui‘-"d'-l'- _Iﬁ'd* e E—c"l nr.'en:i“ ad-‘!uc“d 4!24:"4:1 3 L7
@ EJERCICIO 26

Efectuar bas restas sipuientes ¥ ballar el valor pumérico del resultado
. 5 i e i = e
pam g=1;, =3, e=8 x=4, :.I_E,Im_ = =
Bhe;
1. af—ab restar dab4-52,

Lopifb pestar —HathBeli—0ha

3.
CamE =01 rescar mEdwen 10w
cxl—1Hx%y2E 1yt restar —16xMy—Gxy®+0ys.
i t==Trin*4m?t redtar —hem i —Sne.

R

il 1 n
S0 restar —b ——¢+a.

2 T 1 1 1
s = —_— 2 e e o . s P
—ﬂ-“ b restar =g & qf 1 b2,

u n 1 1 1 1
S+ —mn? — oal restar —mt ——nin ——mnt — —nf,

SUMA Y RESTA coMOinanas @ B3
HRestar:
B gth2_5ath de af—da?bipDs, 1L 11a®h—tabtbt de ad

10 15ab de —ab--10mn—Emx. AR R L
nd oe FINmn—Emx 13 X3 u de m':"

] a 1 a 2
13 T =yl — oyt e at Byl

Id et — gt o g==2 de —:HH+¢D'—%#‘_’:+H-‘_E.

SUMA Y RESTA COMEIMADAS

(43)5UMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS
= CON COEFICIEMTES ENTERDS

I Ejemplos I

{1} De o? restor lo suma de dub =& y 30° —Bob + 5
dg* — Bab + 5

Efacivemaos primera o sumo Jab — &

Jor = Sfy = |

r4
Esio suma, que es @l swshaendo, hay que restarla de o® que £ 3';3+ o]
o5 ol minvendo, lvoge dobojo de o? escribe 30f —Sobh—1  ———
con bos signos combiades, v fendremes: 7 9o 4 Sgh 4 1,

{2) De sf—dady-+ 5% restor la sumo de —x® 4 Sy —éo + ¢ con
—&nty + Py — 16",
— ¥+ Sy — by® +
Electuemos primero lo suma: == fufy o Py = 16
—a— xy + duy® — 150

Esta suma, quee os el sustroende, tenge que resharla &1 — dity 4 Gyt
de o — da?y -+ 55 que es el minvends, lvego do- w4 xfe = Juy? 150
bojo de este minuendo escribirg el sustroendo con NP T TR |
los signes combiodas y tendramos: U o 2t = Jxy — Ty o+ 20p%,

i4) De lo sume de 33+ 487 — & y — 5% — Vx5 restor b = 1.

xl o Ay -
Efectuemos lo suma: — Sk —1Ix+5
xf— g2 —llx=1

e e e

Esta suma a5 ol minvends, lwege debojo de ella es- . e 4 T,

cribird el sushaends x* — 1 con los signos combin-

dos y fendreman — g — g =0y



54 & ALGEBHA,

@ Em e 9

10,
11.
12

14,

16.
1.
i7.
16,

1%
20
LA

o
25
24,
ah.
a6,
27.
2.
ik

3k

EJERCICIO 27

Die a® restar Lo suima de abdb2 con p?—505

e | restar la suma de a+B con —a4-G.

De —Tx% restar la suma de dxy?—x® con Gefy4yl

De St restar la suma de —Fmind+dmat—n? con Smtn—dmadhnt
Die fa restar 1o suma de Sa486—3%c con —Ta—0043e.

De a+fi—c reswar la suma de g—b4c con —2a4-b—c.

De mi—n-+p restar a suma de —mo-n—f con Zm—In-+2p.

D xI—Gax-+3a® restar la suma de Sex—a® con 2hx—Sax-+Ted,

D gf%=] restar la suma de 5e*4-Ga—=4 con 2af—Be+6.

De xi—1 restar 1o swima de Sx*—=9x5d con —11x*—=Tx0—fx.

De a4 restar 1o suma de —Tab®35e2h—11 con —Ta?+Bel*—3ha*6--6.
e nf—Tni44dn restar la suma de —11a? + 140" —25n 8 con 10 —Gn®
+0n—4.

De al—fa®miamd restar In suma de —Gemed-bam?=4 con Tad—11e%m?
=t —Gmi.

De x5—50xy24-40xy? -y restar Ja suma de —dx?y 413277 —dxpt con
== G A-+Hx oyt — E“-

De la suma de g8 con a—b restar Ba—b.

De ln suma de 8249 con fy—5 restar —2,

De la suma de x®—Gy* con —Top+dly® restar —0y*F16.

e I suma de de™F3ab—50% con a® FGEE—Talk restar dadel—LY

De la suma de x8—5% con —14x?p4-hay? restar —3xt 4 1y5

[re la suma de xd—Gxyept con Bx®y-Fily! restar x4 2x5p 45005

e baosma de w'—6nSfn? con Tat—8n—n—8 roear —Fot—a®—HEe190,
Restar Gath—TathE4h8 de 1o suma de @308 -Gabd con 280841005 h?
=17 —h3,

Restar G—mmt e la suma de —Smd4m?—2m con —Tm34+Bm4d.

Restar —4 de la suma de Ta2=1L1ek+B2 con —ie+1lab4b2—a.

Bestar g—h—2 de la sumh de Se—db4he; —Ta+fh—=11; —a42h—Te
Festar a'—5a-5 de ba suma de Sat+1de?—T8%4-8; eFa—1 vy —a*da2—1,
Bestar la osuma de s 10m e 1500 con =11m8n—1dmEnE—temnl-+n!
de Geit - T n? - anini-—nt,

Restar la suma de  af+4a?6%4-Belbt—b% <78k 150503 —30ald+000 v
— Rl a2 blagih? e Bat—Ha?bE—0ald—f,

Restar la suma de x34-9% con x4 21xtyt+18x2 —8 de x04-32xp—2Hxty?
+1 Byt — Ry,

Bestar la soma de Se+6et—l con a®=Tar lget 2 e ot E—Fartl_g=

-1 2q=-1,

L

{4) Restar la suma de Sxly® 4+ Gxfyt — S0 con — 3x® o 2% = 11y% de lo suma
do 1+ 2B — ub con — Ay o] It + Byt

Eacty® o fytyl — Gt

Efectvomos lo primera sema que sera el o gt oo gyt 11"

sustroendo: — 3% 4 Sy o ?:.;:},1 — 16y"

P e ?:‘Ert i :r.lJ
Efecluemos |a segunda suma que serd el mi- — dxty? o Jatyt -+ By
mndod b e e

SUMA T HESTA COMBIHADA: @ 55

n__ L | L e | [}
Come esha suma o5 ol minuendo escribimes deboje :~:E _‘“.Fa t Sr:j;.-'. + ?FI-
, 4 : Bt — Bty — Tty s ] iy
de ella, con log signes cambiodes, lo suma anterior

que o5 of sustroendo y fenemos: 7 det— Rty — 3yl o 16:.-".

EIERCICIO 28

De la suma de «*+5 con 2x—6 resear la suma de x—4 con —x-+06.

D L osuema dle 3e—50-+¢ con g--F=-3¢ restar i suma de Tad-b con —Ri—ir,

Die la suma de x*+1 con Hx%4-7—x2 vestar In suma de S9x4+4 con —Sxf—x-1,

De Taosema e @241 con ef—1 restar la soma de g2 con a—2,

De la suma de el4+be+ar con —The4-8ae—5 rescar e suma de doe—Hbc

Sl con BhetSec—ab,

i 7 r la suma de a*x—3x? con aldex? restar la osuma e —Hafx411ax®
—11x% con o dxt—daa-|-Gax?,

. D¢ la suma de x%fx2—5; —Bx45—xt S bdsdzt restar la suma de
—TabBaf—TJx4-4 con x1—1,

B De la suma de mi—n?; —Tma'41TmIn—4dm*n? y —mi4fGm*n?—80nt

restar la suma de G—mef con —mfndmpnid—4,

Dhe la sama de g=T4a% a%—at—fa248; —Oa—1la-}28 restar la suma

de —lef4af—a! con —154+ 168 —Ha?—"Ta.

1ik  Restar la suma de Sx*—y gon —I1lxy48y*=14 de la suma de x2—Hxy
—y2 con SyF—Exy+10x%

Bestar o smma e a—1 con —a41 de la suma de a2=3; g=4; =Ja+A.
Restar la suma de @4 bP—al; TH¥—8ab 480 — 50— 1702+ 110l de la
suma de Fh?—aP49ad - o —Bab—The.

19 Restar la swma de mid=1; —mf-8mf—Gm-3; —Tm—m=41 de la suma
de mP=16 con —1Hmi4Tm*—1.

b4, Restar la suma de xf—p8 —Bxtp4-fab?=Tx2pb—lpb Gyt —Telyf—p de la
suma de —xp24Taty-f 11yt con —xy'—L.

6, Restar la suma de Tol—a*—Be; —8ef4+110d—a?+4; —Ont—1la?—2a-+A;
—had-fhrEe=dge] de la suma de —=Sat$Ta*—He5 con Hat—=Tal-F41a®
—hlka4-A.

L Restar Baostemn e g®—Tatx®pdl; —20a%%-f21a2x3=10nxt;  x0—Toxdop st

=80 de la suma de —4x%4+1Befx?—8; —Oedx—1TaBx?4+11a%xd; af4-36,

o gatar ®

[
5l

(44 )SUMA Y RESTA COMBINADAS DE FOLIMOMIOS
~ COM COEFICIENTES FRACCIOMARIOS

‘ Ejemplos I

i A Booy Lis 1 B it T e |
{1} Da in’ ltl-"' reatar la suma de ~a +ub* t|:|1:| con —=a +ﬂh— Bﬂ\b.

“of —ab + %b'

4
Efectuemes o sumo que serd of sistroondo: <+
& — Lt = lab -+ = b

1] 1
Eﬂt — ob+ :J:l'
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Debajo del minuendo in’—Ehﬂ g:rihimm el T
resultade de esta sema con los signos combio-
dos ¥ tendromos:

l“ 170
—§ﬂ=+ﬂ.h—a;b'. R.
£ 1 x 1 E
{2} Bestar lo sumo do —Em“—amn"‘+-|5 o :nFn+u—mn“-gn:' de lo suma da
Mg vl ot tlcng i
Gm B in srmnt con Tm n+nmn” =

2 2 1

—mt Ao a =k

Fm P +2n
Efectuamos o segundn suma gue seria Em”n o+ Emn" =
ol minuendo, : ! ¥ K

a i i 1 i
e i) 2L 'y P
—m +am3n =t + o %

e _.-‘:ITI-‘|1::I +6&
1

1 a
AR (SR R = e =gl
4r:l|n'| Fmn "

Eecivomas la primera suma que serd
| G874 T ) L S PR e

B a 1 i

e 1 Wb S chl e, I
n m=n

= 4 k gn +é

| -

T | 1 1

8 LI A VY - Pt IO FSa Y

S +am AT —mn- | L

: . R L | ] |

Ahora, de o primera surma = —m — —m¥p — E—mnj +3"a_ &

restamps psto Gltima suma y e i

lendremeas: L 1
l—ﬁﬂ'r'1

LE]
120

mn*+£n‘—ﬂ. R.

EJERCICIO 29

1 i 2 £
De —a restar la swima de a b b con — g+ b

I Tila“ 4= Llﬂ“ restar la suma de %ﬂ—ﬁ Cdmn %ﬂi—%ﬂ"-
Roestar —;u—-z—h de la suma de a4 30 con E——:a——:-!?.

1 13 2 1 5
Hestar  la suma oe oo e o e O i et e

T B 2
Die Ia swmn e Eﬂ' o —Taa +T.:z=—E PrLiLE %u.—%—%ﬂ:".
Slar ; oMy bt L ] ot
Restar Ia suma de =y ——t fon §— 2 -7 e =

D —:n"'v-—:l-.'_'r" reatar la swma de —I—ja:'b -.I-—:ﬂ.'}*—ilﬂ- CEIEE -';u’.l'.l—rz-ai'.l=+~:—h3.

10.

ko

12,

1.

BUMA ¥ RISTA COMDIHADAs @ (57

P 1 2 1 ] ] i
D la suma de ?:-—ﬁ—.[:u Lo T!.-—?-c restar la suma de TE.--.l- =t con

1 1]
LoD,

Bestar | 2 L gt L
il msumdt?a*+;u45cm e et = de Jasuma de
0 1 1
B —pd
an +aﬂ gt

a I3 2 i i
Ii: la suma e Tt =y + ¥ pon —?x:p—%y?+-z~ restar la suma

1., = 1
e i, e

S K 1 1T 29 a 1
de sy Ty ot e ey ey

2
3 1
Restar o suma de ?uﬂ —-—11.-i!:|3 Lo ——::ﬁb e -}ab* + :—ui:uﬂ de la sumn de
i 1 1 5 1 ] 1
?ﬂ*b + Tl!&a =zl Gl —l—ﬂ?ﬂ-' -+ ;'ﬂ-ﬁ“—ﬂ—\ha =

1) -
| e e 3 1 L S -] )
D T —nit orestar la suma de ﬂ—acu‘-':ui‘——ﬁr:iL w— rd: - % -len

2 b 1 T 1 :
=t — om et — — A mtad — —nt
5 H 14 Eum"n I rEHLEL Ly

1
De 5 restar la suma de x0Ty —a2 S im; — Ly
a 4 ;-]

]
s

-ﬂAH

2 H]
— A _.ﬂl
e T ]

e
3 Lo 1 a T P )
Restar T— 00+ at de la suma de el +'iﬂ“ = +5
i 2 i k. ] ]
TEE R s Egete et o

EJERCICIO 30

Hallar la expresidn que sumada con x8--x*45 da Jx—6,

Hallar la expresion que sumada con —Sa+8h—6e da B9,

dué expresidn sumada con a'—b? da —fatb4-Gabi—4b5

Para -li:hl-l.‘m::rl COMa Testo X0, Jqué expresion debe restarse de x?—4x2h87
:Euiﬁfﬂ%ﬁpn hay que restar de m'—3mntGnt para que la diferencia
S 4uB—=0x-14 o5 el resto ¥ dx*+dx—B el sustracndo, jowil es el minuendo?
eDe qué expresidn se ha restado a7—B9 si la diferencia ha sido 454 8ab2—117

Hir:nldu el sustraenda %..‘\: —-%:p, feual ha de ser el minuendo para que
la difcrencia sea —d4?
dUbué expresidn hay que sumar con —Vay-+Gx®—8y? para que la suma sea 17

S fed—Bntntbmni—n® se resta de #f, pqué expresidn hay fue Sumar
a la dilerencia para obtener m*

8 p'=Ba+d es el sustraendo de una diferencia v el resto es —ad-5a—B,
gde qué expresidn se ha restado la primera?



t DE MILETO |640-535 A, C.). El primero mistarios de la rellghin egipcia. 5o ko afribuye el haber
famosn de los siete sabios de Grecia, Su vida predicho ol eclipse de Sel ocurrido en ol afe ;
visulta en Ia bruma de la loyenda. Fue el pri- También se le atribuye el habar rslizado ls mediciin
ésofo jenico, Recorrib Egipto, tomde hize e do las piramites, medinrle oy sombras gue preveckan.
poaléndose en contacto de este medo con los Fue el primero en dar wna explicacion de loa eclipsow

CAPITILO [“
SIGNOS DE AGRUPACION

.-'_“\. .

{45‘) Los signes de agrupacion o paréntesis son de cuatro clases: el parén-
" tesis ordinario | |, el paréntesis angolar o corchete | |, las Haves | |
v el vinculo o barra =

@USG DE LOS SIGNOS DE AGRUPACION :

Los signos de agrupacion se emplean pasa indicar gue las cantidades
encerradas en ellos dehen considerarse como un todo, o sea, como una sola
cantidad.

Asl, g (b —c) gque cquivale a A+ (+h—ch
indica que la diferencia b — ¢ debe sumarse con &,

v ya sabemos que para cloctuar esta surma escribi-
mos a continvacion de a las demis cantidades con
su propiv signe y tendremoss S

La expresion % & [—2y + 2]
indica ¢ue a x hay que swmarle —2y +z;
luegn, a continuacidn de x, - escribimos
— Uy + £ CON SUs propios signos ¥ tendremos; "
Vemas, pues, que lemos suprimide el paréntesis precedido del sig:
no -+, dejanda a cada una de las cantidades que estaban dentro de &l con

s propio signo.

(= +n=x—2y+dl

2B

at(b—c)=atb=a]

PAREMTESIS @ 5%
La expresion
a—{b+ep que equivale & ¢ —{+5+c),
indica que de @ hay que restar la suma b +¢ ¥ como
para restar escribimos el sustrendo con los signes cam-
hiados a continuacidn del minuendo, endremaos: i
La expresion X —{—y+2z)

a={hdigj=g=be

indica que de 5 hay que restar —y b 2 luego,
cambiando los signos al sustraendo, tendremos:

Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del sige
no —, cambiando el signo a cada una de las cantidades que estaban ende.
rradas en, el paréntesis,

El paréntesis angular [ ], las laves | ; ¥ el vinculo o barra
tienen la misma significacidn gque ¢l paréneesis ordinario y se suprimen
del mismo medo,

: S nsan estos signos, que tienen distinta forma pero izual -significn.
citne, para mayor claridad en los csos en gue una expresion que ya liene
ino o mds signos de agrupacidn se incluye en otro signo de agropacion.

Eof=ythri=Rtys

|. SUFRESION DE S5IGMOS DE AGRUPACICHN

{%?:JREGL-". GEMERAL PARA SUPRIMIR SIGHMDS DE AGRUPACION

L} Para suprimir signos de agropacién precedidos del signo + se deja
el mismo signo que wengan a cada una de las cantidades que se hallan den-
trip de ¢l

41 Para suprimir signos de agrupacién precedidos del signo — se cam-
bia el signo a cada una de las cantidades que se hallan dentro de ¢l

{1} Suprimir los signos de ogrepocidn en lo cxpresidn,
o (B e+ 20 = fa+ b).

J fijemplos

Esla expresion equivale o
+al+b—e]l+2a=(+atb)
Como el primer paréntesis va precedido del signe -+ lo seprimimas dejonda
a los canlidodes que 5o hallen dentre con su propio signe ¥ como el segundo
parentesis va precidido del signo — lo suprimimes eambiondn ol signo o las
canfidades que so hallon dentrs v tendremos;
og+(b—cl+2a—|ot bl =o+b—c+2a—a—b=%——c kR

(2] Suprimir los signos de egrupacién en Sk + (—x—y)—[—y 4] +{x =&}
El porénfosis v los laves estdn pre-
cadidas dal signa -+, luege los supri-
mimai dejondo los centidodes que
s hollon denire con su propio signe
¥ como el carchela va precedide dol
signe =, lo suprimimos combionde al
signo o los contidades que e hallan
denlie, ¥ tondromos;

SEl =g —p ==y iax] =
O = ey —
=x—d R
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(2] Simplificar

mAtdn—6+3m=—n+In—1

Bl vincilo o barra equivals @ un paréniesis que encieria o los conlidades que
se hollan debojo da & ¥ su signo es el signo de la primera de las contidodes
qua ostn debajo de dL

Asi, la expresidn antorior equivale a: o+ [4n — Sf+dm= [n+2Z2m—1TL

Suprimiends fos” vinculos, tondremes:

@ EJERCICIO 31
simplificar, suprimiendo los signos de agrupacidn y reducicndo términos

m+-i.|'l'—|5+3ﬂ1—|'l.-|'in'i.—_l
=m+dn—64Amn=n=2m-41
=ImAn—5 R

. yf—{at Byt [ 47,

0. {—5mG)H{—m 5 =5,

11. x-ytx—ytr—xiy=z

13 a—gb+a_:-::{—ﬂ-|-ih}}'—{—a+:ab*,.

13, —(af—yf)ayp (St hday)—[—yitay].
Id,  Butep[—2xy+yf]— —x® xy—Hy* p—(x—Hxy)
16, —{at+b)+{—a—b)=(—b+te)+{da+b)

SLIMEJaTibes:
1 x—=(x—).
2. xF(—3x—x®+0)
. EI+IJ—{—2£E+3;.
. dme={=2m—n).
b, Zxd-dy—dx-+dy.
it at-{e—Dy4{—a-tb)
T. o [=t+2a?]—[ad— b3
A. 24 —]] —xta—1}={a-tx—3}.

{4} Simplificar lo expresibn: do4{ =Sk —[—a+(Fx—a+xl] |

Cugndo unos signes de ogrupocién estan incluides dentro do atros, como en
esle sjemplo, se suprime tmo en cade poso empezondo por el mas interier,
Asl, en este ease, suprimimos primera el vinoulo y tandremos:

Sat+{=5x—[—a+[Px—a—xl}

Suprimiende el poréntosis, tenemos: Jo+ 4 — Sk — [—a bt —a—x];

L

Suprimiends el corchebe, fenemes: 3o+ {} —Sxta=Futa+t K
Suprimiendo los lloves, tenemos: 30— Sx+o—Fx b ot
Reduciende términos semejantes, quedo: 5o — 13z R

(5 Simplificor o expresiom
— | =3a—4{b+ [ =a-|2a—b)—|(—a+b]] +3b}+4a].

Empozando por les
mees inlerioras gqua
san los  parénba
sis ordinarios, te-
MeemOs: =

EJERCICIO 32

Simplificar, suprimiendo

H'FI-H:'ji"H-l.'"i:

L.
i
o

La [a={a-b)].
Bx —[x+y—Dx+y].
dm—[{m=n)={m+mn}].

—[=8a={b+|[—a+Za—b4a—b]+3b }+4a]
—[—3e—{b—o+Zo—b+o—b+3b+4a]
—|—3a=bta—2o+hbh—a+b=—23b-t dg|

ot h—o+Fa—hta—b-+3b—4da

o4 2b. R

[ [

los signos de agrupacion y reduciends términos

4 da®y [ (@ t—a) =By 4 2xy)—(—3x T4y
& ot {—Zetbi—(—a+b—c)tap
b dm—[2m+n—3]+[—dn—Em+1].

pHga

14,

15.

i
1T
16.
1m
2
2.
2.
a3,
24,

PAREHTESIS

2xH[—Bax—(—2y-+{ —=+3 })].

O ~Tay [~y -+ Iy )1,
={a-b-b)+[—Sa+b—] e} b—(a—b) - 2a].

(=) —{ x4 Qy+[—x—y—w33]

—(—al) -t [—{a+ I —{—La-}- 30 {—bFa—)].

Ton*— —[m*+Bn—{G—n)—{—3+m?)] }—={2n4+3).
da—{—da+t)— —[—da+{b—a)—{—F+a)]}.
Bx— Sy [—2x+{y—GFx b= x5

[ ~(20-+e)+{ —(a-tc)~2a—aFe |3,
—{3m-bn)—[ZBm+{ —m-f{2m—En =) }—(n+6)).
Bart-d = [Bb-p{3a—c)+B—(—a-b—T )| —{—a+i) |,
—[=Bae{ —x— Iy =)+ — (B —x—8) - B2y b
===} {h(~a)] H —[—be]~[+(~e}-

| [~ (b)) +—(—b=a)] }—aFB.

| Alatb—e)l b= {H{~e—atb)] | ~at (1) ]
—[@m-h{ —tn—{n—md) ] —( )2 E 3 4.
=[x ) =[xt ly—z)~{—x+N]-3}].
=[—a+{—a+t(a—by—a—bFi—[—{—a}tb] }].

. INTRODUCCIONM DE SIGMOS DE AGRUFPACION

-:_-.1'3%} Sabemos que — —_—

2 luego, reciprocamente; ——,
Hemos viseo tambidn que
luego, reciprocamente: ——— 88—
Del propio mado,

gt(—btei=a—b+¢

v a—(b—di=a=b+¢
cl—b-l-c:a—(.[.-—.:},

n—h+er=a F{—8&+¢k

@ 6]

gth—c—d—e=a+(b—rc)—(d

Lo antenior nos dice que lps términos de nns A AT 'Eiuu(:dr_'n AgTy-
parse de cualguicr modo,

tista es la Ley Asociativa de la suma v de la resta.

Podemos, pues, enunciar la siguicnte:

A

(49) REGLA GENERAL PARA INTRODUCIR CANTIDADES
" EM SIGNOS DE AGRUPACION

1) Para introducir cantidades dentro de un signo de agropacién pre-

cedido del signo + se deja a cada una de las cantidades con el mismo sig-
Ny lltIE n‘_-ngan.

4} Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupacién pre-
cedido del signo — se cambia el signo a cada una de Lns cantidades que se
incluyen en &L
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Ejemplos

(1} Intreducis los tres Gltimos términes de lo cxpresicon: W — P 4 %y —d enoun
paréntesis precedido del signe +.
Dejomes a codo cantidod con o signe que
fiane ¥ lendromas:

IR 3 =4 R

{2) Introducic los tes Gltimos termines de la expresian: xE— gf - Qb = &% en um
parénfesis precedida del signo —.
Cambigmes &l signe e cado vna de las tres
alimas eanlidodes v tendremos;

[ = (o= 20l 4 B2E) R

@ EJERCICIO 33

1 rJ,—u!.l-l-L?—;I.E
Intraducir los tres dltimas érminos de las 2, xF—fix Ty Lo
expresiones sipnientes dentro de un paniniess pre- i x“-l-'é_rx";—-l:l-'t+1a. ;
n:uiJJi-r]n del sigmoe 41 4. at—Tattr-Balt—bt,
o xt—xt et R 1.
6 2ab—ctd,
Introducic los tres Gltimos términos e las ; .1:53'+.-.l.-3+3:.:l—-1.it
expresiongs  sigwientes dentro de un paréntesis g x:—u::":pjdnj-:--:r‘.
i o i —: . at—tatay—yd,
procedido del signo —: & |'.:['+.!':|=—2I:-}r.l'—ﬁ-*.

(21 Inkoducir fodes las Hrminos menos el primare, de la BRTESIGN
Fo+2h={a+b]—(—2a+3b)
on un poréntesis precedido del signo —.

Cambieremos el signo a 2b y pondremaos — 26, ¥ cumbiurvm-_ncux- bos signos gue
estin dolante de los paréntesis, porque combiondo estos sigros combicn fos
signes de bos contidodes encerradas en ellas, ¥ lendremes; .

- [—2b+{a+b|d[—20+3b]L

- EJERCICIO 34

: . 1. x4-2yt{x—yh
Introducir toddos los érminos, me- 2 dm—2n-ad—(—m+n)d(Zm—n)
nos ¢l primero, de las expresiones - @ af—Fayt[(=F—xp)rR]
puienies, en un paréntesis precedido del 4, =Gt 2] G (B + ).
Hgno —: 6. Za+3b—{—2atfat(h—a)]}
: : Ty 6. =Ra+{—Ratb).
Intraducir las cXpresiones siguicn- T, Dxtbday—{p4 .'i."}':l'l'{—!'!'i'}'!}-
ben En b pardntesdd prtcﬂtlltlﬂ del . ;3—'[—.‘!:('-'-.“11'—:1‘ .
bl a. [m‘—|:1'|;m"'-I-‘.-.’.n'r:I'Hi}]'|'{"'21'“-+:r:"

FITAGORAS (585-500) A C.). Cilebre fildsafe

6 magida en Sames § muedrto ono Metapante.
win da realizar sus primeros estudios ca s clu=
Aid patal wlajé por Egipto v obres padses de Orignte,
& regrasa fundd la Escusla de Crotona, que e7a

una |.n¢ir.-dad_ secrota de l-]p:.;.pnl.ﬁ]_:;h.rl ! -Il-'ﬁ.-']
alcanxé gran pl@fmﬂhiﬂh.. Fun al e -
laear & la hazo delas especulaciones felosidion
eonceptar fundamentales, de la matamition,

dal  nomere el pfln:rp_i'g uhi..-._"ﬂ '“'r' i

carmuto 3

MULTIPLICACION

| 80} LA MULTIPLICACION es una operacidn que tiene por objeto, da-

ilas dos candidades amadas multiplicando y multiplicador, hallar una
tencera cantidad, Hamada producto, que sea respecto del muliiplicando, en
'nltr!l absoluto y signo, lo que el muliiplicidor es respecto de la unidad
poaitiva,

El multiplicando y multiplicador son Hamados [actores del producto,

| 51) El orden de los factores no alier el producte.  Esta propicdad, de.
miostrads en Aritmética, sc cnmple también en Algebra,

Asi, el producte ab puede cscribirse ba; el producto abe puede escri-
irse también bac o acl,

Esta s Ia Ley Conmutativa de la multiplicacion.

( 52) Los factores de up producio pueden agruparse de cualguier modo.
abed = a % {bed) = (ab) % {¢d) = {abe) % d,

Asl, en el producto
abed, tenemos: 4

Esta es In Ley Asocintiva de la multiplicacidn.

63
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@ LEY DE LDS 5IGNOS
Distinguiremos dos casos:
1) Signn del producte de dos factores. En este caso, Ia regla es:

Signos ijuales dan 4 ¥ signos diferentes dan _

En cfeceo:

1. (&) % [+ b) =+ ab,
porque segin la definicion de multiplicar, el signo del producto tiene
que ser respecto del signo del multiplicando lo que el signo del multipli-
cador es respecto de la unidad positiva, pero en este caso, el multiplicador
tiene ¢l mismo signo que la unidad positiva; luego, el producto necesita
tener ¢l mismo signo que el multiplicando, pero el signo del multiplicando
es +, luego, ¢l signo del producto serd -

2. (=) (+ B)y=—ab,
porgque teniendo el multiplicador el mismo signo que la unidad positiva,
el producto necesita tener el mismo signe gue el multiplicando, pero
dste tieme —, luego, el producto tendrd —.

3. {+a)} % (= b)=—ab,
porque - teniendo el multiplicador signe contrario a la unidad positiva,

el producto tendrt signo contrario al mubltiplicando, pero el multipli-
candoe tiene +, luego, el producte tendrd —.

4, {(—a) ®x{—b)=+ab,
porgque teniendo el muoltiplicador signoe contrario a la unidad positiva,
el producta ha de tener signe contrario al mulitplicando; pero éste tene —,
luego, el producte tendrsi +.
B B 4 pot da -
— por — da .
+ por . da
— POF g R
2) Signo del producto de mis de dos factores.  En este caso, la regla es:
2) [l sigoo del producio de vavios factores es o cuando tiene un nib-
mern par de Bciores nepafives o nin;._:unn.

Asi, (=) 2 (= 82 (= £} X (= ) = abed

Lo anterior podemos resumirlo diciendo que _,

En efecto: Segin se demostrd antes, el sipno del producto de dos fac-
tores megativos es +; luego, tendremos:

(=) (= b} % (=€) % (—d}={—a.— b} % (—c.— d) =(+ abl{red)= abed.

b) Bl sipno del producto de varios factores o5 — cuandd tiene un -
i npar de aciores negaiiyos,
Aal, (—a) x {— b) % (= &) =—abe.

En electo:

(=) X (= b) X (—c)=[{—a) ®({— )] X{—&)={+ab) x (—c)=—abc.

g MULTIPLICACIOM @ 65

y !

(54) LEY DE LOS EXPONENTES
Ifara multiplicar potencias de la misma base se escribe la misma bosk

y i le pone por exponente la suma de los exponentes de los faciores.

Asi, @t ot = gt Rl = g0,
En efecto: a' X a® ¥ a* = gann ¥ gsa X 0a = azeanasan = o,
(55) LEY DE LOS COEFICIENTES

El coeficienie del producio. de dos faciovss es el [::'i_u_l_uc[n de low oo
licientes de Ios facoores.

Asi, A = b= 12ab,
En cfector Como el orden de factores no da 3 4b =§Hvéﬁﬂﬂﬁﬂ
altera el producto, tendremos: LA R

(56 ) CASOS DE LA MULTIPLICACIGN

= Dstinguiremos tres casos: 1) Multiplicacién de monomios. 2} Mul.
tiplicacidn de un polinomio por un monomio. 5 Multiplicacidn de po-
linormios.

I, MULTIPLICACION DE MOMOMIOS

(57) neGLA

Se¢ multiplican los coelicientes ¥ a continuacidin de este producto se
eacriben las letras de los factores en orden alfabético, poniéndole a cada
letra un exponente igual a la suma de los exponentes que tenga en los
lactores.  El signo del producto vendei dado por Ia Ley de los signos (63,

s & $1F Multiplicar 2o® por 3of,

[ EJJEHI‘-PIGE I 208 ¥ Je? =2 M 3t B = 4ot R
! B signo del producto es + porgue + por + da o,

(2] Multiplicar — x¢® par — 5mydy?
{— ) s = Sty ] = Gy ted WELE = B ™t R
El signo dal producte es -k porgue — por — da +.
(21 Multiplicar 3a®b por — 4b%x,
Joth K [— A = — 3 W deth 48 = — 120% ., R,
El signo del producle es — porgue + por = da =,
(41 Mulliplicor — eb® por da™hoel,
|— ab?) % 4oTh*c® = — 1 X dgleh0Ed = — gouslpuitd B
El signo del preducto a5 — porques — por 4 do —,

& EJERCICIO 35

Multiplicar:

& por -8, i =16 por 16. b, 2t ot —dx. T. =Dhx% par x
-4 por —8. 4. ab por —ab. fil. —da*h por —abd. B a*h® por fas
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L. —4m?, por —Hun. 13. —1fxiy? por =168 17 a®h" por —ab,
T ) !,ur_rr — i 14.  Eafld por —dxdy. 1. —ha™b" por —Ga®bix,
. —xypF por —4y'zs. 16. Ze*hx por Thix® 1% xpte ok —xiphet
2. abo por od- 16.  —8mend por —Safmixt. 20, —mtnt por —GmTm
(51 Mulliplicor o™b** por — 3o*"b%
[qxﬂ.bx-.! ] b ‘ L -3:'!"'“':!3 } [ 3uﬂ-:| ruelpxelal — Eﬂrunb-q-i-_ R,

51 Mulbiplicar —o™"15"% par — dgm-tpined
[_ o™t Ibn_-.'] W | e dﬂnbﬂbzut } il dl::lt"'l-bl'“"-:, R

«  EJERCICID 36

Muluiplicar:

1. gw por pm=1 G. Hxﬂ}ﬁ [ror gxlud-]}.Inl-:_

. —xt por —xt T. dxrvilp+d por =hxat0fL+d,
5. daobr por —abss L 8 amle pur —a™han Liv
i — PR por gns2bn, B —xmAlynt® por e d g iripthd,
. =g tAbesl por —dgnt Ao, 10, =Gmrntic por —TmEEabo,

1T Multiplicor Eu”b poT -:-ﬂ“ar:-.
| :_:':'?b H— j—a“rn == 2;_ » En“hm =— Eﬂﬁbm. .
181 Mulliplicar — 7#%? par — S wyd
e Ef}.a s %f.rm ) :; 3k g E L %Hmuynu R

i Lii
- EJERCICIO 37

Electuar:
1 a
1. %nﬂ JHes %u"h. T e por —a
&
2. = Lmin par By B. ——a™ por —--abd,
1 1% F] 5
3. Zxzyd = Datxty B ambn por — ablc
ko —xfy? por — ey, R P Ty
1 4 : Bin i
- = E| ——gimt L] m
4 —=m'n! por ——atmin. 10 - por —-—avl
T 3 = z b .
e L =l — gt LT
b. ——abr por —a. 11.  —amf® por ——-g*sb
e T AT B — e LWL
B ——xy! por ——athyh 1. —gi RIS por o b,

@ FRODUCTD CONTIMUADO
Multiplicacidn de mis de dos monomios.

Ejemplos (1) Efechuar [2a}{— 3atb}— ob®].
' i2e|{— Jo*h| |— ab®] = éa'bt. K.

El signe del products ¢34 parque hay un nimere por de foclores negotivos.,

MULTIPLICACIDH & 5!
{2) Efectuor [— xTyh|— §x™)[— Fo2¢").
(= #iy} = §n=) (= doy"] = —da™m2ymil, R
Bl signa ol preducto os — porqua Here un nbmers impar de foctores negalivos

@ EJIERCICIO 38
Multiplicar:

Lo (@y(=da)ia®). 7. {%ﬂn}{%’u&ﬁ{_gﬂwzﬂjd

% (Bay(—xy)(—alx).

¥ [T L .
5 (—mEn)—Emy—3mnl). , A e b S, T

e bt iy, lgl Eﬂi;ﬁjg;%?}::ﬁﬁg—ﬁu‘x}
b (et ) —2ek){—dutE), 1L (amby—a®)—2ak)—datx).

B () D)= ). L C ) e e D ) |

Il MULTIPLICACION DE POLIMOMIOS POR MOROMIOS

@ Sca el producto {a + H)e.
Multiplicar (a4 &) por ¢ equivale a tomar la suma {a 4+ b) como sue
mando ¢ veces; luego:
@+ e={a+b)+(ab)+{atb).....c veces
=latada..... ¢ veges)H{b+ b+ k... ¢ veces)
=ac | be.

Sea el producto {a—b)e

Tendremaos: jg=ble=(a=b)+{a—b)+{a—0)....c veces
=f(ata+a...c veces)—(b+ b4+ 6. ..c veres)
=uac — be.

Podemos, pues, cnunciar la siguiente:

(60) REGLA PARA MULTIPLICAR UN POLINGMIO
~ POR UM MOMOMIO

S¢ multiplica ¢l monomio por cada uno de los términos del polino-
min, teniendo en cuenta en cula caso la regla de los signos, y se separan
los productos parciales con sus propios signos.

Esta es la Ley Distributiva de la multiplicacion.

L1} Moltiplicor 38® —&x + 7 por dos®,
Tondremeos:  [3x® = e 4 7| » dax? = 3x? [dos? | — dxildox?) + 7
= 19gx® — 2dox® + 2haxd. R,
dx* —dx 7
i

| Zerx® — 24 + 2a’

‘ Ejemplos

Lo operacidn svele disponessa ol o
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(2} Multiplicar a'x — do*x? - Sox® — &7
por — oK,

nfy — dofy® 4+ St — i
— ey

— Paby? + Bty — 10a%d + 20%ch. R,

13) Mulfiplicar 2™y — Juiy? o Dp-tyb e gi-Bd gpy — Jptym
ity Aty g bl o ity

_h!rm

— Gneiyme . gy

EJERCICIO 39

Multiplicar:

Bxf—x? por —3x. 14,
Ax“y==3y* por Zaxd. b ¥
si—dx4-3 por —3Ix, 12
rf—dai+ia por Jal 14
w2l -0 por —af. id.
xh—fixt=Bx por Safxd. 16.
il —dm*n4Tnt por —dmix. 16.
EE—duaFpGay® por ax’y. LY.
ot —Gath—Bel® por —datm®, 18

15, pf—gathE4-at bt —=Fashty- b

__.&xlﬂ.rrm-ﬁ .I, ﬂﬁmt B

g —a= g™ por =2,
gmrlifxmopm-Tnor Jydw,
ullll'Jn+ur'I-—l||_'i|lH 1_ﬂ=||—!-:,[tn-| E P{.r ﬂﬂuﬁ'.
xi—dx-Bax—G por —d4xd

o' =Gatx-bdatx*—8 por 3hx®
ﬂnf:l__'i'_ﬂn—ﬂ_ugﬂ_zi-l_ﬂu Pl:lr .,_ﬂ:uxir
x—Gx?+Bx*—Tx4-0 por —3a*x%
—dxtiaty—Txyf—dy? por haxys.
xu-l-ﬁ_uxl:l-tﬂ.'.;l-l- E_Er'l-li Pm’\- —EIE..

por —haly®,

a0, gohe4Fam—1hn13—gm-ThE t4qge-3ha+E por danbi,

(4} Multiplicar Sx%y® — Sy b 0y par — Satcy?.

a2 A 3
iy oyt o ¥

4 £ s
B SRS i o SRS W -
oty + —afkly! = Zatally®,

EJERCICIO 40
Multiplicar;

-;u - :E! por —a®, 6. da— 6B+ G¢ por — l—tn-il’x“r

%-1 = %b et — %.1%. e Ex" — Xy o %}-‘ e %.t*:.l'.

%\ﬂ: = %!: 3 i —':n por — %ﬂe’.a. % %ﬂ" —_ %.{a“ o %.xﬂ - %:,:1 ok — %uim.

-d:-ﬂi + %r:lf.l - %b“ por da*x. & -:-:l'r:l -J-%m“n = I—h;r'ﬂ'r:l= ——I:ﬂ“ por %m’ﬂ“.
=Ty =Tt por Ty ML S0yt gty — oyt por — abaiph

MULTIFLIEAE O @ 65

Hi. MULTIPLICACION DE POLIMNOMIOS POR POLINOMIOS

l:f_l..:'l Seu ¢l producto (g4 b — &){m + n).
Haciendo m+n=1y tendremos:
{fa+b—ci{m+n)=(a+b-—c)y=ay+by—cy
{sustituyendo y por

si valor m +n) —

=fm -+ FT::I | h[m )= el
— =amt + an= bmb b = e
=g - o= o g o

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

{Gf) REGLA PARA MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS

8¢ multiplicn todos los términos del muliiplicande por cada uno de
los términos del multiplicador, teniendo en cuenta la Ley de los signos, y
s¢ reducen los términos semejantes.

‘ Ejemplos

Tendremaos:

(11 Multiplicar a =4 por 3 4o
Los dos focleres deben evdenarse econ relasidn o wiba

mismer fadno,
a —4 = i
@ -!-33 o+
oo — 4[a) & sea of — da
= Ala] = 3{4) Jx— 12

Haemos mulliplicada el primer bomina del mulliplicador o por les dos brmi
nos del multipliconds. ¥ el segunds Mrmine del mulfiplicodor 3 por los dos
Hrminos del mullipliconde, eseribiends los productos porciales de modo qui
los términos somojontes queden en cofumno y hemos reducido los términos

sammajenias.

(L) Multiplicor 45 — 3y por — v + Sx,
Chidenande en orden descendente con relacidn a la x tendramos:

EJIERCICIO 41

Multiplicar:
id por a—1.
= por a-4=1.
x4b por. x—bh
m—0 por m=—=h.

=&kl por =x4dh,

dx — 3y 4% — 3y

Sk o= Iy Sx — 2y

4505} — 3y [5x] o sea I0xF —15xy,
—_‘!ﬁ[i'_{l_'l'%]_-'_l?}'ll = Fﬂ}' x| 15!"i

20x — Py + &°. R

. —a—2 por —a—3. 11. =a+b por —4ib4Ha.
T dx=2y por w43z, 12, =0 por —fm,
8. —dy+bx por —3x-2y. 13, Bn=0Dm por du-6m,
. Ga=T0 por a3, 14. —7=3: por —1143y

10, Tx—id por 4+2x.



70 @

S
MEOD®mMaDes e

A LGERLA

13} Mulfiplicesr 2+ e? — 20 — e por a-+ 1.
3—20+ o —of

T4+ o
it e i e S L
S = 2a* 4 o —af,
2 - g =gl R,

(4] Multiplicar &% 4 2x® — Sxy por 3x% — 4% + oy

2 — Suy + byt
In ek dxy — Ay®
Ordenonda en orden dl::-:er-dmlef di! — 14‘?‘:3 3+ }'g‘:x & Ao
- T X
con relacién o ko x tendremos; —'EII’}'“+2011¥=—?4;|-"

o= A2y 2yt R

fud = | 1y

(5 Multiplicar & = d® 4 2% =3 por xF—1- 42
Ayt g —13

X o dn = 1

P e R e

Ordenondo en orden descendente

con relacién o x, tendremos; fx® — 1ot 4 — 1203
— at e dal a3
=15 — BE—x+3 K
V5l Mulbiplicar 2x —w + 3z por 5 — 3y — 4z
o=y 3
x — v —dz
T — xy 3z
=ty + Iy — Pyz
— iz i dyz — 1227

Pu? — Tuy — Saz 4 3y = Gyr —122%. R

EJERCICID 42
Muleiplicar;

x3+xy+92 por x—y. 1 xR0 x por xf—fx4h

a4 b*—2ab por e—h. 14, mi=@ “n4d-2ma* por m*—2mn-8n.
al4-bi+ gk por aib, 15, x%4+3~ ¢ por xi—x—1.

pl=dx¥+1 por x4+ 18 2=3x | e T

af—a+a® por a=1. 17, m'—dm4m—1 por w41,
mi-mEndtnd por me-n?, 18 o a4l a#—a+h.
xb-Px?pdn—1 por 2x+3. 18, =" Zepy? por xy—a-dyt

d o=ty por y2-42, 2. n' 2n41 por n¥-1.

mb=g =2 por am-+a. 2. o* deibfdab? por atb—Zabi—1088
Hat—hal-F 302 da=5b, 23, Bx® - DyP4-Gay?—18x%y por Zx--dy.
Bt =3 nt por dm—mn. 23, 2y ¢ry—=3p*=d por Zy+5.

a*tat+l por a®—a—1. 24 Bxf-altlax® por Det—x?—lax,

an.

2.

aT
a4

an
.

MULTIFLICACION 2 7]
ad—dxdp+- Byl taoyt por —yl—ay—xt, 1. mt*=3m*44 por Fmf—me-1.
2=t 4al—3 por @'—2a—7. 38, wi—atai+ 1 par afat—da—1.
mitd—mtm® por mf—2m-|-g, 33, Bxt—13x%p—Gxy*y? por -"Ix“*i'-lijl_’ﬂ
at=Redit el —ab® 0t por a®—Reb4-08 4. Sol—dadRot—4ei—1" por =Rl

gl—ptpx x| por ef==dedp g,

l—xdpt+xyR—uyityt por x2—Ryuy. a5,
¥—2y+1 por Y2+

37 apt=dyiHdpi4-2y por yi—3yi-1.

as. er:—ﬂ.;r:r;’wfﬂmar}lttﬂn‘ypur:ﬁna-—ﬁmnﬂ-|-Hm“:l?-—-m“.

i e T Lot Ly U o U v M e i L S TR

40, Bat—fGat-t2a*—da+2 por al=3da*+da—G.

41, a+b—e por a—b4e

43, xvIy—z por x—y-bz,

43, Bx—3y+5r por y+2i—x,

a4,  xSbyibatexy=Xz=yr por x4y4L

(63 }MULTIPLICACION DE POLINOMIDS COMN
~— EXPOMNEMNTES LITERALES

{ Ejemplos l

a™t — 2g™1 — 4o
at  —3a

all‘ll'l — Eﬂnn-a At l{ﬂl'll.l

(1} Multiplicor 0™ — 4a™ — 3™ por of — 2o,

-;u"l .I —a1c:|"""3
P2l Multiplicor 2% = 5y =551 4 321 pop p™1 4 2 4 qerl,
kl.l-i ] k‘-l-i — Ty +. xl.-i
Pl i O et
I Bl o L

REME — Bl e el
A — 3 — 12 g

= Spe e

X

@ EJERCICIO 43
Multiplicar:

1 a"—att et por gl

2. xnrlpdwntiogn-d popogto

3. mrttmttigmetE—mt por mi—Sm+3.

..1. U LE&H.'.:HL“'- 1 Jm.' A% -an L

B, x34Y axgtpyn+l Imr xl.-l-ﬂ_ﬂxl.-l—ll

6 Ja—2a*4a* poroaftila—1.

7. Go*'4at=2a'? por g*=—a= ot

B e by L v R T o Lt i
i, :n—1_|_2x\l--2_xl.—1_; ya-g ]:u::r . "?l!'\'_'.l—'.'f"'"ﬂu
B e b P b Lot R L VU v T el Lot e e

11, it por am4ie,
1% ar=l=be=t por a—b,
18, gl fadm s 8L fadin pep gfu—dpfpdn-—lo g dm s,
1. i :}'r":l 1':;?‘"}':'. # Ll ne |]_|l (£l e e i 1:|_.l"ﬂ_ ":I.E':"' 'ﬁyt__lxin."FE -."!I

3 Jut—ha-Eat—d par a?fat=la ],

T ?ulm-ﬁ +. dgtE _+. En.lj:

T e e T e i = =
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64 | MULTIPLICACION DE POLINOMIOS COM

COEFICIEMTES FRACCIONARIOS

1 Ejemplos

(1] Multiplicar  Su* — 2wy por

Los produches de los coeficientos deben simplificorse. Asi, en ooste caso, fe-

g0
Memoss =M === ==
£:58

[Z£]) Multiplicar

2
L}

B
R

4
i 2

1 1 1 1 1
";bu—h.-l:!.h por Iﬂg—Eﬂb—:bl.

@ EJERCICIO 44

Mulciplicar;

%.u'i —al + —.:bz por éa ot %h.

-

11

MU LTIPLICACIOH [ 74

@jmummmcmm POR COEFICIENTES SEPARADOS

~ La multiplicacién de polinomios por el Método de coefivientes sepa-
radlos abrevia la operacidn y se aplica en los dos casos signientes:

Lim X
R 2.0 L a :
: : 1} Mu!r:pllmn{m e oy lm]mu:mm que contengan una sola leir ¥
=R esten ordenados en el mizmo orden con relacion a esa letr:
i Y
et T 4 o
s :,I?:l' E_fﬂmplns i1} Mulfiplicar 3 — 2x% -+ 5x = 2 por 26 4 4 — 3
i g por coeficientes separados,
— ok "t'E.:-:}'
R T 3— 2+ 5— 2
1 3 L 2o 4= 13
BBy Lo = i 2ha=d
Escribimos solamente les coeficientes con sus 6— d-F10= 4
signos ¥ efecluomos o mulliplicacida: ey 12— g4M— 8
— P A=184

B4 B= FHX 2344

Come el primer fermine del multiplicondn fiene x* v el primer. Mrmino dal
mulfiplicador ticne %, el primer Krmine del producto endrd =% v come on los
factores el expenente de » disminuye vne unidaod en coda términe, en o pro-

Eu"’ — Eab + ihﬂ ducto el exponente de x disminuird también uno enidod en coda térming, lue
; : - go ¢l products serd:
= gon gl U
- 2 5 o i o :
dicr“ —i-n*h+ !Raaba 1£) Multiplicar o — &0 4+ 20 —7 por o — 2o+ 4 por coeficientes seporadas,
ap i 1 = —
ik TR itr*b" e, o83 Escribimas solomenta los cooficientes, 1 ig_g ti A
@ 10 i para come en el mullipliconda folta _—
o d ko, el trmino on o ¥ en el mulliplica- T+0—6+2— 7
] o o'l +ﬂ.‘='£' gb dor Talla el lérmime eno®escribimos —2—=0F12— 4414
T cero en los lugores eorreipondisnbes odf D=2d: B=20
1 1n 47 i 1 @it E e e e e
{q* _Eﬂab L m|:|:!r:|,5e i ﬁ_':h" o H_bi‘ R, a emos lErminns ¢ fendremas; 1+ O—EB &+ 598+ 22—20
Como al primer lermino del mulbplicands tiene o ¥ ol primere del mullipli-
cador tene o, o primer trmino del producte lendrd a7 ¥ como en les focio
res el exponente de o disminuye de uno en une, enool producio fombidn dis
minuird do uno on una, lvego ol products serd
5. Zmt+Lmn—2n? por Lu® 4 20t — mn, ot = B0t o et o St = e 4 220 — 36, R
% ; % OHSERVACION
e 2 ey oo
e 6. B Mg DOE Y %42 51 an ambos focteres of cxponente de la latro comidn disminye de dos on dos,
B L Al L VL 3 AR do fres on fres, de cuoire en cuabro, ele., no es necesario poner cero en los
= Fox — okt b por Tt — g o et fugares correspondientes a los térmings que falten; salo hoy que tener presen-
T 1 1 ] ] ] te quao en el producis, los exponenies lambién bojarfn de dos en dos, de fres
B T':"'a s ?'r:"'a 5 ?'ﬂ]" por T?‘: _T':"-']" + u_]":l' e bres, de cunkio an cuairo, olc,
ortials %x:l: e %; + _1,..:: por %:h = ,'E g ..I,;,,, a 4} Multiplicacidn de dos polinomios homogéneos que contengan ol

]

2
B
i

letras comunes ¥ estén ordenndos en el mismo ovden con relacion o una

1 q 1 2 i 2
ml_ - "I-EH- _ntﬂﬂ__ﬂﬂ F — bt bl Sp et k P FTT] ||-r|.||.
- I 4 por —m k L S
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Un polinomio es homogénes cuando todos sus términos son homogé-
neod, o &ea, cnando la suma de los exponentes de las letras en cada término
es una cantidad constante,

El producto de dos polinomios homogéneos e otro pelinomio ho-

MOZEEneo.

E]Emplﬂ Multiplicar e = Safin + Todm? — Imé por Jo? — Im?
por coeficientes  soporodos,

El primer polinomic s homogeéneo, porgue lo swma de los exponentes de las lebras
en todos los Mromines es 4 v el seguado tombidn o homogeénes, porgue lo o fiene
de exponente 2 ¥ la m tombién tiene de exponente 2.

Escribimes solemente los cooficientes, ponierdo =5+ FF-0—3
core en el multiplicands en el legor correspon- gk 0= 2

diente ol trming o0 om? que falto ¥ ponien- = -
o zero en el mulliplicedor en al lugor corres- 3=15+21+ 0 ¥

El primer férming del products fondrd o v, como ol producto es homegénes, |o
suma de los cxponentes de fos leiras en coda térming serd &,

Como en Jos foclores, o exponente do o disminuye una vnidod en coda Feming
v oal de m oumenta wna unided en coda terming, en o produchs se cemplirg T mis-

ma oy, luego el producto serd:

3o® — 15a%m + 19a'm® + 10a?m? — Zotm? -+ &mt. R,

- EJERCICIO 45
MMultiplicar por coclicientes separados;

1. x3—%34 % por xf—1.

8, piHdat—Sxd4d por o—RxF—7

8. b dath—2etb R aalt =0t por ef—del-bE

4. miatf Gt =im*n por mi—dmad—nl

b x1—8x4-3 por 214ExT—=0.

o af—det—da? 10 por of—Jat4Bet—2a%

T. at=dub4int—3 por dx—fx?100
BT 0t =10 por m? —heet2f e —d a3,
B, =f_3xfy—GalyP— eyt por Extdy?,

L Gef—do®+Ge—2 por a'—2efa=T,

11. nf—3nif5nt—Enud por st—Endd

12, Hat=—dxty—y' por xB—Day? Iyt

13. x'"=Gxtpto-Bx®yieatiy™® por x—doty?Hyt—patyt.
14 a=—dam-14-Ha"F por g0,

16, avt#—Lps=1_Ta==V por g*pha®+14-Tar+ 1,

1B, e Bhxsfixt=2 nop Gaf sl =gxhyDedTloeE
1T, a¥+2—gMga?s ti=hpte=l por Jadsi—Lpti et L

pondiente al Krmino en om gquee Talto, ¥ fen- - =l M___Eié_

s A F i e o R e

MULTIPLICACIOH @ 79

{Z@rmnuc‘m CONTINUADO DE POLINOMIDS

Ejemplo

Efectuar Bx(x + 3)[x — 2)[x - 1L

L.M poncr .|l:|5 rat:!vnr:s anlre paréntesis lo multiplicacién asté indicada,
o aparacian se desorrella efectuands of producto do dos factores cualesguiers;
producio. so mulfiplica por el lercer facter p squera esla
que quede, ¥ oesle nuevo preducla por el fockor
Asi, en este cmin efecluomos el producle 3x(x + 3} = 3 + 9. E

multtplicomos por g — 2 W AErGmaa, X, Eshe producto bo

31”+;x It + 3x® = 18x
L
+ 1
e Este  productn  se . SRR
37 + ?;:; multiplica por x + 1: o Jut 4 3x7 — 10xE
— fix® — Tlx Ja® - 3x® — 1Bx

Jxt + 32® — 1ilx Ixt At — 1552 — 1k, E

En wirtud de fa Ley Asociative de la multiplicocian, podiomes también haber halloda

el preducto 3x(x + 3 después el producto (x — 2 S
bos productos parcioles, procicho |x s +1] y leege mulliplicar qrr!-

B EIERCICIO 45

Simplificar;

L d{aiB)a—), B e )t —1)(x—

2. Aa(x-+1){x~1). . E-e:“hﬁjl{-ll'}‘f‘ljﬂzfﬂﬂf—-]?-

15- Ha—Dia—1)a-+4), 10 afe—1a—2)a—3)

Lo eIt 1)), L =Bt x—)x 1),

?IL m{m —d){m—G){3m +2). T (et —x b 1) (x—1) {2+ 3).
6. Fﬂ—ﬂi}(a-—ﬂaﬁrinbﬂ(n+h}. 13. Bot{Ba—2)2a+ 1 a—1 1 2a—1).
fo Ba{x®—Ax 41 x —1){x-+ 1), i et LR TR N SR

| ﬁjj MULTIPLICACION COMBIMADA COMN SUMA Y RESTA
1} Simplificar {2 3) (x — 4} + B(x — Liix +2).

e PEF;:;hmr:;?ns T)(Pﬂmw producto (x-+ 3)(x — 4} efectuaremos ol RO

- producto e —1)(x +2) y sumaremos este sc i .

s e sepundo producto con el
Electvando el primer producto: (x + Hix—d)=x*—x—12,

Efectuandoe ol segundo
producto:

A Blx—13 (X+2)=8(x+x = 2) =022 3 G — 6.

Sumando este segundo producte con el primero:
(=2 —12) + (B B — ) = 27 — x — 12 4 952 fix—H=dx?48x—1H. L
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%) Simplificar x{a—b)* —dx{z + b)*.

Flevar una cantidad al cuadrado equivale a multiplicarla por s{ mis-
ma; asl (o — B equivale a (s—Db)(a—8).

Desarrollando x{a — B)

wfa — by = x{a? — Zab + b¥) = a% — 2abx + bX,
Desarrollando dx(a 4 b
daxfn + by =dxfa® + Zab + bF) = da*x + Babx + 407,
atx — 2abx 4+ bx — (44%x + Babx + 40%x)

Restando este scpundo Pl | T

producte del primero: o = — 3a%c — 10abx — 3b%x. R.

B EJERCICIO 47

Simplificar
1( 243y x+-2). 11 Byt —dx—y)P 4 3x =yt
EEJ:*+4}]—§ 154?1}-|-5{.=;E+H}. 18, {mnP—{2mfn) - (m—2an)* 4
I[ﬂ—*x}-i*ﬁh%x+2ﬂ}—ﬁfi—T_IE:I-. 13, xfadx)Faxfa+1—(xt Dat-2x)—(a—x)
e T ) e o B Tt oy 14, {re+f.l—f]?_+{41:--l'.:l-I-c]i—{ri+br"+£'"]“.
a2 —Smn=+imE{mita®) —Im(m*-n), 15, (x%x—3)—(x8—2+x) 4 {x"—x—B).
e B S L e e b e e Ao
W B —{x+ 1 x4 —Ex, F [x-l-[E:-:—H}g[Ex—{x—'i-l:l]=|=-1=:—ﬁ.
a-+5)(a—5)—Blat+2)a—2)+5la-+4). 18. Ij.;[x-u 04+ 13| [B0xF =2 x--2].
$E+IJ]{IIH—EE:I—[5¢J—E‘-!?]{HH-+ ] 1 [(men){me—a)—{m-n)mt+a)](2(m-n)
—(a+0)(Ba~Gb). —Flfm-l-'rr] ; _ |
LR e CE 20 [{xty =3y PYxFpiia—y)+eir—x)].

3 ) SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION
~ COM PRODUCTOS INDICADOS

Ejemplﬂﬂ | (1) Simplificar Sa+1a—2 [a+3b=4{a+b)] |

Un cocficients colocado junte @ un signo

de agrupocifn nes indica que hay que mul-

fiplicarle por coda uno de los Krminos on- i R B TR
corredos en el signo de ogrupacién. As), 5‘-’.‘*":" 2 {a+3b—do—db] i
en asle coso muliplicomos — 4 pera+ b, |

¥ tondremes: U T o L

n al curso de la operacidn podemos radudir bérmi-
ok semefontes,  Asl, redeciendo los rminos seme-
jontes denfre dal corchele, fenemos:. 4

So+{o—2[—3a—=b]}

o sl 4l & ey o= B}

salL S |5 =Ee T
Electyands lo mulfiplicocién de —2 por 2k yFadk dep ; :
| =3a—=b| tenemaos; i 4 e B S B B do -+ 20, K

CAMBIGE DE JiSHO5 & 77
(2} Simplificar — 3{x + y) —4[—x+2{—x Hy—3x—y-t2)}— 2]

—Hxhyl=d[—x+2] -k By —3[—y—2)} = x|
= — Dy —d[—xt2{ —x+ 2y =24 Iy + &}

Suprimienda prime- — 3 =3y —A[—x+ 24 ~ dx+ 5y + 6 =)

o el winculo, fen-

dramos: =—3—dy =d[—x—Br+ 10y - 12— 2x]
= =3 — 3y —A[—1x-- 10y +12] '
= =3 = 3y -+ 4y — A0y — 4B
= Hx—d43y =48, K
EJERCICIO 48
Simplificar:

1. x—|da+2{—=+1})-

2. —{etb)—-3[2a+ i —a+2)].
8 = [y b (e 2y~ {2er 1))
4, Axf—{—dx+5—[—x+x(2—x)] h.
8 2a—q—Sx+2[—atBx—2{—at+h—TFa)]}
G a—{xty)=3{s—yH2[—(x—~2y)—R(—x=p)).
7o m—{ma)—3 —Bw+[—Smt b 1) —mrn—1]}.
B —2(a—b)—d{a+2h)—4] o=Bb+-E[—atb—142(a—b)])
B —Blx+yl—[2x—y+ 2] —xty=3—X—y—1}]+2x.
10, m—Hm ) [ = ~(—2m4n—2=3[m—n+1])+m }],
1. —8{x—29)+3] —d[—2x—3{x )]} —[—(=-+¥)]}-
12, B ~(a+b)—3[—La+3b—(a+E)+{—a— 5+ H—a+b)]—a k.
18— [+ 4]~ [—(—a—h}]

14, —{a+b—3a—b)+H —[2e-+b-3a+b—1)]}—H—a+2{—1+a)] b

e .
(69 ) CAMBIOS DE SIGMOS EM LA MULTIPLICACION

Las reglas generales para los cambios de signos en la multiplicacidn
son las siguientes:  (+a) (+0) = +ab ¥ {—a) {(=b)=-ab,

1} §i s cambin el sgnd a un mimero par de facrores, el sipno del
pridlucts nd vari,

En efecto: Sabemos que

(+a) (+0) =+ ab ¥ (=a) (=0 =+ak,

donde vemos que cambiando el signo a dos Factores el signa del pro-
ducto no varfa,
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% $i sc cambia el signo 2 un nimera impar de factores, el signo del
iﬂ.'ﬁl:l.“f[n ".-'a!l.'I'EI..

En efecro: Sabemos gue
{(+ay(+bi=+ab y (tal(—b)=—ab o [=a)l+b)=—ab,

tonde vemos que cambiando el signo a un factor ol signo del producio
varia.

Cuando los Factores sesn polinomios, para cambiarles el signo hay que
ambiar ol signo a cada uno de sos términes.  Asi, en el producto {2 —b)
‘¢ — i}, para cambiar el signo al factor {a — &), hay que escribir (= a). don-
e vemos que a, que tenda +, ahora tiene —, y b, que tenia —, ticoe aho-
ra |-; para cambiar el signo a (c—d) hay que eweribic (d —c).

Por winto, como cambiando el sigho
a un factor el products varia su signo,
tenulrermng: it

(a=b)(c~d)=—(b—a)(c—d)
- {a=b)e=dy=—(a=D)d =)

¥-00ma mmhi:mdu._e] signo a dos faclores GRS h = w S ad =y
el produceo no varia de signo, tendremos:

Tratdndose de mis de dos factores aplicamos las reglas generales que
nos dicen que cambiando el signo a un namero par de fBctores el prodicto
no varia de signo y cambiande el signo a un ndmere impar de Tactores cl
producto varia de signo.

Asi, tendremos: ({4 @)+ b+ eh=—{—al [+ bi(+ )
(+ay(+ D)+ e) ==+ a)i— b)(+e)

(+ &) {+ b+ ) =—(—apl— b= )

¥y también: (+ &)+ by e) = {—ay{— b){+ &}
(+ai+ bj(+e) =+ aj{— bl{—€)
(+ap(+ b+ )= (—a)(+ b}(— -

{a = 8)e—difm—n)=—{b—a){c—dyim— 1}
{a—bc—dym—n)j==la= b{d —c){m —n)
i fa— &) e —dy(m —n}=—(b—u)(d —c){n — )

51 sc trata de polino
ming, tendremos;

(@ = b{e —dy{m — ) = (b~ a){d — e} im = )
fa— bie —difm—n) ={a—Db){d—c)(n—m]
{a— e —dy(m —n) = {b —ujic—d) [n—m]).

v tambidn:

A

PLATOM [429-247 A, C.} Uno de los mis '

: grandes or ¢l -
filhiafor du la Autigliadad, Alumnc prodilecto do S5- cia da lon. sabios 3 msbomirens Lorccina I8
:““. - u-F; muul:tflul doctrinns dol Macstra ¥ lax el Alcaned plono dominio de Iag m::r"":i
uluullu?ﬂ %l" 5 famosos Diilogos, emtes lns que o Al fundar la Academls hizo In 1:’ it

imea, Fedin, of Banquete ete, Visjs tspicin: “"Que madic orbre aqui w n:?.nh:&:&m

capiruco

i‘*l_'-’!ﬁlﬁﬂ

y ..-|
| 70] LA DIVISION s una operaciin fjue tiene por objeto, dado el [rro-

ducto de dos [actores (dividend ivi
PRk i o) ¥ une de los factores (divisor), hallar

Dre esta definicion se deduce

sor reproduce el dividendo,
Asi,

que el cociente multiplicado por el divi-

&
al

multiplicada por %2 dé 6a%  Fsa 194'31

la operaciom de dividir Ge® entre do, que se indica Ga® = Ba 6 1
consiste en hallar una cancidad e
Bielail (cociemte) o5 2, it

it

Bz evide g S g
s evidente gque fa® + 2q = o o, donde vemos que si el dividendo

se divide entre el cociente nos da de cociente lo fuee antes era divisor

( 71) LEY DE LOS 51GMOS

L ley de los signes en by division es la misma que en la mulepli-
Caeion:
stgnos fgrales dan ¢y signos diferentes dan -
En efecio:

+al
L, falr At g =——— =
=1
divisor tiene que dar el dividendo
Livir, cinno ¢l divisar es !.1._.;i“'.,-,,l el

parque el cociente multiplicado por el
tom su signo ¥ siendo el dividendo posi

i)
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cociente tiene que ser positivo para que multiplicado por el divisor repro-
durca el dividenda: {+ a) x {+ b) =4 ab.

El cociente no puede ser —b porque multiplicado por el divisor no
reproduce ¢l dividendo: (+a) X {—b)=—ab.

. —abi—a= ‘ms-rb porque (—a) % (+ b)=—ab.

1

B +d.b+—#=ﬂ=-h porque (—a) % (= b)=-+ab,
—q

4, —gh e 'I--ﬂ:r}ﬂa-gr:—b Pﬂrqu‘: |:+#]}{{—b}=._.ﬂ_i|:._

En resumen: + entre Fda 4
= entre —da +.

+ entre —da —
—entre Fda —

(TI_) LEY DE LOS EXPOMEMTES

Para dividir potencias de la misma base se deja ki misma base yose 1
e e gxponente la-diterencia entre el exponcente del dividendo v el ex

ponente del divisor,

Sep el cociente a*+ ab Decimos que
at
ahat=— =g = g
i’

afserdelcociente de esta division si multiplicada por el divisor «* repro-
duce el dividendo, ¥ cn ecfecto: o X e* =a®

(13 ) LEY DE LOS COEFICIENTES
= El voeliciente del cocienre és el cociente de dividir el coeficient: del
ilividenda envee ol cocficiente del divison

En cfecto:

Ha® + ba = da
4a es el cociente poroue 4g % Sa=20a% y vemos gue el coeficiente del
cociente 4, c5 ¢l cociente de dividiv 30 entre &,

.i-”,:. CASD5 DE LA DIVISION
Faudiaremos tres casos: 1) Division de monomios. 2) Divisidn de
un polinomic por un monomio. 3} Division de dos polinomios,

Y | L e —e

BivISiOH @ g1

I DMIVISION DE MONOMIDS

De acuerdo con las leyes anccriores, podemos enunciar 1o Siguiente]

e
{ 75 | REGLA PARA DIVIDIR DOS MOMOMIOS

7 Be divide el eoeficiente del dividendo enoe el coeficiente del divisor
y 2 continuacién se escriben en orden alfabético las letras, poniéndole a
cuda letra un exponente igual a la diferencia entre el exponente que tiene
en ¢l dividendo y el exponente que ticne en el divisor. El signo lo da
la Ley de los signos.

(1) Dividir 4a"h® gntro — Zab.

‘ Ejemplos

i e 2
daih? = —fagh =———  — AL
] —%ob 2ok, R
porque [— 2ab) X (= 2oh] = do'lE,
(2] Dhvidir — Satb*c entre — o,
g e Safkle, R

ah
perque 5a%b% x| — afb) = — Sathi,
Obsérvese que cuondo en el dividends hay uno leto que no existe en el

divisor, en este coso ¢, dicha letra oparece en el cociente,  Sucede lo misme
quir 5i lo ¢ estuvicra en el divisar con exponente cere poarque tendriemos:

e ct= =
(3] Dividir — 20mudy® < 4xys.
' — a
— Pyl = gyl =M=—5¢nx, R,

4y
porgue dey? ¥ [— Smx) = — Bosdyd

Qbérvese que weires iguoles on el dividende y divisar ge concelon porgue sy
cociente o5 1. Asi, en este cowo, ¥®* del dividonde se cancela con y8 del divi-
sor, igual gue en Aritmdlico supsimimos los foclores comunes en el nume-
rodor ¥ dencminoder de wn quohroda,

Tombién, de ocuerdo con la Ley da los exponentes p? 4 @ = 33 =0 4 yg.
remaos mas odelonte que y"=1 y ¥ como foctor pusde suprimicse en el
cocienie,

{4} Dividir = x™y=z* entra Juy®zs,

B ﬂ b 21 :xuvl:'rlai:la!‘ R

— gy ey
:h-ri‘z! a



i M i ot bl T

g2 8

ALGEBRA

EIERCICIO 4%

Dhavidlin:

—24 entre {. H. =8t cntre mE. 15 —9min? potre —3eind,
—id entre —7, 0. —Ho?x? entre —8Hp2xd, 10, a® emtre gt

—&a® entre —a, 0. —xy® cnire -2y, 1%, —deb™ enire abs,
14004 emtve —2ad2. 11, Gx'y% entre, —Hxdy. LB, Bauhboe entre —fatbie,
—rtlle pntre aihy 19 =it eprre Bed, 10 ashe ontree —damheE,
—a*l cntre —al. 18, 1fmtn? entre —hHnd, M —ZmegExd

Fdxtyizd 14, =108aTi*c cnLre, —hmteet,
entre —heyiet entre —EEeE,

L/

'I.h:!.'ll-\.;hll—'

a
thn

(51 Dividir e E anppe g2yl
:11b‘n+\_

—— = gt En B £ E:lhml\-1n+1:|

| BT ]
“-:‘b“ = ot —1-Eb:| T —ﬂ'h. 'EI

LGF Dividir  — Sy dyia-? popr o Bradyn-l

_ 3!2”-’-},3!--3 0 u
= 5’:-:‘ " e —] Exalll-lﬂﬂ-h:rlﬁi-i-l'r\--l\ - Exﬂl-ﬂ -l+1},31.-3-ll-1 — ;qu:‘,‘ﬂnd_ K.
EJERCICIO 50
Ihividir;
R Erilre g o _"':E:l |.'|:I|rr|—:I entre _5_.‘. :
il bl T Ty e S T Ga?mif=—E pntre —fa®mghet
=3aM—* cRire —HeE B —dxsTlyi T e ahelyn sl
REOLE pplre, —dun 8, b gum+afm-r potre ambe,
=da*2b= entre —HathE 100 =hab2c? pntre Ga=brct.
2 L He £,
1T Dividir e B'c enfre —=sa b,
3
;a*.b‘c
4
=__n.b'=' [
o
iy
-a b
EIERCICID 51
Dayechir;
1 2 T 5
?r? enire —, T —?ﬂab‘c‘ enire -v;ﬂb-‘c".
B T —lrﬁb. a1 Eﬂ:"{r“’- sTItre —-rt—;:&f,
3 0 X 0
Takram] 7 | iy Pt ) 1
—xyhtd enire — 8, L Bn:ad enire Td".
LY entre ——ab?, 10, Zanbe entre — =i,
A 4 4 d -4
- E-\"'_}'" entre —2, 11, —fgr+iherEientre —?'n*b-’.

5 1 3 1 a
dniintit eptre — ?r.r:‘n!.l“. 18, — Eq:""nr_r"" FECY pnitpe Tﬁ""‘:.'"'_t.

pivizied @ B3
. DI¥ISION DE POLINOMIDE POR MONODMIOS

{?E'} Sea {a+b—)+m. Tendremos:
I s sk e TRUEN: O

(at+b—c)bm=— =— f— =
e Mmoo m
[
En efecto: — | e —— py gl coctente de By divisidn porqgue muluph

m
cade por ¢l divisor mpr::udur:t el dividendo:

a b e
[_ ———J'm—-—-}{’m+ Km——Hm=a+h—g
m i i m ki i

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

(77) REGLA PARA DIVIDIR UN POLINOMIO FOR UN MONOMIO

" Se divide cada uno de los términos del polinomio por el monomio
separando los cocientes parciales con sus propins signos,
LEsta es la Ley Distributiva de la divisidn,

Ejemplos

(1) Dividir 3a® = éa*b + 9ab® enire Ja.
307 — ba*h + ob® _ 3a® 6oh  9ab’

3a Jr Ja Ia
=g —Job+ 365 R

(2) Dividir Zo'h® — gattihm-1 — 3 2pm-2 anire — Jedhi,

[3a® — fo%h 4 9ok 4 3o =

2o™h™

okt 1pm=l L] o - TR da iy
(205 — 6ot — 3™ 35m3) + — Jotph = — ——

,EH'Ill.bll-l\l :k"l.lﬁbm-i

— B med TR S R |
?ﬂ‘b‘*-'_ﬂu“h* a~Epm=4 - Jny-3h +za hmA. k.
= EJERCICIO 52
Dividir:
L g*—gh entre a. 8- Bm*n?=T0m 't —20m*¥n?-+18m*nk
A dxtyt—Hatxd entre —3xd entee 3m
d gt —Kab?—gath? entre —2 6. a*4a™1 entre - a2,
4 xi—dx?4x entre x. 1L agm_gom+sgfamed entre —3ab,
B gef=10xt=Hxt entre 2x0, L8 gupnpgm—ifn b 3_gm—3ka+d entre adlh?
B fmP—=gmn+20mnE entre —2m, L. xR hEoymop g m L m=l apfpn g,
T Gath =3 lt—g®b? entre Jaibd, 14. dar F el far + AGU—A L gus 30,

B at—fpt—10x%16% entre —fx, entre —Zat+ahm,
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(3} Dividie ;E::’].- —;x{u? +-Ex:.-"‘ v E:.-"' antre E}'.
& u L' 1
ol
e + —
B 5 a B
I e L AT

3 : Bt P ] 5, A
( St iy o S = g"‘:l e

e e - ]
= =gt —ouly Lond — oyt R

f» EJERCICIO 53

Drividir:
Wi | a
1. o cntre il
1 CpE | n
3- =g e gt oeTitng — —,
] 5 3 a
1 ] 1 il
3 Tm.d —Tr:l'.l."'u —_I-—Hmahf entre —m.

] 1 1 1
& =iy —?.':5'}-* +—t.-.'=:|:-‘ — x5¥ entre — Tx:r‘.

&
: 4y i apn o -
b. =a el L gt oentre Sa,

1L

1 T 1
8. —a" e+ —get entre =0,

a L} ]

a 1 ] 1
To eeg=+l g1 _ g% epire —aE,

a F] 3 G

| 1 2 2 5

H_ _Tﬂn—l_tulﬁ.l. Euﬂ;m-{-i_.:l_ﬂni-:lxm ek -—--;*ﬂ-’x-.

. DIYISION DE DOS POLIMOMIOS

La divisidn de dos polinomios se verifica de acuerdo con In siguiente:

{".rﬁ} REGLA PARA DIVIDIR DOS FOLINOMIOS

" Sc ordenan el dividendo ¥ ¢l divisor con relacidn a una misma letra.

S¢ divide el primer término del dividendo entre el primero del divi-
sor ¥ tendremos ¢l primer términoe del cocdente,

Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor ¥
el producto se resta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo, escri-
biendo cada téeming debajo de su semejante.  5i algiin término de este
producto no tiene término semejante en el dividendo se escribe en el lugar
que le corresponda de acuerde con la ordenacion del dividendo y el divisor.

Se divide el primer término del resto entre el primer término del
divisor y tendremos el scgundo término del cociente.

Este segundo término del cociente se multiplica por todo cl divisor ¥
el producto se resta del dividendo, cambiando los signos.

BIVERIGH @& 85

Se divide el primer término del segundo resto entre el primero del
divisor y se efectiian las operaciones anteriores; y asi sucesivamente hasta
que ¢l residuo sca oero.

Ejemplos

IE+2—B [ x+2

et L {r ik 4o5
(1) Dividic 33+ 2x — 8 ontra % =2 — 3 — —4 R
— i —g
4k = B
EXPLICACIOMN

El dividendo y el divisor estin ordenodos en orden descendente con relocibn
a x

Dividimos el primer térming del dividende 3x* entre el primera del diviser
¥ v fonemes dxt < x = 3. Bte es el primer térming dol cociente,
Multiplicomes 3x por codo o de los términos del diviser ¥ como estos pro-
ductos hay que restardos del dividendo, tendremos: 3x % x = 3x%, pora restar
— S®: 3x ¥ 2 = éx, pora rostor — b,

Estos productos con sus signes cambiodos los escribimos debaje de los fér-
minos semojantes con cllos del dividends y hocemos lo reduccién; nos da
= dx y bBajomoer el — 8.

Dividimas = dx enbe 2 —d4x+x=—4 y este o5 el segundo t@rmine del co-
ciente, Este — 4 hay que multiplicorlo por coda wmo de los érmines dal divi-
sor ¥ restor los productes del dividends v tondromes:

|—d] ® x=—dx, porg restar 4+ 4y [=4) K 2= —8, pora restor &

Escribimos estos términos debojo de sus semejontes y hociende lo reduccion
nos da corg de residuo.

RATON DE LA REGLA APLICADA

Diviglir 3x® 4 2x = & enire x + 2 as hallor upa goantidod que mulliplicada por
i b 2 nos dé 3T + 2x — &, de ecuerdo con lo definicidn de divisién.

El trminn Jx% que confiens la mayer potencia do = en el dividendo liens qua
sar &l producle del rming que tiene lo moyar pelencia de x en el divisor que
&5 x por el términe quoe tengo la moyor potencia de x en el cociente, luego di-
vidiendo  3x® - & = 3x fendremes el Krming guo contiene lo moyor polencio
de & en ol cocienta.

Hemos muliplicads 3x por x4+ 2 que nos do 3x® 4 dx ¥ este producio fo res-
tomas del dividendo,  El residuo es —dx—B,

Esto resicug — dx — B, se considera como un nuewo dividende, porgue liens
gue ser ol producto deol divisor x <+ 2 por lo que abn nos falta del cociente.
Divido — 4x entre x ¥ me do de cociente — 4,

Este o3 o segundo Mrmino del eociente. Multiplicandn =4 par x +2 ab-
tengo —4x — 8. Restondo este preducto del dividends — 4x — B me da cero
de residvo.  Luego 3x —4 es la contided que mulliplicada per el diviser x 42
nos da el dividende 3x? 4 2x — B, luego 3x — 4 es ¢l copiente de la divisidn,
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{2} Dividir 282 — 3097 —1xy enlre dx — Sy,

: W — oy — Iy® | dx—
Ordenande dividends ¥ divisor an or- i & =

den descendente con relacion @ & len- — 2Bx* +3ﬁw Ity R
dremas: A Bdxy — A0
— duy + 3y

EXPLICACION
Dividimos 28x% =+ 4y =7x, Este primes férmino del cociente o mulfiplicomos
por codo dno de los términos del diviser Fx X 4k =, para restor
— DB Ty ¥ [~ Gy)= — 35y, para restar + 35xy.  Escribimos ostos términes
debajo de s semejontes en of dividendo y loz reducimes. El residuo os
Pduy — 30yE, Divido el primer términe del residue enfra of primero del divisor:

duy - dw = - &y. Esle e ol sagundo término del cocienle.

Maultiplico dy por coda uno de los términos del divisor. &y X dx = 2dxy poro
resbar — My Gy ¥ |— Sy) = = 30¥%, paro restor + 30y®. Escribimos estos
términos debaje de sus semejontes y hociendo la reduccidn nos do cero de
residun,  7x 4+ fy es el cocente de o divisidn,

EJERCICIO 54

Dhivichir:

al2a—3% cntre ad-3. 1% Gni—1Imna--6m? entre m—im.
gf=2g—3 entre a+1. 13 32nE—bdmi+13mn entre Sn-—0m,
xE=Mix entre x+-5. 14, =-14y*+33+T1ly entre —3-—Ty.
mi—11m+30 entre m—E. 1G6. x3—y3 entrc x=7.

xopla—Hx epwe J—x. Lk ¥ -Rab?—30th—b cntre a—Db.
G4af+5a entre a2, I7. o —09x%*4-34-x cotre x4,
fx2—xy—2y* entre y+2x, 18, a*4q emtre ad-1.
—15x"—8y*+20xy cntre 2yp-8x. 1% m*—n® entre mf—n®
Satedab—2152 entre a+30. o, St BBl Tx entre Dx41
Tdx?—12422% entre Tx—3, 21, $yE+5yT—12y+10 cntre 42
—Aa®p1%ah—4b? entre b—a 28 ami—am—2a enire gm-a,

5. 124 33ab®—30a2h 106" entre 4e—50.
24, 1hmt—0mEnd—hmintdeednd L dend—n® entre Sm—n.

PEUEEREA DE LA DIYISION
Puede verificarse, cuando la divisidn es exacta, multiplicando el divi-

sor por el codente, debiendo darnos el dividendo si la operacion esti co-
rrectd,

{3} Dividir 20— 2 — 4y enirg 24 2x,
2t —~dx =2 B2

Al ardenar el dividendo y el di- — el = —x—1. R
visor debemos tonor prosento

e

que en el dividendea falia el 14r- :!2::2 2k ;:
ming on x*, luego debemes de- it

jar un legor pora ese barming: © — 5 =1

242

BIVISIoN @ 47

{4 Dividir 3a° - 100"B6* + dda™h® — 21a'h + 3okt entre of — dab? — 525,
Ovdenando con relacian a la o en orden descendente
Ae® — MNoth 4 100267 + 40?8 + 32abt | af — Bt — Akt
— 3a® 4 1504k - 12a7* 3o® — Gob — BbE R

— foll 4 220082 4 4ok
foth — Aotk — Pdes®hi

— Bob* 4 40cThE 4 32abi

Ba'b? — 40g?h® — 32ab*

P 5F Dividie 212 op a8 e g¥ = B0 anpp g o g2 = iyl — 28
Al ordenar el dividende lenemos 512 = gyl o Bl — 210

Aoui podemes observar que falion los términos en 5™ v on xly¥; dejoromos
pues un espacio enfre 219y = x%Y pora el Mrmino en 22 v oo espas
cio antre 2% vy — x5 porg Brmine on k% y fendromos:
wi® = iyl o ylhS = g2yl L.:E_-l' ap -.n:_"g.r"' =yl
— i R o, wBpli iyt e b oty AN,
— xllhyd + Zntyl
AiO® gl Byl Ayl
3 e gt et o a0
— afpd — oyl |l 00

{5) Dividir 11g" — 30" — 440® <+ 37 entre 8 — 3a® — da,

Cirdenoremos en osden ascendenfe porgue cen elle logromes gue el primer
terming del divisor sea pesifive, lo cwol siempre o5 mas cémedo,  Ademds,
como en ol dividendo falion los Mrminos en ot ¥ en a dejoremos los lugares
vacios correspendientes ¥ fendramos

32 — 4o + 1o —3a® | B = 60— 3a?
— 32 4 Mg + 120® 4+30— 20 +ob R

T 2dg = 34a? + 1108
— 240+ 1807 + 9P

— 160* + 2o
I '_]Eﬂa_ .....
Bo? — éar* — da®
— Ba® - dat + 3af

EJERCICIO 55

Dhivielir:

pf—pi—2p—1 entre a*fa+4-1.

ahp ] 2ptafy entre x9—2x4+5,
=Gt - 20t = 1Gmnd entre mE=2ma—Ens
plaxi_Fe-"] entre x*—x—1.

x0-p Gt =2x8—TxI—dx+0 entre x!=3x742
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6. mPtmr—dmi—dm+tmE-1 entre mSpmi—dm—1.

7. af—at+10—27a-+Ta® ehtre a4-S—a.

g dxy—Sxy?+dyi—xd entre ety By

i In—3ni4nd-] entre wf—Snd.

?? %&m’h';fﬂ"bi+ﬂ.“{?"iﬂﬂb= entre a*bh—2ahi1nke,

- 16t —DTpd=24x%% entre Gef—Dypi b Gyt —10xdy,
1% 4:,,-4-..13}-=+-1_1,|3—;}::|—2|] el Eyg-}ll-i- 3 ;
11.1‘ g:$=—§x53-;%fx‘+ﬂuﬂxuﬂﬂﬁ entre Jxf—pfpat

: —gl— =X¥T CNLEE x¥eFafy g iy X
pii= 1 a”—Eu“-}-EI-:’—E-:+:i':1 Entre ra“—.‘;:i'?. Aitkep
16 mS—mS5md—Gm40 entre it —mimt,

LV aM-bt—gdh o b3 BB — 30k pntre nd—ihah - h2

18, xfeRuty? iyl Dol L yyl S0 enpre x4 —Qpetxy.
13- dyf—gy0pyl—yi—gy43 entre pi42—9y3,

20. ST —11m0 - I8 B — S84 entre el — g,
‘Ei; 5«!—5.1"53:5—2&%21:“—;:—1 entre. atad—gd 1.

- 2Ax oty -+ BHx MRty Bhapl b det entre SxE— 12ty —Gxyt iyl
24 ﬁﬁﬁﬂ‘+5ﬂa—h?---ﬁﬂ"—;r?a+4£ﬂﬁﬂ4!?“"*: E*—2ﬂ=+2.l T AT
8. XT—Bxt - Gxtbxt—Ox46 entre L R P L
;I; ;.:iﬂ:+.3'h:--f1llﬂ;:1?;a':!-ﬁﬂg+ﬂu—{- entre k4 Det—Ga—4,

e =y =1 1yt Ly — 1 Tyt Byt —dyp =By entre Gy 2y
. —m45mhn = 1dm a2t O i - ﬂtﬂnﬁﬂm%*gﬂmﬁﬁ :*?Ilr:

0Bt —Nnen®—nd,
ad Gy Tyt G Ty xR By I0 iy Byl G,
0. H.::|U—l&a*ul-lda*—ﬂﬂﬂ'?:i;a*—a?ﬁuhl-}lﬂﬁa—lﬂ enire E:FE—EH-:?;‘EH“‘—EE'FE
M =l BRe—rE pnlre g4-f—p, .
Il =24 Gap—xz—By*—yr+10:2 entre BTGz,
FE wibybafeGey: entre 2*byit—xy—xr—yz,
G0 abbY entre g
44, B1x6—21y" entre dx—3y.
B 16x*—1069p% entre Rtz
a6 xiu_},:n onire ::3—"].'*.
A7, 214918 engre xfipl
dB xEyib Bty tiy®=1 entre o +Bxybythay41.
H 3yt entre xd—xdypadpto S

@nrwsmu DE POLINOMIOS COM EXPONENTES LITERALES

(1) Dividie 30%8 4 19072 — Jq= — Baé® 4 Gouil

Ejemplos
entre @ = 30 4 5,

Ordenando en orden descondente con ralacisn a lo o fendromas:
An b — iﬂn““+]?ﬂ-“‘"’—ﬁ]’“=‘+5:“' | ﬂi"‘?‘.’-""'ﬁ

— 3" 4 Pored — (508

p— D‘I-Ill-.!.. -I-D'“ gl Bﬂ"'z
o — G Sg™iz

ﬂ:bﬂ — Gt + fl'ﬂ!"i
—  guE ol STl Lozl

Quﬂlﬂ-_u::d 5 ﬂ“l.

R.

BIvISION @ 89

EXPLICACION
La divisién Ja®™b+gi=  Zgubi=  Fgma
Lo divisién — o™ gl — geté-fe . qerk

Lot -divizitn gt gl = guil= gmd

{2} Divickic am = 1FxBa2 e yia-d e Flad o Jyfad o 5y00-F gpprg -1 — A — Juial

Ordenames en arden deseandente con refacidn: a x y tendremos:
YL M 15, - 1752 o Gy fa-T o 3,004 e Pyt | x.h-l.“._ugx:f-q: — Jylie-d
— yB el g2 gL fm ,_.'3“-: o g3

BAhl — 6T 4 gyt
L 12yt e tecn
AR
T, T T a:.:lu-: — Gy Rad

—  gER g Qi ks

EXFLICACION
La divigén x™ = g1 = - lEeelh = il — gl
Lo divisién AxBtel el T gfucl-ffacd) ooy linl-dml e s

Lo divisidn — Quite-2 - yBa-1 =  gula-2ede-1d — _ quie-dduil — -1
Lo divissdn a8-3 & el = pEa-3-{2n-1) — pEa-1-Znsl P e ]

EJERCICIO 56

Dhavidir;

at R entre a1,

x¥PELQcodEppntdonnt s entre g2 4.

eV d—gpn 4 AL r A L= G 3ms -1 entre e — S0

R d®n B g2+ L Ba¥a eptre g2 +E,

x=eb_Jxdnt BBy bd—_dylat 8Oyt 41 onire x%t0—2xrtl

a* Ha—dar Rl —gae entre gt t=2g=-14-n"

T gt L Rp2e—0 Gadi—l__ade—d jupypre P R R L

e fep ¥t At B PR U D B 4 2t B eptre T R,
gl it gyt p2eeT panpre i bl E,
ﬂ:ﬂnﬁ!_ﬂ:in—:l,I_.i.l.u:éu--i,!}l-,._.g_l-r:n--tb1+ﬂh—=bu cotre Al —grihE g pn=2ha_ an=dfl
AT g B R e pngre gTobE

at=aghr—t—g L O entre g—i,

it Ehabe—d L hgie—l L Afgliu—Bnim + 1 pptre g A el RpEe-d

Dot byt fbaybe8_Jfbe—dy it GlipBadyle 41 entre —xo* dys—t_Juhyn + 1pfoh ¢ lys



o0 @ ALGEBRA

@ DIVISION DE POLINOMIOS COM COEFICIEMTES

FRACCIOMARIOS
Ejem
‘ jempia Dividir | 27 — Touy b T — T entre Sk — Ty
i ae 2 31 k] a
S i el 7 o
1 a 1 1 1
T #Foprt ol R

[

o= B

10k

Al et
iy oy

= 1
= et

e

Obsérvese que todo guebrado que se oblenga en el cociente ol dividin, le mismo
qua los quebrodes que se ebticnen ol multiplicor el cociente por el divisor, deben
reduciree o su mids simple exprosidn

EIERCICIO 57
Dhvidir:
1 6 1 1 1
e e e D 3 pLr
it +mﬂ-E-' 1|IE.' entre T+ =-[a,
1 ¥ 1 =
BTN 300 B 2y
S — g <y,
i &5 2 a 1 1 1
et S e by st A g e g
1 0 6 1 a
R L ey A U 3 P
E‘“‘ e = bl nﬂ!.l CNLTE — — = i,
B Loy M iy i 1 4 B
S + —ndn — —mPnE e — i oentre —mE 4 B0 — mn.
1 r) i 2
a 1 at & 41 i
Sl 1 el it 171 Lt el s st e 9 | A gl ]
i - :r‘ o +:x~‘~‘ = i mt entre = E.':TE.
] 18 | 1 & ]
3 e R (e : pr=b:c . TERR 3.3
o= ate e Eﬂx? ?:.":_ntrtsa fx +2 X,
1 115 A | 101 5 a i 1
T IR o Iy - : .

PGt X L =yt Jl.m:].-* eritre -T—.-r.-"—?x";.r +T""'}'='
] um a7 7 1 1 g i 1
RERLITE SRR PR L, o SRSkt ot ot Rt M R T ]

2 . 3 — + T +m.1: T Gentre = + Tx T

(1] ] - Liil 1 - 3 7 1] i 1
fap g — — it P — d wE o ] B e dF 2
a0 P + 3 _1" e B = m! 3 entre . Hl* = = Pl

] 1
b = — —;n".

COCIEMTE MIXTO @9

(B2) DIVISION DE POLIMOMIOS POR EL METODD
DE COEFICIEMTES SEPARADOS
; La division por coeficientes separades, que abrevia mucho la opera-
ciom, puede usarse en los mismos casng que en la multiphicacidn.

1) thivisidn de dos polinomios que contengan una sola letra ¥ estén
ordenados en el mismo orden con relacién a esa letra,

LT fae
E]emplﬂ Dividie Bx" — 1650 -+ dx* + 2457 + 185 — 34 entra &7 + 3x
—& por coclicientes separados,

Eseribimas selomente los coelicientes con sus signes teniendo cuidodo de poner coro
donde falle algin térming y se efectin lo divisidn con elios:
B—Tl&-&-4 0L+ 2441834 | d+ﬂ+3_—_l5
—B— D—4+12 2—d+0+6
=1&4-04124+ M
H+04+12 =24

F2+ 0+18—38
—24— —18+36

El primor término del cocienté fiene x? porque proviene de dividic x% enlre x% y
como en el dividendo y divisor ef exponente de x disminuye uno unided en cada rér
ming, en el cociente fambidén disminuird wne unidod en coda térming, luego el oo

cienbe o R b
B

2) Division de dos polinomios homogéneos que contengan solamente
iloa letras,

E;emplo Dividir af — 7ab 4 21 % — 37 o26* + JBab? — 24b% entre of
— Jab + 4b% ped coelicientes seporados.

Tendremos; 1—-F+N—F+Hm—n | 1—3+4

~143- 4 1=dF5—5"
AT
4— 12414
5— 171 - 38
— 54+15—20
BT

66— 18424

El primer término del cociente tiene a” porque proviene de dividic o entre o,
Cama el cociente es homogénen y en el dividendo y divisor el exponente de o dis-
minuye una unidad en coda lérmine y el de b sumenta uno widod en coda férmino,

gl caciante smrd
a® = dah -+ Sab? — &BY, R,



o2 8 ALERIRA

EJERCICIO 58
Dividir por coelicientes separados:
af—plfni—g pnere x7—x*4u.
xT+x0—11x54-954—13x34- 19256 entre x?=3x?—T.
Vgt —Tat b1 2t b -1 32 b Tabb=Kt entre o®—3ab4-b2
- Zmtn?=hmen - 20m*nt=10m - 10mn—n® cntre m*—dmn®—nt,
g2y Fhile b5 —10 entre xi4+Gx?—G.
albg Dpll—Tat 2 Rlpd — 52044201 —B0a® entre af—d4a®t-dnt—2nd.
Bt —20x 12 —T0x 0+ 51 ¥+ 4hx?—20 entre Fx®—Hx"+10.
SR T—] S P 2T IR Tm =102 BTt =40 entve Y =Tt =15,
S T—fep— B Fy — 2ty — Byt — LBx2yi—dyT entre 2x-dy
Fat =120} 2at—36r5-hat—1Ga%-- 380 —44e+ 14 entre o*—2a*-Fa—7.
= Gad B4 1t — 200t —Erttddn?— 120" =380 16 entre w'—dat ot —dn+4.
BxT—4x0y— 15ty 4 00x i — 1353l 4 hayt—3y7 entre x3—hxy?+-Iyt,
Myl (Tt B L0 DB SRy 0 Oty gylt entre
R gy Sty |yl
g E—Gamt I—_Bamy S)gm-1—25an entre a®—3.
 Fa® 1 5 _f5a A fate + I_TRg¥c + tenfpvt b— 40n3—Tatn1 enire g*t-Ga*t 1HTaR e A
G Bl 4 20 dn 1 L4 O] e® gt ] Py @i —] Px 3Gy entre
Gt T—dmr o Bae—t g yns,
gt Pt 2 1 Bt e BT~ 15a% ¢ emtre g bE— g a1 Gat,

@} COCIENTE MIXTOD

En todos los casos de divisidn estudiados hasta ahora el dividendo era
divisible exactamente por el divisor, Cueando el dividendo no es divisible
exactamente por el divisor, la division no & exacta, nos da un residuo y
esto origina los cocientes mixeos, asi lamados porque constan de entero y
guebrado,

Cuando la division no es exacta debemos detenerla cuande el primer
térming del residuo es de grado inferior al primer término del divisor con
relacidn a una misma lewra, o sea, cuando el exponente de una letra en el
residuo s menor que el exponente de Ja misma letra en el divisor y suma-
mos al codente el quebrado que se forma, poniendo por numerador el re-
siduo ¥ por denominador el divisor.

YALOR HUMERICS @ 93

Ejemplos W= x— 6 | x+3

e o &
i g Gl K
=g 5 __ S — e X
LIY Dividir 2 —x—& enfre x4 3. dx + 17
&

El residuo no tieno x, osi que es de grode cero con relocidn o ba x y of divisor
et de primer grodo con relecicn o lo x, luego oqui detenemes la divisian
porque el residue es de grode inferier ol divisor.  Ahoro ofodimos ol co

cicnte k¥ —4 ¢l guebrada s

Aritmética crando nos sohra un rosides,

5 do modo semejonle o come procedemos e

(21 Dhvidir &m® = 4mn® = Im=n* - dmn® = o entre 2m® —

gard — d?n? — JmPet o dmn® = 0? | Fw? —

— &m* + Bmnt e
Bin® — B 4 o,
— AP 4 At i T — ot
AmPEn® — Zmn®
Fmn® — o

Hemos delenide o dperaesdn al ser el primec térming del residua 3mn® en sl
cual o m lene de exponente | mienlros que en el primer berming del divisar
o m fiene de cxpononte 2 v homos oficdido ol cociente el quebrodo que e
forma poniends por numerador el residue y por densminador el divisor.

HOTA

En el ndmers 190, uno vez conocides les combios de signos en los froccionas,
se bratora esla materio mds ampliamenle.

8- EJERCICIO 57

Hallar el cociente mixto de;

L. g-b2 entre a®, A x"—Bap+y? entre x4y

e a2 entre al g x1—x243x4-2 entre =2%—x-p1.

4 DxtGxtT entre Fx. 11 x%-p5 entre x—+.

Lo Thad —30e b Bet i Talt entre o, 11. =04y% entre x—y.

i xETx410 entre x-h6. 12, x¥4xE—-Ox-44 entre E—Bx+1.

b x?—ix-47 cntre x—i. 13, Sal—bth4+-Salr*—00L" entre 2a=30l,
U omd=11m i entre mi-—3, 14, wbi—=Extpix® 4 Tx—d4 entre x2=Jx+4d

fgq“‘:. VALOR MUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS
" COM EXPOMENTES ENTEROS PARA VALORES
POSITIVOS Y NEGATIVOS

Conociendo ya las operaciones fundamentales con cantidades negati-
van, asl como las reglas de los signos en In multiplicacidn y division, pode-
moa hallar el valor de expresiones algebraicas para cualesquiera valores de
las letras, teniendo presente lo siguiente:



= ALGERRA

fﬁE POTEMCIAS DE CAMTIDADES MEGATIVAS

1Y Tods potencia parode una cantidad negativa g3 positiva, porque
equivale a un producto en que entra un mimero par de factores negativos.,
Asi, (-2 =+ 4 porgue (—2P=(-2) ®(— 2y =44,

(=2f'=+ 16 porque (-2 =(-2F (-2 ={+ Hx(+&H=+ 16
{(—2P=+ 64 porque (28 ={-2P x(—2P=(+16) x (+4) =+ 6L
{(—2¥=+256 porque (—2)" =(—2) x {— 2P =(+ 64) % (+4) = + 266.

v asl sucesivamente.
EFn general, siendo N un nimers entero se tiene: {—ap¥ =gt
) Taoda poetencia impar de una cantidad nepativa s negativa porque

ciuivale a un producto en que eptra un pamero impar de factores ne-
gativos.

Asi, [—2p=— &

(—2)f=— B porque (—2P={—2¥x(—Sy={| 4)x{-N=— 4§,
(—2)°=— 82 porque (—2JF={—2) % [~ 2)= (+ 16} (- 2j=— 52
(—2)T=—128 porque (—2F =(—2)"x (-2} = (4 64} % (-2 =—124,

¥ oasl sucesivamente.
En general, se tiene: (— a)B 1= — g5+,

(1} Valor numérico de 5% — 32 + 2x — 4 poro k= — 2.

Ejemplos

Sustifuyendo x por — 3, fenemos:

[(=2P—3(—2F+2|—2) —4
=—B—3[d}+2[—2]—4
=—f—12—d—4

=—2 R

=k porg o=—2, b==3%

_ =2 3-2R-3) Sl 2K-aF
4 & 3

_6_ami=3)  si-2m9)
4 f K|

— 36 —90
=4~ (T:}+ (T +77
=4 —[— 6]+ [~ 30|+ %
=A+6—0FT=7 R

(=3

(=27

HOTA

Para ejercicios de valer numérico de expresiones algebralcos con exponantos
e, negolivas o froccionorfon, véose Teorla de los Expanonies, pedrg, 407,

o g 10 B3 b

i
4.
I3

s
1
7
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EJERCICIO 60

Hallar el valor numérico de las expresiones siguicntes para

g=—1 =8 c=——:

[T

a2} b4,
det—dadh-+ Eal?— b,
a'—Jat+Lec—3ic, A i
a%—fate+16atet—Dlatct+ dlact —c, (a0t —(a—b—ciie,
(- b) (b —e—{a—c) 9. 8(2a+b)—da(bic)-2ea~b),
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para

(bta)—(—c)'=(a—c

ab  as be

womm

i, EiL e g

L fa—x+ (x — 90+ (2 = 3 m + ¥ —n).
W — (=) (=5 %) [ —y — )+ B (e y ),

13 {3x — 29 (Bn — don) + daiy? — : E?'
dx x? Filrid

g e b K e
&y Bt I:n i

I xf(x — g ) — (x — 9} (27 92— 5] + (b))t (m® — 2.
da- By 3m m i
LB — e o A3 —pE ).
x i) ¥ T

EJERCICIO 61

MISCELAMEA
SOBRE SUMA, RESTA, MULTIPLICACION Y DIVISION

Alas T aome ol cermdmerre marcy 57 vode [as T a las 10 aom. b ja
a rardn de 39 por hora. Expresar la temperatora a las § a.m., 9 3om.
¥ 10 & m.

Tomanda como oscala 1 om =10 m, represcntar graficamente fque un
Finuu:rm Boemsid sl a -40 m de A ¥ oot punto O estd situade o — 3535 m
e M,

Sumar y*=3xy con Fxy—? ¥ ¢l resultado restarlo de x2,

d expresion hay que afadiv a 3x*—6x-+6 para que la suma sen v
Restar —2e%4-032—5 de 3 v sumar el resultade con Sa-4:5.

e

B Simplificar ~xf—) ~[487+ S —(x2—x-16)] 1.

simplidicar  [x-y){x=—p) —{x=+y)%
Vulor numdrico de .'-I‘{ri-l-b}—-‘l{r.‘—n'.r}+-\/_b_ Aol pars a=@, ‘b= ¢=1.
-

Kestar .\':’—H.".'].'-I-]." de 3xf—5v2 y sumar la diferencin eon el resulendo
de restar fixy4a? de 2x%4Bayd-Gy%
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10,

11.

18,
1.
14.
1.
16,
i

18.
1m

2.

1.
2

a3

24

2y,

28.

S,

Al

Multiplicar %ﬂa—-%uir-l-%b“ pear %ﬂ=+%ﬂb-—2bﬂ,
Dividir 1o suma de  x%—x8p5x®, —2hpb2xf<10x, Ge0—6xHI0  entre
x2—2et6

Restar el cociente de 17-:“ = :—14:-’:=+:—5b3 Entre Lﬂu + igb de -}:-ua = ab 4 -riawb*.
Restar la suma de —3alP—b v Z0?btgalf—b de o'—a?b409 y la dife-
rencia multiplicarla por a®—ab4b2.

Restar Ia suma de xP<5x?4dx, —62—6Gx43, —8x"+8x—3 de 2x2—16x°
+ix4-12 v dividic esta diferencia entre: gZ—x-3,

Probar que (24xP{1+x*)—(x*—2)}{x*+xr—0)=x¥3=+10) +H{Bx—1).

Hallar el valor numérico de {x4+yPx—y) +2{x4y){x—y) para x=-2, y=1.

glnd expresidn hay que sumar a la suma de x4, x=@ y x*42x4H para
obtener hx"—dx--37F

Restar —d da+(—bta)—2ad-E) } de —2[(a4b)={a=0)].

Multiplicar Gx-+[—(Sx—x—y)] por  Hx+[—2x-b(—x+p)].

Bestr el cociente (e %x" -i-n—iﬁy + -lﬁ;.a:;.l2 1 —:'_'P"' Enire »3-::5’ - ::::p-l-'].'“ de
2x-+[—Sx—{x—)]-

Probar que  [x*—{3x4-2)] [x24-{—x 43| =x*{x"—dx+8)—(Tx+6).

e cxpresidn hay que sumar al prodocio. de

[elxty)—a{x—p}] [2(x*}y*)—-3({x*—%*)] para obtencr Bxfe4Gay®?

Restar —a—fxy4y' de covo.y multiplicar la diferenda por ¢l cociente
de dividic x*—p* entre x—y.

- Simplificar (x—y) (¥ xp+F)— (2490 (x4 —xp-+p?).

o alr Nk c
= P P B f .;1.,_.\/: i I e
allar el wvalor ||I|v|'|'| FEETy | 21. ﬂ} - ﬂl:t: l!}:l 1/;_

para a=4, b=8, e=i. &
Mor cudll expresion hay que dividir el cociente de x84+-8x8—dx—12 entre
x+4+3 para obrener x—z?

Simpliticar 4x®—{8x—(x?"—2+ =} }+[x*—{xH{~3}] v hallar su valor
v x=—32.

dDe cudl expresiom hay gue restar —18x"41dx*4Bdx—d4f para que [Ia
diferencia dividida entre x3+7x—5 ¢ como codente x*-97

Probar que (a2-+5%){a--b){a—b)=a'— [Ba+2{a+ 21— 40+ 1)—a+ 1]

Restar —x?—5x24+6 de 8 ¥ sumar la diferencia con la suma de x8—x 42
¥ —xtb{ =34 —(—x+3)]

ITUCLIDES (365-275 A, €.} Uno de los miz grandos
matamdticon gricpos, Fue ol primces que gstablecls
un mbleds rigurozo e demostracidn poometrica. La
Gaamatils constraida ¥ Euelides stm mantuve imci—
lamia basta ol siglo KIE La piedra angular de su geoo-

.:.' _' | ol -.|_l1—_ﬂ_= -:;'.-‘I '=l I | ! .

‘ciones lo tituld VElemgntos"; o5 concclde #m

mutris o5 ol Postulado:r "Poriun punte axtedsr §
recta séla pusde trazarse una purp_-un'duluul_i;r_f".ﬁ.
g ¥ pilo wma®, El libro en i]ua recogn st lnvag

loa dmbitos y ha sido traducida &' les idicman s

CAPITULO v

PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES

I, PRODUCTQS NC;TABLEE

|:E|5:| Se llwma productos notables a cicreos productos que complen reglas
lijas ¥ cuyo resulado poede ser escrito por simple inspeccion, es decir,

sin verificar la muhiplicacion.

EHT\) CUADRADD DE La SUMA DE DOS CANTIDADES

Flevay al enadrado g4 & cquivale a mudti-
plicar cste hinomio por si mismo y, tendremos:

Efectuando - este  pro-
-
ducto, tenemos; 4

fa+ ) ={a+ 0] (ud

ot

a4
a kb

o -k ad

a0t o osep fa- D ==ad b Bl

at = Jafp 4 0

lnego, ol cundendo de b suma de dos contidades ¢s ipusl gl cumdvado de Ty

frobamitri cantidod s el duplo de In primera cantidad por Ly segonda miy

el eyl e Ly seinda canoedadl,

97
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(1) Desarrolbar |x - 4)%.

r Ljemplos ’

Cuadrade . del primers. oo io i L i

Duple del primera por ol sequndo, .. ... K A=8x

Coadrado del segundo.. ... 0t i I
Luego [ +dF = x4 8- 16, B

fsln: operacicnes deben hacerse manfalmente y ol producto escribise dirge-
amante.

Cuadrade de wn monomio., Porc elevar un
moiomia of cuadrada seoalava su cooficients ol

cundrodo y se multiplice el exponenie de coda [iﬂb‘]‘m Hi‘“‘”.iﬁmzlﬁ';:':b".

telre por 2. Son el monomio dab?. Decimos que—"

En efacto: {deb®]* = dab? 2 dab® = 1aaht,
Del propio made: § Sulpde )= = poglybate
Cupdrade-del 17500 0m ol = 14a%,
(Z) Desarrollar |40 + 562 — Buple del 1% por el 2% .. 2 % 4o ¥ 5B* = A0pk?.
Cioadrador dal- 385 detale i, v {ah?)2 = 25RY,
Luego {42 4 S = 1da® 4 400h® 4 2561, B,

Las eperaciones, que se han detellado pare moyor focilidod, me doben escribirse
e veriffcorse mentolmente.

3] Desorrollor (3e® - 5x42,
- [Jo® o 5x®]® = ot - He®x 4 250 B
(%) Efectuor (Tax 4 9% [Fax® -+ $yP),
Faxt + D) Foxt + 9% = [Far! + F02 = 490" + 1260 + Blylt. R

&+ EJERCICIO &2
Escribir, por simple inspeccion, ¢ resultado de:

1o {m+g). L 1. (dmb4Gnma, 18, farntane,

& (5, T (14ax72, 12, (TalB4fahys, 17. Ea'-l-bbi]“-
o (Rakbye, 8. [oxesyn 13 (dab®+5xyt). 18, [xs ¢ 1 pqu-2ys
4 (Dt B fetabypnt 140 faytppogmE

b (7x1DF 0. ¢

Ret-BbR. 16 (xi 10y
LEPRESENTACION GRAFICA DEL CUADRADO

JE LA SUMA DE DOS CANMTIDADES

El coadrado de Ja suma de dos cantidades puede representarse geo-
netricamente cuando los valores son positivos. Véanse los siguientes pasos:

Seca (@ -+ b = a®+ 2ab + b3,

PEODUCTOS MOTARLLY @ 99

Construimos un cuadrado de oo
viidades de Jado, es decir, de lado g

i e RGN i el

| '!.!; Construimos un cuadrado de b
unidades delado, es decin, de lado O:

.E'r i= o J FIGURA 11 | A

Construimos  dos  rec-
tingulos de largo @ v ancho
h; —

b ab b ‘ cib
& ——

Unicndo ¢stas cuatro figuras como seindica en la fipura 13, formaremos
un cuadrado de (e + &) unidades de lado. El dren de este coadrado es
(i 4+ B fa+ By = la+ b, ¥ como puede verse cn [a figura 13, esta drea estl
formada por un cuadrado de direa @ un cuadrado de drea b v dos rectdn.
pulos de dren @b cada uno o sea 2al). Luepro:

ter o B = o + Zab |- I,

= FIGURA 13
il f} =
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-H—E\l CUADRADD DE LA DIFEREMCIA DE DDS CANTIDADES
Elevar {a—b) al cuadradoe equivale {a— b)Y ={a~b)(a— b
miultiplicar esta diferencia por si misma; luego: -

@
Efectnando este producto, L il [ 8 g
tendeemoss oo o i R at— ab o-gen {8 — ¥ =af —Bab + b®
il
@2 — 2l 4 b?

luego, ¢l coadrada de la diferencia de dos cantidades s igual al coadeade
she T primers cantidad menos el duplo de la primers cantidad por la se
gumda iy el cuadrade de la segooda cantidad.

= (1] Desarrellar {x = 57,
‘ E]Hmphﬁ l | —5F=x"—1Dx+25 &
= {2} Eoctwor |4af — 367
e — 3bIR = 188 — R4g?hd o AT, R,

& EJERCICIO &3
Eserihir, por simple inspeccidn, el resulindo de:
1 (a—ajt b, {dax—1)" 9. (x5St 13, (an—yn,
2 (x—Tp. 6. (al—b3. 10: :aﬂ—w}};_J 14, }wa--r-?-:;;u.
3. (o—a), T (Bed—5b2, 11 (Zm-Sn, 16, (x* 4 1—Far2pa
4 (Ba—3b). B (xio1R, 12, (10xF—Hape,

C@} PRODUCTD DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA
DE DOS CANTIDADES

Sea el producto {a-d- &) {a— b

a
R l | Lot
LieCiuandn o5 k- i
e e : at - af o sea {a-+bifa-bi=a*—hK®
tiplicacion, tememos: -
= iy == l*®
PR
luego, Ia suina de dis cantidades multiplicads por sn diferencia es ipual

cupdrade del minuends (em o diferencia) menos e coadeado del sustracodo.,

Ejemplos

vV Efechuar (o4 2% o — x|
fa+xlfo—x=ab—u¥ K.

{2) Efactuar {20+ 3b}{2e — k)
(2o + 3b](2e — 3b) = |20)% — [3bP = 4o — 9k, R

s g pa

FRODUCTOS HOTABLES @ 101

(%) E[eclunr.lﬁu""_+ 30 [3o™— 5"

Camo el arden de los sumandes no allera la suma, Se® 1 -+ Za® e lo midmo
qua 3a™ -+ Se*) pero féngose prosente que 3o = S onooes lo mimo
gue 5ol = Ja®, Por cao hay gue fjarse en laodiferencia y escribine

el condrade del minnends menes ¢l coadrado del sustracndo,
Tendromas; | 5e® ' 4-2a™ H3ow — g = {3a™F — [5o"M]? = Po®m — FEpEmE B
EJERCICID &2

Escribir, por simple inspeccidn, el resultado de:

(XM —) B. {n—1)(n-F1) 11, :1--axyy§n=y+1;.
|::r.'1.—:l'-l_‘,ll:r:'|!".-1':|.:|. T [1—3ex)iFax-+1]. I8 [hxd—medh i ),
(a—x)x-fa). B {Zmbh S, 13 [ﬂ"lh“,l{n“—-!.l"}.
(-2 ). 9. (= b at b, 14, (et — Byt (Eym ),
{2 —13142a). 10 {vi—aylyeray). 16, fa+1—2hr=t){@h e ol

(41 Efectuar fo+ b+ cllo + b—c].

Este products pucde conver-  [o+ b+ cliv+b—c)l= [[o+bl+c] [lo+ b
firse on lo sema de dos con- =g b|F =

lidades mulliplicoda por 5w =af + Job+ b= K,
diterencin, de asto meda;

donde hemos desarraliode [a+ b por la regle del Ter. cose.
15 Efeclvor [o+b+cllo—&—c)

Intreduciends los dos Glfimos f&rmines del primef frincmic on e pocdnioss
precedido del signe by Jo cwol ne hooo variar los signes, v Jos dos dlimes
Fermings del segurds Irinomic en un parénboss precedide del signe —, par
lo cwal hoy que combior les signos, lendremos:

gl elio=hb=cj=[o+ib+c|] [a—ih+cl]
L U o
= o¥ — [b* 4 Zhe + |
St =W —0he—cZ R
(6] Efecluar [2x 3y — dz|(2e = Iy + dz|.

|2% 4 By — Az 2x — By + dzh = [2x + @y — dz}] [2x — 3y — 42)]
= [20)* = {3y — dz}?
= dx® — Py — Ddyz + 1627
= dgt = Oyt - Vyz — 1622 R.

EJERCICIO &5

Escribir, por simple inspeccidn, el resultado de:

(% ypz)(x-py—=) Y o et | R B A 1L {3xspr—zhBx—s4 )
(x—ydrxty—r]. Vo (i T —En—1) 18 (x?—ha 6 xR hx =),
[ ea | e, B (o*=2a4-3)(a*La-4-3) 18, (of =R bl
(b nA1 =1 B (et—mi—1 =1} 14, (x—xd—phixt-fxtr-X)
(H=n=1Ym=n1} 0. (2a=l=c){2a—b+c).
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REPRESEMTACION GRAFICA DEL PRODUCTO DE LA EUMA
POR LA DIFEREMCIA DE DOS CANTIDADES

El producto de fa suma por la diferencia de dos cantidades pucde
Tepresentarse geometricamente cuando los valores de dichas cantidades son
positives. Véanse los siguicntes pasos:

Sea ot L) e — b)) =g — ht

Construimos  un cuadrade de @
wreidades de ladeo, es decir, e lado q:

e —— FIGURA 1% | T ]
A |

L Construimos un cuadrado de B f;
unidades de lado, es decir, de lado b:

1
I FIGURA 1% |—-—|- =

ol
Al cuadrado de lado ¢ le guitamos el cuadrado de la-
do b (figura 161, ¥ trazando la linea de puntos oblenemos
T 1 el rectingulo ¢, cuyos lados sen By {a— b). Si ahora trasla-
; damos ¢l rectangulo © va la lurma indicada por la flecha en
{:" .5 la ligura 17, obienemos e rectingulo ABCD, cuyes lados
5 som (4 + frd v (o— b)Y, v ocuva drea (igura 18) serd
| (et b) fa— b)) =gt — b
[ r
: oy {2 b)fa—by=a* -
_ & {10+ 6) (10 — )= .:m}ﬂ {r}ﬂ
£l 16 ¢ 4= 10— 34

FIGURA 16 | =&t T b {1.1‘;! {
= =

a-+b
a-ht
|
|

b " | == | Lt [y i
e i B 7

|__ FlgunA 11 | FIGURA 18

= =

oy

FRODUCTOS HOTADLES % 1“‘:'

(50) cuBo bE UN BINOMIO

1} Elevernos ¢+ & al cabeo,

Tendremos: o+ B =(a+ byt bija+ b)) = (e 4+ bP%a+ by = {a® + 2ab + b¥) (a4 |

a® -+ Bl 4 0
Efectuando esta a +h
multiplicacidn, At + Dl abt o 5ca (a+ bt =al + da¥h 4 Tal 4

Lenenmdos: P4 &l + 2gh? 4 BB
ol = dath |- dab® - b

lo que nos: dice que el cubo de la suma de dos canridades es il al gl
il Ba ]IIiI:'H-I"'I::'J cantidad mas el irple del coadmdo de 1a pl'llr't'IET:t [reee I
wrnnda, mis el mipks de la primera por el cundialflo de L segunda, mids
ol cuhio e [a sepanda,

2) Elevemos a— b al
cubo. Tendremos: b (o —"0) = (g = 0P o= b)={e?— Lab+HT) (0=

Efectuando esta muliiplicacidn, tenemos:

a® — Bab o+ b*
a—h
@ — et 4+ al? o sea (@ — by =a* — b + dal® — b®

— ot BahE— 8
— Bt e dah e i

Iy que nos dice que ¢l cubo de la dilevrencia de dos cantidades' e igual al
cubo de I primera cantidad, menos el riplo del cusdrado: de T primes
jHir b segunda, mids ‘el iriplo de laoprimera por ol cuadrado de-la segunda,
s el ol dde Tn sependa cantadad,

(11 Desarrallar (a4 1)5.
ok 1P=af 431+ 3B+ 1=+ 3+ 3+ 1. K

lijemplos

12} Desorrallar |x=— 2.
[ =2 =f— I8 2| + | ]| P = — "+ F—8 K,

13} Desarreller {4x 4+ 517,
[dx-F 5= [ ]® <l ) 5] b= 3] A )| 525 = Educ? - 240" 4+ 3000 + 125, R

14} Dazarrgllar |x* = 3y]"
(PRt PR = L Lt L Bl bR e Tt e TP R e (O R et e Tl BRI e R
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- EJERCICIO o6

Dhssarrallar:

1 (w+2E . (n—d4)8 To (Beply, 1 [wt—ain,
2. f=—1)8, B {oxi1)8, 8. (1-2np. LL {:HE}]ﬁ'
S (m3, B (1—a3y)™ g E—'ln-l-H}“. 18 (1—wbs,

@ PRODUCTO DE DOS BIMOMIOS DE LA FORMA (xa)ix+b)
La multiplicacion nos da:

I x =3 X -2 X 0
u& x—4 = 5 % =4
X%+ xt—dy R X2
?x-rﬁi —'1:.+12 + ax — 10 —dy — 04
X2 4B f = Tx 4 12 =10 - 4 ‘3'.':—:3’.4

En los cuatra ejemplos expuestos se cumplen las sipuicnies reglas:

1} El primer términe del producto es el producio de Tos primeros tér-
minos de los hinomios,

4 El cocliciente del segundo términe del producto es Ia suma alge-
braiea de los segundos términes de los binomios y en cste térming I x esti
clevada a un exponenie que e la mitad del que tene esta letra en el pri-
mer ermino del producto.

Sb El teveer término del producto os e producto de los segundos tér-
mings de los binomios,

FRODUCTO DE D05 DIHOMIOS DE LA FORMA imx - al {nm - b,

El producto de dos binomios de esta forma, en los cuales los términos
n ox tiemen distintos coeficientes, pucde hallarse ficilmente sipuiendo los
asun que seoindican en el sipuiente esquema.

Sea, hallar el producta de (3x + 5) (dx + 6]

1l
J_.J:.!,:.i."_._J \

R e | i e ) R b R H R ]
4 'I.
2%

[§SEY | FIGURA 19

Reduciendo los términos semejantes tenemos; 12x% 4 B6x 4+ 30 1.

E je-m.p-las ]

FRODUCTOS MoTalie @ 105

11 Multiphear [2 4 7)(x = 2)

Cocficienle del segundo Mrming ..., ...
Tegeer MEmMiRm: i ieneesisd

lwega ; (xd Fllx—2]| =52+ 5 — 14, Ri
(2] Efechuor (x — 7]l — &].

Cosficiente del 2 Wrming .o .. =P [=6]=—13
Vercar Ierming .00 s e AR LR [ =8l =1k 4%

luege [x—Fix—&i="—13x+ 42, E.

Lo posos infermedics deben suprimicse v el producto escribirse. directaomnis
sin gscribir Ins operaciones inlarmadios.,

(31 Electvar {o—11)|a+4 %)
fa—11]la+Rl=cf—2a—03 R
(4] Efectwar |2 + 7]ix® + 3.
[x2 - X1t 2] =V 102+ 210 R

Cibsdrvese gue coma el ecxponenie de x en el primer rmine del prodocio
s 4, ol pxponente de x en el segundo termine es lo milod de 4, o seaox,

150 Bloctuor  [x* — T2)ix% — 3.
[#d— T2)[x%—3)= gl = 1527 4 28 R

- EJERCICID &7

Escribir, por simple inspeccidn, ¢ resuloado de:
P12 T [x—3x—T1). 13 (=12, 18, akdbhMab=i)
[E8 R TECEE: Y8 g4 {x=D{x+4) 14, (nt+E)nt—i). 20 [xyi=h eyl )
[-Riyx—2). B fe—=1100H 10, 16.  (xi--Thlxt=mii), 2. {arhe=1Mntha45)
[re— A me—5) Ik fr=1Win4-100. L6 (o'+8)a'—1). S s et P LS B
[x4-THx—3) 11 {ef+-apla?—4). I (et—=2Hal-T 28, {ar—d)a=H)
[#-p2hx—=1}. 12, fx*—Ex*—T). 1B, (a4 hnt—1. 2d. 0 faxrl—gyar =
@ EJERCICID G538

MISCELAMEA

Escribirv, por simple inspeccidn, e resultado de:

L. a0 40 (x4yH1x—p—1) 7. 256N

8 (x+3x413). 16, (1=wa+1). 28, ({et13)(e"—10)

de pxeRLix=1) 18, [me—8)m-+18) 0. (ert—mrbn(ndm

Ao (x—1)% 17, (x2=1){x21). H1 S e o et 5 B

G, frel-dln40). 18, (G —E). 31, (11—ai®

G (m—aMm4-a) 18. Eﬁ;l.:“-l-!i}ﬂ“]:, b 5 Tt el e o 1

T (ath=T)a40+1). B (R=3hx5) & (atia=Dut=0"

B (140 21, (1—a+iib—r=1), 3t (xH1Rx—1Hx*—2)

o febd) et =—d). 23 {erkbn)as=bn) b - !Ejére”-l-u}l:ﬂ—fl].

1 [hed—ha®hE e et s i X TR o B0 1 et} [ . e ol

L1, edeeb 3 —al), &, et (athie ), b O T R BT A B

10, {1=dax)® Sh.  [Badad ag.  febila=aa=2)n-F

13 {ahE)at=T). 26, (xi=11Wx"=0)
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- EJERCICIO 69

M, COCIENTES MOTABLES ; : : : g
Lludlar, por ::u:l:ll]ﬂ:_' inspeccidn, €l covenic de:

@ ¢ llama  cocientes notables a ciertos cocientes gue obedecen a reglas 1 X1 5 ﬂ—&l & da*—QaEnd . .1:'"'—}"“ T={
fijas y que pueden ser escritos por simple inspeceiin. R Ty S 13, -.+} 17. ..i_l,.{.l.l 3
@EDCIENTE DE LA DIFERENCIA DE LOS CUADRADOS = § r g SEmioddaten S SRR G T a={mfs
DE DOS CANTIDADES EMTRE LA SUMA O LA 1-% d—x® Gre~Trxs PR L e {mh
DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES g EoP ol glai-Tonm T g ¥ (s
% B4 aty T YT e anbt GRS
1) Sea el cociente -:1_”{:__ Efectuando la divisidn, tenemos: }In 7 . ,Jul e l+3't,l,n AR
i :;-z_x g Erdde o wbicae T o (o)
@ —b | a+b f—Gat at Byt - B ET S A |
etk a=b o com, AT (:)cacseml-: DE LA SUMA © DIFEREMCIA DE LOS CUBOS
e © DIFEREMCIA DE LAS CANTIDADES
4 : i i
B o e e e e 1) Sea el cociente - Fectuando la division, tenemos:

2} Sea el cociente

a* ~¥ | b
—a* + ab a-h b at — I
2 o 50 — =g b
L a=x
= gzl o}

Lo anterior nos dice gue:

1) La diferencia de los cuadedos de dos cantidades dividida por la
suma de las cantidades es igual a la diferencia de las cantidades.

2) La difevencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la
diferencia de las cantidades es igual a la suma de las cantidades.

{10 Dividir 25— ¥* enfne 3 -+ 3

Ejemplos

Dt — oy
Ty e
¥y
(21 Diwidir 1=+ *antre 1 = x*
T—xt ;
s I-%2 R

(31 Dividir [e+&HF —c® entre (o4 &)+ c.
{o+ b=
(o Eh} e

=ath—e R

{4 Dwvidie 1= |o+naf entre 1—|o+n},

V'={o-tn)
i E'I--—l—n+n K,

I — (& +n)

o +50 | ath

Tu’“ﬂgb a8 = g e s {.l—
= ﬂk{;.
@'t alr® L R
b+ iy EFH T
— pfiE = i
” : g0y
4) Bea el cociente = Eleciuando la division, tenemos:
bt [ a=b
— a4+ at = ah T B
P
—atlr + ab® R U
Sl — s T el o
—al= 4 b

Lo anterior nos dice que:

L) La suma de los cubos de dos cantidades dividida por la sama de
Las cantidades es igoal al coadrado de 1a primera cantidad, menos el pro-
ducto de la primern por la :H.‘-I:,r-l.:l.nd.l, mis el cupdeada de Ta segunda can-
tidhaud,

2} La diferencia de los eubos de dos cantidades divieida por T dife
renein de b cantidades es igual al coadeudo de la primera cantidad, mis
ol producto de e primera por Ia segunda, mis ¢l coadrado de la segunda
cantidud,
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i L1F Dividic 857+ v entre B b oy
\ Ejemplos | 2t 4y

=P =yl + =4 — 2yt K
Iy ¥

(21 Dividir 2Z7x" 4+ 125" ontroo3x® o 5%
e r LR B L L P
N o = 35y 5 = B — 15 - 25

3 4 5 -

(31 Dividir 17— ddo® entre 1 — 4o,

1 —ddet
1—da

(4} Dividir Bt — 729y antre 2x' — By,

Bxls — 7T
Pt — Oy
Lea paosos intormedios deben sepeimicse v escribic direclamente of rezultado
finl,

=14+40-+ 162, R

= d4x¥ - 1B +B1y%. K

B EIERCICIO 70

Hallar, por simple inspeecidn, el cociente de;

0! by el L+a#hs KE—2n 14 Gk
o i3 _2:-.:-I-H-:|I % " Hepahi® xi—ily T datpd
@l Tt —125m? 72951258 Bt yP pll—{rt
= o R 52003 i e
12 Fen—hn h—-Eb Fal4y7 e —h
oyl Ga-+44 atgh L 1 —xte 126—348x0
U R e S e T 19,
+% a7 st 1—x 5—Tx
A=y B1G—1257 ni—mm ixd BTatE] 41

L g Sae i s saiES s ren SR sl
11 fi—=hy it—mx Bx-H1 i1

=
;:5,\]' COCIEMTE DE LA SUMA O DIFEREMCIA DE POTEMCIAS
~ IGUALES DE DOS CAMTIDADES ENTRE LA SUMA

O DIFEREMNCIA DE LAS CAMTIDADES

La division nos da;

A =
= = gl e g2h g
= ol — it
| o L1: o I;3|—=r:|'1—-:ﬂ’|'.r+:4EI=—-[.-".
=l T
g at + 826 + a2 -+ ald + B
[

EOCIfHTES HOTADLES ® |09

i |‘I"'|- |I'?-I ] .
5 ot no es exactr I divis
it 4 o5 a= b
= g g e gt — gt .
u+ b at - b :
—; B0 €5 exachl la divis

Lo anterior nos dice qgue:

1} La diferencia de potencias iguales, va scan pares o impares, os
siempre divisible por la diferencia de las bases.

2) La diferencia de potencias iguales pares cs siempre divisible por
la suma de Jas bases.

3} La suma de potencias fguales impares es siempre divisible por la
suma e las bases.

4} La suma de potencias iguales paves nunca es divisible poer L sama
ni por I diferencia de las bases.

Los vesultados anteriores pueden expresarse abweviadamente de esie
el :

L) an—b® g5 siempre divisible por & — &, siende n cualquier nimera
eNlero, ya o sea par o impar.

2} s — v ey divisible por -4 b osiendo woun nndomero entero rar.

d) a"+ b es divisible por a-k b siendo noun wdners entero impar.

4} &" 4+ 6" nunca es divisible por a4 b ni por a—b siende noan mi.
Mero cnieTn par,

HOTA

L proeba de estas propiedades, fundada en ¢l Teorema del Residun,
en el nimero 108,

(96) LEYES QUE SIGUEN ESTOS COCIENTES

Los resultados de 1, 1T v 111 del pimero anterior, que pueden ser cam-
profades eatda uno de ellos en oiros casos del mismo tipo, nos permiren
establecer inductivamente las siguientes leyes:

1} El cocicnte tiene tantos términos como anidades tiene el exponen:
teale Ly letras en of dividendo,

2} El primer érming del cociente se obtience dividiendn ol primmer
teriing del dividendo encre el primer termino del divisor y el exponen.
e de g disminuye 1 en cada cérmineg,

dl  El exponente de b oen el segundo iérming del cociente es 1, v esie
exponente pumenta 1 en cadi término posterior a ése,

1} Coando el divisor o8 0 — 6 todos los signos del cociente son -+ v
cuando el divisor es a -+ b los signos del cociente son alternativamente -+ y —,
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l Ejemplos I

{ 1} Hollar el eociente de =¥ — 7 enire 5 — v,

Aplicanda los feyaes anteriores, fenemos:

B

I_:F-:.
sy
i|+?tl-

iR

I..,“I'l

|—:lz. #
|_}.r.
53
L__[,0

| — 1
I.|.:|_.:
."|'}'

5T — 7

= g iy by iy it P eyt R
R

Como ol divisor es x — v, tedos los signos del cociente sen .
[ 21 Haollor el cociente de m? — 0 anlre m -+ m,

m? =
m 40

=m7 = a'n -+ min? — mie? + mie! = mfet ot —at R
Come el divissr es mba los signes del cocienbe alernon,

(3 Haollar el cocienta de 26 4 32 enbee x4 2

Ceaa 32 =25, tendremos:
P :'Ift"_ Pl

x4+ 2 k42

{4) Hallar el cocente do &40 == 7290% entre 2o -+ b
Come Gda® = {2a]® y 72907 = |3b]" tendienios
bt — 7H9EF _ (Zal — (AL
2a+ Jo 2o+ 3b
= (2ot —(2ap3b6]+ [2a036 F — (23] + {20)B0) — (3P
= 39" — 4Balh + 2otk = 108e®E? + 1820k — 2435 R

EJERCICIO 71

Iallar, por simple inspeecion, el cocicnte el

ar—in’ 1=n? x7—12h oAy
i N e i ey M T
i ni—phE : l-ﬂ:'zli I.!.'-+2.1::|_ o lﬁl-;i'_ﬁl[,.l
S 17 " gt e : S -Ah
pr b 1+a? =79 BT 20
8. xmy 15, Tdiir 5. Pa s Upihdn
sl -nl 1—me# 25—t 108421
14 s 14, : L, — o e
s-n | +m R e 2x—=1
’ i %=1k nifd—50G - f18a"- 0P
L — I —— . 5 s0ng, —
W —n . =3 o m—2 g
all—yht xU—iid XM= gt—720
12 —. 13 — 2, — 1] T
-5 Xelat a—1 =

L T P S el L S e i O it M

=

COCIEMTES, HOTABLED

{5) Hallor al cociente de o'® 4+ B0 wnirg of = B2,

8 111

En los casos estudiodes hasta ahora los exponeates del diviser han sido sien.
pre 1. Cuande los cxponentes del divisar sean 2, 3,4, 5, elc., sucederd qui

el exponente de o disminuicd en cada témine 2, 3, 4, 5, el

la b oparece

en el sequndo trmine del cociente elevada o un expanenic igual al gue Hena
on el divisor, ¥ oste espenente en code Merming postarior, dumantarg 2, 3,

4, 5 ek,
ot - plo

Asi, en este cose, fendremes: AT Kl
al - B

- = ot — a%h? + ottt — ofhT ok b R

donde vemas que el exponente do o disminuye 2 oo code térming v el de b

oumaonia 2 en coda termino,

(6] Hallar ol cociente de '8 = 1% enirg & — i,
Ty e
Ll o b gy R

EJERCICIO 72

Escribir, por simple inspeccidn, el coctente de:

xﬂ+}|ﬂ- I 4I H_I.E._,.I_';,'IEI ml:ﬂ_l,l ll:l x!":l_j:"
st o ] o xbepy
T gli—y 12 sl g0 T
S R e —”:m:::“ ;
.ml.l:._ pin ; Etfii;‘_ml 6 Ela_hlﬂl ia ]
et e a4 L ity -
EJERCICIO 73
MISCELAMEA
Escribir el cociente sin electuar Ia divisidn:
fi ¥ 1-+af i Adx0- 243yt
1+x* 1+a i B
.?'.’.”“-'-ﬂ{_ q. i . g 14 Si—(a+1p
e fn® dayitGmd O Bad1)y
I—ar aE T =T s
= b W
EERT : {0, .”ET-!-:P.E_T_ 16. Mﬂ_.:{fﬁ
xTe=ity i i —Tya
e il —id il
?c-"-':i"i':ﬂ e a4 Byt = aty it
il 17 ljrzbi' 16 (s} —y*
a¥—{# T—ald T fakx)—y

i

19

Hi.ﬁ,l.b“
qul..}_hl »
L "-Ii'ﬂ

=y ¥

14
xbl
xm_:‘,m
3=t
it
gepgwn
xB=IhH

=g
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TEOREMA DEL RESIDUO

9:!:] FOLIMOMID EMTERD Y RACIOMAL

Un polinomio come % + 55 — 82 + 4 es entero porque tninguno de sus
rerminos tiene letras en el denomnimador y es racional porque ninguna de
st Lermminos tiene vz inexactay, Este o5 un polinomio entero y racional en
T EI‘EId:I L5 1,

El polinomio @ fa' =32 + 5a° -+ 804 3 e un polinomio entero ¥
racional en a v su grado es '

@ RESIDUG DE LA DIVISION DE UN POLINOMIO EMTERO Y
RACIOMAL EN = POR UM BIHOMID DE LA FORMA x—

Iy Vamos o hallay el vesiduo de Lo division de x%—7x% =172 — G cn-
lre x =3

Flectuemos la divisitn: —Txf 41— 6 |[x—2

et 14 +d.1c_-__ X*—dx b
— dx~ -+ 1Tx
dxf—=13x
ax=—=_
ax 14

H
La dlivision no es exac y el vesidoo es 4.

2

TEOHEMA DEL RESIDUR @ |13

Si ahora, en el dividendo x®* —7x% 4+ 175 — 6 sustituimos la x por 8, ten-
iteioe; —AE 41T — G =27 — BB+ 51— 6 =8
v vemos que el residuo de dividir el polinomio dado enore = = 8 se obtiene
sustituyendo en el polinomio dado la x por + &

21 Wamios o hallar el residuo de 1o division de Sx8 = 2t — 18y — 1 ehie
fre x4 2

Flectwemos la division: Bt e Iy PR = ] Lx o 2
— 3 iy T —bx =1
— Hx® — 18
Bix® + 16x
— iy —1
Bxtd
d

51 ahora, en el dividendo Sx* —2x% — Hhx — 1 sustituimos la x por =3,
tedremos: e ow oo 1879y —1 =~ 34— 8+ 26 —1 =8
v viemios que el residuo de dividie el polinomro dade entre x + 2 se obtieng

mstituyendo en el polinomio dado kb x por — 2,
Lo expuesto anteriormente s prucha en el

{:9) TEOREMA DEL RESIDUOQ

Ll residuo de dividir un polinomio entero ¥ racional en = por an bis

oo de la forma x —e se oliiene sustituyendo en el polinomio dado In
i I.l-||| i

Sea el polinomio Ax™ Bx™ '+ Cx™2+ ........+Mx+N

Dividamos este polinomic por ¥ —a y comtinuemos la operacion hast
fque el residun i sea independiente de x. Sea (2 el cociente de esta division,

Como en toda division inexacea el dividendo es igual al producto del
divisor por el cociente mis el residuo, rendremos:

s Bt 4 Qamn=fge s +Mx+N=x—a)}+R.
Lsta jgualdad es cierta pava todos los valores de x. Sustituyamos la x
POF.@.Y (SOCICMOS: oy pamiy Canit ..., .+ Mat No{s—a)0 LR
Pero (a—a)=0y (a—a)Q=0xQ =0; luege, la igualdad anterior s¢
COMVIEEIEEN:  dam o Bgm-ip a4 .. ..., + MabN=

igualdad que prucha el teorema, pues nos dice que X, ol residuo de by di
vision, ea igunl a lo que se obticne susticuyendo en ¢l polinomio dado la
¥ par d, que ern lo goe gueriamos denostrar,



114 @ asvLGeBRa

MOTA

Un polinomio crdenado en x suele expresrse abreviadamente por la
notacidn P{x) y el resultade de sustituiv en este polinemio la x por a se
csoribe Pla).

Si el divisor es x +a, como x-+a=x—{=a), el residuo de la divisin
del polinomio ordenado en x entre x+a se obtiene sustituyendo en ¢l po-
linomio dado la x por —a.

En los casos anteriores el cocliciente de x ¢n x —a y x40 e5 1. Fstos
binomios pueden escribivse 1e—a v 1x - a.

Subemos que el residuo de dividir un polinemio srdenado en x entre
% =a 0 1x — o se obtiene sustituyendo la x por o, o sea, por il ¥ el residoo
e fliujditl};‘.- entre x-Fa o x4 a se obriene sustituyendo la x por —a, o
REE D

Por tanto, cuandoe el divisor sea la forma bx — o, donde &, que es el
coeficiente de oz, es distinto de 1, el vesiduo de o division se abriene sus-
tituyendo en el polinomic dado la x por % ¥ cuando el divisor sciade Ia

i - ' ¥ - -
forma Ex Fa el residuc se cbtiene sustituyendo en el polinomia dada o x
IOF ==,
I f

En general, el vesiduo de dividir un polinomio ordenulo en x por un
binomio de la forma fx —a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado
la & por el quebrado que vesulta de dividic ¢l segundo térming del bino-
mio con el signo cambiade ente el coeliciente del primer términe del
[rirvorivniey,

2 (1) Hallar, sin efectuer I divisian, el resides de dividie
E}EHI-PII)S —l ¥ —TFx+ 4 entre x — 4.
Sushitvyendn lo = por 4, lendrames:

f=Fld)rd=l6—2W+-b6=—8 F&

1L} Hallar, por inspoccian, of residus de dividie a® - 502 4 a =1 entre o - 5,
Sustiluyends la o por — 5, tendremas:

(=S B S =S == — BB S —f=—k k.

13} Hallar, por inspeccidn, el residuo de 255 4 &x* — 12x o) 1 enbre 2x 4 1.

: i L
Sustituyende le o por — 7o tondromos:

2l—F 6l — 11— ==t g 1= R,
{80 Hellar, por inspaccion, el residun de of — %a® — 3o+ 7 ontre 3o — 2,
Sustiiuyendo la o pea i, fenclremos:
g

IEIJ_QI;:F-' - 3(%} | 2:1;—-4:-—?-|"?=—E- R,

TranEps bl nisioun @ |15

= EJERCICIO T4
Hallar, sin eflectuar la divisidm, el residuo de dividioes
1, 2243 entre x—1. 7. a"—2ef4la—a entre a=lk
Ao xT-fatBa—0 entre x4+1. B Galx243x-F5 entre: Qg
A xl—xbL5 entre x=3, i, 12572 %200 entre §x—3,
A at'—LHet2et—f entre a+i. 1. 162 —11x%+10x18 entre Hab
O. mitdmS—mi5 entre =g, 11, Bad=10xt 2 30 L0 appre =
B oyl gxd—Oabadet 9wt eprre x40, 18, a%e*—Ha®4-da-4-1 entre Sad i,
— DIVISION SINTETICA.
Qﬂ_la) REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL COCIEMTE Y EL RESIDUO DF

LA DIVISIONM DE UN POLINOMIO EMTERD EM x POR = — g,
xf— fat - de 4 14 |.1:--1]

L 2 PR
1y Dividamos x¥—5x®+ 8x + 14 z 't'§:u+h ol
entre x=8 5 A i
2m=— hx
—dx + 14
dx— 4
i

Agui vemos que el cociente x*=2x —3 o un polinomic en X cuyn
grado ¢5 1 menos gque ol grado del dividendo; que ol coeficiente del primes
térming del cociente es igaal al coeficiente del primer término del divis
denda y gque el residuo es 5.

Sin efecar la division, ¢l cociente v el residuo pueden hallarse por
la signiente regla prictica Namada division sintétien

1} El cociente es un polinomio en x cuyo grado es 1 menos que el
prade del dividendo,

2 El voeficiente del primer términe del cociente es igoal al coefi-
ciente del primer términe del dividemdo,

3y El coeliciente de wn término cualquiera del cociente se obtiene
multiplicando el cocficiente del término anterior por el sepundo érming
del hinomio divisor cambiado de signo ¥ sumando este producto con el
cocliciente del término gue ovupa el mismo lugar en el dividendo,

4) El residuo se obtiene multiplicando el coeficiente del aliimo fér
ming del cociente por el segundo término del divisor cambiado de signo y
sumando este producto con el términe independiente del dividendo:

Apliquemos esta regla a la division anterior.  Para ello eseribimos so-
laimente los coelicienves del dividendo v se procede de este modos

Dividenda...,. x? — G + 3x + 14 Divisor x
Coelleientes., . 1 — B +3 14l 4 Fee :w.:n:u-”u::..l
a [ = r - [n B! | 5 gllLvian
1= d= 3{'—3}3’{-\3_-—[" t_—ﬂ}:’fﬂ‘_'" kB con el sign
T =2y 5 T R E-: cambitzila),
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El cociente serd un polinomio en x de 29 grado, porque e dividendo
g5 de fer prado.

El coeficiente del primer término del cociente es 1, igual que en el
dividendo,

El coeficiente del sepundo término del codente o5 — 2, que se ha ob-
tenicdo multiplicando el sepundo términe del divisor con el signo cambia-
do -+ 3, por el coeliciente del primer térming del cociente y sumando este
producte, 1+ 3 =38, con el cocliciente del tévmino que ocupa en el dividen-
do el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, ¢l segundo
del dividendo —5 ¥ tenemos —5 +3 =— 2,

El cocficiente del tercer término del cociente o5 — §, que se ha obte-
nide multiplicande el scgundo términe del divisor con el signo cambia-
do +3, par el coeficiente del segundo térming del cociente — 2 v sumando
este producto: (= 2) % 3= <6, con el coeficiente del trming que ocupa en
el dividendo el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, of
teroern del dividendo +3 ¥ lenemos & 3 —6 = — 3,

El residuo es 5, que se abtiene multiplicando el coeficiente del tltimo
wrmine del cociente — 3, por ¢l segundo rmine del divisor cambiado dé&
signe + 3 ¥ sumando este producta: (—3) % 3 =<9, con el érmine indepen-
diente del dividendo 4+ 14 ¥ lenemos = 14 —4% = 4+ 5,

For 1o tanto, el cociente
de la divisidn es.

que son el cociente y el residuo gue se obtuvieron efectnando la division,

LA $*=2x—3 v el residuo 5,

Con cste métoda, en realidad, lo que se hace o8 sustituir en el poli-
nomio dado la x por - 3.

2) Hallar, por division sintética,
el cociente ¥ el reslo de las divisiones 2x* — 523 + 6xf = dx = 105 entre » + 2,

P
13 {Za. tdrmina del diviser
il com el sipno cambiaabo
—-f 8 — 4 L1 (s
i 4 ?}__ {_3:] = 1B 24x (= Sy=—udh. [—-03}x {— )= 104
0 T —52 1

{residua)
Como el dividendo es de 4% grado, el cociente es de der prado.

Los coeficientes del cociente
son 2, —9, +24 y —62; luepo, ¢l 2 = Ot} 2 — 58 ¥ ¢l residuo es —1.
Clcienie o5

Lion este metodo, hemos sostituido en el polinomio dado laox por —3

TEOREMA GOL RENIDUG L 158 B b |

3) Hallar, por division siniética, Lkt — 2025 + 8] entre X =
¢l cociente ¥ ol residuo de dividir -

Como este polinomio es incompleto, pues le faltan los trminos en
x% v en x%, al escribir los coclicientes ponemos 0 en los lugares que debian

ocupar los coeflicientes de estos términos

Tendremos:

1 1 16 0 209 ) R o
4 16 i} 0 T RORL T
1 4 i 0 — o — 707 |
{residusy |

Como ¢l dividendo es de 52 prado, €] cociente es de 4% grada.

Los coeficientes del coclente
son 1, +4, 0, 0 v —202; luego, cl
cocienle ¢5

b+ dx® — 202 y el residuo ed — T

4) Hallarpor division sintética el cociente | 3x!—3xi—Tx—H entre 8§ 4
y el resto de la division de— A

Pongamos el divisor en la forma x +a dividiendo sus dos wrminag
por 2 y tendremos ——+4=x+}. Ahora bien, como el divisor lo hemos

dividido enere 2, el cociente quedard multiplicado por 2; luego, los coefis
cientes que encontremos para el cociente tendremos que dividirlos entre 2
para destruir esta operacion:

- AR A = A
=] R e 4 l
2 oL +2 =8 2 |
(residinn)
2, =4, +2 v —A son los coeficienes del cociente multipli-
cados por 2; luego, para desiruir estn operacién hay que JRERERT T [

dividirlos entre 2 y tendremos 1, =2, +1 y —4. Como el

cociente es de tercer grado, el cociente serd: e B

v el residue es —2 porque al vesiduo no le afecta la division del divisor
entre 2

- EJERCICID 75

Hallar, por divisidn sintética, el cociente v ¢l resto de las divisiones
'|:I|.:Ilil_"|||.|'_'51;

1, x?—TFx4-5 entre x—3. & xl—0xd w2 optre x—2.
2, ai=Ha+1 entre o4 o af=3a"—6 entre a-kd.
g x=xddx—3 gnire:cx-41. i, pple-fnid-ldpn—48 enire nt2,
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—Hx45 entre z—1, 11, x0—Jxidad—Huf—x?+3 enire x4-3. (3} Hallar, por ingpoccidn, siox% 4+ 267 — 2® o — & o5 divisible por x££ 3 ¥ ons
Plmd 19 w2 e 0 oqitre x4, 18, OxbBx® i Tx—5 entre 2x—1. conlrar el cosiente de la divisidn,

T=3ni-lda—6 enre a—2 13. da'—da™+ja+6 entre a2, Aplicoremos la divisién sintéticadel admereTOQ con lo cual hallomes simul-
E_M0RxA-H20TE entre x—f. 14, Aet—dx®dx?—10--5 entre Sx—1.

tanedmente el cociente ¥ el residuo, 5 lo boy,

15, x:__.dd_!_%xﬂ_l_xa_l entre Du-d, Tandramas: 1 ig ;;g ; _'; +E '_3
1 = +1 F 1]
COROLARIOS DEL TEOREMA DEL RESIDUO fresidin)

Lo antericr nos dice que ¢l polinomic se anvlo ol ssslituic fo x per— 3 lugo
o5 divisible por x4+ 3,

El cociente es de lercer grade v sus coeficientes sen 1, —1, +1 ¢ =2 luego
el cocienic s

@ DIVISIBILIDAD POR x—a

Un - polinomio encero en x que se anuly pare x = a4, 0 s sustirovendo
et €l la x poria; o5 divisible ] i et

Sea ¢l polinomio entero P(x), que suponemos ge anula para x =a, s
decir, sustituyendo la x por . Decimos que Pix) es divisible por x —a.

En efecto: Semin lo demostrado en el Teorema del Residuo, ol resi-
dua de dividir un polinomio entero en ® por x —a se obtiene sustinuyendo
en ¢l polinomio dado la x por a; pere por hipdresis P{x} se anula al susti.
tuir la x por a, o'sea Pla)=0; luego, el residuo de 1a division de Pix) en-
tre & —a es cero; luego, Pz} es divisible por x —a. 5

Del propio modo, si Px) se anula para x=—a, Px} es divisible por
x—{—a)=x4a; i Plx)} se anula para x'—E acri divisible por x—% 0
por bx—a; si P{x) se anula para x=—-% seri divisible por x— |:—-:} =

wF—gi 4 —32,
Por tanto, si el dividondo o5 a? + 2xF = 20% 4+ x = 4, el divizor x+ 3 ¥ ol co
cienbe x5 = g2 b — 2,y la divisién es exocta, podemeos escribin

AR SN Al 2l

COMDICION MECESARIA PARA LA DIVISIBILIDAD DE UM POLIMOMIC
EM x POR UM BINOMIO DE LA FORMA = —a.

Fs condicién mecesaria para que un polinomio en x sea divisible por
un hinomio de la forma x —a, que el término independiente del poli-
nomio sea mibltiple del tdrmine g del binomio, sin tener en cuenta los

B ENaS, Asi, ¢l polinomio 3x - 2x* — 62 + 8x + 7 no es divisible
por el binomio x =8, porque el términe independiente del polinomio 7,
nao es divisible por ¢ tirmine numérico del binomio, que ci J,

Esta condicidn no es suficiente, es deciv, que aun cuando el tér-
ming independiente del polinomio sea divisible por el término o del
Binomio, no podemos alivmar que el polinomio en x sea divisible por

7
b h o o lex 4,

Reciprocamente, si Ix) es divisible por x —a tene que anularse para
%=, es devir, sustituvendo I x por a; si Pix) es divisible por x +a tene
que anuia':se para & =—ua; 51 Mx) o3 divisible por bx —e ticne que anolarse
part X =_"y si o8 divisible por bx +a tiene que anularse para f=—2

fr el binomio x —a.
oF i {1} Hallar, sin electuer la divisian, si 27 = 48® - Fx — & o5 divisible - EJERCICIO 76
o k=12,
jEmp phi i Ty s Sl 4 Hallar, sin clectuar la divisidn, sison exactas las divisiones siguientes:
Este polinomio serd divisible por £ —2 5 se onula pora k=2,

. 1 x%*—x—f cntre x—3. 4 xPri—fGxF—Tx+E entre x4,

sustilvpends la x por 2, *ﬂ“*_'l"ﬁmm‘i g xMdxF—x—10) entre x-F2 B, 4x?—Bx*+11x—4 entre 2x—1.
H— A2 712 =6=8—-16+14—6=0 B 2xt—Badp Txd—0x+3 entre x—1. 8. GxMBx—Rx—x2HBx--3 entre Gl

luego e divisible por x—2,

din clectuar Ia divisidn, probar que:

r=t

7. a+l ¢ factor de af—2a34-204-5.

B x—0 divitle n rOi=faxtfal=lr24Bx—10,

B dx=3 divide a dx'—TxTx?=Tx+1.

10, iIn+d no s factor de 3nb+4-2nd=3nt=2n24-Gu4-T.

(2} Hollar, por inspeccidn, si o — 20® 4+ 3 es divisible par x - 1.
Esto polinomis serd divisible ped & 41 50 se onula pora x = —1,
Sustituyende lo x por — 1, tendromas:

(— 1 =2[=P+3==1=243=0
lunge es divisible por x4 1,
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Sin efectuar I division, hallar si las divisiones signientes son o no exactas
v determinar el cociente en cada easo y el residuo, si lo hay:

11, 2a'—Paf—da+41G entre a8,

12, al—g®Ta42 eatre: a1

13 x4-hHx—0 entre x—1,

14, ="—30x4 200 —50x34-20x =80 entre x=—=f.

15,  af—dui—gledpddq®—EBe4-25 cnire g—d.

16, 16t —Rdx4H3T x4 —040-Fd entre dx=1,

1T, 10w p2hmt—=13n9—1580%+1T0—11 entre Snd5,

En los cjemplos siguientes, hallar el valor de la constante K (término

independiente del polinomio} para que:

18 Tx*—5x+K sea divisible por x—i.

1M #—dxi+dx+K sen divisible por =2,

20, 2a'4-25a4K sea divisible por o+

21, 20xc*—Tx*+20x-FK sea divisible por dx+1

Dl\l’IEIBELIDﬁ.D DE a"+b" ya"—b® POR a+b v a—-b

Vamos a aplicar el Teorema del Residuo a la demostracion de las ve-,
glas establecidas en el nimero 96

Siendo n un nimero entero y positive, se verifica:

1) a* —b* es siempre divisible por 4 — b, ya sea n par o impar.
kn electo: Dwe acuerdo con el Teorema del Residuo, a®— 6" serd divi-

sible por @ = b, si se anula sustituyendo a por + b,
Sustituyendo & por + & en a®— 4", at — b= = =
tenemos: P

Se anula; luego, @ — 6" e siempre divisible por a— b,

2} a* b es divisible por a-- b si n es impar,

Stendo nimpar, 2"+ 6" serd divisible por a+b si se anula al susti-
tuir a por = .

Sustituyendo & por —D en a® 4 be,
LEnenios:

o N ) o LT P LT

Se anula; luego, a"+b® es divisible por a+ & siendo n impar.
[l =— 5" porgue n ook impar y roda cantidad negativa elevada a un ex-
ponente impar da una cntidad negativa.

4 at =" ey divisible por a4 b si n es par,

Siendo n par, a"— " serd divisible por a4+ & si se anula al sostituir
ln & por — b,

TLOREMA DEL REsious @ 2]

Sustituyendo la a por — 8 en o*— b2,
lenemos: _ i

Se anula; luego, a" — 6" es divisible por 2+ b siendo n par. (— b= b
porque noes par ¥ toda cantidad negativa elevada a un exponente par da
una cantidad positiva,

4" — e =['_h}k_bh=bl1_.,hﬂ

4wt 6" no es divisible por a+ b si noes par,

Siendoe npar, para que a® + 50 sea divisible por o+ b es necesario que
se anule al sustituir la & por —b.

Sustituyendo la a por — b, }
L T [ — o] ] UL

No se anula; luepo, a"+ 6 no es divisihle por a+ & cuando noes par,

@'+ b =(— by b= ok b 8

G} w® - & nunca es divisible por 0 — b, ya sea n par o impar,
Siendo n par o impar, para que @* +5° sea divisible por & — b es nece.
sario que se anule al sustituir Iaa por + &,

Sustituyendo,
{encmos: Pl =

Mo se anula; luego, o" + 5" punca es divisible por 6 — b

P AT R =R =G

@ EJERCICIO 77

Diga, por simple inspeccidm, si son exactas las divisiones siguientes y en
case megative, diga cwil es el residuo:

xi4-1 xi—1 |- xi=3 a4 16at=H1h
—. L ; B e, T 4 & ' 11,  rr—
x—] =41 - da® a2 a—3 Zas=di
at-ol 4 [ | . x'=1 i x1—16 x*—128 atxi4-he
i ds R A b g 10. Txeg i A
.,1" - hll
DIVISIEILIDAD DE arEdl
a=zh
i TN N o, b n -I- n
14 .—b- siempre es divisible, 2} 2 k es divisible i n es impar
a— b a<b
e Ao . 2+
3 '31?- es divisible si n es par 4l 1.|. _: nunca es divisible,
i —
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La igualdad 3% —6y= =6 es una ecuacion porque es

: 24— §(2) =~
una igualdad que sélo se verifica para y=2 e y=35. En cfec- 4 =10 ==
to, sustituyendo la y por 2, tenemos: SRR R S =L e
Si hacemos p =38, tenemos: 3% —5{3) =~ §
§.—1b =—¢6
— B =—6

i damos a p un valor distinto de 2 6 3, la igualdad no se verific,

@ IBENTIDAD 5 una igualdad que se verifica para cualesquiera valo-
- ves de las leoras que entran en ella,

Asi, (0 — b = {a — bz —b)

a*—m? = (g -+ m){a—m)

S N iy T
0O PTOLOMED (100-175 D, C.} El mas so- catoree zlglea hasta la apariclin de Copéraice, Aungua
bz de los astvémomos de la época helealstica. ¥t mas comocide por ostos trabajos, hie uno de foe

: . son identidades porqu verific: fers
s Egipte, conflueneia do dog culburas, Oron- tundadores de la Trigomometein. Su chea prinedpal, el 3 BT S e e B 'EIL"l]'E'-H'.]_II:Il:l'.t valores de Tas Tetrily

cidente, i_rll'lu'rﬁ- ipualmente sobre ambas. Su Almagests, on que &0 sbordan cuaifionne ciontifics,
peocéntrica dominé la Astronomia duranto ai wiiliza en |3 wniversidodes hasta el sigle XWIIL

aerue YN .

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADD
CON LNA INCOGNITA

(IEE) IGUALDAD es la expresion de que dos cantidades o expresiones al-
= pebraicas tienen el mismo valor,

E jEmpIuS ey A Gt = o 15,

{ﬁ?} ECUACION es una igualdad en la que hay una o varias cantidades
= desconocidas amadas incognitas y que sdlo se verifica o es verdadera
para determinados valores de Tas incdgnitas.
Las incignitas s¢ vepresencan por las dltimas letras del alfabero:
XM T
Asl, hxA2=17
05w ecuwacion, porgue es una ipualdad en la
que hay una incdgnita, la x, ¥ esta igualdad solo _ : ]
se verifica, o sea gue sdlo cs verdadera, para ¢l BraY4-2=17, o sea: 17 r—'lf?_ﬁ
valor x =3. En efecto, si sustituimos la x por 3, .
LERETLOs: = e -

51 damos a x un valor distinto de 8, 1a igualdad no se verifica o no es
verdadera.

122

il ¥ & en el primer ejemplo y de Las letras a y model seoundo cjemplo,

El signo de identidad es =, que se lee “idéntico o, (% +y) = gDy
Asl, la identidad de (% +¥)? con =+ 2xy +9* ne csovibe S .
Vode lee (x+y)® idéntico a x® 4 Zxyp o g

Q@Mlmsam

- Se lama primer miembro de una ecuacion o de una identidad a by
enpresion que estd a la fegquierda del signo de igualdad o identidad, y Be-
pundo miembro, a la cxpresion gue estd a la derecha.

Asi, en la ecuacid

i LRCION e

el primer miembro es dx =5 y el sepundo micmbro 2x — 3.

Qﬂa TERMIMOS son cada una de las cantidades gue estin conectadas con
— otra por el signo 4+ o —, o la cantidad cuee estd solio en un mieni b,

Asi, en la ecuacio
A CCUAac o 3:—5:2::-—-3

lss pérminos son - 3x, — &, 2% v =3

Mo deben conlundirse los miembros de una ccuacion con los términoe
de la misma, ervor muy Frecuente en los alumnos.
Micnilicn ¥ termine son equivalentes solo cuando en un micmhro de
dide rcuscidn bay ungesola contidadd.
Asl, en ka ecuacion
B =28x+41

tenemos que 3x es el primer miembro de la ccuacion y tmbién es un
terming de la ecuacion,
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@ CLASES DE ECUACIOMES

Una ecoacion numérica €5 0na eouaclon dy—bh=x+4,
qque no tiene mids letras que las incognitas, coma _ 4
donde la 1inica letra es la incognita x.

Lina ecoacion literal o5 vna ecuacitn
que ademiis de 1as incognitas tiene otras letras, dx+2a=5b—bx.

gue representan cantidades conocidas, como_

Una ecuacion e entera cuando ninguno de sus téemines tiene de-
nominador como en los ejemplos anteriores, y es fraecionaria cuando al-
gunes o todos sus érminos ticnen denstninador, como

dx  Ox

e
2 o

=54

wr |

{i:ﬂ?:l GRADO de nna ecuackdn com utka sola

~ incognita es el mayor exponente que  dxe=lb=dx =1y axt b= R

tiene la incdgnita en la ccwaciom. Asi, S
son ecuaciones de primer grado porque ¢l mayor exponente de x es L
La ecuacion
z =z t+B=0

es una ecuacidn de segundo grado porque el mayor exponente de x es 2.
Las ecuaciones de primer grado se laman ecuaciones simples o lineales.

110) RAICES O SOLUCIOMES de una ecuacion son los valores de las in-
= edgnitas que verifican o satisfacen la ecuacidn, es decir, gque susLiwi-
dos en lugar de las incdgnitas, convierten la ecuacion en identidad.

Asl, en la ccuacitn G —G=1fe+8

I rodz r:s. T porgque haciendo x =7 se tiene
G(T)— B =8(T) 8, o sea 26=29,
dende vemos que 7 satisface la ccuacidn.
Las ecuaciones de primer grado con una incdgnita tienen nna sola rafz.

-{H'-t} BEESOLYER UNA ECUACION & hiallar sws ralces, o sea el valor o los

valores de las incdgnitas que satisfacen la ecuacidn.

-:'uzj AXIOMA FUNDAMEMTAL DE LAS ECUACIOMES

51 con cantidades ipunles se verifican |r|_:ll:!]:|.r_'il:|:||'|.~_ irales los o sl ean

dlas werdn  peoales,

ECUACTONEL ENTERAS DL PRIMER GRADs @ |25

REGLAS QUE SE DERIVAM DE ESTE AXIOMA

1} 5i a los dos miembros de una ecuacidén se suma una misma canti-
dad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

41 5i a los dos miembros de una ecuacion se resin una misma eanti.
dad, positiva o negativa, la igoaldad subsiste.

41 i los dos miembros de una ecuacion se multiplicin por una mis-
ma Gantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste,

4} 8i los dos miembros de una ecuacion se dividen por una mismia
cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

) Si los dos miembros de una ecwacién se clevan a una misma po.
tencin o 5 a los dos miembros se extrae una misma raiz, la igualdad subsiste.

:_._!H:L-“- TRAMSPOSICION DE TERMINOS consiste en cambiar los térmis
> nos de una ecuacion de un miembro al otro,

REGLA,

Cualquier término de una ecoacién se poede pasar de un micmbro »
oiro cumbiindole el signo.

En efecto:

1) Sea I ecuacion Hx =32a— k.

Sumanda & a los dos miembros de esta ecuacion, la igualdad subsiae
(Repls 1), v tendremaos:

ox th=2a— k4 b

Vvooomo — & b=, gueda
g Ga e fr=2p

donde vermnos que — b, que estaba en el segunde miembro de ka ecuacitn

iladla, b pasade al primer miembro con signo 4+,

41 Sea la suacion 3z 4+ b= Za,

Restando & a los dos miembros de csia ecuacion, laigualdad subsiste
(Repla 3} v tendremos:
dxtbh—h=2z—h
v ocoma b o— b =i, L|umt;u
Ix=2a=p
ilonde vemos que + &, que estaba en el primer miembro de 0 ecuacidn
diela, ha pasado al segundo miembro con signo —.
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{illl' Términos ipuales con signos iguales en distintg miembro de una
eouacion, pueden suprimirse.

Asi, en la scuacion P TR
tenemos el términe & con signo 4 en los dos miembros, Fste tdrming puede
suprimirse, quecando ¥ iy
purque equivale a Testar & a los dos miemnbros.

v - VL T 5 L Ak
En o ecuacic i L et

tenemas ol términe x* con signo-x*cn los dos miembros.
Podemoas suprimirlo, v queda
bx=dx+ 5,

porque equivale a somar x° a bos dlos aniembros,

{315‘? CAMEBEIO DE SIGHOS

" Laos signos de todes los términes de una ecuacion se pueden cambiar
sin gue I ecuacion varie, porque equiviale a muoltiplicar los dos miembros
de la covacidn por —1, con lo cual la igualdad no varia. (Regla 3).

LR S Y -\.i_'n
Asi, si cn la ecoacidn T
multiplicamos ambos miembros por — 1, para lo coal hay que mudti-
plicar por —1 todos los tirminas de cula micmnbra, tendremos:
Qo L= —x+ 15,

que s la comacion dada con los siguos de todos sus Wermanos cambiacos,

RESOLUCIOM DE ECUACIOMES EMTERAS DE PRIMER GRADO
COM LMA INCOGMITA

(116) REGLA GENERAL
1} Se efectian las operaciones indicadas, si las hay,

2} Sc hace Ia transposicion de términos, reuniendo en un micmbro
todos los términos que contengan la incégnita y en el otro miembro wodas
Ina cantidades conocidas,

4) Se reducen términos semejanies en cada miembro.

4) Se despeja la incognita dividiendo ambos miembros de la ecoacion
por el cocliciente de la incognita.

ECUACIOHES ENTERAS DE FRIMER GRADD @ 127

Ejemplos

Reduciends brminos semejantos:

Lrespojendo s para lo cval dividimes Ins des
miembros de o ecuocian por 2L lenemoss -

YERIFICACION

21

{1} Eesolvor la ecuncién Jx—5=3x 4+3.

P-u_:mnd-:r x ol primer migmbro ¥ = 5 ol segunde; cam-
bidndoles los signos, fenemos, IJx—x =3 4 5

=1

2 (i e
 He = = wsimplificanda &= 4

Le varificocidn es lo proebo de que ol valor oblenide pera la inedanita wy

cafrachs,

Lo verificacién se realize susttuyendo en los des micmbros de lo ecacidn
doda la incdgnila por el volor ohtenide, v si éste e correcta, o mevacidn

doda se comverdisd en identidad,

I =5=4d+13

Asi, en el coso onterion, hacierdo ® = 4 en o ecuccian 12—5=4:-1

dedio tenemes:

& z 7=7:

El valor x = 4 solisfoon o cromcidn.

Beselver fo gcwacidn: 35 = 22y 4- 6 — 18z = 14 — 30x 4 37,
Fasonde — 30« al primor miembro v 35 v 6 al segundo:

— 22 = T8x | W = 14+ 32 — 35 =&,

Reduciendn: Wx =25,
Dividiendo por — & =1,
Despejandn x para lo cual di- g==4g, |
vidimos ambos miembros por = e
VERIFICACION
Haciende x = —4 en lo ecuacian doda, se fiene

A —22[—4)+ 6~ 16| -3 =14—30{—4]+ 32
BN +E+2=144 1532

EJERCICIO T8

Kesolver las ecuaciones;

1
2.
8
4
1]

(L}
T

hxz=He—15. -
dx-l1=2, .
y=h=dy=15 10,
Dx+E=10%45, 115
y=11=—10+12y, 12,
Sl —Gx=27=Hx, 13
1le4-hxe—]=06%=16, 14

Al =al,

Hx—d-bdx="Txfx414.

B 40—18x=4x—13 =5,

by~ 51=Ty+ 102+ G5y.
16-+Tx—=hba=11x—F—x

Ax-F101 —dx—33=10R=16x—100,

14 —1 2+ 08 — LEx =25 6~ ille — 60T x.
Hy—1hx =00 =0lx=50x+d1x =172,
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RESOLUCION DE ECUACIOMES DE PRIMER GRADOD
COM SIGHOS5 DE AGRUFPACIOM

(1} Reoiolver Jx = |2x =1} = Fx = |3 = Sul 4§ — 5 &+ 24)
Suprimiends bos signos de ogrupacian

Ejemplos

dx =+ 1=Fs =340 —x+ 24
Transponiendo: W—I—Tr—lxtr=—34+24-1,
Reduciendo: — 10 = 20

;IHE:—E_ B
(2] Rosobvor Sk —2x 4 [=x+48] | =18— | —|7x+ 8l =13 —24] |
Suprimiendo log poaréniosis interioros:
Sit|— =xtbl=18—| —Tx—E—+M ;
Suprimignde bos Hoves:

Sy Te—p-ta=1E+7Fs+ 5+ 2n—24
Sy — P —w—Fx=dx=10+&—M—%&

—Hr=— &
Multiplicondn por — 1 dx =4
Dividiando por 2: de =13
w=4, R

B EJERCICIO 79
Resolver [as siguientes eouaciones:

L. s—{Ox+1)=8—{0x+J).

&, 15x—10=>fr—{x+2)+{—x+1).

o (H—3x)—{—Ax+6)={8x+11)—(3x—6).

A M —x 4B {—HxH )= —{Gx 6} —8+-5x)-

B, 15%+{—Gx+51=Bfm |- By =(Ta- 22)— 2+ (3—2x).
B Bx[—ax—{x+8)]=BxH{—5x—0).

7o Vfn—[As—{6—0x J]=20x +[—{dx-+2}—{x-+3)).

B. x=[343x—{ix—(64x) }]=—1.

B Be—(Bx41)—] 24-Bx—{Tx—5) -+ 0==0

O 1k [—=5xH{—2x-+B)]=05—[—{Ix+4)—(x+T)].

1

1
11, = B B [— 15+ By —(— B+ 2)—{Frc-+4)]—28 | =—5,

ECUACIOMES EMTERAS OF FRIMEr @ |29

—

(117) RESOLUCION DE ECUACIOMES DE PREMER GRADO
= CON PRODUCTODS INDICADOS

7 {1} Besolver lo ecuocidn
Ejemplos 10t — 21— D15 —&x )= 2 [dx = 1]+ 541+ 2¢L
Efectuandes los productios indicadas:

V0w — 50— 45 | Sy = fx — 2 4 5 - 108,

e =W =45} Sx = By =245
Suprimigndo 10z en omios i
miembros  par ser contidodes adx — Bx f — 24520+ 45
iguales. con signes iguales -en 46z = 138
distinfos miembros, queda; £ E____a R
du H :
VERIFICACION
10[3=F)=9[5= 1B =212 —1)+ 51+ 4}
Hacienda x=23 en In T —&—9] =131 =2(11} + 5[7)
ecuncion dada, se tiene —* = &0k 117 =22 - 35

5F = &7,

# =23 swiisfoce la ecuockan,

{2} Resolvor dy— (Zu+ 30 [In —51=49 — (6 — 1) x — 2|,

(26 4+ 3) |3 — 5)=6a? — 5 — 15

Electwande los productos indizades: (= 5= 2] = 6% — Tn e,

El signo = dalante de los praductes indicodos en cado miembso de lo ecunr
cion nos dice que hoy que electuar fos producias ¥ combior of signo o coda
ung g sus Mvminos; lege uno vez ofectuados los productos los infredicimos
en parinless procadidos del signo — ¥ lendremos que lo ecuacian doda se
copviarta am

dx— {8 — x = 15] = 49 = [dx® = 13 4 2|
e —da®+u+ 15 = 49 — duc® + 130 =2
deelx=—=13x =43 —2—15
= B =33
x=—4. R

Suprimiendo fos parénlesiss —

£3) Resoleer fx4+11lx—21— Mr =1 Be+Si=é=8xr— 1 ix— 3 e +71I.
Efecivando les preduchos indicodos
W= E= (120 1T = 5] = & = iy — 1157 + dx — 21|
Suprimizndao los poréntosis:
B = — 3 — 1 = 1T 5 =& = B = 10x% — 44 4 731,

En el primer migmbro fene- —x—2—1Tx+5—8 =8 —ddu+ 29
mos x% y — 12 qua reduci- —x=1Tx—Bx-kddy =23 42 =544
deg dan — 112%, ¢ como en el 18y = 234

segqundo miembro. bay  oire ané

=& o suprimimeos p x=e==1d R

quada: -
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(4] Resolver {3 — 1P —32x+ P+ 42 =T —x — 5] —={x— 1%
Dosarrellands bos cuadrado:s de las binomios:
O e o 1 = A2 12+ A F AT =D —n — S — (22— I+ 1)
Suprimicndn los porénbesis:

Ox¥ = o 1= 120" — By — I+ AT = — In® — MW — x® - Ix — 1
—da =k 10— =—1—1+KF —42

— 3y = =17
My =17
[, ettt |
e E.

B EJERCICIO BO

Fesolver ks siguientes ecuaciones:

1. xHx—=1)=t—H2x 4+

2. Slx—1+H16{2x+3)=0 2%~ Th—x,

o 2 d)-4(ha—i)=x(x—8)—x{x+0).

4. 184—T(2x+5)=3001+6(x—1)—6.

B TiLE—a)—Gl—bx )= —{Tx+ 9 — 2 I +3)—12.

& Ba{e—SiFE(a T=al w12k T =0,

T B2 T — B B — A1 —2x)—{x—3) =0,

B (Bx—d){ =Ty fr Ay D=5, :

B, [4-Fxi{dx—3)=(10x—3)(7T—2x). ]
10, (%410(Z%+5)= 120 B x—)+5,

11, (x—3pP—{3—x)*=L

1% 1d4=(3x—10W2x+3)=17—(10x+1){x—5).

18 (x—20¥4x(x—8)=3{x +4)x—B—{x +2(x—1)+2

14, (81 P—5lx——{Zx+ 3 —(5x+ 2 {x—1)=0.

16.  2{x—3P—3{x-+ 1"+ {a=0){x—8)+ Hx—Hx+1)=dx* -1
16 G{x—2P—Bxta)iH{2x—1HHx4+2)—10x2=0,

17.  xi—Bxt15=x{x—0)—14+50x—2)+H{13—2x).

18, G2 — B — 1) — Bk 1) =)=,

1% Tle—d)E—0x-Lh)E=d(x-1)x—1)—2.

20, 51— )t —dx—T)=x(x—3)— Bx(x-HH)=2

= EJERCICIO Bl

MISCELAMEA
Resolver las siguientes ecuaciones:

1. 1dx—(3x—2)—[ha4 B=(x—1}]=0.
2 {Re=Tr—dx + 1 x—2)=—=*—[—{Ax-+1}].
G —(Zx+ 1= —4 5 [—(—2x—1)]}.
Bx 4 3 —x—1)= — Sxd-H2(x—1)— (x4 2} },
28— B4 [eix+ 1) 1 dix = 1) —4x ] =0,
B2+ 1) — 5+ — (R 45)7= —[—] (x4 5) L4+ 107,
{1 xS = D= =F ek 1 5+ 1)
(0B A = V= A x4 (=) T,
(413 —(x—1 P =fin{a=1).
=2 x+5)=Hx+1)(x—1)4-3.

bl L ol

o

TR TP

PIOPAHTD (325-40% B, €.} Famsios sstemidtico Diofanto.  Fun, sin embargo, ol primore &0 oes
gy partanecionte a la Epeucls do Alejandria, Se una tearix clara sobre las ccuaciones da primse
s besls haits hses poco como ol fundador dol Alge- do.  También ofrceid la Farmula para 1o

peio o pahe hoy goo los babilonios y esldeos cign do Fos ocuaciones dy sogunde grado,  Sas
& lgusiaban minguno de bex problemns que abordd  cjercierom uma comsiderable influencia ankie

CAPITULO l)

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES ENTERAS DE
PRIMER GRADO CON LUNA INCOGNITA

':lll'i:I La suma de las edades de A y B oes B4 aiws, y B tlene § afos menos
que A, Hallar ambas cdades.

Sea x = eaad e A

Clomie 8 tlene B alos

x—H=rdad dc B

Fal

menos que Az =1 Fa ¥
Fov siema e ambaes edides o5 54 anos; M —Re=84.
A A
lipasees, dencmos Ly ocigion: /

B esolviendo: xtx=8d48

e =2

ey T: A6 amos, edad de A R,

o

La e de B serd: x =5 =44 =3 =88 aiios. 14

La verificacion en los problemas consisce en ver si los resultados olite-
iidos satistacen las condiciones del problema.

Asl, en este ciso, hemos obienido que b edad de B oes 3% afios vy la
de A Ai afos; oo, se comple 12 condicion dada en’ el problema de que

131
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B tiene 8 afios menos que A y ambas edades suman 46 4+ 35 = 84 afios, que
es la otra condicidn dada en el problema.
Luego los resuliados ahtenidos satistacen las condiciones del prahlema.

:I 19) Pagué 587 por un libre, un traje y un sombrero.  El sombrero cos-
=7 16 56 mids que el libro y 520 menos que el traje. pCudnto pagué por
cula cosar

Sea x = precio del libro.

Como ol sombrera costd 55 x+ 5= precio del sombrero.

mas que el Lk LS

El sombrero costd 520 menos que
el traje; luego el traje cosit 320 mds x+ 8+ 20 =x 35 = precio del traje.
que el sombreros e

Como wode costd 37, 1a suma dé los precios

del libro, traje y sombrero tiene quoe ser igual x+x-+5+x+26= 47,

a 387; lucpo, tencmos la ccuacidn: =i
Resolviendo: dx + 30 = &7
de =87 — 40
dx = oy -

x="-=§14, previo del libro. R
x+3 =19+ 5 =324, precio del sombrero. R
x + 25 =19+ 25=§44, precio del maje. R,

.’:I_,u s de (e niimerns enterns consecutives s 156, Haflar los -
TS,
Sca X = mUmern meno
x -+ 1= nimerse infermedio
w4 3 = nners mavor,

Como la suma de los tres ndmeros 2 Rl i = 0l

o5 156, se tiene la ecuacidn o7
Resolviendo: axd=104
dx=156—13
dx = 1bd
®= % =51, mumero menoe. T

£+ 1=01+1=828 namero intermedio. R
x+2=51-+2 =53, mimero mayor. R.
HOTA
5i designamos por x ol nimero mayor, el namere intermedio seria
x~—1 y el menor x—32.
i designamos por x el nimero intermedio, e mayor serfn x4+ 1 y el
menor x =1,

FROBLEMAS SORRE DEUACIOMES EMTERAE @ 133

s EJERCICIO 82

La suma de dos nimeros es 106 ¥ el mayor excede al menor en 8. Hallar
los pdmeros.

¢, La suma de dos ndmeros es 540 y su diferencia 32. Hallar los nimerod.,

3. Entre 4 v 8 tienen 1154 bolivares y B tiene 506 menos que Ao (Cudnto
tiene cads wno?

4, Dividir ¢l nimero 104 en des partes tales que b mayor exceda a la me
nor en 24,

A tiene 14 afios menos gque ¥ y ambas edades suman 56 afos. q0né edad
tiene cada ono?

G Repartir 1080 soles entre A ¥ B de modo que A reciba 1014 mds que 8,

7, Hallar dos nimeros enteros consccutivos coya suma sea 105

[ “Tres mdeneros enteros conseéutivos suman 2040 Hallar los numeros.

(I Hallar coatro mimeross enieros Consccutivos Coya suma sea 4.

11, Hallar dos nimeros enterod parcs consecutivos EYaL SURLE SCL 144,

11, Hallar tres ndmerosd entcros conseculivos cuya suma sea 186
Pagud 5525 por un caballo, un coche y sus arreos. El caballo coawo 380
miis gque el coche v log arreos $25 menos gue ¢l coche. Hallar los precios
respecLivod.

{4, La suma de tres ndmeros ez 2000 EL mayor exeede al del medio en 52
v al menor cn 65 Hallar los nameros.

14 Tres cestos conlienco 575 manzanas. Bl primer cesto deoe 10 manzanis
mas que ol segundo y 15 mis que el tercero. (Cudntas manzanas hay en
citllil cestop

10 Dividir 454 cn tres partes sabiende que la menor es 15 unicdades menor
que fa del medio y 70 unidades menor que b mayor.,

1, Repartir 210 sucres entre dres pevsoms de modo gque la 5-::gunda recili 2
menos que la primera ¥ 40 mas que la tercers,

17 La sumi de las edades de tres personas €5 B afos. La mayor tiene 20
afios meds que 1o menor y la del medio 18 afos menos que la mayor,
Hallar las edades respectivas.

11, Ivvidir G42 en dos parees tales que una exceda a la otra en 3.

(121) La edad de A es doble que Ja de B, y ambas edades suman 36 afiod.

Hallar ambas edades,

Sea x=wedal de B,

Ciomo, segin las condiciones, la edad de A 2x = edad de
en iloble que la de #, tendremos:

Clomo 1o suma de ambas edades es A6 anos, ] k- dae=
s tlene In ecuacion: 3

Kesalviendo: dx =06

x =12 afios, edad de B, .
Oy =04 afios, edad de A, R,
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|:?| 22) Se ha comprado un coche, un caballe ¥ sus arreos por §38#. El coche
" costé el wriplo de los arreos, y ¢l caballo, el doble de lo que costd el
coche. Hallar €] costo de los arreos, del coche y del caballo,

Seca Cx=costa de los arreos.
Comao el coche costd ol wiplo de los arreos: 8z =costo del coche.
Comno ¢l caballo costo el doble del coche: 6x = costo del caballao.

Como los arreos, el coche y el caballo X+ dx 4 Gx =350,
costaron 5360, 5o tiene la ccuacion: —rr A
Eesolviendo: 10 = 350
= e =5 Ih, costo de los arreos. .

i
dx= 3 =500 = 5105, costo del coche. R

fx =4 =505 = 5210, costo del caballo. B

(123} Repartir 180 bolivares entre A, B ¥ C de modo que la parte de A sea
Ia mitad de Ia de B y un tercio de la de C.
Si la parte de A es Ia mitad de la de B, la parte de & es doble que
la de 4; y si la parie de A es un tercio de la de €, 1a parte de © es el i
Mo de la de 4. Entonces, seq:
& =parte de A.
2x = parte dc H.
x = parte de (.

Como la cantidad repartida es bs, 180, la suma
de las parees de cada uno tiene que ser igual 8 %+ 2%+ 3x =180,
bs. 1B0; luego, tendremos In ecoacidn: -

Fesolviendo: Gx = 180

1RO

o =bs 30, parte de A, R,
2x=Ds 60, parte de &, R,
dx =Ds, 90, parte de C. R,

X=

= EJERCICIO 33

1. La edad de Pedro es ol wiplo de la de Juan y ambas edades suman 40
aris. Mallur ambas edades,

2. Se ha cempride un caballo y sus arreos por S600. 5i ¢l eaballo costd
4 veres los arrecs, cendnto costd el caballo v cudneo los arreos:

4. En un haotel de Ed]ll'ﬁm hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del sepundo
[¥s4) s0M la mitad de las del primera, geuintas habitaciones hay en cula
LY L

1. Repartiv 300 colones entre 4, By € de modo que la parte de B sca
dolbile que la de A y la de € el wiplo de Ia de A,

. 8 Rﬂmr:ir 134 sucres entre A, B v O de modo que I parte de A sea la
mitad de la de By la de € doble de la de B,

FROBLEMAS SORRE ECUHACIOMES EMTERA: @ |35

| EF miayor e dos ndmeros e 6 veces of menor voambos: nlemneros: suiin

147, Hallor los numeros,

iL:_']:u:;irl::h' 140 queteales entee A, B oy O de modo que Ta parte de Bosea o

mitad de 1a de 4 y un coarto de la de C.

# Dividir el pomeers BG0en tres parces e modo gue baoprimera sea el
cuaree de la segunda v ol guinto de la tercera.

B El duplo de un mimers cquivale al mimers aumentade on 110 Blallar ol

1reeroe.

10, La edad de Maria es el triplo de o de Rosa mds quince afios y anmbis
eilmiles e 50 anos, Flallar ambas edades,

{1, 5 un padmero se multiplica por 8 el resultade csocl nimero aumentado
e 2], Hallar el ndmero.

12, 5 al wiplo de mi cdad anade T afos, tendria 100 atos. (0ud edad tengo?

1. Dividir §5 en tres partes tales que la primera sea el triplo de la segunda
¥l tercera igual a la suma de Le peisecve ¥ la sepunda,

4. La edad de Enrique es la micad e [ de Pedro; Iaode  Junn: cbriplo
de Iade Envigue v la e Eugeoin gl odolibe de Jaoale Juans Selas coatrg
cilidhes swman 1892 afios, geque edad tiene cada uno?

-

|<|-14} La suma de las edades de A, B v C es 68 afios,  La edad de A es doble
que la de B y 6 anos mayor que la de C. Hallar las edades.
S x=cdad de #.
Zx = edad de A,
a1 la edacd de A es 6 atos mayor que la de €, la edad de C es 6 afios
menor que la de A: luego, 2x — 6= edad de ©,

Como las tres edades suman G0 anios, %+ Bk il =)
fenddvemes la ecuacionm 7 v
Resalviendo: fx — 6 =00
fx =G0+ 6
=75

X =%=lﬁ adies, edad de f R
2o =280 ailos, eded de A, R,
2 — =04 afios, edad de C K.

- EIERCICIO B4

| PDavidhir 254 ¢n Lres paries tales quee la sepumda sea el I::riplcu de la J}]'i||1r_'|.1
¥k unidades mayos gue L teroersn

G kmbre A, 8 v O ovienen L300 Balboas, 0 tiene el doble de lo que tiene A y

15 balboas menos que . jCudnto ticne cada uno?

La suma de tres nfimeros es 8358, Kl primero excede al duplo del segundo

e By oal tercera en 18, Hallar los niimeros.

1. 5e ha comprido un traje, un bastdn ¥ un sombrerg por 5264, El traje
costd Boveoes looque el sombrere yoel bastdn 3300 menos gue el traje,
Hallor los precios nespectivos,
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B La suma de tres nimeros es 72, El sepundo es § del tercero y el primero
excede al tercero en G Hallar los nomeros,

i Entre 4 y 8 tienen 99 bolivares. La parte de 8 excede al wriplo de la
de A en 19, Hallar la parte de cada e,

¥ Una varilla de 74 em  de longiowd se ha pintado de azal vy blanco.
Laparte pintada de azul cxcede en 14 an al duplo de la parte pintada
de blanco. Hallar la longitud de Ia parte pintada de cada color.

§. Repartiv 3152 entre A, B v O de modo que Iad:a:rh: de B oses 55 menos
que el duplo de la de A4 vy §532 mis que la de

£ Fl pxeeso de un padmers sobre 80 equivale al cxeeso de 820 sobre el
duplo del nomero, Hallar el ndmere,

I, 5i me pagaran G0 sueres wendria el doble de lo que tengo ahora més 10
sucres. JEuARLD tengo?

I, El asta de una bandera de 900 m de aliura se ha partide en dos. La
partc scparada tiene B em menos que la otra parte. Hallar I longiuad
e ambas partes del asta,

1% Las edades de un padre v su hije suman 83 afos. La edad del pacre
excete cn f amos al wiple de la edad del hijo. Hallar ambas edades,

L En una eleccidn en gque habia § candidatos 4, B y € sc emiticron 9000
votos, fFobtuvo 500 votos menos que 4 v 300 votod mds que ©, ;Cuintos
votos obtuva el coudidate trinnfanter

14 El excedo de 8 veces un niimera sobre 60 equivale al exceso de G sabre
T oveoes el niimers. Hallar ¢] nimero.

o Preguntado un hombre por su edad, responde: i al doble de mi edad
@ oguitan 17 afios se tendrla lo que me falta para temer 100 afios. (Qudé
eddaal ttene el hombre?

Ivvidiv 86 en dos partes tales que el triplo de la parte menor equj-

valga al duplo de la mayor.

Sea x=la parte menor,

86— x=Ia partc mayor.
El problema me dice que ¢l triplo de la parie

menor, v, equivile al duplo de la parte mayor,

Tendromaos:

Hx:EfﬁE-nxJ_

Z8d—x}; luego, tenemos la ecwaciim —
Resalviendo: dx =170 —2x
dx ol B =170
fx =170

= -l;—ﬂ' =M, parte menor. R,
B —x=85—24 =251, parte mayor. R,

IK'II—E'E Entre A y B tienen $81. §i A pierde $36, el duplo de lo que le que-
da equivale al triplo de lo que tiene B ahora. Cudnto tiene cada uno?

Sea =mimero de pesos que tiene A,
#1 — x = mimero de pesos que ticne #.

de esta cantidad 2(x — 36) equivale al triplo de lo gue
tiene f ahora, o sea, al rriple de 81 —x; luego, enemos
I eouacidan; *

FRODLEMAS SOBRE ECUACIOHES ENTERAS @ 137

Bi A pierde $36, se queda con §{x — 36) y ¢l duplo
2fx — 36) = I{a1 -

Bx — T8 =248 — Hx
Bx o Gx =240 4 72
he =015

Fesolviendo:

31n

x= =—— =368, lo que ticne d. R
Bl —x =81 — 63 = §18, lo que tiene B R,

EJERCICIO 85

La suma de dos nimeros es 100 y of duple del mayor equivale al tdplo
del menor. [ldlar [os ndmeros.

Las edades de un padre y su hijo suman G0 afos. S la edad del padie
s disminuyera en 16 ahos se tendria el doble de 1a edad del hijo. I-]].|]|.||
ambas cdades,

Dividir 10RD en dos partes tales gque Iy mayor disminaida en 132 .3”“[.
valps o la menor avmentady en B0

Entre A y B tienen 150 sles. 5i A pierde 46, lo que le queda equivile
i Lo que tiene I, Cudnco ciene :::ullz: L

Dos dngolos suman 1807 y el duplo del menor excede en 457° al HIAY O
Hallar los dngoldos,

La suma de dos niwmneros es 540 v el mayor excede al tripde elel menor
en S5 Hallar los ndmeros.

La dilerencir de dos ndmeros es 36, 50 ¢] mayor se dissminnye oo 18
s tiene el cwidruplo del menor, Flallar los nidmeros,

Un perre y sucollar han costade Sad, v el perro costd B oveces lo [
el eollar, JCuinto costd el perro v cudnto el collar?

Entre A4 ¥ B tienen 384, 5i A pievde $16 v B gana $20, ambos ticnen 1o
e, sLninuo tiene cada enor

En upa clase hay 60 alumoos entre jévenes y seforitas, El namera de
seiioritas excede en 15 al duple de los jévenes, gCudneos jéecnes hay en
In clase ¥ cudntas seforitas?

Pividhir 164 en dos partes wles que el triplo de [a paste menor disminuido
en 1o parte mayor equivalm a 16

La swma de dos nimeros es 505 ¥ ¢l triplo del menor excede en 50 al
mayor awmentudo en 100, Mallar los ndmenos,

Una estilogrilica y un lapicero han costada 18 bolivares. Sila estilogrific
hubiera costado & bolivares menos y el Japicera 4 bolivares’ més; habrmn
costado: lo misme, JCudnio costd cada unop

Una varilla de B4 em de lepmpgrituned  capd pintada e rojo ¥y Negro [
!"““f rogn o5 4 ocn menor que la parte pintada de negro. Hallar 1
cergiel e cadda parte,
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IIT} La edad de A es doble que la de B oy hace 156 anos la edad de A ern
© el wiplo de la de B, Hallar las edades actaales,
i x =mimern de afos que tene B ahora.
#x = mimero de afos que oene A ahora,
Blace 15 afios, la edad de A4 ere 3x — 15 afios vla
alad de # erafx — 15)lanios v coma el problema me dice

ue ln edad de A hace 16 afios,(2x — 15,)era igual al By =15 =[x —16).

riplo de la edad de B bace 15 anos o sea el riplo
le' x = 15, tendremos: la tooacion: ity

>

2x— 1 =dx —44i
2x—dx =—43+15
— x=—dl
x= 0 anos, edad accual de #& R,
Zx =00 afos, odad accual de A K.

Foesolviendo;

|25} La cdad de A es el wiplo de la de B y deniro de 20 afios seri el doble.
Hallar las edades actuales.

Hea x=nimere de afos gue tene 8 ahora,
dx = ntmero de aiios gue tiene 4 ahora,

Denaro de 20 anes, Iaoedad de 4 oserd (_E.:-;—:;'[ﬂl A
clade B oserifx = 20)anos. Ll problema me dice que Ia

dlul de A dentro-de 20 aiios, Sy + 20, seri igual 2l doble  defo0=5x+200.

le L wselad ele 8 clenieo de 20 aiios, o se, iguil al doble

a1

fe x -+ 20 luego. tendremos la eoimcion i
Fesolvienda: Ax 20 =2x 4+ 40
dx =B =40 —20

=20 afos, edad acewal de #0 KB
de =4 anos odad aceoal de A R,

@ EJERCICIO 86

Lo La edad actual de A es doblequela e B, oy hoce 10 aios laedad deo A
erit ¢l triplo de fa de & Hallar las cdades ascioales.

& La edad de A es trple gue la de O y denwo de § afios serd el doble,
Hallar los edades aciuales.

Ao tene doble dinero afue JF T picede 3100y & pierde 35, Alendra 520
puis e B dDwante dene cada wed

b o eene ool de o cquc tcie B 50 pana G colones v Bopeicrde 590,

o wenlri el doble de loogue eoquede o ff Cudnto tiene cadauno?

En nna clase ol pvsmers e seforitas’ os 4 del ndmers e virones. . Si

ingresavan M) senoritas ¥ dejaran e asiseie 10 vavooes, habivin 6osenoritas

R L wiEone s iAo varones hiy ¥ cudnias seion tsr

FEOBLEMAS SODRE ECUACIGHET DnToRAY @ |39

6 La cdad de un padre es el triplo de la edad de su hijo. La edad que
tenin el padre hace § afos era ¢l duplo de la edad que tendri su hije
dentro de 10 afos, Hallar las cdades actiles,

e LU de dos mimeros es BG v ol nimero menor aumentada en i
equivale al doble del mayor disminuide en 20. Hallar los nimeros,

B Enrique ticne 5 veces lo que tienc su hermano. Si Entigue le diera n
s hermano 50 cts, ambos endrian lo mismo. jCudnte tiene cadsa unod

0. Un colona tiene 1400 sucres en dos holsas, $i de la bolsa que tiene mis
dinera sica 200 ¥ los pone en la otra bolsa, ambas endrian jgual cantidad
de dinera. Cuwdnto tiene cada bolsa?

1. El ndmers de dins que ha oabajado Pedro o5 & veces el mimero de
dizs que ha trabajade Envique, 51 Pedro hubiera trabajado 15 dias menos
¥ Enrique 2] diss s, ambes habrian trabajado igual ndmero de dias,
dCuintos dins trabajd cada unop

11, Hace 14 anos la edad de un paddre era el eiplo de lacedad deosw hijo
v ahora csoel doble, Hallar las edades respectivis huce T4 i,

i3, Dentro de 22 afios la edad de Juan seri el doble de 1a de so hijo ¥ actual.
mente ciocl triplo. Flallur las edades acooales.

i3. Entte A y 8 tienen 564, Si 4 gana §80 y B pana §4, A tendrd el wiplo
de lo que tenga B, Cudnto tiene cada unor

rE?J' Un hacendado ha comprado doble nimero de vacas que de hueyes.
Por cada vaca pago 570 y por cada buey 385, 5i el importe de la com-
pra fue de 32700, jowdnias vacs comprd y cudntos bucyes?

Sea x=ndmere de bueyes.

2x =miimero de vacas,

31 se han comprado x bueyes y cada buey costd $45,
los x bueyes costaron $85x ¥ si se han comprade 2% vacas
v cada vaca costd §70, las 2x vacas cosmwvon §70% 2y =35140%,
o el unporte: total de I COITLPTaL ha sideo $2700, pen-
dremos la ecoacion: gty r ofpat 22 Tenh 4
Z06x = 2700

x= H—T:;l =12, ndmere de bucyes. R,

Gy =3 12 =24 ndmere de vacas R

Besolviendo:

{lii_:l'] Se han comprado 86 aves entre gallinas y palomas. Cada gallina cos-
. i 80 cts. y cada paloma 66 cts. Si el importe de la compra ha sido
$80.30, soudmias gallinas y cwdintas palomas se han comprador

Sz x =nimero de gallinas.
06 — x = nfmero e palomas.

Si se han comprado x gallinas v cada galling costd 80 cts., las x galli-
nas costaron 80x cis,

i + TdOx = 870
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Si s¢ han comprade 96 —x palomas y cada paloma costd 65 cts, las

9 — x palomas costaron G596 — x) cts,

Como ¢l importe total de la compra [ue

S60.30, o sea 6930 cts., tendremas b ecuacion:

=]

10

Hesolviendo: Bix 4 6240 — fidx = 60340
A — G = GO0 = (240
15% = RO

x = % =46, ndmero de gallinas. K.

06 = x = %6 — 46 =M, nimero de palomas. 1.

EJERCICIO 8T

Compré doble nimero de sombreros que de trajes por 702 balboas. Cada
sombrero costde 2w cuda teaje S gCudneos sombreros y¥ocudnbos Lrajes
i

L'n hacendade comprd caballos y vacas por 40000 bolivares. For cadi ca-
ballo pagd 600 v por cada vaca BOO. 5 comprd § vacas menos que calinllog,
gowdntas vacas ¥y cudntos caballos comprd?

Un padee pone 16 blemas o su hijo con I condicidn de que por cada
problema que resuelva el muchacho recibird 12 cts. y por cada problema

gue no resuelva perderd 5 ots, Después de trabajar en los 16 problemas
el muchacha recibe T4 o5 Cudntos problegas resolvid ¥ cudntoes no

resolvidy

Un capatax contrata un obrero por 50 dias pagindole §3 por cada dia
de trabajo con la condicidn de que por cada dia que el obrero deje de
asistir al trabajo perderd 320 Al cabo de los 50 dias el dbrero recibe 5H).
JCuintos dias :1':|¢I,:|:|j4:1 voowinkos noo Lrabajdd

Un comerciante romped 35 trajes de o 30 quetzales y e a 25 quetzales,
papando por todos Q. 1015 (Cudntos trajes de cuda precio compro?

Un comerciante comprd trajes de dos calidades por 1624 balboas, De la
calidad mejor comprd 42 trajes ¥ de la calalad mferior 15. Si cada. trape
de la mejor calidad le costd 7 balboas mds que cada traje de la calidid
inferior, qoudl era el precio de un traje de cuda calidade

Un muchacho comprd triple nimern de lipices que de cuadernos, Cada
lipiz le costd a 6 o, v cada coaderno G ots. 510 por todo pagd 5149, goudntos
lipices ¥y cwdntos cuademos compra?

Pagué §582 por cierto nimero de sacos de aziear y de [rijoles. Por cada
saco de amicar pagué 55 y por cada saco de Drijoles 36, Si el ndmere de
sacos de [rijoles es el wiplo del nimers de sacos de azicar mais §, joudneos
sacod de azicar ¥y cudntos de (rijoles compré?

I Se han comprade 80 pics clbicos de madern por §68.40. La madera com-

prada cs cedro y caoha, Cada pde cibico de cedro costd 95 cts. ¥ eada
pie clibice de cacha 90 cts. Cuintos pies cobicos he comprado de cedro
¥ cwintos de caoba?

Dividir el nimera 1050 en dos partes tales que el triplo de ln parte mayor
disminuido en ¢l duplo de la parte menor equivalga a 1820,

BOx -+ G596 — x) = 6930,

=

L
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EJERCICIO 88
MISCELAMEA

Diivicir 18§ <n tres partes tales que Ia segunda sea el duplo de la primers
¥ la suma de las dos primeras exceda a la tercera en 90,

La edad de A es triple que la de B y hace 5 afos era el cuddroplo de la
de B, Hallar las ediades actoales.

Un comerciante adquiere 50 trajes y 35 pares de zapatos por 1R000 sales.
Cada r.r-'lf:& costor el doble de lo 3“: costh el par de zapatos mis 50 soles,
Hallar el precio de un wtaje y de un par de zapatos,

G personas dban a Comprar i casi contribuyendo por pertes iiidled
pero dos de ellas desistieron del negocio v entonces cada ung 15;1: lan

restantes tuvo. que poner 20000 bolivares mds, 2Codl em el valor de o
Casad

La suma de doa nimeros €5 108 v ¢l doble del mayor excede al wiplo del
menor en 156, Hallar los ndnieraos,

El largo de un bugue, que e 461 pics, excede en 11 pies a 0 v |
ancho Hallar el anche, I P T PR Tl

Tenia $85. Gased cierta suma y lo que me queda es el enddruplo de o
que pastd. JLasinto rasté?

Hace 12 afios la cdad de A erp el doble de 1o de B ¥ dentro de 12 o,

la edad de A serd 63 afios menos que el triplo de'la de B Mallar las
eodades actuales,

Pengo 3155 en monedas de 10 ¥ 5 contavos. 5 en total tengoe 22 monedas,
dowintas son de 10 centavos ¥ owintas de 5 concavosy

5ia un ndmero se resta 24 y la diferencia se multiplica por 1%, el resul-
tado ¢s €l mismo que st al nimero se resta 27 v la diferencia se multiplica
par 24, Flallar ¢] miimero.

Un hacendado comprd 35 caballos, S hubiera comprado 5 caballos mds
Iml' el mismo precio, cuda caballe le haled costado $10 menas, JCuANEG
e costd cada caballop

El exceso del triplo de un ndmero sobre 55 equivale al excess de 231
sobire el nimera, Hallar el mbmera,

Hallay tres nimeros enteros consecutivos, tales que el dupla del menor
s el wiplo del mediang mds el :_:uﬁ{Truplu del mayor eguivalga a 740,

Un hombre ha recorrido 160 kildmetros, En aute recorrid una distancia
triple que a caballo y a2 pie, 20 kildmetros menos que o caballo. (Cudnios
Eildmetras recorrid de cada modo?

Un hombre deja una herencia de 16500 colones para repartir entre 3
hijos ¢ 2 hijas, y manda que cada hifa reciba 9000 mis que cada hijo.
Halliar la parte de cada hijo y de cada hija.

La diferencia de los curdrados de dos nimeros enteros eonsecutivos eq 91,
Flallar los nikmcros,

La edad de A ¢s el triplo de la de £, v In de 8 5 veces ln de 0 B tiene
12 anos mis que € g0ud edad tiene cada uno?
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Denteo de § oangs la edad de A serd el wiplo de Lo de I, ¥ 15 witos des-
pucs lu edad de A serd el duplo de la de £ Hallar Jas edades actuales.

El martes gané el doble de lo gue gané el lunes; el miéreoles el doble
dee lo que gandé el martes; el jueves el doble de lo que ganeé el misrcoles)
el viernes ?\D[l menod que el jueves y el sibado 510 mds que el viernes.
S en los § dins he ganado 3911, jcudnto gané cada diag

. Hallar dos nimeros cuya diferencia e 18 y cuya suma es el triplo de

su dliferencia.

Entre A y I tienen 336. S0 4 perdicra §16, lo que tiene B seria el wiplo
die lo gue le quedarin a A, Cwinto tiene cada unorf

A tigne ¢l triplo de lo que tiene B, y B vl doble de lo de €. 50 A piende
51y 8 pierde $3, 1a diferencia de lo que les queda a A4 y a 8 o5 ¢l doble
de lo que tendria © sioganara §20L Cuinto tiene cacly uno?

%l_-rsmms han comprado una tienda contribuyendo por pares i%ua]{'ﬁ.

b
S hubicra habido 2 socios mds, ade uno hubiera pagado 800 bolivares
menos. gCudinto costd Ia tienda?

L Un colono comprd dos caballos, pagando l:n:r ambos $120. 5i el caballe

peor hubiers costado $15 mas, el mejor

wabria costaddo  doble e L.
cCudnte costd cada caballor

§. A y B empiczan a 1J'|_||_::|:|' o A 1__|u|$l.-::|||?:'. cada une. Cuinto ha I‘.ll.‘l'lil.ilil.ﬂ A

i # tieng ahova el wriple de lo que teme A7

A y B empiezan a jugar teniendo A4 doble dinero gue 5. A picrde 3400
y entonces B tiene ol doble de lo que tiene o0, (Uon codnto empesd. o
jupgar cada unap

Compré cuddruple nimere de caballos que de wvacas, Si hubiera com-
prado. 5 caballos mds y § vacas mds tendrin triple nomero de caballos
que de vacas, JCudintos caballos ¥ cndnlas vacas compré?

En cuda din, de Junes a jueves, gané 56 mis que lo que gand el dia
anterior. 5i ol jueves pané el osddroplo de lo que gané el lunes, foudnio
pame cada diae

Tenia cierta suma de dinero, Ahorré una suma igual a lo qlu-l! tenia ¥
pasté 50 soles; luego ahoreé una swma dgoal al doble de lo que me
quedaba vomastd 300 spdes, 51oahora oo teogo nada, poudnto tenia al
principin?

Una sala tiene doble largo que ancho, 5ioel large se disminoye en G m

y el ancho se aumenta en ¢ m, la superficie de la sala no varia, Hallar
lns dimensiones de la sala.

. Hace § afos 1a edad de un padre era tes veces I de su hijo ¥ dentro
de f afios serd ¢l doble. ¢Qué edades tienen ahora el padre v el hijo?

v Dentro de 4 afios Jaoedad de A sedoel oeiplo de 1aode 05, oy hace 2 ados

era ¢l quintuplo. Hallar las cdades actuales.

MYPATIA (370-415 D, €1 Uaa axcopeional msjor
wrags, hila dol fildsofe ¥ matemdtice Tedn. Sc hixo
sdlabire por su saber, por su elocueneia ¥ por su ba-  fimico.  Hypatia ex tnn de dos Glfimos matem

gricgor, S0 distinguit por bos comentsrion @ law &l

paallas optudios; al regresar 3 Alejandria funda ona de Apolonio ¥ Diofanto, Murd asasinads bi bk
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Hatida en Alpjandria, wiaja a Atcnas donde

fia las doctrinas de Flabon g &
totcles v se pone al Fremte del p:m:ll:rlhﬂl‘.-

CAPITULO ]

DEH“MF@SIUQH FACTORIAL
(131) FACTORES

i eXpresion,
Asi, multiplicando & por e+ 0 enemos:
ALl ey = i

@y at by gue multiplicadas entre si dan como producto o + ab, son
lactores o divisores de a? -+ ab,

Del propio madao.
[+ 2 x+3) = 2" 5x -0
luegn, x4 2 y x4+ 3 sonfactores de x4 Gy 40

\132) DESCOMPONER EM FACTORES O FACTORAR una expresidn alge:

braiea es convertirla en el producto. indicadg de sus (aciores,

(133} FACTORAR UM MOMOMIO

L factoves de un monomio se pueden hallar por sitple inspeceion,
Asl, bos Taciores e halde son X, 5 & ¥ b, Por tanto

15a b L B

143

e llatma factores o divisores de una expresion alpebraica a las expre
sienes algebraicas que multiplicadas entre si dan como producto 1a prime.
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134) FACTORAR UM PFOLIHOMID ;

No todo polinomio se puede descomponer €n dos o mis [Hl.‘.tﬂi':l."& distin
s de 1, pues del misme medo que, en Ariimeética, hay nomeroes pn:‘nm que
solo som divisibles por cllos mismos y por 1, hay expresiones alpebraicas gque
stln son divisibles por ellas mismas ¥ por 1, ¥ que, por lanie, Ro s00 ] pro-
ducto de otras expresiones algebraicas. Asi a + i no puede descomponerse e
dos factores distintos de 1 porgue sdlo es divisible por & + &y por L

En este capilulo estudiremos la mancri de descomponer polinomics en
doz o mas Factores distintos de 1,

CASD 1
CUAMDO TODOS LOS5 TERMIMOS DE UM POLINOMID
TIEMEN UM FACTOR COMUN

a) Factor COITETE OIS

1. Descomponer en factores a® -+ Za.

a? y 24 contienen el Ractor comun a F.mibim_m
el [actor comin g r_-um::u_::l_'.-r:l:':r_'i::nl:f rlt: un paréntcsis; = alat ), R
dentro del paréntesis escribimos los cocientes de dividiv
af+a=a y a+a=2 y tendremos =

2. Descomponer 106 < 3ab?.,

Los coeficientes 10 v 30 tienen los factores comunes 2, 5 y 10, To
mamaos 10 porgue SIEMpre se s el mayor factor comun. Die las letras, .tl
dnico Eactor comtn es & porque esti en los dos términes de la expresion
dada v la tomamos con s menor exponente b

El factor comin es 106 Lo escribimos
como cocliciente de un pca_}':':_nt_um ¥ Id::nrm 10b — 30ab® = 10b(1 — 8ab). R.
ponemos los cocientes de divadir 10--10=1
y —d0ab?+10b=—3ab y tendremos: 7

3. Descomponer 106* — Ga + 152"
Fi factor comiin es 5o Tendremos:

100 — 5a + 150 = 5a(2a — 1+ 3a%). R
4. Descomponet 18mxy® — Smety® + Imy?.
Fl {actor comin es 18 my®. Tendremos:
1Emtxy® — Gdmixy? + Bmy? = 18my(x — Bmx?+ 3 H.
5. Factorar fxy? — Sy 4+ Tanxty? — Snfxtyd,
Factor comin Sxy. i
Gy = Dty -k 12nxy? — Gnixty? = a2 — dnx dnx?—n'c"., R

DEECOMPIAICIOM FACTORIAL

|’|'_.1€] PRUEBA GEMERAL DE LOS FACTORES

Ln cualguiera de los diczg casos que esiudiaremas, la prucha consisie eon
pulliplicar Ios Tactores que se ablionen, v su producte tiene que ser igonl o
I exprosion que se factoro.

&= EJERCICIO B9

Factorar o descomponer en dos factores:

L piahl,
3. by
3 DL
4 Bat—al
Pl o et

Y Gmd+16m2,

1 ab=be,

i xdy-b otz

':!- 2% x| G,
11 Hmi—12mn.
PR [
15ed= 4 Gille=d,
b AR E e —T .
I abedabe?,

U satep—afatyt,

16:
17.

18

2.

21.

o
i

24,

20
26.

T,

28,

19,

aim-a.
4ut—Hx0.
1597+ 20y 5.

o —p

2oty Baxt—3ax.
KBy T,

14x5* —2Rxt4-hihixt,
MaxFhlafy—GRey,
HE—d5nenE 4 et

e e o B i

Aomedndx +110mdn?x?
— 200wy,
Pintxy—Glnxty®
—124a%x.
x—yFppl—gd

i) Factor comin polinomio

Descomponer xla+ b+ mig-- bl

24
an
ar.

35
ad:
ih,
a6,
a7
3.
39,

® 145

nli==Fat-f- Hat=—4a¥,

DT =103 P had—fin®
UL TR P A P

O —1 20l 150" —Sa it
162 —Ba?y—24xtyl
—Jiixyd,

BT e PR PR TP
LT

Tk e — 1 S e o Gl b o
— i,

B e s el H

at Pyt Bad— g g a8,
Qub+ Gl —5a 54 Hal e
Lk,

gl g gt gl gl gl

Los dos wérminos de esta expresion tienen de factor comun el bino:

mio (@ + b).

Escribo (a+ &) como coeficiente de un paréntesis ¥ dentro del parén.
tesis escribo los cocientes de dividir los dos términos de la expresion dada
entre el factor comian (a+ &), o sea:

el + 1)
atb)

x{a - 1) 4= mla+ b)={a+ i) {x - m).

Descomponer 2xlg=—1)=—yla =1}

=m y tendremos:

K.

Factor comiin {a—1). Dividiendo los dos términos de la expresion
dada entre el factor comin (o — 1), tenemos:

2x(a—1)
=1

{a=1)

S AN

Tendremos: 2x{a—1)— wa—1)=(a-1){2x —¥).

R.
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4. Descomponer mix+2) +x+ 2

Esta expresion podemos escribirlaz mix +2) + {x + 2) = mfx + 2) -+ Uz -+ Z).

Factor comin {x + 2}, Tendremos:
i+ 2 ek S =x+ 2 m+1). R

4. Descomponer alx +1j—x=1,
Introduciendo los dos dltimes érmines en un paréntesis precedico
del signo = se tiene:

aix+1)—x=1=alx+1)—i(x+1)=alx+ 1}~ lx-+1)={x+1}{a—1) R.

8. Factorar Zxix+y+ 3 —s—y—=z
Tendremaos:
Befx -yl —x—y—z=8x(x+y+) —(xty+t=ix+tytziis—-1). R

8. Factorar {x—adiy-k 20+ bip+ 20
Factor comun (¥ + 2).  Dividiendo los dos idrminos de la expresion
dada entre (¥ 4+ 2) tebhemos:
by +2)

{x—ajy+3) Biol AV ,
_{:;.T_;_.,; v i:v+-3] =b; luego:
(g —a)ly+ 21+ by +2={y+N(x —at} K

7. Descomponer (x4 2i(x —1i=(x = 11x—3un
Prividiendo entre e factor comin (e — 1) tenemos:
X+ 2ix—1 —(x=1)x—4d
: I{xjfl} }={x+2} i [(:.,--:-”:]j }E_[x"'r!}'
Por tanco:
(x4 2a— l]-—{x—']:l[.x—3}5{1:-“1][[:+‘..’.}—|:x—3]]
={x—1{g+2—x+HN=x—1{0=0x—-11. K

8. Factorar xla—1l+ye=1)—a+1

xfa=1+ye—ly—a+l=xia= 4 ya——{m—1)={a-1x+y—1)

= EJERCICIO 90
Fuactorar o descomponer en dos [actores:

1 ofx410-0ix4+1) T xfed-1—a—1. 3. ale—b+ l:ln--b:‘l:ﬂ'fnrr+] ¥
2o xeel1)=H{a+1) O e Lk i Li.  dmia®+x—1)4dnlx—1 4"
4 Wx—1)4pix—1) § Ba(x—8)—dwix=3) 1B xiEetbc)=2a—l—e.
4. mife—0)-(n e-J'J;u ik 1—x+2a(l=x}. (8 [alyiin+1)—iin+1).
b 2xim—=1)=dy(n—1) 1L Axfm—)-1u—m. I o e P R
i a{nt2)4n42, 12, —m—a-x{md) 18, {@dyfa+1y—da+1)

s

pECoMPOlIcion FAacToRiaL @ |47

18 (x4 2Wm—n)-2m—n), 25 feF b= =i —c—=nlx—1),
M alx—1)—{a+Zi=—1). 2 Bax—1y=p{x—1)4-2{x—1)

2L (e 1)5(x-F 1 1)- 2 e(n41—fn+1)—n—1.

22 (akb)r—0)—(a—Ha—D). 0 w{e 2 —a--24-Ha2)

25 (mtn){e—2-k{m—){e—2). 31 (148adx+1)—Belx+1)+H00x+ 1),
M {xdm){x+ 10— {2+ x—n) OB (Bnd I x ey —z)—(Rx 42

26 (x—AWx—d}Hx—ix+4).

—{xy—1)x 2},
2. (atb—1){a*1)—a"~1,

CAS0 11
FACTOR COMUM POR AGRUPACION DE TERMIMOS

Ejemplos

{1} Descompener ax + bx + ay + by.

Los dos primeras beminos Hensen
el foclor comdn & ¥ los dos G-
mos ¢l loclor comdn v, Agropo-
mas les dos primerns férminns en
un. paréniesis vy fos dos dllimos
cn oobrm precodide del signo <
porque e fercor Keming Here ol
signo <l ¥ lendremos: s
Lo agrupacion pueds hacerse genesalmente de mas de un modacen fal quae
los clos términos qua 30 agrupon tengan algdn foctor comin, y siompra que
log conlidades que guredan delre de los parénlesis despuds de sacar al faeion
comin cn cadon grups, sean exaciomante iguales, 51 csto nooes posible fo
grarfa la expresidn doda ne se puede descompaner pos eshe mélado,

Asi an el gjemplo anlarkor podemcs
agrupar ol 1% v e, Frmincs gque
fFenen of foctor comdn o y el 2oy 4¥
que fienen o lackor comin b oy ten-
dramos; — = £

resullodo idénfico al anterior, va que el orden de los Tocleres es indiferenie,

(L) Faclerar Zort — date + dm — B

Los dos primaros 1érminos fig-
non el feckor comin 3m ¥ los
dot Gliimes el laetor coman
4, Agruponds, fenemos

13} Dascomponar 267 = Jey — dx + &y,
Lod dos primeros tdrmiros tienen al
foctor comin & ¥ los dos dllimos
al foctor comin 2, luegao los apru-
pomos pore infroducimos los - dos
ullimos  Mrminos on up o paréniasis
precedido del gslgne = porgue el
signe dal Jor. lerming o3 —, porg
la cual hoy qua combiorles al sig-
no ¥ landromos

= Lo B0 A=

= SRR PR R

= | —3)

x4 by 4 oay - by = [ax -k ba] oy kb
=xla b4y o "|'.I.I

ox + be 4 ay + by = [ax oy b b b
=nolx I-'Iﬂ'-l- b r

Am® — dmn - dm = o= {3 e don | o b
=3m|m — In| -+ 4|m =1
=|m = 2n|{3n + 4}

i

Pt By — e Ay = [(Fef = duy | =[x =
=k b Irl ?1'.:": -
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Tombién podiomos  haber

ogrepods o 17 ¥ 3 que fies 25t — Juy — du 4 by = [2u® — dx] — |Gny — by}
e el fochor comin 2x, ¥ al =2:r|:::2|b—'35.r1:r—2]
2y & gue fienen of factor . = [x—=32x — L. K
comin 3y y tendremos: 7

#) Dos 54 72 — Zox = 2o2? = |x + 72) = [2ox + Joz?)
COaTHROnET

1 =[x+ 23} — 2a|x -+ 27}
- 38— Jog e s e———r = sty |1 —dan R
A d I :E—Emr—En:*:[.tl—?:l;a,!l-tﬂ::l;—?ﬂ;:]i
grupandes = x{1 = B =
1% 4 3%, 2% w %, lenomos; — ¢ = |1 —2alis 2% R

3ox — Jx + 4y — day = (Zox — Ix]) + |4y — doy)
= Jxlo — 1]+ 4l — o]
= dx[a— 1)— dyfo—1]}
= fog— 1| (dx—dyk R

(5] Faciorar Jox — Jx + dy — day. —

Obsérvese que en lo segunda linea del ejemplo anterior lo= hinnmn:-;l fo—11
¢ (1 — o] fienen bos signos distintes:  paro hocerles iquoles combiames los
signosal hinamia [ 1= a) convirlidndoio en o —1], pero pora que ol pro-
ducte dy[1 —a) na variora do signo le cambiamos el signo al nr:u_[ucmr Ay
convirtifndole en — 4y,  De este modo, como hemos combiodolos signo o un
nimere por de foctores, el signo del producto no varia.

Fri ol rjemplo anlerior, ogru- Jox — 3x + dy — day = [Jox — day] — {3z — dy]
pondo 1% y 4 y ¥ ¥ ¥, = of3x — dy] — {3z — 4y]
Poemamds -_.-"'"‘ = 3= —dyija — 1] .
(51 Facloros ok —ay +oartr—y Fr=low—op tozl+ k=¥ 2z}
ax — ay +az =alz—y+z)+ilx—y+tz)
+_=—:|.-+_=_ r'"'-,| .—l:.l;—:.-'-- :][r_|'|-|:l..H.

(7) Descomponer ofx — ox® — 20% + 2any + xt— Tty
Agrupanda 1% y 3%, 2% ¢ &, 5 y &', tenemod:
atx — on® — Jaty + axy + &1 — Dedy = |afx = 2oy ] — (ow? = Joxy] + [x* — 2]
= of g —Iy]l—ox[x—2 | 4 = |x— 2yl
=& = p|{o® —ax + r-'{ R
Agropondo de ofre maoda: !
e — ax® — Taty + Joxy + F = 2ty = |ofx —ax® + 87) — (2% — 2oxy + Ix%y)
AT : t = x{o? — ox + x*] — Iylo® — ax + x¥]
=g —ax o 8 s — 2] R

- EJIERCICIO 1

Factorar o descomponer en dos factores:

ot abdax-lx, T. dal=—l—a+da. 13 Ixd—Oux—x-|-da,
i — b 4 ar—ei. B xtxt—xyt-yi 'H.' ‘I.au*x—{m?};-i-]_."ﬂ;}l—ﬁe
- ax—2hx—2ay-F-dby. 0, Babxt—0yi—0x?t3aby? 16 &_:\'t‘_‘l'i'ﬁ:ﬂ: S vl o
alxt—ghxtpatpd—yt 10, Ba—042h e —hax. i hrﬂ—'.ii'i-l-.lﬂ?r?:.'l—u']i:ﬂ‘t:'-
B —2n—2nxt+-Anixt, 11, datx=da?l-rm—Enmx, 1T, n¥x—Hay?—ny*4-ha%x

xi—aix—giy, 19, Gux-+dad142x, 18, 1+a4dab436.

DESCOMPOSICIoN Factoriar @ 149

10, damt?=12amn—m¥43m 20 Jax—2ly—2ix—fa43ay4-4h,

40, 20ux—3bx—2hy+-Buy. 20. atratat+lhxtatxt

21 A=t Enlx—aak, 29, ded-Hetl+ el —at+talb 3%

22 eltafratl 28 Sri—patdOxat—pra¥- Uyt By

25 Bat=Th*x4-Sac—=Tals 20, 3x7-Raxy4-Zay Byt Raxt—Jxdy,
Gi. Zam—Den4-Ba—m4n—1. A et = et e — el B i
CASD 1IN

TRINOMID CUADRADD PERFECTO

{].‘IE} Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra can
7 tidad, o sea, cuando e el producto de dos factores iguales.
Asl, da* es cundrado perfecto porgue es el cuadrado de 2a.
En efecto: (2a)*=2ax 2a=4a" y 2u, que multiplicada por si misin
di 4a¢, es la raiz cuadrada de da®,
Obsérvese que (= 2a)® = {— 2a) & (— 20) = da%; Toepo, — 20 es tambidn
la raiz cuadrada de da®.

Lo anterior sos dice que T radz cuadrada deuna cantidad positivie tigne
il sipnos, 4y

En este capitulo nos referimos solo a la raz positiva.

(137) RAIZ CUADRADA DE UM MOMNOKIO
Para extraer la raiz cuadrada de un monomio se extrae la rade coadias
da de su eoeliciente y se divide ¢l exponente de cada letra por 2,
Asi, la raie coadrada de Sa®B es 3ab® porque {Sal*)® =dal® < Bali®
Ui,
La raiz cuadrada de 36x%" es Gx¥yt.

(138) Un trinomio es cuadrade perfecto cuando e ¢l cuadrado de un bino.
mio, o sta, ol producto de dos binomios iguales,

Asi, a* 4 2al + 1?2 es cuadrado perfecto porque e el cuadrado de a+ b,
En ef :
L fut+ byt =qa+ B)a+ D) =g+ 2ok + 12,

Del propio modo, (224 3y =45 + 18y + 9° luego 4x? + 12x5'4 0y
e4 un trinomio cuadrado perfecto.

(139) REGLA PARA COMOCER 5| UM TRINOMIO

E5 CUADRADD PERFECTO

Un trimonue ordeénido con relacidn o una letra es cusdrado  perfecto
wando el primers y tereers temines son enndrados perfectos (o tenen cais
aimilenili exaeta} v positives. v el segunde téomine ex el doble presiidietn ol
gy Fafees cundradag,
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]
Asi, ¥ —datr + 467 e coadrado perlectie porgue: (4) Factorar x2 + b _j_b_.
4

Poaie eiiademein d ads oo o e b i Este frinomio s cuadrode perfecto porgue: Roiz cuododa de «® = x rals

Rz cladtadade 40 o o0 D an ) & h . b
cuadrada de e el doble producte de eslos raicas: 3 x K E'=hﬂ.

Doble producto de eseas rafces: 2 %0 =0 20 = dal, segundo término,

! luegor ﬂ+h;:+—: (!| )
it — 18xy* + 4p* no es cuadrado perfecte porgue: 2
Faie cundrada e 3ax® - o0 oo w s b {5} Focloror ]__E+ E
Pan iz cintclimadnyche Ay o et dd Sy BN o
Dable prodicen de estas raices: 23 Gx % 290 =2yt gque oo es el Es cundrado perfecto porques Roiz cundrada d 11:55 ralz cundiada de
20t bB* h | I
—_— I e [FT2)
e Hhrarciic - baont
140} REGLA PARA FACTORAR UM TRIMOMIO
1 b b' 1 b = [ 1 a
CUADRADC PERFECTO b o Y ___) =(= }
453 oF & i b

Se exrrae ln raiz coadrada al primero v ereer iévminos del rinemio
v ose separan estas aices por el signo del segundo términe. El binomio asi
frinmailo, gque es la raiz cuadrada del rinomio, se multiplica por si mismo
o se eleva al cuadrado. {6} Descomponer o + 2ala—hl+(a—bf. .
Lo reglo onterior puoede upli:umzlu cosos en que ol primers: o tercer Beamino
B uoy o i i SO RO IOnNes Ligshos,
‘ E}{‘.mpr«ﬂﬁ (1) Factarar m* + 2m + 1. : E:II ::WDETI: :ﬂfﬁmsb:ﬂ”a“ pe Coimp
rn‘£+2-n+:=|r'u+11[ﬂ|+1:|=[.-|2-+I:' R, I-'.:':rl:d—b_f'l'{ﬂ'— bE=la+lo—blE={a+a—bE={2a—h[E &

CASO ESPECIAL

la — b
{ R - TR,
) ﬂ'::"m':;"” I‘“_ SR (T} Factorar bx 4+ ¢ = 20x + vl + 2+ (o £ X
Chrdenondo el Hinomio, lenemos: . fr 4yt = 2[x+ plla+ 2]+ lo + 5B =[x+ ¥} — (o + x)F
Ax® — 2ay + .?5:.-'- |28 — Sy ldx— Syl =2 — 1 R i oo =(x+y—a—x]
Ty =I::|"—l:!|u:|ﬂ"':r':|:- R
IMPORTAMTE - EJERCICIO 92
2 TR VR S o SR PP IT SPTY S Facrorar o descomponer en s Taciores: 4 i s
ple anicriar se tendra tembién: L=l - 50, 16, 1+1dx®p40aty= 18 E.F+ e
A = D o Bt = [ B i3 Gy = 25 d At Rab e, 18, 1-pgte—lgt o 3
;: AY. T 0 |5]" -'¢||:5‘:l" ?-'i:' =P :'!:l i el AT, At i—Tika r:li:'J!“-I-E:H'lzn‘. am L6 —‘3'11.'“_'_,.'-1-]- E
bk . A B 18, H0xW—G0ex3y?+datyls. : = 16
porqua desorrallande este binomio se Hene: B nd—100+25 18, 1214+196x0-+31x', - :
[5y — 2x)E = D52 — Hxy - 4> i —fx4x= Bl gt —24amEx1ddmixd, 28, i +E2mn-kim,
- s 21. — 2160, )
axpresion idinticn o 4 — ey + 28° yo que tiene las mismos conlidodes i 1Gehd0x3-+25x. iy, 13[:x-'ll[-ﬁf:u;ﬁ_;_1’f 2. a*2a(atb){a+ b
ced les mismes signos. b 1-k40at—-14a 5 al.  4—4{1—al+(1—a.
oW1 2, o 2 ohabe 1. dAn=dmn—m)-p{a—m)®
[3) Doscomponor 1— Tdas® 4 Sdo?at i ]=Rata 4 B Bt o e T S
T 3 TN PR Ve IV SR R 1l o lHl:"-l a1 LEb R 33 (a+xPF=2ax}xFy){xd
i L +E|;1.i'."' Wl Reatc] Loy I I At =Jatip b, 4. 14 q I 0 dd.  (mebn)?—a—m)im4n)t (o
11 dx?=-12 *:u:: s l;}-- e a6, A(1-Fa)E—a{14a){b=1)-(f-
b —atatl-F20at. 36 at=ali g L TE BRI E SRS BT R [
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CASO IV
DIFEREMCIA DE CUADRADOS PERFECTOS

141 En los productos  notables (B9 =g wvie que ks
suma de dos canfidades multiplicadas por su di-

ferencin os ipual al cuadeade del minzmidao menog el

ruadrade del sustraendo, o sen, (o + by fa — by =

= & — B luepo, reciprocamente, = i
Podemos, pues, enunciar la signicnie:

REGLA PARA FACTORAR UMA DIFERENCIA

DE CUADRADDS

Se extroc la raix cusdrada al minuendo v al snstraemdo y se multiplica
In somn de estan raices eundradas por la diferencia enire In raiz del minuendo

v In del sustraends.
111 Factarar 1 — gt

Lo raiz cuadrada de 1 o5 1; lo roiz cvedrada de ot es o Mulfiplics la suma
de esos rajices {1 +a) por la dGilerencig {1—a) v tendremos:

l—a'={14+aijl —al R
{2) Descomponer Véx? — 2591,
Lo raiz cindreda de T4a® o du; ba raiz cuadvade de 25yt e SyE
Mulliphoo o semo de esios rolces {4 + 5} por s diferencia (4 — S8 g
fendrenmas:
Vou? — 25y = |dix o 5% (dx — Sy7| R,
{3} Foclorar 4Rx3ytiein — gz
APxtyBal — a1 =Tt e g | FayB — ot R
ot
(4) Decomponer PRy

: P . bt b
Lo 1oz cvodreds de Vi et la raiz ceodrada de Pl r Tendiemaos:

al b o Bt g b,
it ey L
(5} Foctoror o — gpym
aff — Ghim = g 4 Jpm g0 — 3b*™y, R
- EJERCICIO 93
Factorar o descomponer en dos factores:

T e g, 1=y IR, elf—gnpe,

2 af-]. B dete=D, 165, BheZyi—10,

. at=4. L 25—T6xA, 17, 100m*n* —169y4,
4, B—b2 11, 1—48a%bs 18, a*mint—]144,

5. 1=dm?3, 18, fxt—Bly, 14 IHH:."T —2E5e8,
B 16—nt, 13, afhipy o, 2HGAVE—DpN e,
7. AI=25 14, 1D0—xdys, 21, 1=faflicagn,

af = b = {a+ hjfa — by,

DELCOMPOSICION FacTomiaL @ |53

o i
28 361X .1!—_ £ j'_i, e LU U
i 10 ree b
1 U e yin
0g. =gk Ty 1 a3 1hxtm — :
4 - 449 121 48
1 — -:3: 5 4 1 4 Qjpiin e
- O Rt e
1 qx== 1
y T ——, 90, ati—in a6, afniin —
25 T Hl, & i 1 o5
PE 1 1
Bl ————, 5. dxan— B — —
o T i 10

CASO ESPECIAL

1. Factorar {a@+ b)? — 2.

La vegla empleada en los ejemplos anteriores cs aplicable a las dife
rencias de cuadrados en que wno o ambos cuadrados son EXPTESIONCS
COmpuestas.

Asl, en este a8, Lenemos:
La raiz cuadrada de (a-+b)* es ie -k B
La raix coadreada de o o5 e
Multiplico la suma de estas radces (e + B — o = [{a + b)Y+ €] [{a + b) ¢}
{1+ E) e por la diferencia (o + by — : =g+ b+ cijahh=r. |
yolengo:

2. Descomponer 4% — [(x - 3},
La raiz coadrada de 4x® es 2w
La raiz cuadvada de {x +y)% es (x4 4),
5% — (b g0 = 3 - x )] [ = (x4 y)
= (2% -+ % 4 y) (2=~ x — 4/}
s =3zt ylix—y. R,

Multiplice la suma de estas rai-
ved x4 (x+y) por la diferencia
2 =(x+¥) yehemos:

4. Factorar {a+ x)* —x 4 2,

La raiz cuadvada de (a+ 22 es o+ x).
La ralt cvadrada de (x4 2) o5 (x + 2},

Multiplice la swma A+ = (2 + 2P = [{a -+ &)+ {(x + ][+ x)={x+ 2
e estas raices {a-+ %)+ ={a+x+x42a+x- x=
(X423 por I diferencia =ia+Ix 4 Nig—=. R
(4 x)—(x+2) y tengo:
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B EJERCICIO 94

Descomponer en dos fctores v stmplilicar, sioes posilile:

. {x+y)i—at. 13, (a—iyE—(x+y)e 96, {Za--b—c)i—{a-tE)
2, d={a+1) 140 [2a—c)P={nFc)- B0 100—(x—y+z)=.

G B—{m4n)l 15 (=410 —dx® T, wi=lye=nl,

4, [(m—nfF—10 16, ShxE—ila+3x0, 28 (ExaE—lax—1).

G fre—wiF—drs, 1T, ef—fa—1)" 29, (x—yzP—{p—z+E2x.
R 1 St L 18 fa—1F—{m—2y, a0 (Ex4 1M (xR

T 1 {x—2y). 19, (Zx—TF—{x—h) 3 {2yl E—(xta—1,
He el 2ahedn®, 80 1—=(3a+2x)2 32 Hxa)E—4nE

8 (ot PE—{e+d) 21, (Trui—5l, A3 Ty,
100 fa—bhefc—d)" A3 =100, 3 S mAn =121 -
13- {x+1}3—]Eix3. 23 _'I_I'au"'—l:'friu+:|::|=.

1E, G —{m—2n)", - O ) e 5 o £

CASD5 ESPECIALES
COMBIMACION DE LOS CASOS Il ¥ IV

143] Estudiamos a continuacion |a descomposicion de expresicenes  com-
T puestas en las cuales mediante un arreglo conveniente de sos términos
s obtiene uno o dos trinomics coadrados perlecios y descomponiendo esios
crinomins (Casa T se obiene ana diferencia de cusdrados (Caso TV,

1. Factorar e+ 2ab + 0% -1,
Aqui tenemos gque a® +3ab + 6% s oun trinomie: cuadrado  perfecto;
B a® + 2ab + 5 — 1 = {0+ Balr + %) —1
(factorando el trinomoy ={a+0F -1
(factorando la diferencia de cuadrados) = in+ b +Tia+b—11. R,
3. Descomponet & 4w — 407 — 2,
Ordenando csta expresion, podemos escribirla: o — 2em 4 m* — 46" y
vemos que @° — 2am - m® os un winomio coadrado perfecio; Tnego:
af — 3aw A-an® — A = (0" — Bam - nF) — dbE
(factorande ¢l trinomio) = (@ - m)* — 46~
ifactoranda la diferencia de cuadrados) = (g —m + 2000da —m — 261, R,

3. Factorar 9ef—x? +8x —1.
Introduciendo los tres altimos términos en un paréntesis proecedido
del signo — para gue x* v 1 se hagan positivos, tendremos:
M= xfeh O =] =0y = (&% —2x 4 1]
(Factorando el rinomio = a® — (x — 1)#
{lactorande la diferencia de cuadrados) = [Be - (2 < 1] |32 < (x — 1)
= @dat+x—11Ba—=x+1). R

DESCOMPOSICION FACTORIAL @ 165

* Descomponer 4 — a2 ++ 95 — dxy + 2ab — b2,

El térming $2y nos sugiere que es ol segundo iérmino de un trinomio
cuadrado perfecto cuyo primer términe tiene 2 Y CUYD tercer térming e
ne ¥y el término 2l nos sugiere que es el semundo Wemino de un tring.
mic cuadrado perfecto cuyo primer términe tiene o2 ¥ CUYO tercer [Erming
tiene &% pero como —of y — 8 son negativos, tenemos que introducic esie
tltimo rinomio en un parénresis precedido del signo — para hacerlos Py
sitivos, v tendremaos:

4x% = a® 4 yF —doy o+ Bab — U7 = (dx® - day 4 97— (a® — Zab + (1)
(Hctorando los trinomios) = (2x — )2 — (o —0)2
{(descomp. la diferencia de cuadrados) = [{2x —9) + (a — b)) (2% = 5)— (i — i
'_-'2::—;.-+u--|'3-_}-j'2x—:|.-—u 2 R VT | 4
9 Factorar &% —9n® < G + 10ah + 250% = me.

_ El término 10eb nos sugiere que es el sepundo términe de un trino.
mio cuadrade perlecto cuyo primer término tiene f v cuyo tercer térming
ticne B, y lmn nos sugiere que es el 2% térming de un trinomio cuidado
perfecto cuyo primer (érminog ticne m® ¥ cuvo tereer térming tene sl
luego, rendremos:

a* —Bn? — Gmn 4 10al + 2652 — m® = (a® + 100b -+ 2564 — (m2 - G 4+ Q00
{descomponiendo los winomios) = (@ 5h)° — (i + an)®
(descomp. la diferencia de cuadeados) = [{a+ 583+ (n+ S [ + By = (m 4
=i{a+ 5+ m -+ I a6 —m — i

- EJERCICIO 95

Firtorar o descomponer en dos factores:

L. g®4Bab4ha—x2 A 2h—x®—TGpE+Hay,

.E' XE—Pxy-ut—inZ, 1. Dxt—gt—q ﬂr”-l--i?rln.

d mtlZmadnd—]1, 22 16 +12ab—4a 0k,

4 e*—2at1~-b2 81—l 25mi] .

i mEfnE R —f, 24, dx' -Gt 0ty

“_-- N T 0. =Bl bRt d— el

-' a4 —d g —12, 6. xUQxpppF—mt+Emn—nd,

:‘:v- 2 —dxp—1. BV etk dbpdab —xt—Bpx—al,

i f—Gay+Dyi—-dxl, 2B, wtade—dax—pi—Obi Gy,
107 4 N=+E§:F--ﬂﬂ+21:l1—_|.'. A e —x At A —dax —dad,
Il O 14-16nE—Bdny, dd.  Ba®ddy®—a®—12cp—2552—10ab,
12 1+Gdatlt—xt—1Gal. 41 Ram—xE—0+tatmi—fx.
s R e L PO 3% 2l a1 P2,
tl'% 1—n?+2ax—x®, 43 1Be2—1—10m+Dx?-D4ax—25m2,
LB, =i Ray gl dd, Gind— - Bagd —c*a? - 100 — Glm,
1.'1'- =t —1, G da? xS IR = D5 R
1T.  B—n*=25—10n. S0, RSt —1G0RT 1 B0a 2D - 8,
18, daf—xtydn—y, 37 xFeytpd e —1—2y,
0. 1—a?=Oni—gan, A a3—16—x4-30+100—Ex.
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CASD ¥

TRIMDOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION
¥ SUSTRACCIONM

1. Factorar x? 4 x%y? -k ph

Veamos si este trinomio os cuadrado perfecto.  La raiz cuadrada de x!
es x?) la rai: cuadrada de ¥ es 9% y ¢l doble producto de estas vaices es
2x%y*; lucgo, este trinomio no es cuadrado perfecto.

Para que sea cuadvado perfecto hay que lograr que el 2% términoe x*y*
se convierta en 2x*y?, lo cual se consigue sumdndole x*#, pero para que el
trinomin no varie hay que restarle Ia misma cantidad que se suma, x®%, ¥
tendremos:

a2y oA
e xﬂ.y'_' __1.1:'_.?
L ol o e e Sl e o b R
{factorando el trinomio cuadrado perfecto) = (x4 ¥7F — x%y* ;
{factorando la diferencia de cuadrados) = (2% 4 5 xp)(x® + 9" — 23]
(ordenandod = (x* 4 2y 4 ¥ (%% =2y -8 R

4. Descomnponer d4a? + Ba®b® + 801,

La rafz cuadracy de 4a* 3 2050 Ia vaiz cuadrada de 987 g5 3075 v el doe
hle prm'hn:ln de estas raices s 23 20° x 3% = 12a%0%; luego, este trinomio
na cs cuadrade perfecto porgue su 2% wérmino o5 Be®b* y para que sea cua-
drado perlecto debe ser 12a%h=

Para que 82°b* se convierta en 120702 le sumamos da®b® ¥ para que ¢l
trimomio mo varie le restamos de®hE y rendremos:

b+ Batb? + 4b
4+ da*h® - dyp? 1
dat o 120252 + 904 — 4670% = (da? + 12a%0" 4 DO — da®h®
{fact. el wrinomio cuadrado perfecto) = (207 + 36%)F — da?h®
(fact. la diferencia de cuadrados) = (2a* + 30% + 2ab }(20% 4 30% — 2ab]

{ordenando) = (2a% 4 Zab + 36¥) (2e% — 2ab - 367 R,

i Descomponer gl — 1da®b? + 3600,
La rafz cuadrada de o es 2% 1a de 366* es 66%  Para que este trinomio

[uera cuadrado perfecto, su 2¢ término debia ser — 2 X o¥ % (h* = — 120%0*
y es = lha*b?; pero = Hn*h* se convierte en — 1200 sumandole 4a®6¥, pues

DELCOMPOSICION FACTORIAL @ |57

tendremaos: — 1620 + 40?b? = — 120%0%, y para que no varie le restamos
da*l, jgual que en los casos anteriores ¥ tendremos:

@® — [Rah? + ikt
+ daths — At
at — 12a5" 4 BibY — da?ht = (ad — 120707 + 365Y) — a2h
= (a* = Gb7)® — dath®
=[a® — 65" + 2abii a® — 65" — Zab)
=g+ Zali — GbT i gt —2ah —Gh5. R,
4. Factorar 4%m* — 151m3nt 4 d1x8,

La raiz cuadrada de 49m* es Tm®; la de 81a" es 9n'. El 20 término
debia ser — 20 Tm? % 00 = — 126m*n* v es —151mnd, pere — I6lmnt s
comvierte en — 12im ' mumdndole 25mad, pues se tiene: — 15Emfnt 4
Shmtnt = — L2im*n', ¥ para que no varie le restamos 25m*n® y tendremos:
A9t — 151mEnt © Rlnd

+ 2ok Wrntnt
Wt — 126t + Bln® = 25mnt = (40m — 126m 0 + 31n%) — 2mnd

= (Tm? — i) — D5m T
=] Tm? — 4n* 4+ Smn®) {Tm® — St = Smn®)
=TT o Gt — U (T = Bn® — et 1

- EJERCICIO %G

Factorar o descomponer en ddos factores:

I etntfo. 11, 2hat+5da2fE44nbs, B, 144-E3n%40m1s
e, 12 3Gxt-=100xp= 40y, 22, 16—

R L e 13.  Elmddmid4d, EE O Met=T1E970 100,

1 et fEat4n. 14, A= 5eR100. 24, 225-+F5mimd,

b al—dab24 b, 16, daf—H3nifi4-40h8, 53 118Gt 1a0aathe,

i md—fm34], PG, 4| Thn=4+Gdni. FLETE o e ol T O

fo et et a0, 17, Z0x1—139x%2-B1ys, a7 T het et D0m A
e dart =225, 16, 40t Thaty i+ 1008, 28.  R1aibd—20dg2hays ofix
e S T 19 4—108x%4121x",

I Thmt=2hmEnt4-gni, P 121 — TR ® - Gy,
CASD ESPECIAL

FACTORAR UNA SUMA DE DOS CUADRADODS

I"H'l-_\',.' Lo gencral una suma de dos coadrados no tiene descomposicién en

~ [lactores racionales, es decir, factores en que no haya raiz, pero hay su-
s de cuadrados que, sumindoles y restindoles una misma cantidad, pue-
den Hevarse al caso anterior y descomponerse,
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E jemplos

11 Faoctorar ot 4 461,
La raiz cusdroda de o os o% lo de 4b* e 2%, Paro que esio expresidn sen

pn trinomio cwadredo perlecta hoce fofte que se osegundo férmino sea

2 g 2 2hi= dofh®, Enfonces, iguol gus oen los cosos anleriores, o b
pxprosicn a® -k 4b* e sumomas y restamos do'h? ¥ fendremos:

o’ + db*
- Aol = doriy
ol + 4o0?h? + db* = 40°b® = |o? + 40°b* + 4b!) — do"B?
= [ + P = dertlE
=|o* + 20" + Jab)| o - 2b% — Zab|
= o+ 2ab o 2b%) 0¥ — Zob+ 267 B,

B EJERCICIO 97

Factorar o descomponer en dos [actores;

L vGdy. 4, ahmisRind Wi Ledmts
A f.  d625x% B, GdxdEyn
g atdandia, . Gltald $ HledF Gl

CASD ¥

TRIMOMIO DE LA FORMA 3*+ bx +c

=
[!_4-5:) Trinomios de Ia forma &%+ bx 4 ¢ son trinomios come
= b e — 1
ot — g — 15, y—8y +156
cque cumplen las condiciones siguicntes:
1. El cocficiente del primer térming es 1.
2. El primer térming e una letra cualquicra elevada al comdnulo.

5. El segundo término tieoe Ta misma letia que el primero con ex-
ponente 1 ¥ su cocficiente os una cantidad cualguicra, positiva o negativa,

4. El tercer término es independiente de la letra que aparece en el
17y 2% érminos ¥ o5 una cantidad cualguiera, positivi o negativa,

o
(1 45) REGLA PRACTICA PARA FACTORAR UM TRINOMID
— DE LA FORMA x* | bx ¢

1} El trinomio s¢ descompone en dos [actoves hinomios coyo primer
térming es x, o sea la raiz cundvada del primer terming del trinomio.

BESCOMMAIEIGH FaCTORIAL @ | 5%

2) En el primer factor, después de x se escribe el signo del segundo
terming del irinomio, y en el scgundo factor, después de x se escribe ¢l
signa gque resulta de multiplicar el signo del 29 término del trinomio por
el signo del tercer términe del trinomio.

db 8i los dos factores binomios tienen en el medio signos iguales se
buscan dos nimeros cuya suma sea el valor absoluto del wgundc; térming
del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto del tercer térming del
trinomio.  Estos nimeros son los sepundos términos de los binomios,

1) Si los dos factores binomios ticnen en el medio sigmnns ikt oy Be
buscan dos nimeros cuya diferencia sea ¢l valor absoluta del segundo 1ér
ming del trinomio y cuye producto sea el valor absolueo del tercer trming
del trinomio.  El mayor de estos nimeros es el sepundo término del pri-
mer binomio, ¥ el menor, el segundo término del sepundo binomio.

. Esta regla priciica, muy sencilla en sy aplivacion, s¢ aclarart con los
SRR RIS

J Ejemplos '

1) Factorar #® 4+ 5+ &

El krinomic s descompone en des binomios cuyo primer Memine es la raiz cog-
drodo de &” o sea x:

Abxdd |k )iz
En el ptimer binomio después de x e pone signo + porque el segurdo térmi.
no dal frinemio -3x fiene signo 4-. En el segunde binomio, despeds de x, o

eacribe of signo que resulto de mulliplicar el signo de + 5x por el sigro de
+ & v se fiene que < por + da + o sea:

b x4t iat |

Ahora, como en estes binemics benemos signos iguales buscomes dos ndmeras
que cuya swma sea 5y cuve produchs sea 6, Esos ndmeros son ¥ w3, luego

WS te=ta+Aix+3. R
{2} Faclerar #* =75+ 17,
Tendramos: =T w12 Ja= d|x= |

En el primer binomio se pone = porque = Fx Hene signo —,

En gl segundo binomic se pone — porque miltipliconds el signe de = 7x por
al signe do -+ 12 52 fiene gue: = por 4 do =,

Ahora, como en los binomios tenemos signos iguales buscomes. dos ndmeros
cuyo sumd gea Sy coyo producto sen 12 Esbos némeros son 3 ¢ A, luego:

=y 12=x=2x—4d, B
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(3) Factorar x% -k 2x — 15
Tenemos: B4 —=1% Jx |tx— |
Fn el primer binomio se pone -+ porque + x fiene signo <.
En &l segundo binomia sa pone — porgue mulfipliconde &l signo de + %x par
&l signo de — 15 se fiene gue + por — da —=. .
Ahera, como en los binomios tenemos sigros distinfos. buscomes dos numaros
cuya diferancia see 2y cuye producle sea 15, : 1 XIW,
Estos nimeros son 5 y 3. El mayor 5, se escribe co el primer binemio, ¥
tendrameos:

B —1s=lx-F&w—1. R

(4) Factorar % = 5e =14,
Tenomos: wem By =14 lx— x4+ |
En ol primer binomio se pane — porgue — 3% fiene signo —.

En &l segundn binomie se pone + perque multiplicanda el signo de = S por
el signo de — 14 g ticne que — por — ca

Ahara como en los binemios tenemes signos distintos se buscon dos nimeros
cuyn diferencic sea 5 ¥ cuyo producta seo 1'1-; : s
Estos nomeros son 7 ¥ 2. El mayer 7, se escribe en el primer binomis y se

fendra: _
=ty —ld=ixg—Tlx2L E
{5} Foctorar o = 130 4 40,
= 1da+ 0 =lo=5lla—8) K

(6} Focorar m® — 1Tm = 12,
md—=1m=12=m—12im+ 1l R

{71 Faclorar n® - 28n — 27,
P Mn—=29=n+29n—11 K

[ 8} Foctopr g® b bx =214,
W fae=2T8 x+  le— |

Mocesitamas dos nimeros euya diferencio sea & y cuyo producio sen Hé.
Exlas nomeros ne se ven faciimente.  Para hallarles, descomponemcs en sus
foctores primos al tercer f@rmino:

216 | 2 Ahora, Tarmames con esles fectores primes dos productos,

108 I'."». Por tontea, variondo los focleres de codo produchs, chbendramos

LV R los dios ndmoros que buscomas, A

?; g Fxg W =8 A 3I=F W — f=1% no nos woo
3|3 THER2EI=0 IxiI= 9% 24— 9 =15 no nE e
1 o ax3=12 2%3Ix3I=16 18—12= 6, sinen

1% y 12 son dos nimeras que buscomes perque su diferencio cs & y au producio
nacesariaments o3 216 va que porn obfener astos nimeres homos empleadno

i i i _
todos los foctores que obtuvimos en la descompesicion de 216, Por banle:

Wb e — 218 = [ 180k —121 R

pEscOMPOsICioN Factonlal @ 16)

19 Factarar o = &&o0 4 1080,
e — G+ 1080 [o—= fla=— ]

Mecositomos dos nlmerns cuya suma oo 86 ¥ cuyo prodicho sea 108D,
Descompeniends 1080, fendreneos:

i1

=0

7o
135 !

45

5]

5

1

Los mimeras gue pecesilamos son 30 v 36 porque w0 suma es 84 ¥ su producio
necesarioments o5 1080 ya que paro ohtener estos nimeros hemos empleado
fedos los foctores gue oblwimes en lo descomposicidn de 1080, luego

ot — fdo -+ 1000 = {o — 36)|a — 301, R

2xAMD
2HI R 2T
e B

i IHINIE=105 1054 B=113, nir s
L 153X 5= 45 45 4 A = 49, e Wi
0 ZHAIMIE= 34 30 436 = 66, slivey

LS JEPE R SUR R B

- EJERCICIO 928

Factorar o descomponer en dos factores:

1. w4 Tx+10. 13. yi—dv+3. R 3 mi—0m—10H,
de aF==Gx 4. 14, 13—An4n= B e 1da4-13. b S Pl et 1
3 xix—100 18, =505, 7. a3 —Tda. 3 meE—d ] AN
d xiex—a 16, gE47a—18. 28, w18 —380. 40, rEa—IE0k

0. pfda--3, 1T m2=12m 11, A0 eB=1%r=14, d1. w2k T =i,
0 m¥hen—14. 18, x8—Tx—00. 20, w3 1hx400. 43, R D,
Rt e A B 1% w2gfm—14. a1 x2=15x4-04. 43 mE=A0m—a7h
| Bt 2 et —27a. 42, a?--Ta—h. dd. pELhyHa0
B xT—fx+8. 1. yfy—31, 33 x¥=1Tx—60). dh ¥ —2x—{2H.
WL g —3. WA 99 aE =TT . Ry —TH0 4k ne4-din4-40%.
11, x¥—fix40. 33, nl—fpp—40, i et —9m—300, 4T, 2 —de =120
19, as4-Ta+46. e T ik e fue, A mt=—Sm =100,

CAS0S ESPECIALES

Ifl'ﬂj El procedimiento anterior es aplicable a la factoracidn de trinomios
© qque siendo de la forma x* 4 bx + ¢ dilieren algo de los estndiados an-
feriormente,

(1) Faclerar %1 — 52 — 50,

Fiemplos El primer dérmino do coda facter hincmio serd lo roiz
] P cuedrade de x* o wa ¥%

et il R e | L ST
titcomos dos womeros cuya dilerencra [gignos distinfos en los binomicd) sea
5 ¥ cuyo producio sea 50, Esos nomergs son 10 ¥ 5 Tondromes:

il = By B = [ % | O 2 4 5] R
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{3)

(4]

15

16)

i7)
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Faclarar =% o Full — 44,

El primer Mrmino de codo Binomio serd lo roiz coodrode de »® o seo x5
Aplicondn las reglas tendremes:

AP — =[BT | — 4 R

Factarar ah® —ob — 42,
El primes Mrmino de coda factor sord fo rafz cwedrade de a®b® o sea ob
o' —ab— 42 flob— Mob+ |

Buscamos dos ndmerss cuya diforoncio sea 1 [que es ol coefiziente de ob) v
cuyo products sea 43, Eses ndmeros son 7 v & Tendremos

0?h® — oy = 42 = (oh — 7 |liob + 6] B

Factorar (S« — 7180 4B

Llomamas lo atencin sobre osto ejemple porgue usaremes esla descompesi-
cidn an el coso siguiente.
El primer térming de cado binomiz serd la iz cvadrode do [52F o sea 5o

[Sx]* — 9 [5x] -2 el U el
Dos nbdmeros cuyo sumo [signos igeales en los Binomios] es ¥ v coyo prodecle
o5 Eoson By 1. Tondromos:

S — 9 {5x|+B={5c—8][Gx—1} K

Faclosar x* = Sax =— 38a®.
2 By = JAnt [g= lMx-k ]

B coeficiente de x en el segunds término es So.  Buscomos dos confidados
ruya diferancia sea 5o |que os el coeficiente de xoen el segunds lérmina)
¥ cive produche seo 380 Esob conlidedes son %o v 4o, Tondremos:

o — Gow — Mn¥ =[x =90 |[x + da]. R

Factoror (o4 &% — 12[a+ b+ M,

El primar térming de codo binomio serd o raiz cvedrada de (o + b= que os
[ - t2].
fo+bFE—12(a+bl+20  [la<kbl= [Hlo+bl— |

Buscamas <os nimeros cuyn suma sea 12 y cuye producle sea 30, Esos nis
meros son 10 v 20 Tandremos:

fo+bRE—12{o+h)+20=|la+b)—10/la+hb|—2]
=la+b=10ie+ b=2 L
Foctorar 28 < 3x = &2,
Ordenando en erden descendante respecto de x, henemos:
g2 e | O

Para climinor el signo = de —x* intredugimos of hiromio en un poréntesis
precedido del signe —:

=y =3 =)

pESCOMPOSICION FACTORIAL @ 163

Factorondg x = 3w = 28 = {x = F|{x + 4|, pero como ol Finomio edd proce.
dide de — s descomposicidn fambién debe ir precedido de — ¢ fendremas

— [ —=7FHx-d)

Para que desoparezeo el signe — del producto — [« — 712+ 4] o sea, poro
convertirle @n -+ basta counbiarle of sigro a v focior, por ejemple, o (g =7
¥ quodarg:

DB 3w =xf = (7 —xllx-+d. R

{8} Foclorar 30 4 y? — yt.
304y =yt = [y =yt 0= = 11+ 5] = 16—y 5L R

i~ EJERCICIO 93

Factorar:

1. x145x74H4. 13. x'4-Tax*—G0as, 26, o 2exy—440x%9,
8 xF—lnt—T, 14, (Bx )t =4 2x)4 3. B an T — 2w B L
4. w200 LB (mi—ay Al m—n)—24. 27. 14-Gr—n

A xS xy—12, 18, x| b—40), T T T

B (132 dx)—15. 17, 15429 —2 29, (xS —B4x¥) =105,
O (3] F1B(ax )42, 18, gild—Ba= (= -4, 30. st b -dathl,
T ¥+ 2ex—1503. 10, e2 1 o204 31, ai—atbi— 15044

B pt—quh—210%, 20, 25 —5iHx)—H4, 3% 2{atLdax=yl,

I (x—y)2(x—5—24. 21 a*—2lab0503, 33, xryd— Tyt =] 0w
0 G4 —ad. 88wy xpi—132 B4, (o—1HEE0 e 1) 1N
i, &txi—20, & 4B54-2x7—x1, . m¥alom=Hliathis
bl =& un—atin®, B {o+dyE—18(e4d)-+6. 6. (TxTERATaY) L UN
CASD YII

TRINOMIC DE LA FORMA ax® + bx +~ ¢

[T"?I'H:l Son trinomios de esta Torma: 22 4 11x 46
. Mt Ta —6
ifnt= g =2

Tme— 2w 4 6

fue e diferencian de los trinomios estudiados en el caso anterior en’ que
ol primer tdrmine tiene un coeliciente distini de 1

DESCOMPOSICION EMN FACTORES DE UMW TRIMOMIO

|
Hg DE LA FORMA ax® & bx e

[ Ejem phﬁ |

1] Factorar &x° — Fx — 3.
Multipliguemss el Frinomio por el cooficiente de x% qua as
& v dejonds indicode of producio de & por Tx se flene

Bt — BfFul =
Pare Jéo? = (x| v &|7u) = Tléx) lvogo podemas escribies [Sx]® —Fléx]| — 18
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Descomponiendo este trinomio segin so vie en el caso anlerior, el Ter, términc
de codo factor sord lo raiz cuodrado de [6x]F o seo de: (éx—  [{ex+ |

Dlos némeros cuya diferencio sea 7 ¥ cuyo producto sea 18 son ¥ y 2. Ten-
dremos:  [bx— %) [dx - 2).

Como @l principio mulliplicames el rincmio dodo por &, aloro fenemos que
(dx — T 1oz + 2

E-

pere come ninguno de les binemios es divisible por &, descomponemes & en
2 3 3 y dividiendo [6x — ] entre 3 ¥ |bx + 2] enfre 2 se tendrd:

[6x — ][4 - 2}
23
Gt —Fa—d=(2Zx=3)[3+ 1] K

dividir por &, pora no allerar el frinomig, ¥ fendremos:

=2« — 33+ 1]

Lipegpan
Factarar 20x* - Fx = &,

Multiplicando el trinomio por 20, tendramos: {3 4 7 {20x] — 120,
Descomponiendn esle frinomio, tenemos: |20k + 15] {20« —8)

Para cancelar la multiplicacién por 20, tenemaos que dividic por 3, pere coms
ninguno de los dos binomios es divisible por 20, descomponemes el 20 en
5 3 4 y dividiendo el fackor {20x + 15| entre 5 y (20x — 8} entre 4 terdramos;

| 20x 1?1[20.:—E|
L x4
Lurgo Wt A Te—&=ldx 305 —2) R

= | & 4 3}{5x — 7]

Faclorar 180” — 120 — 5
Kuttiphicanda por 18: {18a)f — 13[18a) —H.
Factorande este Srncdvo: {18a — 18)[1Ba + 5).

Dividiends por 18, pore lo cual, como el primer binomio 1Ba— 1B es divisi-

ble por 18 bosta dividic esle factor enbre 18, tendromos:

1B — 19) |18 - 5) _

a— 11[16a - 5]
14 I'

Luegs Bt — 1% =5=|o—1]{ 1Bz + 5 &
EJIERCICIO 100
Factorar:
93—k 10, 20y2y—1 19, m—f1Gme
dxt—inx =3, 11.  Aef—14n—15. 0. 1&ef—Re—12.
Gx2HTx 0 12, Ter—idx—35. 1. $xATx+d
Batr 3=, 15 lhmA1amE—15, 23 4-1:1-!:1'.1]"-— 15,
Gt —f—5ux. 14,  Zafha+2, 2. 1dmE=E1lm—10L
12xt =0, 15 18x?—Fx=12, 4. @xI40x-00,
Aa?-+ 16040 16,  Sa*<10a+1. & Sha® --'Frr—‘-ﬂl.
B4 Ta- 10k, 17, 20nE—0n—H). Al -“]?r:'+=rTﬂ-1.
1% 5 —1 3111 =95, 18, Ha2+11x—0 T A0xt1dx—10,

& 165

BESCOMPDEICION FACTOHIAL

CASOS ESPECIALES

e cada factor serd 1a raf: cuadrada de {15x%)%, o sca 15x% o

1. Factorir 15x% —11x%—13,
Multiplicando por 16: {15x%)* — 11{15x%) — 180,
Descomponiendo este trinomio, el primer térming : fI.E::IMMj{]IEﬂ-
(16x% — B0} {15x*% + 93
a3

2. Factorar 12x%2+ xy — 2.
Multiplicando por 12: (12x5) + 1{12xy) — 240,
Factorando este trinomio:  {12xy - 16){12xy — 13).
{122y -+ 16) (12xy — 15)

I o= Gy + 44y =5 R,

Dividiendo por 15 = {32 —4)(5xt -+ 3), R

Dividiendo par 12:

A Factovar 6x®—1lax — 10a%,
Multiplicando por 6: (6%} — 11a{6x) — &0e®,

Factovando este winomio:  (6x — 13a) (Bx + 4a).
(6 — 1ha) (bx - da)

Dividiendo - - =
il dxd

=Ex—0a)dx+ 80l R

& Facrorar 20— 3x — 0x2,

Ordendnde el trinomio en orden descendente respecto- de x: — Dx® =Ny W
Intraduciéndelo en un paréntesis precedido del signo — — (92 4 e — 00}
Multiplicande por %= — [{8x)* + 3(%x) — 130].

Factorando este trinomio: — (x4 13) {fx — 12),

—(9x + 15){0x —12)
=l .EL?—“":‘_{S;;-’-E}GI:—&}'

Para que desaparerca ¢l signo — de este

Dividiendo por 9:

products, o sea para convertirle en -, hay

flue cambir el signo a un {acior, por cjem-
plan o {(3x =4, que s convertird en (4—35x),

0= B — 0t = (3x +5) (4 = Bx).

¥ ieidremos: bl
EJERCICIOD 101
Fattorar:
g4 —p, o Gwe—1ikra — 1502, 1T, 1807 +1Tuy—16y"%
fxdbd =10, Ik 1dxt=phx—14. 18, 15-Dutapyt,
|{ix %4 '.:.IE|.'|."I+ 11l 11, HBila—ldah—302, 19, B—2hat4-hxt,
(¥ xt-phax —21, 19. Txt=33xt=10) o0, A0xt0at it =i,
Sl Sy e — 20, 13 A04+E19a—3a0. 1. a1 Tam =142,
10— x = tb¥] 14, 5-1-Txv==tix?, 4% 16a=4=154
1T =T1lx, . Grd—px—1528, 5 1May—iyd=ixd,
ol y =Xy —="T2p", I dx?-Fimny=1hm¥= LT T Y PR [ TR B P
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CASD Vi
CUBCO PERFECTO DE BINOMIOS

P : + B8 = @ + Ga*h < Bab® -+ b
E&ﬁ En los productos notables (80) s¢ vio gue et ! R

Lo anterior nos dice que para gue una expresion algebraica orde-
nada con respecto a wna letra sea el cubo de un binomio, tiene gue
cumpliv las siguientes condiciones:

L. Tener cuatre términos.
2. Que el primers v el dltimo términos sean cubos perfectos.

G, Que el 2% érmino sea mis o menos el riplo del cuadrado de fa
raiz ciihica del primer términe multiplicado por la raiz cabica del altimo
téErminao,

L Que el 3o drming sea mis el triplo de la miz cibica del primer
termino por el cuadrado de la raiz cibica del dltimo.

St todos los términes de la expresicn son positives, la expresion dada
es el cubo dé la suma de las raices ciibicas de su primero v altimoe término,
v i los cérminos son alternativamente positivos v negativas [ expresion
dada o5 ¢l cubo de la diferencia de dichas mices.

RAIZ CUBICA DE UM MOMOMID

La rafz eibica de un monomio se nhticne extrayendo la raiz cabic
de su cocfliciente y dividiendo el exponente de cada letra entee 3,
Agl, 1a ralr cibica de 8q*0® cs 2eb?. En cfecto:

(Zab®|" = 3ab® % Zab? ¥ 2ub? = BaibE.

HALLAR 5 UMA EXPRESIOM DADA ES EL CUEBD
DE UM BIMOMID

R C1) Hallar si 8254 12x% + 85 + 1 5 6l cubo de un bincmio,
‘ EIEHIPIDS “Venmos si cumple Ins condiciones cxpuestas antes.
Lo expresion liens coofro Brminos,

Lo roiz cohica de 8" o 2x
La raoiz cobico de 1 ez 1.

2P = 12x7, segunde Mérming,
A2V * = dx, fercer bErmino.

Cumple los condiciones, ¥ como fodos sus fermines son posilivos, lo oxprosidn
dada es el cubo de (2x 1), o do oo medo, |22 41| e lo roiz cobico
dat o oxpresdn.

{a — B)? = a® — Ba*l | Bab® — b2,

DESCOMPOSICION TACTORIAL @ 167

[Z) Hallar si 8x% + S4a%y? — 27" — Jax'y? es el cvbo de un binomio.
Ordenondn o cxprosifng se fene:  8x% — 38etet 4 S4pfyt — OTF,

Lo raiz cobica de Bx? es 2y2
i 1 e Lz roiz cibica deo 27y es 3%
Lo SRERSROn. fens. sedion s 4 J[2x2 3 = 3bady?, segunda 1érming
l A(2x%] |3 = Sdu®y" tercer berming

v came los férmines zon allernolivomante positivas ¥ nogolives, lo expresion
doda e el cubo de |26 — 3

{f@ FACTORAR UNA EXPRESIONM QUE ES EL CUEO
~ DE UM BINOMIO

(11 Foctorar 1+ 120 o dBo® + &da®,

Aplicande el procedimiento ontorior vemos que esla axs
prasion o5 ol cubo de |1 +dal; lvege

1+ 120 4 4Bs” + 8de® =1 + dal’. E

12} Facloror & — 18075 4 10078 — 214015,

Aplicando ¢l procedimiento enterior, vemos que esto expresién s el cubo da
[af — &k ) iveqgo;
ol = 18athd + 108h1? — 21864 = (o — 8B4, R

B EJERCICIO 102

Factorar por el método anterior, si 3 posible, las expresiones signientes,
urdendngdolas previamente:

‘ Ejemplos I

[ At ma1. 12.  Bdbx+hdxd+0Txn
q AT=27x-|0x—x, 13, B—12a%—fat—pl,
1, Edneded-dant4at, 14, at+4EatP4iedh04-bY,
i, 14-Bad=3a-—al, 15,  x"—fuipd D7y pk—2ypld,
B BE12074-Galiat 16 Gda®4+240x 3000 4+-1 2007
il AhxV 1 Thx¥ 1 5. 17T,  #16—ThAr2|-A52a*—143a%,
T Rl —3behA-adabi—aThR 15 125xL2-Gikx Ay HE e ! 0L G12915
i, 2Tmd4 108 - 14 m n? 4 i, 10, Ja¥4-14-5a0d-att,
B xl=dxi-pIx41. W, md—Spmin- Rt et —atnd,
i, 1412ah=fal—=ga758, 2L 141Eeh - 10Rad b2 T 6at 0y,
11 1E6et1a0at i+ alaba4-a 00, 22 Gdat—125%12—24 0000y,
CASD IX

SUMA O DIFERENCIA DE CUBDS PERFECTOS

=, Ao b £ It
(154) Sabemos (M) gue: %_—:%ﬂﬂa_ﬂh_].ﬁﬂ ¥ ‘fﬂ_z

=a'+ ab + b?

v oo en toda division exacta el dividendo cs igual al producto del divi-
il por el cociente, tendremos;

R oll (L i b bt =gl E:.-'r: (1}

=1 i |r:‘i:' Tl ) (@)
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Lo f di : 85, 14+720x%; 99, afhixty-1. B AR, 37, 8x9—185yh,
P A B 2TmOLGen, a0, 20497, 34 1—27avhs, 38 2Tme+adin®,
REGLA 1 BT 4345130 1. HOQxt—1. S0, ST, 30, 210—=xiE,
La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factoves: o Aty Rl g 32, al+125k % oRiEOM
1" La smma de sus raices cibicas, 29 El cuadmdo de Ia primera raiz, CASD5 ESPECIALES
menos ol producto de Ias dos raices, méds el coadmdo de Ia sepunda raiz. i
La foérmula (2} nos dice que: 1. Factorar {a + b)*+1.

La raiz cibica de {0+ 0% es (a+ b} la de 1 es 1. Tendremos:
{4 BP0 =[{a+ B+ 1] [ + b1 = (a + BY{1) + 12]
=la+b+1ie?t2eb+62—a-b+1 R,

REGLA 2
La diferencin de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:
1* La diferencia de sus raices cibicas. 27 El cuadrado de la primerm

rafz, miis el producto de las dos raices, mis el cuadrado de la segunda rais, - Fasracay S5 el
La vaiz cibica de 8 o5 27 la de (x — %)% es {x —9).  Tendremos:
155) FACTORAR UNA SUMA © UMA DIFERENCIA Bt =18 = (e [30 4 Bix g hin =]
DE CUBOS PERFECTOS =E=at P+ Iyt =Ty 497 R
VR e . Factorar (x+ 10+ (x ~2)0.
Ejemplus La roiz chbica de & es ¥ lo ralz cibica de 1 05 1. {410+ (x =2 =[(x + 1)+ (5 — 2)] [{2 + 1P — {2+ D) {x = 2) + (x = 2)7]
. segin la Regla 1: =(X+1+x—2) (e + 22 + 122+ x+ 2+ x7—dx + 1)
WBHT= =T+ V) =i+ 2 —x+1]. R (reduciendo) = (23x —1/x*=x+T5 R,
{2} Foctoror of — 8, 4. Factorar {a— b —(a+ bP
La raiz cibica de of o5 0; lo de 8 e 2. Seatn la Regla 2 (=P =l + B =[{n— b) = (@ + &)][{a — &Y+ (a — b){a + b} 4+ {a+ Y]
o —8=[a—2)[e* + 2la)+ P]=io— 2"+ Ta + 4l R ={a—b—a—b){a*—2ab+ 5" +a*— 6"+ a* + 2ab + bY)

e ST et et B P

{reduciendo) = (— 2b /3a* 4+ b, R,
(3] Foacterar 27af - BY,

Lo reiz cibica de 270" es 3o; lo de b s B2 Segon la Regla 1 tendremes: - EJERCICIO 104
o +b" = [3a + b%][|3aF — (6] + (7] = (30 + b%)| e — Jab® +b1). R, RACHEPENe): S Yes Jecions,
L 1-(x48, . 1—{2a—ME 11, xf—(x-iE, 1. (B0 (Aay)!
{4} Foctorar Bx? — 125, S e TR 7. alfat1p 12, {a+1)"4-{a—2)%. 7. [HI[E'I-IJ}‘+ ﬂ,_,hﬁl
L4 reds slbicn de B a5 B lo de 135 s 5 Segin lo Beglar 2:tenchiomos it R | gr;*;ffz—u“jn i g L L
s PR | ] |'I|'|F:|! =—H. -q.l gl Yt 14\- ar r 1_+ =
Bx® — 125 = [2x — 5)[|20)® + 5|2x) + 5%] = | Zx = 5|{ 4a® + 10x + 25| R. T T 0. {Ze—pj :23?. s JE]};-{[ﬂ: 3]3;.3.

(5] Factorar 27m® 4 &4nl,
CASD X
Tm® o 8dn® =( Im? + dAnf|[ Fad = 137t + 1609 R

SUMA O DIFEREMCIA DE DOS POTEMCIAS IGUALES
EJERCICIO 103

Descomponer cn # factores: (156) En el ndmera (95) establecimos ¥ aplicando ] Teorema del Residuo
1 4-a2®, 7. P=1. 13, DTat—gn, 1. HA’L-E?:}". H.UE.:" F‘TDIJL'IH'.I'EH- !']:l.lf!‘.‘. . L
1—nt, 4. Hxl—1, 14 Gd4al a0, 14+343nE, b at= b gs divisible por ¢ — & siendo » par o impar,
x il B I—Bz 16, a'—=1265, L Gded=To4, FL ek glivisible” por e <0 sienda LI Ir,
e : f
i 'I:-’ E:t""-.l-j-:’- lH: x0—f2, 3 ':'F‘r xl—gyia ] IVt an munca e divisibile por o

¥ vimos el modo de ballwe ¢l cociente cuando In divisidin era exacti.
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FACTORAR UNA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS
IMPARES IGUALES

Ejemplos l

{1} Faoctorar m® 4+ k.
Dividiends enfre m+a (96, 4% los signes del cocien-
b son ofternofivamante oy o=

Pl oF
i
lvege mE+af=im+alio? —nfa+ w0 —mnf -+t R

=m* — m'n -+ m*n® — mna? -+ n?

[ 2} Factorar x* -+ 32
Esto gxprosion pueede oscribirse 5+ 2. Dividiende por x 4+ 2, fenemos
x4 3
= — [+ 2B - B
x+2
x4 32
o soa =t — At — i 4 06
2
lvego x*+ 32 =[x+ 2t — Db+ 42 —Bx 4+ T86L R
131 Faclorar af — bb,
Dividiendo por o — & {86, 49 los signos del cociento son todeos 4
b
— =0t +alh + o+ bl + bt
luege o — b= |o —b)le + o + ofbf + ob® + b, R
{4} Faclorar x7— 1.
Esta expresidn equivale a «f =17, Dividiendo enbre x— 1, e lene:
T
= a1 11 1 (1) (17 1
5 —1
o 5ed 1::"+h“+a‘+h"+x=+k+1
e
fregea ¥ =1 =[x=11lxF 4t f 3+ 2 w1 K
HOTA

Expresiones gue corresponden ol cato anbertor x" < ¢® o x" =¥® an que n
es impor y miltipl do 3 como 2 g8, 6 — oy WU ol b B B IE

w18 — 18 ejeden descomponerse por el métods anlberiormente sxpuostc o como

suma o diferencio de cubos,  Generclmente g5 mis espedito esls Gllime,

Loz expresiones de fa forma " = y® on que noes par, como gt = ¢l x® — ol
ot — v® son divisibles por s+ y oo — v, ¥ pucden descomponerse por el mé-
tode anlerior, pera mucho mos facil es foctorarlas como diforoncie oo cur

dradas,

i

[
ik

(1]

1

110,

11
14
1
14

i,
L.
1T,

i

i,
a0,
al

-]
a

a4,

Wi
gil

an
T

Ak

il
i
N

L
L 1]
114
AN
!

&+ EJERCICIO 105

Factorar
L. af+1, . mT—gt,
2 a¥—1. f 04243,
3. 1—an, T a%—ms,
4. aT4bT B 142458,

B EJERCICIO 106

prscoMposicion Factomiae @ 17T

i 74125, 18,
10. 243—30586, 14
I b foes, 16.
18, miT—a%sT, 16

].|.;¢T. 17 _.‘l.u+;m:
AL 18 1--12As
a?-H218T.
1—128a7,

MISCELAMEA SOBRE LOS 10 CASDS DE DESCOMPOSICION EM FACTORES

Descomponer en factores:

Satidagg,

- B nE,

a2l —al—h,

af—kh.

H e T

H‘—:Ixh}l-i. s

GaF—x—1,

1+,

Tal—1.

s '-‘-I'm".

Lt h+-Habs,

2y =fiy-rr—gz.

1=l i i,

B e

J;"—-I‘n::'}'ir+;al,

S —a =20,

1 Gm= 41 1m—14.

%1,

Eapte 2Tl

T —2dab 4-0b%,

1-ba,

At —T19etffa—1.

==,

x4 4xt—21.

L2Gn4-1.

A e e B 2,

ot DGt h— a2 ke,

xM—xtx—],

(b= e —205,

it —H1y2,

| =i,

k¥ —ad £ By by ab—b3

Sl =T n 3Ty dgd
Tmn.

a4 1y=bx+1)+e{x4+1).

del-dfx =3 [ —=y)E,

| =g,
R Dabif 602,
L Y et TT

Thmt=]Txd—y,

40,

GEBRE

Tl
2.
Tk
74,
70
i
T7.
TH.
Th.

1-F{m—ainhs,

K-fa g2,
al—PEal -+ RE6.

ddA-pRar®,
12a2hx—15a%by.

b e

G —dan 92 B,
Hlab—d L2pd,
1— {2 b2,

My —x—xE,

nifn—49,

Rt —d ¥ — By D
| +218651,

xi—gd,

e

TBaac by =Rty —Sd i,
A =T dale -1, 3
(x+112=81.

e Lo A R

()2 =)+
T3 x =3,

ETREE S .

AX Fp—x—1.
Slx‘+25}'“—!lﬂx=}l-

1 =27 ha4-pd,
et nd,

ct—gdd

1Rt — 150 A,

B |
T LK ||

Gt - Tan # =),
Ondfdn?—T2an.

LA L B
Tafxby=1)—=35x+3—11.
X% x—18.
fer+m)2={b|-n)=

o o g ol el S
Bpd—0y -0,

1 ol= 1 Hardi - H1 a7 a2,

Ja*—1.

E0.
Bl

BZ,
&3
a4,
.
&6,
#7.
8E,

BR.
Bo.
91
3,
.
B4

Ph.

Bi.
BY.

ax,

fg9.
1non.
101,
1k,
103.
104,
105,
A0,
107.
108,
100,
L1tk
111.
114
113,
114.
Lim.

xl=dxt—dR[);
=l ep by oy o
l"n-e:i-J-a---3:-:-1—Et|:.|-|-i-‘.||ll-I )
15+14x—=Hx3
att—at Lt
Sxfa—1h=nr1,
[l — - g
i ot LR R P R
Zem—db—g—rm

—a -2,

1 1
xd— o o= e
Jpa_file,
Blx?—{n-pah®,
@2 h—Gr— 1 ¥,
Ond—xd—daf- 4%,
D —p Ly
KPR
Gt 1200 =L 008,
a?—m*—On?=Gmn
dAabghe,

4
1= Ta*.
Blaf-k R4h1E,
A02 T T2,
aE=Dabe—5ah2,
1858 — 00 2L 1A%~
(=22 (372,
dant4-1%an—Ghn =1
1+ Gacfi=0as,
@il — g Chrad,
iRt
1 —8x?+3dx =103,
11 - 2452,
ey T iyl fhyy,
[ e e L
Ala-1)2—1.
T0ikx gt =1 2] md,
(a*- 199 4-Hlal- 1) =124,
14101008, ;
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116, 4Da—x=—0ydfley. 125, atbt4datb?—08.
1T xf—y*hax?+d—dyz—dat, 126, Satr+Ty+21by—Tay—BatsH24atlx,
118 ot—l4 127, xt+11x%—390.
50 4o tatb—5ab. 180, T+A%in 10
191, L6a+du—xs, 120, da+byP—Bic-tdp
158 at4atl. 130, T2H—125x00
o IBE 131 (x4,
T 132, d—(nfHDE+2ab,
i By ¥ 138, - xPybrbx—y.

16x% + ——+ —,

) 25 134, a*=hi+ad-—Dl

COMEIMACION DE CAS05 DE FACTORES

DESCOMPOSICION DE UMA EXPRESIONM ALGEBRAICA
EM TRES FACTORES

l Ejemplos I

i 1} Descomponer en bes foctores 5o — 5

tor comin, ¥ $ lo hay, socer diche Tactor camin,

[

[ 3

3]

1

LE-1]

Asi, en este coso, lenemos of factor comin 5, luego:
Aol —5=5|n"— 1)
pero wl Tactor o = 1)=[e + 1] (o = 1], luego:
et —5=5jm-1jja—1} R
donde vomos gue Sof — 5 edd descompuesta en ros fochores.
Descamponer an tres faclores Jx® — 18x%y + 2y,

Lacando el foctor caman 3 _
Bt — 1By + Wap® = A [ 27 — duy + Py

pero el foctor {x® — by + By? | s un Irinomio cuedrodo parfecto que descom-

puesto do [ 2% — Gry 4 Fy* b= 18 — 3y I leegen

At — 1Bty o Wy =B in — 3¢ |2 R
Descomponer en tres fogtores x! — ¥t

=yt = e ¥ — )

pero (xf —y%) = [z + yllx —yl luego:

ot = yl= oty —r} R
Descomponer en tros factores dox® - 12o0x — 900,
Socande el foctor comdn o

dox® 4 120x — 900 = ba[x® + Ix — 15|
pore {12+ 32— 15 =|x+ Sl —3), lrego,

fone? o 1 2ax — 900 = baix + 51— 3 K.
Descomponer on res foctores 3t — 2éo? — % T
Foctorenda est ianr Jat — 26t =9 =3+ 1] [ —
ociorendo osha expresion; :l3ﬁ+l'||:r-|~3||x—3:.. )

Detcomponer en fres foctores Ba® + &
‘e - B=H(x2 4 1)
=Bixt 1t —=nt 1) K

Lo primera que dobe hocerse es var si hoy algin foc-

1

]
11l
11
18
1a
Id

16,

16
17
1
10
en
-1

DESCOMPREFICION: FACTOHIIAL
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ol — 8o et = B=(ot =g+ |o? —E]

(71 Descomponer en bres foc-
toros of — 8+ of—3, 7

=olot —B| 4 [a* =8)
= o+ 1){n? —E]
={a4 1)g=—=2) e+ Ja+ 4}

Rt Ll L o . T I P

{8) Dascomponer en bros foclorss
Pl P o

B EJERCICIO 107

Descomponer en tres factores:

daF=It,
dat—itx—0.

Zatx —dalx 4202,
2nt—12.

L it
x1—dx+txi—4,
gt & Ryl
drelit—dabm e,
l—Fx>—d,

il —gl—pn+41,
2rx?—dax4-2a,
K= -h iy —y,
2a'+Ga*—8Bn.

162 —4Rx %4 Ty,
Axt—xfp—ifyyidyd,
-t
(hrad—nx—2a,
ni—R1.

Aux®—1g,
axd-F10ex* =260,
CLE S R

a2

b
24,
5.
6.

7.

28

2
a0.
BL.

az,
4
a4,
Hi.
3k,
av.
4a.
39.
40.
41.
42,

Gt =10 — 45,
i S ] ey — i
{ﬂ-r-b}iaﬁubi}itaﬂbf}.
A2ty —dHat x4 TEahd s,
Kdexafa g temnr,
Axt L a0 —U.

alesfad 22,
wl—05e8—n4,

bl

ath 4+ Betlix4-albix?—aly,

Tl =%akb,

Bty Juyd

il —rt-a—1.
r—x"—]Rx1,
ey — 2 ex = Gl —2 A
o i—=Tamn 41 2am.
et —dad,
Eax“}'—?xi‘.
Brafrcf—aloc—Tdat.
Ry —104.

1Bx%y+ B0+ hlye.

=kt — 4| — [xa¥ = 4]
= — 12" —4)
=x=1]lx+2ix—=2] K

43
44,
45.
44,
[ i
48,
49.
Bi.
bl
5.
B3
54,
H1E
Bl
BT.
BE.
Fidd,
Gk

gl-
B2.

(v —2xy)et 1) 49404
xi-R2xSy=lxy,
ﬂ*x—*l&*.t'+?.h‘}l—ﬂb'-jl.
4502t —E0n",

b —{a—139%,

(Rt R I o
Zxd-Get—0ha?,
Bllu=5an—hil
-y (x—y),

G2y —Oai—pxd,
Gila—120at,

Tt D2
Gt —ahn",
Iha®b—=hGat Al
TxI+-3200xd—1 otk
xﬂmﬂ_x Hnr

B4 Sxd—hdx =10
axdaxtydasyt—2ax"
— By —2avd,
pxyi=1.

def -3

@DESEEMPDSIEIEH DE UMA EXPRESIOM ALGEBRAICA
= EM CUATRO FACTORES

Ejemplos

{1} Descomponer en cusha fackores 2kt — 32,
Pl 32 = Pt — 18]

= 2 o 422 = 4)

=2x"+ A+ 2ix—2. R

{2} Dazcomponer an cunire foctores o — bR,

Esto oxpresitn puede foclororse como diferencia de ceodrodos o come difi
rencia de cubps.  Por los dos méiodos obienemed resuliodes iddnficos,

Focloranda como difarencia de cuadrodes:
al — b = | + B ot — &Y
| loesorands o¥ + b3 ¥ of —b%| =0+ b)|o? = ab + b¥ja — b)|o? + ab+b¥. R
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{3}

ALGEERA

Faclorande como diferencio de cubos:
o — b* = [0 — bE](at + fhT + b1
= |o 4 blja = blgo® |- ab + b*) |a® = ab + b*). E.
[e! + 0B + b7 s descompone come Irinomis cuadredo perfects por adizidn
¥ sustraccidn],
El resuliado sblenido por este matado o idéntco al anlenar, yo que ef arden
de los foctores no altera of products,
Doscomponer on cuoiro fockores o = 137 - 36,
B = 13 B = | =P (e — 4]
Ifoclarondn x3 — % v 28— 4] =[x 3y — e+ 2ix =21 R
Descomponer en cuniro foctares 1 = Tx® o Sla3.
1= 18x2 - 8123 = {1 — FxZ°
Hocorarda | — %<1 =[|§ 4 3x)i] — 3]
=i+ Ic°01 —3=7, K.
Descomponer on cunire fechores 4% — o < 33 — 8.
4B = gl e B0t = Bo= [af— 8]+ 3265 — 8}
= g = 1] B du2 — T}
= |4x% — 1][x" - 8} .
[Fariprnndn def 1 p ot e 8} = By F 10— T+ 2Mnf — Sn b 40 R

{6} Deseamponer en cuoire foctoros x% — 25u% = Sdu®.

i — PRt — Sd® ==t Bt = 4|
= b b=+ 2]

ifnctorasds 2f — 271 =¥ lx =3 )a2 + Qe+ Pl -+ 21 R

- EJERCICIO 108

Descomponer cn

cuatio Factores:

1 —at 14, pb—pdlE—gIR34 s, B, 1—athn,

e 16, Beiget=n, 28.  Aext4-10axd—dax— 10

et —4 1% 400, 16. a'—25074+144. e T e T L
et Sl 1T axf—ay-2axt—layt, 80 ySipiig

Oy —Dx, 18. pl4948—pi—Da. dl. etdeeb—tyT—l.

ytf-fact— P —1h. 18 1—=2a%4at, g2 ptxtdeatr—fat—xt—x--G.
jet—D4, 20 TR0, 33, 1R =050,

G —Bxyifyd . xt—x, dd. Babx®—1%ab+3bx--120.
ot LIy —xTxy. 22, x—xlyipadyi—yt, 36, Jefm <+ Dam—A0m+ 3o=4 fa=30,
| Faxi4-ddax®—e. O et L d6. gt —Sadx-Hhad+ci—5a 4B,
e " 24, Hat—3125. AT, N x?—y)—(Bx—1)(x"=p2).
I, 25, (a%+2oP—2at+20)—3 35 B4 T ban(e 1),
id—xt, . etxd4Paxt—Fal—Th,

- EJERCICIO 102

Descomponer en cinco factores:

1. xh—xyb. 6. Rat—2at—da"—2ab% 4 2ab?H40Y
2 xP—gxt-144x, T wteaxi—81x?—405x.

A ot —gl—nh, & 3—qa%

S P T B daxi(n?—tax4x?)—at 4 Lot —ax®,
. f—ahl, 1l xTxt=R1x5—H1.

Descomponer en seis factores;

i1, x'7—x.
12, Gxt-Thet—48x24-1200. 14,

13, allyloxtaty—x,
[er=ax )=t =H2xHE]),

DESCOMPOSICION POR TYALUACIHIM

2175

Ll 60) DESCOMPOSICION DE UN POLINOMIO EM FACTORES

FOR EL METODOD DE EVALUACIONM
En la Divisibilidad por x —a (101} hemos demostrado que si un poli-

nenie cncers ¥ racional en x se anula pari % =a, el polinomio es divisible
por & —a. Aplicaremos ese principio a la descomposicion de un polinomio
en bactoves por ¢ Méwdo de Evaluacion,

|I Ejemplos |

(1) Descompener por evaluacidn 57+ 288 — 5 — 2,

Log wolores gque doremos a x son Jos facleres del bérmino independiente 2 qus
san 1, —1,+2y — 2. Veamos si ¢l pelinomio so onula para x =1, x == |,
a=3 x= =2y anla pora olgune de estos valores, of polinomic: serd
divisibla por & manos ese valor.

Aplicondo lo divisiér sintdfice explicodo en el nimers (1IOHD] y (10, ). 3,

varemaos 516l pelinomio se onulo para eslos valores de x ¥ simulif.
neamenle hollamos los cooficientes del cociente de o divisién, Fn este oo,

tendiemns:

Coeficionies del pgulinamin 1 e ? el | -7 o= 1
18 1=+1 FIHI=4+3 2x1=4+2 -

Coelicizsdes dal carienls -| |E i ? ¥ |

El residun m 0, o sea qua ol polinomio dodo so anulo pora x = 1, Iuegn el
divisthle por [x— 1)

Dividiendo x? + 2% — x — 2 enbie x —1 ¢l cociente serd de 2° grodo v s
cnt,:ﬁm-:-nh:-: son 1, 3 ¥ 2, luego el cociente es x* 4 3x + 7 v como al dividendp
a3 igual al producte del diviser por ¢l cociente, tendremos:

M Bt = x — 2= — TP 3 + 7]
{loctoiands el Irimamigh =fa=1liz4+1ix+2|. B

(2} Descomponer por ovaluocidn x? = 3x® — dx 4 12,
Los foclores de 12 san 4. (), 2, 3, 4, &, 12).
PRUEBAS
Cathizianint 1 = - -+ 17 +] ®
dol polionia I} 1= (=2hx1=—2 [—Exl=- &
1 - —& + &

El residuc es & |, luego el polinemic mo se onula para x =1, ¥ no o5 divis-
bl por |x =1}

E

-

l:.-r;!‘umnlgl.. 1 —3 — + 12 —_| =
gl paliranio | Kr_'”_:-__] t.._.dl}{r_'”:.'.d_ﬂ:{l-- II:__ E':._
| o 0 12
El residue o3 12, luege el polinomin ne se anulo porg x = — 1 v no e divi-
sible porw=[= 1= 1,
! it -4 12 42 u
Coaliclembay IX3=-2 #_l”'r?:_E [_6}.}{?:_;?!'
dal rocanie 1 | [ i g
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El residuo &5 O Juego el polinomic dode se onvlo poro =2 y ez divisi

hle por |x—2).
El cociente de dividir el pelinomio dado % — 3% = dx + 12 enlre x — 2 serd
de 2 grode y sus cosficienfes sen 1, —1 y — &, lvogo el cocionfe sord

W—x—=6
Par tanto:

= = 12 = R[22 —x — &)
(loctorasds el hinomio| ={x—2|(x=3|{x-- 2| R.

Descomponer por evaluacion g% — 11 — e = 8.

Log foctores da 8 son {1 2 4 B),

Al escribir los coeficientas del polinomic dodo bay que poner cero en el lugor
eorrespendiente a los términos que fallen. En este ceso, ponemos cero en el
lugar correspondiente al 1érming en x® que folta,

PRUERAS
Cosizinnies { =] =18 =B +1 x=1
el potinamin +7 +1 ' =10 —18
1 :FI — 10 — 7 — 34 o se anula
1 o =11 —18 =48] =1 x=—1
e =1 ) kW 48[
d:: ::nﬂr | =% =1 =l 0

So onulo pora & =—1, luego el polmomiv dade s divisible por
x—=[=1)=x+1.

Bl cociente de dividir % — 1152 —19x — 3 entre x-k 1 serd de Jer. grode ¥

sus coeficiontas som 1, — 1, — 10y — B, luego el cociente sord «7 = x" —10x — B,

Por fanfo:  x* = 1152 — 1By — B =[x + 1] {a* — % = 10x — &, i1l

Ahora vamos o descomponer &8 — ¥ — 10k — 8 por el mismo métoda.

El valor x=1, gue no anwld aof palinamio dodo, no se prueba porque ng pua-

de onular o este polinomia,

El valar x = — 1, que anuld ol polinomio dedo, se prucha ruevomenic. Tan-
dremeas:

1 -1 - 10 =8| —1 w=—1
£ =3 4.2 +& |

| -2 — 1 o |

dal cociania

Se anula pora & = — 1, leege & — & — 10x — B e divisible per £+ 1, El co-

cronfe serd x® — 2y — B, luege
x5 —xF— 10k =8 =[x+ V}{x*— 2x — B).

Sushituyends en L) este volor, fenomes:

o =118 — 18— B =[x+ 1) [+ 1 |{x* — 2% — B

[octormnds el irinomiel = {x 4 Ui+ 101 —4) [+ 2]
=lx 4+ ek 2ix—=4 K

Descomponer por evalugeidn x% —xt = 7x? — 7o b T+ .
Las factores de 24 son - (1,2, 3, 4, &, 8,13, 24).

PRUEBAS

DESCOMPOZICION POR TYALUACION @177

Colidontes 1 =1 =7 — 7 +22 +3| +1 =1
clal F:ilmnrl:n- +1 0 —_ 7 _._.14 4 &

1 0 =7 —1 + 8 32| noseanul

I -] =7 - 7 + 27 4 24 -] ®x=—1

: U T N e IRy 5

Cialici it et ¥
P e I S = T T
Se anula para x=<=1, lvoge es divisible per x-'1. El cociente s

w1 — 2 — ¥ — P 4+ 34, luego:
X0 = TP — T 200 2= et 1) [h — Dx® — Ga® - D 4 24, i)

Ahora descomponomos ' — 207 — 5% — I+ 24, Se pruebo  nuevomenia
Ek=—1

Coeficionin 1 —1 — N + 24 —1 W=
St et DO o S | Flfae

1 =3 =% 0 24 | poows anula

e T NPT F o 1 [ S |
s +2 0 =10 — 2
dal cociente 1 0 =18 —= 12 0

S oanula poro x =32, luego ot — 37— Se¥ = Jx 4 34 o5 divisible par x =
B cociante a3 & — Sz — 12, luage:

¥ — T — By — w4 B4 =[x —"2) [x* — Sx — 12}
Suslituyendo edo descomposicién on (11, foncmas:
WO — o — T % o D2 o 24 = ok 1] [ — 2} [xP — S —32). (2

Ahorn descompenemos x® — 52— 12, Se prebo nvevomante x = 2, ponionda
cera an el lugor correspondiente o #2 gue falle.  Tendremos

Coaficientes 1 i) —5 - 17 + 7 ®=1
dal palinemia + 3 S-% B s -
1 -__+ > —1 ua' |4 no g anula
1 U' - 5 —y! ]2 = 2' W= — 2
- i 4 f—
3 -'I -3 —1 = ¥ no = ks
I 0 =’ —12 +3 =3
S +4d + % -|-_12 M
del cocionla +3 =T 4 1

Se anvlo para x = 3, luege ¥ — 5x — 12 s divisible por x — 3, El eociente o
2 3x -k 4, Teogon
i = Gy = 12 = x = 3] 52+ I+ 4|
Sustituyendo esto descomposicion an (2), tenemos;
W=l =T = Tt 0l M=+ 1 =2) I =3 [sT+ 3+ 4] R

(El irinomia &9 -+ 3x -4 no fione descompesician).
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(5] Drescomponer por evaluacion &5 4 19x% — 595 — 18057 — 4x + 48,

(&b

Los focleres e 48 son (1,2, 3, 4, 4,8,12

Frohonde pora k=1, x= =1, x =12, verfamos gue @l pelinemin no se anula,

Frobonde pore &= =%

Caedizianled

e g 1 =58 =180
ot i L e Tl
Cardicienies & 4 F - T3 - |4
del cocianin

Se anula, luego-

Ext 4 19xd — 597 — 14052 = dx + 48 =[x + 7] [for? £ To = PA® = Vi -+ ). (1)

Aboro descomponemos Sx' 4 Te® — FEe® — ldx o) 24,

riomos gque o se onuba,  Probonde 5= 3,

6 +7 -7 -—Wu
B R i ik
& +3 +32 —3

Sa anuba, luegao:

o 1 24, 40)

= 4. 449 -2 x=-2
+og =4y
24 1]

|- 24 +23
— 24
L]

Bt 70 — FAx® = 1dx o 24 =[x — 3] 46x" b 252 4 22 — BI.

Sustituyendo esia descomposicidn en (1}

G o 1920 — 5xE — 1600E — du + 4B = {x o 2] {x — 3] |67 + 25% + Fx — 8). {2}

Ahoro descomponemos et < 25x% - 2x — 8.

%=1 no se prueba, aungue aneld ol polinomio anferier, porgue 3 no os fackor

dal Mrmine ndopendicnte B

5i probames x = 4, veriomos que ne onula o este polinemio.  Probondo x = —4;
& 425 o2 il | =4
— a4 —4 +8& |
] 4+ 1 -1 ]
Se onula, luego:
G+ 25t 2 — B =+ 4] [ 42— 2]

Suslituyendo osto descompasician en (21, lenemos
Gl 4 191 = S0y — 180x% = dx 4 48 = |x + Fjlor — 3} {w 4= b + x —2)

et da al I i

=lx 43 x—3 x4+ 4 [Ix 4 2] {20 = 1.

Descomponer por evaluoeidn 3o% — 479 — Mao® + B0,

Al escribir los coeficientes tenomos que poner cers como coeliciente de los

terminos on a® en o ¥ en a, que faiten,

Hatlendo =1, a=—1, a=1, o==2 voriamos que el polinomio no 52

anula.

Prebondo s = — 3, we-

ey

k.

PEMCOMPOSICIDH POR EVALUACION

Prebondo o =4
3 0 =47 0 =2 7 4480 =} 4 i
+12 +48 4 408 oot TR
] 412 +:1 + 4 to o - Q. |
o anula, lvego:

3o = 4fa' —No? + 80 =[a —4) [ Io® 4 120% + o + de® — S — 2300, {1}

Pata descomponer el codiente, siprobamos o

Probonde o= —4;

=4 worocmas qua no seandla

3 + 12 =+ =+ 4 —=8 =20 =4 4
(T = N R L )
3 0 <1 0 =18

S anela, hvogo

Za® o 12a* + o7 + da® — S0 — 20 = |g + 4} [Jo? + o — 5L

Susfituyendo en (1}

Ao — A7t — 21 - 80 = (o — 4l g - 41 1307 4- o= = 51 R,

[El trinomio 3o+ o — 5 no liene descomposicion.)

EJERCICIO 110

Descomponer por evaluacidn:

At gy =—1.
XI—dxt x40,

A —JaE—dn-4-13,
m—13m+14:
Dl — 2 | By,
at4-ai—1Ja—04.

0 Pdfo o,
=T,

P —Gxi4-38,
G204 0e—1 8,
B F R Sl T e 1
e P o I B LA
at—16a*—10a+24.
=27 —1dn+120.
b Rae e 140,

flgt—18a?—THa% -4 6a+120.

o7
18,
1in
ai.

i

o8 N

2.
a3,
24.
26,
26,
-
28.

a0.
31

32

=082 745,

15x9- I xd—5xt— 164z 460,

=01t 1624 108x—144.

at =230 —Gad-+112e-+006,

Jat g Bt — 1 03x"— 2520 |- BhIL
b= qlinE— 2002 —36n—130,
Oxi—13xt—B1xt-F1 102 1 80x — 144,

P —Rhat Lt

Syt —Fpt-|-An—12.

b Bl =T Rt —Aa?—Gx 445,
Rt at— Dt ] = (MR =R
al—d3gd -+ 1809+ 24 Tt —1 62a— 060,
x0—41x9+ ] BdxE—144.

20— 1 Df— G I T 22t = AR =
af—Hab-fat4 10301 =440 -0 M =144,
Rt Ped L R A B =] 08,
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MAXIMO COMLUN DIVISOR

o1} FACTOR COMUMN O DIVISOR COMUN de dos o més expresiones al-
pebraicas o5 toda expresion algebraica que csid contenida exaciamen-
teencada una de las primeras.

Asi, x es divisor comin de 2x y x% 50%b es divisor comin de 1008k

y lha'h.

Una expresion algebraiea es prima cuando sélo e divisible por ella
misma y por la anidad.

Asi, o, b, a+b y Bx—1 son expresioncs primas.

Dios o mads expresiones algebraicas son primas entre si cuando el fni-
co divisor comin que tienen es la unidad, como Iy Matbya—=a

{L@ MAXIMD COMUN DIVISOR de dos o mds expresiones algebraicas es
la expresion algebraica de mayor coeficiente numérico y de mayor
grade que e contenida exactamenteencada una de ellas.

Asi, el m.c.d. de 10a%h y 200 es 100% el m.c.d. de Ha'n®, 2dan® y
dfla'n'fy es Han®,

180
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. M. C.D DE MOMOMIOS

@nmm

S halla el m. ¢ d. de los cocficientes y a continuacion de &te se es
criben las letras comunes, dando a cada letra el menor exponcnte que ten-
ga en las expresiones dadas.

| Ejemplos !

{1} Haollar el m. c. d. de o¥* ¥ 3o%bx.

Bl m. ¢ o de los cocficientes es 1. Las letros comunes son a y x;  Tomamol
a'con sy mengr cxponenie; a® ¥ ¥ con s menss exponantes X lo b oo femio
porgue no es comin, El m, c. d. serd o®x. R

{70 Hallor el s e d de 38a%bY, 4AB2%kEc ¢ Slo'bm.
. : 1 Btht =223kt
Descomponiendo an foctores primos los coefi- _ ap s, =1*.3.I.:|':h't

Clentes, benemele 00 Glathine = 2235 'k,

El m. . d. de Yos coeficiantes es 223 Las lefras comunes son o y b Tome:
iMas @ con sy manor exponente: a® ¥ b con su menor exponentes B% oo mopo
s loman porgua ne son comunes.  Tendremos

ST R

- EIERCICIO 111
Hallar ¢l m. c. d. de:

1. atsax®, . 12x2yzs, 18xy3r, ey

o ahte, athbe, 0, RRaEhAc, Fhapdlbich, 42ailfet,

5. SxPyixbd 10 T2eipled, D6xyt2f, 120x%%2T,
d. GeEbd, 16as0. 11, 4Bam, Ghminix, TOmindy,

[ FamBn, Mximi, 1% Thathde® 150a"67Tx", 225athiyd
i, NHmnd, TTamind. 13, de®h, 8a"6%, Zotbe, 10albe®,

T 1647, Mabtx, BGbix Cld. CBBedapl, ThmalyT GGty

1. M.C.D. DE POLINOMIOS

Al hallar ¢l m.c. d. de dos o mds polinomios puede ocurrir que los
polinomios puedan factorarse Ficilmente o que su descomposicidn no sei
sencilla.  En el primer ¢aso se halla el m.e.d. factorando los polinomios
idados; en el segundo caso se halla el m.c. d por divisiones sucesivas,
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@ M. C. 0. BE POLINGMIOS POR DESCOMPOSICION

EM FACTORES

REGLA
Se descomponen los polinomics didos en sus factores primos. <Ll

m. . d. e5 el producto de los faciores comunes con su menor exponente.

Ejemplos I

u

00 =3 005 e Lo bl

{11 Hallar el m. = d. de do® - dob v 20 — 2?2,
Factorands eshas expre- do* +dob = dolo+b)_ =2%|o+hb)
siones: 7 Dol — Dok = 9g%o? — ] = Dal(er + b) o — B)
Loz faciores comunes son 2, a y (o) &), luege:
e = 2aa bR
(2) Hollor of m. ood de x¥ =4, s89—x—d6 v ¥+ 4044,

pE—d= x4+ 2] [x—2}
He=w—d= =3 +2)
LI R P R
Bl faclor comdn es (% +2) v se lomo con 50 menor exponents, lwegs
m e B R,

Facleramdo: b

{3} Hollar el m, ¢ d. de Pa¥s® |- 9x2, |:'|n|:|'.'."|‘E — T2ox® — 1Ben® | o + 2ot -+ 15a0%.

Fotx® + Pu¥ = Pu? [0 + 1) =a+ 1o —=a+ 1}
bty = 1305 — 1Box® = oo =20 =—3] =23oxla—3)[a+ 1}
Gote A+ Aoy + 155 = 3o (20 + 70 £ 5] =3a"x|2a-k5) e 1L

Los foctoros comunes son 3, x ¥ (o4 1], luego:
m.e d=3%lat+1) R
{4) Hallar el m. e, d. de o — 52, xF —xl 4 3B — 3y Du o Duch o Pu® = Py,

at = =it —1] =22 1] [+ T —=1],
=gl — e A e P by — T} =R 0] =]
Dt o Dl — Do — D= Ty o — o — 1) = Dxfa? 1) (27— 1)
=[x 1ix =T |2+ x4+ 1)

m. e d.=x[xf+1)[x=1]) K
EJERCICIO 112
Hallar, por descomposicidn en Factores, el m. . d. des

Dt Dah, dat—dplk. B SxSb16x?, axdhax.
Gdy—FnTy, DxdpFp]detys, 10, a0, a*—Zab4-bE

18200, Gathi—gathd, 11, mdbnd, Eem4Jan.

ab+0, a4, 18 x*—4, x"=R.

xemy, x¥mx2, 14 Zexffdax, xlex—fx,

M —16x7, 10axy?=—20xp2, 14, fx2=1; Oxi—fx41.

1Baxiyl, faxSypt—1Ha%ept, 1 da®dabbR et —Dal4ab—L2,

Bat—16a, o9=—3al, 16 Jxi+3x—60, Gx"—1Bx—24.

L
18,
1
20,
at,

24,
24.
26
2,
1
28.
a9.
aid
S I
a4
&5
4,
3k,
ik,
47T,
J4,
qH
il
41,
43,
43,
44,
dlh
4
4T,
11,

MAXIMD CORUN DIYVIEDRE

Bxtpryt, daxf—ayd.

Zal—12a=h - 18ah2, afx=—=Talk=x,

actad—2be—20d, Bef4ded4-2d®
dafmEAetm—IAha®, Ganix 4 2danix-—30ax.
dat—p®, (2xt=y)t,

Bab—dx, Ix?—-Yx,

el ali+0%, af4ath,

2t Dyt Qx2—0x, dxf-—dx?

gy, arbee x|, x¥—fixd4-0x2,
A2 ah?, glh—at L,

Zxi4Be—dq, Zx2—Bx4G, Bxd—E.

axf—fnx—Rax, axd=gx—Go, a2xt-—3aix=10ux,
Sandt—] Gen+i%, Ponf—Ran, 2ent+160ae®
da-Br=12, Zat=Ga--4, Gad41da—24,

dud—h®, Bef4-0, dad4-dab4-0FE

el XZemype=]0 xA=fx2-f X,

a4, o' —Ge*—Te, a’+a.

xEe 2T, Flemfae 8, xd—dxSH0x2

sifax—in®, x¥-Bax—da?, F4Gex4-0ad.
Sdx™250, 1Rax==50a, H0-G0x4-18x",

(=17, At =de=f, xi—],

Jax*—2Brx, aixN=fatx 4 Talx, axt=—15x"|-Glax?,
Sa*—6n, af—da, a2b=2ab, al—n=2

Axt—x, 2Tx0—1, Ox*—Gx+1, Bex—a-fu=—2.
atl—1, a¥a4a+1, atxtoatztaktx, o RataiE]
2 -Fdmn4-2n, :r:-‘-'.—r:i“ﬂ+mﬂ”'-|-n-". M, mA-nnd,
g =Fadpda=1, a?=8-1, af—a, a?—du+d

& 183

IGa¥s4hdx, 12a*x*—qdRax*—00x®, §207x4-da e —=3bax, 32alx—14da s+ 100x,

(=p+y%F, stp—dxy?—3y, axlyray?, xty—yh
2t —amHda—20, Zamd—m, Getham—4m®, 16@%4-T2am —40m=,
120 —Gay-k2dbx-—=12by, Bat24b3, So?+ab—185%, 19a84+24uh.

SotGaxthay+aey, 16af—15ax2-H15a%y— 15y, B0t 20ay*+ 200 x —20xy7,

Bt Gata--Gatytd faxyd,

(165) M. C. D. DE DO5 POLINOMIOS POR DIVISIONES SUCESIVAS

Cuanao se quicre hallar el m. c. d. de dos polinomios que no pucden

ilescomponerse en factores Bicilmente, se emplea el método de divisiones
sucesivas, de acuerdo con la siguiente:

REGLA
S¢ ordenan ambos polinomios con refacién a unn misma letra ¥ se di-

vlde el polinomio de mayor grdo entre el de grado menor,  Si ambos son
del mismo grado, cualquiera puede tomarse como dividendo.  Si la divi-
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siGn es exacta, ¢l divisor es el m. o d; si no es exacta, se divide el divisor
per el primer residuo, éate por el segundo residuoe y asi sucesivamente has-
ta llegar a una division exacta,  El altimo divisor es el m. c. d. buscado,

Tuwdlas las divisiones delen continuarse hasta que el primer térming
del residuo sea de grado inferior al primer térming del divisor,

Ejemplo

Hallar por divisiones sucesivas el m. ¢, d. do 16x% 4 36 — 12k = 18 y Bu® — 20— 3.
1ox? -+ Bt = 125 — 18 | Bx2— 22 —3

Ambos polinomios. eshan ardena- S 1 B Ry T i Ty Ok 45
dot con relocidn a x Dividimos e

ol primero, que es do fercer gra- #0F — fx — 1B

do, entro of segunde que s de 7 — 40"+ 1+ 15

seguiide grodes : A= 3

Aqui datenemos la divisién porque ol primer 1éming del residue, 4x, es de grodo
inferier al primer término del divisor 827,

Bt =3 | Ax—3

L : — B® F Pl 1
Ahora dividimos ol divisor 82% =2z — 3 el o e
residuc 4x — 3 i R e dx—3

— x4 5

Como rsta division ez exacla, of divisor 4x = 3 es el m. ¢ d. buscado, R

6@ REGLAS ESPECIALES
En la prictica de este método hay que tener muy cn cuenta las si-
guientes reglas:

13 Cualguiera de los polinomios dades se puede dividic por un fac-
tor que no divida al otro polinomio.  Ese factov, por no ser [acior comuin
de ambos polinomios, ne forma parte del m.c. o.

23 El residuo de cnalquier division se puede dividir por un factor
que no divida a los dos polinomios dados.

21 Si el primer térming de coalguier residuc es negativo, puede cam-
Lisrse €l signo 2 todeos los términes de dicho residuo.

4} i ¢l primer término del dividendo o el primer término de algin
resicluo no es divisible por el primer término del divisor, se multiplican
todos los términos del dividendo o del residue por la cantidad necesavia
pira hacerlo divisible.

PLANIMG DIMUR DY R ] IHS

EJE"LPI&S (1} Hollor, por divisiones sueesivas, el m. ¢ d. de
1263 —Maef He = 12 2% — x% — 3,
Dividienda el primer palinomio por 2 v el seguads por x queda:

Bt — 13 10— by PP =

Dividicndo Sl 13 o 10 = & B i
— &8 B 9 B —5
— 102+ 19— &
10x® —. 5x f_]ﬁ
1dx — 21

Dividiendo el residug Tdx =21 entre ¥ queda 2x — 3,
Py R ol el

e e o 11 Xk
Ahora dividimes el divisor 2x® = x = 3 enire LT
ol residen 2y — sl :"I_g
el e,

Como asta divisidn et exacta, el divieor 25— 3 ez el m. . d, R
1) Hallar, por divisionss sucedivas, o m e o) de 38— 13- by —d ¥
M — e — 4,

Coma 3x% no es divisible entre 2x%, multiplicamos el primer polinomio poc 2
paro hacerle divisible ¥ quedard:

Gu? — Rhe® A 10y — 8y B® — T — 4,

Drividiend Ox — e 4 T — 8 [ 2l =T
— da? 2+ 12w 3
= Gy e Py = ff

— &x® no o5 divisible per 228 Cambionde el signo al residuo fenemsos:

Sxt == 2% 4+ By mulipliconds este residue par 3, pora que su primer bemins
soa divisible por 267, queda 10x2 — ddx + 16, [Ambos operaciones eguivalan
a multiplicar el residuo por =3, Esta expresion In dividimaos enire 2% —7x = 4

10x* — ddig -+ 16 . 2 = Tu=d
—10* 435 +20 5
= -

Combionde el signo al resideey Fa — 34 dividiendo por % x— 4. [Ambas
operaciones equivalen o dividic por = %),

Dxs wm I = o [ = — 4

e e H P b |
Ahora dividimozs 2x2 = Fx = d ontee =& Pl .d
i
— x4

Come eMa divisida o3 oxocla, ol m, c. d. a5 s — & R,
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[ 3) Hallor, por divisiones sucesivas, el moc d de R b ot el ol ey R
Ful = gt 108 — B + 3,
Cuando los polinomios dados fienen un misme factor comin, debe socarse oste
foctor comdn, gue sard un factor del m, c, d. buscado. * Se halla of m. e d
da los expresiones que quedan despuds de sacor el foctor comin y esde m, o, o,
mulliplicads por el faclor comin serd el m. o d, de los expresionas dadas.,
Asi, on oste coso, ambes polinomics fienen el facker comin x, - Soconde esfe
factor #n cado polinomiz, queda;

fd — 3 b B — 2w It — i 10— 2x 3,

Dividiendeon Gt = Db Baf— w42 [ Bk — Gt 4 10— e ]
— &t 12— 207+ A — 6 2
FuF = 122 o D= A

Ahora dividimes el divi-
sar enire el rosidua, pero

P — 1w’ - A0¥ = S f 9 By — 127+ Qe — 4

como Jx* no es divisible | gt 3 198 = 3o dx =
por B2 hay que mueltpli- e =

car ¢l divisor por 3 y ten- £ R — s P
Hromoss — |

Coma 6 no s divisible l 3
par 0, mulliplicamos el re- — 18 424 —bx+ B 2
sidug por — 3 ¥ tendremas: il TS

Dividiendo el residue por — 19 gueda 23 + 1,
Pt — 120 + 3" 4 | Bl ]
— Qi — 3 Rk e=d

—12¢ —d

127 + 4

Ahora dividimos el dwvizor endre el
resicdue, 3

3+ 1 es el m. e d. de los expresionos que quedaron despuds de socor ol
factor comim x.  Entonces, hoy que muliplicar 3x? +1 por x y el m. c. d. de
las expresione:s daodos serd

m oeod =x|3xE+ 1) H.

- EJERCICIO 113

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. e d. de:

1, 18x%8Hx+1 ¥ 2x"—hx—0h

2, fa*—2a-~-20 y Bal—a?—ifa.

i, Baf—Hex+ax® y Ja'-da®x4ax?.

4 2atidxt—dx4G ¥ xFtat—x42

G, Bet—defxHTae"—Fax? ¥y 2e+datx—2axs,

6. 1%ax'—Jaxt+Max?—Gax+10a §  3x-Fdat—dad+ha—15.
T, Get—ExPypdxyi=—0y" ¥  Gl—dxdy—dxpipdayt—dyt.

B axttdeal—Rax®+Gex—Ba y  afbdei—xi-dx.

0, 2mteidmi=misim—14 ¥ Jmi—Gmt4Bm=10m-+Gm.

18— 818 Fbhe = 00 [Tt =it 3::—_4_.

MAKIMD COMUIN DIVISOR @ |87

10 Haf—6ai+16a"=20%+50 ¥ - Ta*—14at4-2300 402 —100.

1. d5axPThaxi—180x—30e ¥ 2daxdt20ax?—a0axr—50a.

13, DaPifpdepthgwt | 90 ¥ 1l daxt 4100 dab,

13. 9 +100x4Bax—Tat v 1204 974x0 6oy —2a0,

14, Batbtde®h?Hdabt v 12080 —18a%0 1202kt Gk,

15 QefnE—NBatn*4-070dn—faZnt ¥ 1 2atnt—0 gb b Gatnb,
16, a%=2otialta—1 ¥ aT—at4altl,

17, Bax'—daxi4-Gax*—10ax+4a ¥ Faxi—daxt— | Bax i d8ax —24a,

[ﬁ}j M.C. D, DE TRES O MAS POLINOMIOS FOR
— DIVISIONES SUCESIVAS

En este caso, igual que en Aritmética, hallamos el m. ¢, d, de dos e

los polinomios dados; luego el m, ¢ d. de otro de los polinomios dados ¥
¢l m.c.d. hallado anteriovmente, y ast sucesivamente, Ll dleimo m, o .
es el m.c.d. de las expresiones dadas,

Ejemplo

Hellar, por divisiones suessivas, ol m. e d, de 2x% — 1152 + 10
+B x84 xF —Bx =4 v fon? - 1ax + 40, y

Hallemas ol m c. d. de las dos 28—t 10+ 8 |23 422 —Br—4

primeras expresones:; A =B et Bl 4]
— 55— Tl8x 12
2 B4 2=,
Eﬁ;i-dicndn el residun por — & guedn — Dy BB o Iy o
It —Jue =2 Dividiende el divisor AT T
asla  exprosifng e 4x* — g — 4

— A b 4

El'm. c. d. de los dos primeras expresionas es 2¢% = 3x— 2, Ahora hall &
o, del tercer polinomio dode 6ox® + 11ax + 4o y de este m. c. ;m Frers

vt o A SRR N . <1 P S,
Dividiendo dax® + 11ax 4 40 enlre o queda R LE dx =12
du - 11+ 4. Tendremes: o = o7

A 10

20— 3w~ 2 (]
= =t — =1
Dividiendo ol residuo por 10 queda 22+ 1. 7 rai-!:;:.—i

4w 42
El m. c. d. de las tres cxpresiones dodas es 2x+1. R, |
EJERCICIO 114

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. o, . g

wl=0x8—fx-b, 2x0—Had—Gx 40 y Zx—Hx—3.

Afopty—Dayttyd, BalfGxty—Bxy?—n gy Grtepyeyd,

Bpab—pdoy, Dl pQxT-Oxo0 v BN FxtpOy—D.
fat+-Oatx4-Jatedafaxtp Oy, .-4‘-'r-:ru“x-l-qzxﬂ—rluxdv-:h'* dal-f-Had s —g ity
‘.!x"-l-‘.ix‘—i!x“-m"._x._.'1.r“r- digt=dxfidn ¥ qx‘mlx'-r-ﬂx'-r—u.r. .
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{1} Hallar o m. . m. de ax® y ox.

E}EHLPIGS Tomamas o £On su meEyor exponenta of ¥ x con s maye!
crponante k= y tendremos: m, £, m,=a%> R

2 g
(2) Hallar el m. ¢ m. do Sabic y 12a%b%, . 00 =Ziuble
El m. c. m. do los coeficiantes o5 283, A continuacion escribimos & con E1T]
moyor cxponents o, b con su moyer exponente b ¥ £, leoge

I, = 29305 = 2. R,

Thets = 2 5uvs
12F Hallar ol m, ¢ m. de o Matmd = F Patingd
oy, Joofms? v 2bmd, - 2Bt = 20 k!
i, m.= 3 0E S i = e bttt B

B EJERCICIO 115
Hallar el w, oo m. de:

51.‘_- by ‘.:- -: _ -I
UELA DE BAGDAD i(Siglot IX sl XIU) Lox  eribit af

E:-Ilu.'r libra da” Algabra, v le dis nombre &

deros sistematizadores dol Ale  esfa cloneis. Al Batani, sivio (B58-9291, aplicd el Al R T T e "
"“:‘.‘i’;.!,“'al’i”i"m. VIl flaracid In Escusla da  gubra a problemas asironbmices. ¥ Omar Kharpan, i %ru} : %4 ﬂ":?r f f‘ul:-":'e:f ")
a la gue portenccian Al Junrismi, Al Dateni y porsa del sigle X1l, conocide par sus pocmas escni= g ok i a2 q”.'l’ '?'ﬂ..' i
Ry Juarlsml, persa del siglo 1%, o5 tor en “Trubayat', escriblé on’ Tratado de Algebre & alfe, wfhe, 16, 3x% hx® Gxdps,
: . A0 nxdl, ghlixk I Oafla, 1Zab¥x®, 18000y,
| E':r ﬁr-l:'q. 4, 18, 10em®, 15mn?, 2059,
b Hexkyd, 1oxyn, i 1807, od4b2 BEehE
CAPITULD xll 7. af, ab? ath 0. B0mnt, 2mta, Mmns
MINIMO COMUN MULTIPLO B s e . b bk, o, B
L P TR 1. alE, B gt LEg
e 0 5.'3:?. {rﬁb, Aa. &2 ;xﬂy, EE;}I;T ;F.s:“.r 12a?.
ﬁES':IC[}MUH MULTIPLD de dos o mas cxpresiones algebraicas o toda ex- :i* :-]l-‘“IFEJH‘*’-’;}':?-“-lEE"} 2. Gal, Ox, 12y, 18x%.
gLl B ;i o : na de 1as - firan® SmEnd, 12w, ads 1bGmen®) T, Q0knd, 25apad.
I-‘%'ES:"':"H algebraica gue es divisible exactamente por cada’ v 12, Zf-ui. i, Ax®, 20, Pdatx®, BGa, 0wt G0y
expresiones dadag, L3, Bx* 10wy, 15xy2. 20.  3a% Bab, 1003, 12a2b%, 162802,

Asi, 8a*h? s comin maltiplo de 26 y 40 porque Sa™* os divisible
exactamente por 2a* ¥ por 4a*b; dx* —Ox + 6 es comlin miltiple de x —2 y

L MM
de x*—3x 4+ 2 porque 3x*— 9% + 6 es divisible exactamente por x—2 y por ! C. M. DE MONOMIOS Y POLIMNOMIOS

XE—Fx 42 ( i?l".l REGLA
ﬁm} MIMIMO COMUM MULTIPLO de dos o mds expresiones algebraicas 5¢ descompanen las expresiones dadas en sus factores primos, El
< oo ' expretibn Alaehmica e metr rocisante simdrio. . J8 MeaoE m. c.m. 5 el producto de Jos factores primos, comunes ¥ no comunes, con

grado que es divisible exactamente por cada una de las expresiones dadas. Fr IR TR

Asl, el m_c.m. de 4a y 6e® es 120%; el m.c.m. de 2x%, 627 y §x* o5 1320 (1) Haollor el . c. m. de 6 . 3¢ =3,

La tcorfa del m. e m. & de suma importancia para las fracciones y Ejem.p.!ﬂs ] Descompeniende: 6=123

COLACLONCS. C —3=3x—1)
mem=23x—1) =6é[x—1) R

I. M. C.M. DE MONOMIOS
12) Hallar el oo ocoom. da 1da® , Fx—7.

[:l 70) REGLA ; Dedcomponienda: Tdo? =270
—J S¢ halla el m. c. m. de los coeficientes y a continuacién de ésie se es- Tx—21 =7[x—3
eriben todas Ins letras distings, sean o no comuncs, dando a cula leta el moem =270k —3) = 1at{x — ). &

mayoer exponenie que tenga en las expresiones dadas,
=121
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(3} Haollar el m. ¢ m, de 157, 100% + 5x . 457, (Z) Haollar el m. c. m. da %8 -+ 2hs?, 2%y — db%ey, xBp¥ 4 dbuy® -+ db2y2,
Come 15x% estd contenido en 45x%, prescindimas de 1547 2 - D = [ o 2]
Descomponiendo: 100% -+ 8x = Su|2x 4 1] z sBy — 4ty = gp{xT — dBE) — sy 2B 0 — 98]
45x = 350 wly ok dbuy® +ABTyT= ¥ [ F bt AB2) = p2 x4 26)°F

mem=PEA =488 20tk R

m. g, m. = wfy¥ e+ 2]k = 26]. R
{4} Hallor el m. e m. de fofh, do —da , & — 120+ &

Dmmmpnhiﬂr'ldﬂ-. B‘.-_‘::b = EB.UEFJ‘ 13 b Hu"‘:" el m, £, m. 'd':' l'r:IB = T, mn +n% . I'I'JE -
do? = do = dalo® — 1] =¥olot+1la—1) w2 = mn = m{m — ]
-&EIE‘_-I?{!'i'ﬁ:ﬁ-[ﬂz_Eﬂ'l'1]=23|I:|_.|'|2 mn+nﬂ=n1"r+nb
. e m. = 2 3a*blo — 1 Flo + 1]= 2Mablo— 1 Fla+ 1. R 2 = 1 = (i o] [t = )
{5} Hallar el m. ¢ m..de 240, e, 2t + 2 —dlx, Bt — 2002 m. ¢ m, = malm 4 n){m — nj = mnim®* — ] L
o 3. [
?g:;.ﬁ i gﬂnhﬂ}; (4) Hallor al m.e.m. de {a—bF, o?— b2, fo+ b2 o -+ b2
Dot P2 = A0 = 2x|x* + w— M| =2xlx + 5z — 4] El ﬂ]l,m':.l:ln dabe  notar que no es b o e s T s
Hu:* =t EDD.HE = E?l:t‘:'!u - 25] - .21.111::' + 5][?: — 5] dJTE‘IHTl‘.'I‘ﬂ tla cundrados ni a5 |g mismn cucdrods da one suma QU sumn ﬂ"ﬂ'
[ AL TR =98 G B g A B[ = 5][x — 4] cucrdrocios,  En ofecho;
o —b* = [o 4 blla = b}
- EJERCICIO 116 (GF bt = (o4 bis
Hallar el m. c. m. de: ot + b2 = [af - bY)
1. 2a, dx=E, 15 2g%, gab, faf—bal, = e -
oAb al—bY, 14, xy®, xyd, Gat—dxd, m.c.m = o +bFle —bPle® + b3 R
3 -’-'.'l:l:'_. _'A:’°"_'|.'+j\, o Lh =, 1857, B7a| Blashi. (55 Hall Tl o " W,
& 16, 10, 6x?, Sedy+Oayt, 51 Haller ol m.cm. ge (x4 17, x*+1, 52— 2w — 3,
B Gedh, 3atbid-Gabd. 19, Adx, x54+x? &Sy—xy. El alumno debo notar que ne es la mismo sumn de cubos que cube de dno
6. 1dx® Gx¥tdxy. i3 94, fim®f-18m, Snp—24. summ,  En efacte:
T. Gne, Grns=—1dmir, 19, Patbs, Jaxd3a, Gx—18. [+ TP-=s+11
# 158x+6 20, x9, xPxt—x, wtdrtd. b=+ 1][s =2+ 1]
6. 10, 5--13b, 2l Gab, x*—txytdy®, fate—ldaly. W= —3=(x—3(x+1]
L. #6ef, dax—12ay. 99, G, SxP—fxt—18s, Uri—J6x>. g R
11, 12xy%, 2axyi4hatyn 09, gfxd, daebe]12xp40xps, dxi—dxly. al.eom = (e 1R x =3 —x+1) R
r Sryiid ] -] 2R,
1% mn, me, mpd—mnd, 2d. B2, Ldxty?, Da-dix (61 Hollor ol m.com. de {5 =y, o = % o7 — ¥ + oy — 3, Jofu + 2aly,
g ant, Sn, ntxtbay, nxb2nxynyt Bl al . ; _
g, Bx? x0bxi—fx, Txi—Gxi4dx, dxiF21x%-30x .re-nz.i:mr?: iﬁ ncdar gue no- et lo mismo cvbo de wno diferencia que dife
07, dxd, xF4], Zxt—2x42, Gx?-Gx% :
2B 4xy% T B T R T TR ax—nt+hx—=b. (= y)F=x =y}t
an. 2m, 4b, Roch, 12e*—24ab+126% Gabd—5l. . = ,,.-; = {x — yla® +ay + )
a0, 28x, x%Hdx4+1, x%FL 7247 ldx+1d xb = ¥ el = = et = e = = R R )

= =[x+ ¥x—¥]
Jns + oy = 3o¥[x + y) X

1. M, G, M, DE FOLIHOMIOS m.e.m. = 3t (e E P lx —p Pl oy + ¥2) R

11 l:l'?' La regla os la misma del caso anterioy. (T Hollar &l m, ¢, m. de 1557 4 2052 & CrPol: W TR S B . S g [ G 1o

{1} Haltar o m. e m. de dox® — Baxy - doy? + 6b%x — &bty 1547 + 2067 + 55 = 5x{3u? + 4u + 1) = 5x{ 3 + Vh{x 1)
Ejemplos Descompaniande: Fud = T o = 1= B[ = 1) (2 = 1) = (o = 1) [+ 1)
dox® — Baxy + 4oy® = dala® — Zay + ¥ 1= Polx —yF =[x+ x—1]{3x+1|
il a 2 Tt 4 185 & B = J? [Pa? o Bk o 1) == A 4
hiZy — h%y = 4 (x — ¥l =230 [x —¥] ! e S “(; 5 |“:-:E 1= 3x®{ 3 - 1)%,
m. ¢ m. = 2830k x — yP = 120b?[x —y)%. K. m. e m, = 1S3+ 11 1= 1)

= 15030+ 1|2 (k2= 1), R
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(8] Hellar el rmcm, de ‘2" =—8x, 3x'+ 35— 1847, "4 10x + 128
t® — 2dx + 24,

Zufi— By = Tuln® — 4) = 2x{x + 2| (x — 2]
b TP =18 = a2 (af  x — &) = St (x - H)[x — 2]
Tub o Tt - 10 = It o Sk Aal = B e+ 3 e 2
Ga% — P b B = BT — x4} = blx = 2]

e m. = 6 205 =2 EL R
o lo que es igual _ L
m. €. m. = &[5 — 4)[x :—'2][;'-”:"__3]. ] &

- EJERCICIO 117

Flallar &l m. o m. de:

1o Bx+3, Gx—6. 18, xl—yl, {x—y)h 5 : = -
2. Ba+10, 10x5—d0. 13, x3Ex—10, dxi—Tx—2, : T
L 3 7 TEMATICAS EM LAS UHI"I’ERHMDEi Trae Imnl:m nd‘m finla
i R Ly sofialarse coma
3 .-:-4;-212}.,3 .!.'12 Ay, id. E:Ill:r dUF: Li -I:Igﬂ }EE i i .II.HH-A.HA.IIE iSiglos Wil al XV) La culturs do'ls cum.nl .ir;h an Espafa: Gabar
i Baix—Lad, xn—ﬁx-l-ﬂ, i 16 x—fxt T - -+ TakT—LaXs. alcanya elevado desarrallo en cindadas comao  vills, siglo X1), que recHfcs los Tablas de P
B. dai—i2, dpi—]1%ab+00t 16, xt—dab—30 gxdptaytpfaxt villa, Cérdoba y Tolado. De las wniversidades hie- Arzaquel, (Toledo, 10800, autor de anas fs
B, afdath, al-2atbhaabl, 17, Blx—y)t 12(xE—yd), pann=deabiy Huye 1 colturs’ musuleiana bacia Europa. bla; y Bean: Eh'rl.. itﬂﬁnm.lmr nlhi
T Bax--1%a, Sha®Gle—Ri 18, Six-+y),. 1Mx+yd).
g3 xE—_05x, x®42x=15, 18 Gelwebnl, da?bim?4-n®).
1 {:.'—]]J' :l:i—l an. ﬂx{m—”:lar :“':m“"""'ﬂ“]- m xll
100 Ex+13% =1, 21, Bedd-Bu, 33-732733-'2. r:*—ﬂ*- I"“'“
110 x93 (el bR LB e Lo e L - : L
By R L ST, FRACCIONES ALGEBRAICAS. REDUCCION DE FRACCIONES
id, ﬁ.::“+1‘1nl£.~ do+1de+d, d+12x+40a _ o
B 1010, Theeth, 5 (173) FRACCION ALGEBRAICA e el cociente indicado de dos expresiones
6. E.-.w;+ug.-—“h:.| wiy, wxy = algebraicas.
i 3 TR [ e —1RkA iX K / : : :
;E ﬁﬂaﬁjwﬂl{%_ r.:’;;_i_lfﬂrf  igh Asl, — es una fraccion algebraica porque ¢s el cocienee indicado de la
o8 wi—Zab—Ab¥, alh—Gedhi+gabl, abd+ bl expresion a {dividendo) entre la expresion & (divisor),
gi Eanﬂj-‘g.-trr. ;'I_r:li':li—'ii:”. gm:-'j-r—:imreﬁ. . El dividendo a se llama numerador de [a fraccidn algebraica, v el di
= ;xgh—[‘m:;chl-‘:;i-;;'?l}l-iliii'_# I_1:++i':c~1~—tH::“, visor ft, denominador. Kl numerador y el denominador son los térmings
9. O UyTilfv, T—2TxE, BxtbA0xi4-dax. ile T Eracecidn.

34, 3—2a®, G+Br, 0w, 12+18a5
an. El::li"l:—d]-"! Ta5nd—d40, 125=-1.

[”4} Expresion algebraica entera es la que no tiene denominador literal,
36 1ZmndBm—dn—2, dimin—inld2me-2, Gnf—in—h. :

37, 1Bxt-00xtHa0x, 12axth20ax?, 15ePx0-H16a%x0 —154%5, Asly x4y, m—mn, Ea+.EEr SO0 EXPresiones enteras,

jlr: {r-:ll:&fll: II-E;EETTI-I::‘ 16—t pat, UI'II:L expresion entera puede considerarse como una fraceidn de deno-
A0, Bri—10n—3, 20013042, 10nE—11n—6. minador 1.

1. Babab—252, 1502422004802, 10a|-Bub—db. Asi, g=2: jl=+:,,="""'-"’

49, 10t hay—29% 15a2-13xp4+2y3, 2xP—xy—y". ‘ 1 el

43 GbEaenhEed odx —Jatxt, 1=—x4 \

4. xVEBx—dx1-32, afxi—Zatd—Hatx?, Bol—dxi+dxd, W75 Expresion algebraica mixta es la que consta de parte entera y parte
46 ad—txtxf—0, 1=10x%40, x2Hde4d af—dxd4-d fraccionaria.

i 1=g% I=ug, 1—w" 1-—Ba+a® b

47.  aSh—ab?, a¥hi—a?l, mlab—b%)3, irir:“+rz-!=-}- Adl, ad— y x— son expresiones mixas,

45, mb—=0Tnd, mi—0n®,  mEf—Gmn-bind, mddmnind, L &

193
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@] PRIMNCIFIOS FUMDAMENTALES DE LAS FRACCIONES

Los siguientes principios demostrados en Aritmética se aplican igual-
mente a las fracciones algebraicas v son de capital importancia:

1) Si el numerador de una fraceidn algebraica se multiplica o divide
por una cintidad, la fraccion queda multiplicula en el primer caso ¥ divi-
dida en el segpundo por dicha Guntidiad,

2) Si el denominador de una fraccion algebraica se multiplica o di-
vide por una cantidad, la fraccion queda dividida en el primer caso ¥y mul-
tiplicada en el segundo por dicha cantidad.

4) 5i el numerador y el denominador de una fraccidn algebraica se
multiplican o dividen por una misma cantidad, la fraccién no se altera.

SIGMC DE LA FRACCION Y DE 5US TERMINOS

En una fracciim algebraica hay gue considerar tres signos: El signo
de la fraccidn, el sipna del numerador v el signe del denominador,

El signo de la [taccidon 3 el signo + o — escrito delante de la maya de
Ia Iraccidn. Cuoando delante de |2 raya no hay ningdn signo, se sobren-
ticnde que el signo de lg Fraccidn o3 4.

Asi, en la fraccidn — el signo de la fraccion s +; el signo del nume-
rador es + ¥ el signo del denominador +,

En la [cacecidn —Tﬁ el signo de la feccidn es —, el signo del nume-
rador — v el signo del denominador -+,

—
@] CAMBIOS QUE PUEDEN HACERSE EN LOS SIGMOS DE UNA
FRACCION S5iM QUE LA FRACCION 5E ALTERE
Designando por m ol cociente de divi- i gy
dir @ entre O se tendrid sepin la Ley de los — =g {1} —=um 1)
Signos de i division: b — b

¥R LN, - - =l e —_— ¥ —_— = -

Cambiando ¢l signo a los dos miembros —@ L T
de estas dos tiltimas igualdades, tenemos: 7 TR T S Tt @

Como {1), (2), (3) ¥ (4 tienen el sepundo .
micmbro igual, los primeros micmbros son iguales R e TR
¥ LenCmos: TR ]

2 ot
Ql’?} Lo anterior nos «ice que:

1} Si se cambin el signo del numerador y el signo del denominador
de una [raccidn, I [raccion no se altera.

PRACCIONES. CAMBIDE DO SiGMos 0 195

23 8i se cambia el signo del numerador v el signo de la fmccidn, la
fraccion no se altera,

3} 5i se cambia el sigho del denominador y el signo de Ia [raccion,
Ly fraccion no se alters.

En resumen: Se pueden cambiar dos de los tres signos que hay que
considerar en una fraccidn, sin que ésia se aleere,

(180} CAMBIO DE SIGNOS CUAMDO LOS TERMINDS
= DE LA FRACCIOM SOM POLINOMIDS

Cuando el numerador o denominador de la fraccion es un polingmio,
para cambiar el signoe al numerador o al denvminador hay que cambiar el
signo a cada uno de los términos del polinomio.

Asi, sien la Fraccicn —

cambiamos ¢l signo al numerador y al

denominader la fraccién no varia, pero para cambiar el signo a m —n hay

fue cambiar el sipno de m y de —n ¥ quedarsi —m - n=n—m, ¥y para i
iar el signo a x—y hay que cambiar el signo de x ¥ de —y y quedard
~x-+y=y—x y tendremos:

Wi=H =i I-rn:_rl:—r:l':l.
X=y —xdy y—x
.. . et ; :
51 en la fraccidn S clmnhmmm el signo del F=a _;.,..|.._;'j.'_-_;,a.|
numerador y de la Fraccidn, ésia ne se altera y x+2 x+4{ ¥
tendremeos: s
Del propio maode, s en la fraccion —
| 3 FI FI . , A SRR T 1—x% a5 T gﬂ £, n':
cambiamos el signe al denominador vy a Ta R e T T x! -
fraccidn, dsta no varia y tendremos: o )

(En Ia prictica, el paso intermedio se suprime).

L acuerde con lo anterior, la fraccidn

= r ) <t -— —
-, Ppuede escribivse de Jos cuatro modos ¥l RN RS
: it B x—1

il
niguicntes: - A ar
181)CAMBIO DE SIGMOS CUAMDO EL MUMERADOR

¢ DEMOMIMADOR S0H PRODUCTOS INDICADOS

Cuando nno o ambos términos de una [raccidn son productos indica-

dim, se pueden hacer los siguicntes cambios de signos, de acuerdo con las
reglas anteriores, sin que la Fraccion se aliere:

1) Se puede camivar el sipno 3 un ndmero par de factores sin Glin
war el signo de lo Iraccidn.
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Asi, dada la fraccidn i_j podemos escribir:

al ' [=a)b ah ' {—=mb
: =y ::-: x{7)
i () e al
E=. gy -;.;;: i | 1;‘,1_

) ||_| {— H.:l {— II.I'}

x  -5=)
En los cuatre primeros ejemplos cambiamos el signo o dos Eactores;

en ¢l dltimo, a cuatro factores, nimero par en todos los casos, y el signo
de la Fraccidon no se ha combiado,

) S¢ puede cambize el signo a un nidmero impar de factores cian-
biando el signo de la freociin.

b
Asf, dada la fraccidn l:_.‘."‘ podemos escribir:

al [—alh ah b
o Xy Ky e

al f=ap— b} ab (= ahl
o 5 e

En los dos primeros ejemplos cambiamos el signe a un factor; en los
dos tltimos ejemplos cambiamos el signe a tres factores, nimero impar en
todlos los casos, ¥ en todos los casos cambiamos el signo de la fraccidn.

fa—1){a—2)
(x — @) (x —4)

Come estos factores son binomios, para cambiar el signo de cualquie-
v de ellos hay gque cambiar el signo a sus dos términos.

@ Apliquemos los principios anteriores a la fraccidn

Tendremns:

{a—13{a—2) (I—ala—2 {e—La—2y (1—a){Z—a)
(e—)(x—4)  @—xfr—4) (c—Bx—4)  (x—3x—4)'
(a-Dfa—2)  (l-wfa-2) (a-@-2 (a-1-a)
(e—Bix-4)  (-Bx—1) (r—0x-1)  @—x)t-%)’

Estos principios son de suma importangia para simplificar fracciones
y electuar operaciones con ellas.

SIMPLIFICACION DE Facciouer @ 197
REDUCCION DE FRACTIOMES

':1@ REDUCIR UHA FRACCION ALGEBRAICA & cambiar su forma sin
cambiar su valor.

I. SIMPLIFICACION DE FRACCIOMES

=
ilai-}ﬁiMPL[FICﬁR UMA FRACCION ALGEBRAICA ¢ convertirla en una
7 fraccidn equivalente cuyes términes sean primos enire si.

Cuando los términos de una {raccidén son primos entre si, la fraccidn
es irreducible y entonces la fraccidn esed reducida a su mads simple expre-
sidn o a su minima expresidom.

I:]EéjﬁlMPLIFICﬁ;CIGN DE FRACCIOMES CUYOS
— TERMIMOS SEAM MOMOMIDS
REGLA
Se dividen ¢ numerador ¥ el denominador por sus factores comunes

hasta que sean primos entre si,

(1} Simplificsr -EEF—-

I E jemplos

F R A N
éa’b®m  3d.a.l.m  Jom
Hemos dividido 4 y & enbre 2 v obtuvimes 2 ¢ 3 a® y a® entre of ¥ abluvimos
los cociontes 1 v a; b* v &* entre b8 v oblwimos los cocientas b% v 1. Como

6% v 3om no Henen ningdn foctor comdn, esto froccign gue rewlia e
irreducible.

Tendramos: R.

Pyt

Bty

o SRR
kS T L b
Dividiones 7 v 25 enfre T o® v 55 ontro 2% v? o " onire %

Obsérvese que cuando ol simplificor desoporecen todos los facleres dal nu-
maredor, quada en of mevadar 1, que no prede suprimirge. 51 desoporecen
todes los factores del denominoder, quedo en éste 1, gue purode suprimirs,
El resultodo o5 wma expresidn entera,

@ EJERCICID 118
.“ii||||}|.|'1i|;';|r o reduciy a su mds simple ::-'.pn:-a:if-n:
i n WORE L e L . Om3n® O e g

| — 2 : Ll ir i —rar— | L}

(21 Simplificar

E,

[T=rr e

ab TRt T xhyl dxby Jm 2ty
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Hminte
dmented
12yt
BBy

12a=h7

B G0aipte

10.

11.

12.

Hlapniys
Dt Et -
4 2a*cin
Sietchm
TTadyizt

G TyBett

g oy T
 dhatats : (AT
by 162520

1 R e A

% e Thatipinge
BlaPhioga2 18 Tha¥m®

fatbe 10D

{6} Simplificor

170 Simplificor

SIMPLIFICATION DI FRACCIOMNES

Doy — D43 — 3y
1Bx® + 155% — 63

s e ke A AL A A OO L o O,

@199

18P+ 15k —83x  Bw[Eef k- Be—21]  Anldx7NDe—3)  3xlde-r7)

At = 12k — xy 4 dy
e e [l

TERMIMOS SEAM POLIMNGMIOCS

SIMPLIF[C.&CFGH DE FRACCIOMES CUYOS
REGLA

Se descomponen en factores los polinomios todo lo posible v se supri-

men los factores comunes al noumerador ¥ denominador,

I It
Ejemplos E {0} Simplificar ————.
dirg do® — dab
Foclorando el denominador, se ficnm
¥ T o

K. S Ly — TR - |
do® —dob dole — b} 2o &)

Hemes dividide 2 v 4 entre 2 vy o ¥ o entre a.

12} Simplificar %
Foclorande:
A >
24y — Byt 122 —Ty) 22— 3y
e o
{3) Simplificar —————.
IMrmcar El;:l;—ﬁﬂ
Wbt é _x—2lr—13) x—2
Zax—éa  Zolk=3 U0
Ba® + 27
Simplificor ————
V) Spliicn s
Bt + & _ [Bat3da'—ba+P]  de*—dat§
da + 120 +9 (2a -+ 3P T
2 o o — 250
151 Simplificar m.
ot — 250 afo® ~25) _ alatSlla=5) _ o

28+ Ba— 10z 2ojo®+4a—5] Zola+Sla—1) 2le

[

-1yt (8 —AH3=—y} _ {x+2)x—2)[3x —y)  [x— 2)(3e =y

W — 58— E [ —Gk—14)

[o® —1][a® + 2o — 3}
lo? — 2o + 1)|o? + da + 3]

[ 1 Simplificar

A=+ 203 fo+1la—1)a+3)a—1]

B — T+ 2}

lo* =20+ 1a®+ 4o +3}  |a—1Pla+3]a+1)

W4t — 533
P S LR o - M

{91 Simplificar

Descompaniendo por evaluocidn 12 Henes
a4+ 4% —5r+3 b — s —T)=-+3)

O B DB Uy [r— ANkt D — b3 a—a+d

EJERCICIO 119

Simplificar o reducie a su mids simple expresidn:

dab 15a*bn—15a"5m
b i e TP
¥ _.—'1? - fi. —ﬁ—:pa :
i :1!2}'_._3:}': xﬂ-l‘E#}"l':l'!
x Sax+-dbx i B R
U SayGby L xt—uh

XAy —4 af—d b4 =
. e T
"  10atke \ i -':"-'+-Iﬁf_:2_lx_

A a?—al) x1—1x
PP e o T

fax-+10 1hx?—Tx—02
T P 1

¥ —fix+f at—atta=1

A

1l

(18

i

=

IR

i f

2ax-tay—4bx -2y
ax—da—2hx+8h
At —uh—G5F
adx—Gathiz-Fiabis

m|-n
P
x04yd
-yt

{m—n)t
T




200 &

-':I'E

2.

Zh

26

4.

ad

31

ik

3.

34

ALGEENA

(1—-a?)?
pore vy
atlt—a2h?
Talph
e i
ak
4 a8l 4 Rath®

Bhui+2datb+da*h*

=
it —fn—f
Bat4-1
Bret—dn®4-8n
i — {b—c}“
{m+f1]|=—-:=
(e by —{e—d)?
L ]
&2 -hx-10
10a%{a|- b7}

Gat—GadbGatht

afda*—Bak)
x{a*—Fab)
X=fz®

x| 2x 36
{x—dy)*

B —fd cBep

wti—gdxy?
xt _ﬂ-“’u.’l-'ﬂ*HI':r'—‘

et Rt Yenen

mi—27
x*=Hx415
ey
at+-Ga?—7

%5 A=t 18x420
 bxE17xR12
it .
a?—Ja—20
o
2342006
i aint—1Gg2 :
an-fan=—40a
s dend-Sepn—Bn?
fipileapyil
1hadl— 1 Balh
. e b
Db —2dah?
o Bxr—Bdx-16G
afy. — T
fxi—1hx2
4. 16ndx—D6% .
1204 —Ta*— 1{
I e A
dxd— gy
48 Jun—da—Bbn48b
Gni-bn—g
L
PR v |
P
'_Iﬁ 'Hl-lxu\xﬁj_j'l
i x"—xdxij'ﬂ
B1. Dl Gxt—x—3
x4 Axt 3
RE gl dam--a*n—4dan
P U T e
Wi i
(Za-tx)E—0
-y MamRe—an
oy

1=3a+4-3a8—ad

Gx?3

e Ly BT

BB

oT.

bo.

Gl

Gl

G

B3

Gl

G

aT.

Ga.

at—af—14a
a1
Bt 1 2ty Gy
Gy g
Ant—1245
2520+ 4n¥
X —x®
16+4-8x—x2
$1-2x—Bx
4t hx—fat
m S —10
d—Amn-tmin®
by —dbin—d b2y
Al by
e g Sl
T
(i —=—E)(x"—0)
{x*—2x—E)x4x—6)
(a-da-+4){da’ - du+1)
{ada—G)( 2 —ha-l2)
(xt—gxyxE—1)
{xttxtaxt-1)
(dn?-+dn—F)(n*in—30)

(202 —Tr-)(An 1204 9)’

(=" 4-5)
(i) oy
xip xt—q
xEfxtafn—12
s o o 4
X Ba S T2 A0 12
x*'—Tx2—2x+B
d— B Gx 10424
av—at—gt+1
a—2a'—Gat+Ba?--Ga—0
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BIMPLIFICACION DE FRACCIHOMER

f\lE\}SIMPLrF!EAErﬂH DE FRACCIOMES. CAS0 EN QUE HAY
QUE CAMEIAR EL SIGMO A UNO O MAS FACTORES

Ejemplos O3 Sl a2
b—3a
Dascompaniendeo: Eﬂ—_E'TJMEIn'—M:_E{n—h;IE { B
3b—3e 3lb—n) Ao — b 3

(21

(1)

Al descomponer vemes que no hay simplificacién porque el fectar (o — L) del
numerador o5 distinto del factor (b —a) del denomimador, pore conthionda
el signo o {b—a} se convierte an [0 — b ¥ este fector se concela con ol
[a—b} del numerader, pers eomo le hemos combinda ol signo o un focior
{ mrnerg fmpar | hoy que combior ef signe de o froccidn, poro gue &io po
varia ¥ por eso ponemos — delente de la froccidn,

e el
o I —Iy— Bt ay
ax® — o _at:+i_i]_|f_—_3]_ alxt3fx=3)

(o e o] |

br—xx—3]  v—x

—Iy=atday [k—yiE-x

Le combiamos el signe af fodor |3 = &) conviriendele en (5 — 3] que se con
cebo con el [x — 3] del nvmerador, ¥ fombién le cambiomes el signosal focho
[x—¥] que so convierte en {¥ — ki Como le hemos combiodo el signo o
daos fadlores [mimers por) el sgno de lo froccién me se combio,

5i le combiomos el signo solomente a [3—x] hoy que combiorle sl slgno o
lo {raccidn, ¥ fendremos:

ax® = fg n1x+3][1:—3] alx 4 3)(x —3) alxdl

W—y—xtay  (x—yB—x  —yie—3] | o«

Ambaos soluciones son legitimaos.

Simplificar w.

] =g?

Zof+a=3  [Pe+dfe=1l _  (2+3le—1] = 243 g
e o [1T—alll+o+e?) fo — 131 + & + o) | |r| |-'a®

L eredn grk e

Simplifecar T

= detd (k=2 [ —2)2 [x— 2 g =1
di = afd—Y A2ald=x)  a2aHe—2] . %k d)

Agul le cambiomeos el signo al factor [2=x] ¥ a la froccidn,
También, como ko descomposicidn del frinomio ceodrede perfects 5 — d4x + 4

puds mrcribires [ — 2P o [j!—::r]= vsonde esto Gltima formo, lendremos:
h:'—lhl-l--'l IE—:n']a v d=K

; i
At = x‘[2+:rj[‘1—:} ¥4 4]
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i

®- EJERCICIO 120
Simplificar o reducir a su mis simple expresidn
= = E S
1. 4 ix = —bix+x ! T, !{x 71 z“l
fix—i xE—Vx4+10 |::||+I:|2—ﬁ:*
g—b? al—h? 3% —Bab
e ——— i, Pl e s Y
gt e e
A_n3 — At
g Wit ih B —lex ﬂa-.l—ﬁb‘ ik [x—0) _
(n—m)p® O — i —frx 4 185w
A LR g
g X2 12 oy ai—x3 : a4, 13x—G—6x
16—x2 x1—px—dx-Hla Gx?—10x+06
5 dy—tix 15 dhx—ix 2__ S B —Rapt 4T —y?
| Smx—my—inztny’ B T Y BmEtyi—a—at
e L [1—a)B dUx 2y —4 Gyt —Hx*
f — F [ 3 -
10+3x—x= : i—1 o Bl BTy8
” H—a® 17 Bxt—DBxy—Oxy? s fi-hl—=nt=n"
P - C Ayrami-asty G
a*4a—3_ [a—iry? (x—BPFxi4x—13)
g —— 18. s 28. i
fl—an—rm+asm {B—a)® {2—xpa—x
g, Loy 1g, Dei-2Re460 o fixt— 152"y
T By—1ix T " goxyE— 10
Jrnx—rix—3ney+any Gan?=3ben? (x*=1){x?—Hx+16)
10. : e i, aa,
nyi—nxi—dmy?-+imx? bd=qab?f-da® (x2eedm {15

!BH:] SIMPLIFICACION DE FRACCIOMES CUYODS TERMIMOS
“— MO PUEDEM FACTORARSE FACILMEMNTE

REGLA
Hillese el m. ¢. d. del numerador y denominador por divisiones suce-

sivas y dividanse smmerador y denominador por su m. . d.

Ejemplo S =D Bh e 0 T — By
Jemp | S e A e

Hollando el m. e d. del numerador ¥ denominador por divisionas sscesivas
s hallo que el m.oc doos 0 —Ix + 5) = »% — 2% + S

Ahoro dividimos los dos trminos de lo froccién por sum. oo d. 59— 2e® 4 5x
¥ Pendremos:
% — 2B+ Byt — o® + D — iy

W — 2t b G — Do 4 By
_IJ:“—'EJ:E"‘I'E.E‘"'.:“'FEa’—5.|-::|'h1x"-—'2:|:"1'5:-:|__ et =]
BT = e e e

SIMPLIFICACION BE FRACCIONES & 203

-  EJERCICIO 121

Simplificar las fracciones sipuientes hallando
Eorai s g 4 el moed de los dos

ad—ahy-|afnt—gxd
At —ir— St B xb
w¥+8xf+dxt—fx—5

1—%—at-pxt
1~y Bh gt
2rd--2min—mnd—n?

=]

;. .
B e B [ B B St dmtnd-mn Jon?
a: Daart— ﬂr*—ux?--zu+2ﬂ_ 4 Gi"+3ﬂ'—-11-1‘"—-2u*-{-1:}a+5
daxi—daxtpart+dax—1In : At Talea®415 ’
1 Ex‘—l.'lx*-i-lﬂx-—ﬂ_ 10 Got-=10xd 4 BLxd—Sx |4
10x7 g+ 11412 © Bxf— Gt llatpdx—g
R o e ek DUV s ;M o '
2t —fatyFdxtyi—xyt B L i e
g 28—att2a'2a%4g 1g  FH2a%—5ab4-8at4at 9a?—fa-f

Jud—at4-Za" a5 al4-Dati—Sat - 10+ dat—10a4-16

I, REDUCIR UHA FRACCIOMN A TERMIMOS MAYORES
[_'_H;l Se trata de convertiv una fraccién en otra fraccidn equivalente de nu-

merador o denominador dado, siendo el nuevo numerador o denomi-
nador maltiplo del numerador o denominador de la fraccién datla,

E jemp!us]

. 2a
(1) Reduci i o freccidn equivalonte de numaradar fal,
% ba?
ab
Para que 2o se conviertn en 6ot hay qua mulliplicorlo por &0 4 2 = A,

leego para que ko froccidn no varfe ho rnuftipli I d i
e e g e ¥ gque mulliplicar el denominader pos

0 ot

3 o
La fraccién obtenida es equivalente a o froceién doda porgue una fraccitn
no varia 4 sz dos Meminos se mulliplicon por wna misme contidad.

. O ; .
(2) Convertir e en froccién: equivalente de denominadar 20oys,
]

— T

&7 Moty

Para qua - 4y¥ se conviario en 20a%y! hay que mulliplicorlo por 20a%yt + 4y = Sady,
luego para que lo frocclén no varie hoy  que multiplicor el nemerador  por Sof

5 ¥ 5oty = Mhaly, lrage
5 :'.‘.-:J! ¥
gl
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=) al cociente una fraccidn cuyo numerador es el residuo ¥ cuyo denominador
{3} Reducir TR a fraccién equivalente de denominador x® — x — 6, es el divisor.
it E = At = 20
x=3 st—a—=4" jemphm (1) Reducir a expresién entora —— Lol
X
Pora que x—3 se convierta en x®—x— 6 hoy que multiplicordn  por g et 8 : .
[ —x—a)+|x—3)=x+2 luege ol numerador hoy que multiplicarle por Dividiendo coda términe del numeradar por el denomimader, se fiens
¥+ 2, y tendremos; 4 — 28 A D 5t g
A T e e e B g
x—3 —x—46 e ot — 1208 — 4
{2} Reducir o expresitn mixhs e e
Iclo 122 el S :
B EJERCICIO ividiende of nemerodor por el denominodor:
Completar: 64— 13a0 =4 | 30
l i:ﬂ_ - ni:ﬂ_ lﬂ. fhx = 3 _Ena ﬂi'—iﬂ-
" 2a dad P a2 x4y dxthdayyd ____].2;:.’;3__4
TR B CoxgRd xEe=b | o™ -y
LT, R f. = e Iy - = = i g e g LA
* 5a at+b  a+Bab4E %41 —a 3o? —12e* —d=a'—da+ =
Tk i ok 15 b Combiando el signo al numerader — 4 y cambiondo ol signe a la frocclon,
# abt  ZgEhE T x4l xEpBxt6 T B randremaos: y
dx _ Oxty UM L s R (30— 12a 4=t —da— = R,
4. By s " oxtn TR T g
i L : Bxc¥ e 352 = By op 3
B A 1o L a1l 19 %=1 = x® 1, (3] Reducir o expresion mixfo =
T gnd pad Ll T x4 3" — 2
Rx4+7 s, R b =3 — S +3 | 32
% TET R 15 a—b et T et B3a%h — 4 dx R i}
ox x—h  Axt=15x el L
’ = e i = =1, = . 2 e
bigmp g el TtB  etas—10 R
e = |
Iil. REDUCIR UMA FRACCION A EXPRESION fod — Tt — 5 + 3 ot
Tendremos: 3 ==l
EMTERA O MIXTA _ 2t —12 St — 13
S Cambianda el signo al numerader (o codo uno de sus términos] ¥ a la frac
{190} Como una fraccion representa la divisién indicada del numerador en- cin, tendremos: _
— tre el denominador, para reducir una fraccion a expresion entera o At = Oxt = Sx b3 =1
genk i e i : S e e
mixta aplicamos ka siguiente: =2 AT T
REGLA = EJERCICIO 123
e divide ol mumerador enore ¢l denominador. Reducir a expresifin entera o mixta:
Sicladivisidn-cs'exacia, fa t'rnnciﬁn. EE"I.Ii\'ﬁl[.‘ ey ml}?ﬁlﬁﬂ e Gal—10a" o DaBy—GxByT5Dxyt R o 10r415a—2
Si la division ne cs exacta, se continda hasta que el primer (drming . e, a e ! 3 4 e
del residuo no sea divisible por el primer término del divisor y se afade A L x ;
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. Oxt— Gt Gu—5 0. .'t:'—xi-'-[ix-'rl 18, x"m-.llxﬁ-—-i:l;-:
ax x==d xd—=2
kel —10 Sxt -ty DaypE—Gy? 105" — 1 8ns—hn-d
g — 14, D o -
b dx—iy 2nt=iin-1
D DB _= 5 B
g AREETERTE i SRR TEATE, T s
dx—1 e dx=~+hx-Hi
At ghi jg  Zat—fedtel g - il IR
ab2h Sy S il Y dmd—mni4n?

V. REDUCIR UMA EXPRESIOM MIXTA
A FRACCIOMARIA

@ REGLA _
" Sc multiplica la parte entera por el denominador; a cste producto se
lc suma o resia el numesdor, segin que el signo que haya delante de la
fraccidn sea + o —, ¥ s¢ parte todo por el denominador,

La fraccidn que resulia se simplifica, si es posible.

3
a haecion.

EIEHLPIGS I (1) Reducir x—24

3 [x=2)(x—1}+3 -3+ 2+3 _ #¥=Gx+5

X

—9
4 oy iz =1 e
24 p? ;
12} Roducir a4+ b= g a fraceida.
a®+b* |o+blla=bl=|c®+t*] *—b—a’—b _ I
a+ b= = i L R b Ll -
o—b a—h o= a—h
IMPORTANTE

Ohservise que como la froccian bene signe — delonto, pora restor el nu-
mesader oF + B hay que combiorle el signo o codo wre de sus féeminos ¥
psto 5o indico incluvendo of & b® en win paréntesis precadido dol sigag =

(3) Reducr e Ll kU e
PRt LT B
A+ S — 18 [x 10 Sk 6] — (4% + 52— 18)
RBANE v o i 48 b 5 ok 6

At b= =52 18wk Mx+M_ (x+B)x+3)  x+8B
E 50 A hadd (R E2) g

R Erer e

REGUECION A FRACCIOM 2 207
B EJERCICIO 124

Reducir a fracciom:

da 4 TahE={i
I iy | ETTES L AP 7 7 W & e L
P R 16. e*4-Jab—b3+ R
e xi=fix x30
D m———. B oyt O 3 18, - .
; m X3 e | WL
q :EH-'\_:F# i, =
B xG—t, G e pe S o 1.2
L x—y xi—fadd
alr Qs Qatbh4+ bt
4. 1 11. ———=-p—2n, THE _
-0 Wi—i i R a2
1= T s e a
it +,|I_S_ I'ﬂ_ EH—EE—H. 18. '3;—3...}‘—_-2?|
-+ af—Gx -+
4 it 2at—=11n1l
B 1—e—, 1k d—thpr o : a0, aE— i
r—x B = w2 : 3"+"+'T|-'.u_—.:!'_"
. 2rdx BE] ol ey
7, i O L )
Fay 14, x5—5x i

¥. REDUCCIOM DE FRACCIOMES AL MIMIMO
COMUN DEMOMIMADOR

i
t_Ey REDUCIR FRACCIONES AL MIMIMO COMUN DEMOMINADOR

cotvertirlas en fracciones equivalentes que tengan el mismo denomi-
nador y que fste sea el menor posible,

Para reduciv [racciones al minimo comin denominador se sigue 1a ai-
gutente regla, idéntica a la que empleamos en Aricméiica:

REGLA

Iy Se simplifican s fracciones dadas, si es posible,

4 Se halla el minimo comin maltiplo de los denominadores, que
it el denominador comiin.

4 Para hallar los numeradores, se divide el m. c. m. de los denomi-
nadores entre cada denominador, v el cociente se multiplica por el nume-
tador respectivo

Ejemplos g ey 3 :
jemp {1} Reducir =, —— — ol minime comin dencminader,
o B T T T
Hallomes el m. ¢ m. de a, 207 ¥ 45® que es 407, Este es el denominador
camin. Abora dividimos 4o entre los denominodores o, Za® y 452 v coda
cacionle lo mulliplicamos por su nemerade: respectivo, ¥ landremos:
2 ¥
Aped 4 g = feut 2 = E E-iaf B Bax 1
i Ao x* Attt
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12)

3

ALGIBILA
3 3 Bt i
e G e
g A tesehvipiond dind,
4y dp®y® dax
Loz fraccionos, reducidas ol minime comin derominador, quedan:
LBed &3 St

=i e — R
| 4ot 4o Aot
Estas frocciones son equivalentes o los fracciones dadas porque no homes he-
cho més gue mulliplicar los dos términos de cada fraccién por el cociente de
dividir el m. ¢, m. entre se denominader rospectivo, con lo cual las froccionas
no se alteran {1760,

Raducir ﬁ, x;l . 2:;;3 al minima comin derominadar,
Fl m e m. de 3x®, dx y %% es 18«5 Este o5 ol denominader comin,
1 Tt  bx
Tondromos: 18x% - 3x® = 6 o i&xéﬂ: e
PIETICI oo BO u n
b [8a* 187
e =P =2 21”322[1‘_—'”_—_{1'"&_
W 18x* 18x
b oG Ak =6
B BE 7B T
a—b 20 Jdb

al minime comdn deseminadaor,

Roduddr =,

ch * ab+b2 & +ab
Hallemas el m. e m. de los deneminadares, factorando bos binomios:

ab = ab
abh+ b2 =hla+4b}
of+ab=ala-t+ bl

Ahero dividimos ol m. & m. ab({a+b) entre cado denominador o la qua o3
I mismo, endre T descomposicidn de codo denominador:

miem.=okld+b]

ab [e - b| i L [ﬂ__—h:l[l:l+_b|=$ﬂ_}t_ 3
Zh ob -~ abla+h} sbla+h)
ablo b} B v o ¥ o =_1’|:r"" :
Blath) - ab+ b able+b) abifa+b)
ab [a -+ bj e, HEXE o O
alo+ b} o +oh ab{a+b) abs [a+b)

+13
(0 e

REDUCCIDH AL MINIMG COmMUH DENOMEEADOR

i x4

e =]

Hallemos el m. com. Focleronds los denominadores:

LG T P T
) dx b2 =[x+ 2+ 1]

et r—0=[x+2fx—=1]
Dividiendo ol mocom, [x 1) [ 2 =11 %+ 2} enfre lo descompesicicn de codo
denaminadar, endremos

@ 209

g — gl minimo comén denominoder,
Iz e x—12

moem = {xb 1 Te = 11 [kk2)

Ahinlh it Ll G 243 1 bbbkl 0 e
[x+1)[x—1] et B Tt il I I T B o o TR L B o, 2 181, 2 |
Pt Tia—tllxt2) 2% 14, Zelx—1] i3 ol on
(% + 2041} Kbt 2 (a1 {e—1){x+2] lakDlx—111x+ )
[T Hx—1Hx+2) xtd (et 4)xET) x® + 5k A
P o e Y o Y RO S T B

- EJERCICIO 125

Feducir al minimo

a1

ey 13.
Il
i . ; 1.
B Jo%x

| | a

IR LE-

Ux¥ Jx- gl

Ix . 4 }

i 18:

abl gt pl

P =

oL .J__ oy 17.
fix? Oy’ 1293

=] ..jl a2 14.
i fin a¥

i AL IO 1
KBy dayd

m{_:r_:. m—r 1 .
fim " Gmin 10n®
akd a-b albt
il L] Aile
Sg—-f Ab—a a—3b i
PR 77 T
;l', d i
I |

il ] 4

atb’ at=br

comin depominador;
X 1
xi—1 xt—x—0
a—d  da
Aads) 8
xT X
Ha—x) &
3 2 x43
x5 ' xiex
1 a b
Bat+2b’ da—4b B

mi—n? mitme wi—tan

H4l n—1
n—1 n+l  ni=]

at=b  gdb? gt
P ey

x x=1 1

a1

x+2 . xVpx—D

x=1

245,

a7,

23,

2,

3k

i

a2,

X X a=]
2" Sx+15 10xH0
2x—1 Axl el
x+4 " Bx+18" fafid
3 o o
atd" Gat—2h el
wrl Cxsd N
L xia—li *Ahh
a4a T
aEra—20 " a=Ta+12!
a1
W 2a—15
a1 2 1
ai—1 " a®atl’ a=1
1 1
x—1" x8—1
a
Taiioah’ atxtabs’
1
Aaxi—abx?
1 a4l 3edl)
a—1' (a=DF (a=1)"
Sa=f i ix

aman

G- Tx4+2 Dx4+1' fxd

=
3
b




JO-ARABE (Siglo XiN) La matemdtlen his-
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GADORES EUROP

EOS DE LA MATEMATICA

CAPITULO XW

OPERACIONES CON FRACCIONES

I. SUMA

REGLA GEMERAL PARA SUMAR FRACCIOMES

1) Se simplifican las fracciones dadas si es posible.

Zy 8¢ reducen las fracciomes dadas al minime comdn denominador,
si son de distinto denominador,

# Se cfectian las multiplicaciones indicadas,

4 Se suman los numeradores de las fmocones que resulten v se par-
te esta suma por ¢l denominador comiin,

i) Se roducen términos semejantes en el nomerador.,

@ Se simplifica la fraccion que resulte, si es posible.

@ SUMA DE FRACCIOMES COM DEMDMIMADORES MONOMIOS

P 3 —E
EIEHIPIUE i) Sm-ﬂa-r—rﬂ-——.
900 Gat

Hay gue reducie los fraceiones al minime comin dapaminsado:

210

caron como beaductorsst
Juan do Expais, que puse en latin las obras de Al
Jusriami; Juan de Sacrobosco o Hollyweod, que traduje
diversos tratados; v Adelardo de Hath, el mis distin=
drabas do Chrdoba,  puide de Estos, que dio una vorsidn lating do Euchid -

sUMA DE FRACEIONES @211

El m, c. m. de los denominodores o5 6o Dividiendo do? entre les deneming.
dores, tenemcs; 6o +Jo =30 y da® +da” =1, Eslos cocientes bos multipl-
comes pod los nemeradores respectivos ¥ lendremos:

A2 U e s s Risied
g PR &t '_dqu i

B pak ok
psumonde los numeradores) = i ?-:]E!ﬂ 2

o™ B
Moy 2{5a—1) So—1
Isimplificonda)] = 17" i hitbyE oy
&a* dn*
—dg x—2
{2 Simplifiear — — 424
Pax e 10

El m. e. m. de los denominoderes es 100x®  Dividiondo 100:2 enlre cada da-
nominoder ¥ mullipliconds los cocientes por el numerador respoctive, fenamon

x—da X g I__ ?ﬂ.‘.‘_dﬂ'l +2a(x— 2]+ ax

. Zox Se? T 100s®

Sxt — Hax + Zox — 4

A ST L B B
10ax*"
; - : Extt i Taw — o

[reduciends férminos semejanles] = N

1 0crac®

i EJERCICIO 126

Simplilicar;
" K== ¥ !-]::+2_ 2 i 3 +E. 11, m—H - M=l " ?‘"
i F M mn m e A e
B :H__ fh ke M L e Ly, 1g. ¥ cximdl e
S0 Hal Sy X% Jax? dx find fix’
q “‘f’"‘ e R L 1, L. Fow b
16a pLITE B 10 fax il ralsE A
addl  ath—4ah? 3 =42 x40 a-F3E  Br—=Hdm
— p AT e X T T 14, Sl
kale Gl 0 2= Gxt ks am
" Biods E Bk jo, FoE Ry o
] i 12 12 15 a0

(195) SUMA DE FRACCIOMES COM DEMOMIMADORES COMPUESTOS

‘11 .
L;Emplﬂs g L frei) e,

—_— .
b L T S S |
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Hallemmos ol m, e m. de kot denominadares, foacloranda les binombss: 19. ab 3 a 29 xf1 x—3 x=—=2
3 EI=3(x+1) S e Ba-bt " Batb 0 Rl 2
Py =2=2[x=1) meem B{x 1] [x=1) 1 1 a2
B—1= {x+1Hx=1} e PR e T AT T A 1d. =t a9, x+5 4 x4 .y 2=8 !
£ ; e ) aipx—12  4Bx—15 @ xi40x4-00
Dividiendo el dencminodor comidn &[54+ 1){x — 1| entre coda denominadar, g 9
o lo que os lo mismo, enire lao descompasicidn de cada derominader, y multi- LB. ¥ : ge, 1 + 1—2x® *
plicands coda cociente por ol numeorador respectivo, tendremos: iy (et =2 xte=f xlOxpds
e A e T el B el T 16, E O 2 el O I L
43 =2 =1  Glx+ilx—1) "-?’-‘ ‘”‘1 M;; a+l - fa+lp  {a+1p®
1% £ i 2x & +1 1
Tx—2+ I+ 3456 rk + . .
( mullipliconds) = :H+|H!—1]" x4 Gx—4  xied TR P
Sx - 7 i 2 +1+:1. ar. Mq. 1. 8
[ reducienda Wrminos semeiunﬂsi:ﬁl f] o xepnt o x—x? o J—x? x4l x4+l xP—x4d
R T B2 SO T 21
BT Simplliiar i et AL wty | x—y | wyt i1 | e—T)xt2) | (r—Tyxra) (e d)
] "'i’- Dj_ﬁ_ﬁ I'.'Pa_sﬂ'l'ﬁ :_:I-II 1 + n ﬂ+ﬁ HH- :::-2 .Il'“‘ﬂ- Ex-l
Haollemos el m. ¢.m. de les denominadones: a=5 | a'—da—5 = e 8o+l At G —0 i E 8 el
ﬂ:_4=‘ﬂ+?]Eﬂ_?i a1, E 2 1—Ehre 4. a—=32 T a3 : ..ﬂ+1
*—ag—é=la—3)|a+2] m.&m: o+ 21 la=2][a—=3] a Ba—3 25a°—0 a—1  at+®  a—§
—Sa+é={o—3}{a—2) .
Dividiendo el deneminader comin (o4 2{la=2](a— 3] enlve lo descom- Il. RESTA
posicibn de codo denominader, y multiplicands los cocicntes por los nume- —
radores respectives, lendremos; LHHEJ REGLA GEMERAL PARA RESTAR FRACCIOMES
= s —a2 : - >
2t WO G OV 2ol L Ll S ) it “”;.?”“”" 1) Se sinipliican las Fracciones dadas 5 e posible.
o= eliad i otk baindiboe2lia= 85, e medieen: Bi Bravciones. datlis: 31 mindrse oot Ayl ie
% a*—da+3+o*—dotd-ta’+8at 1 il tienen distinto denominador.
{ mulfiplicando ) = =i
{a+2){a=2](a=23) I} Se efectian las multiplicaciones indicadas,
: g : ..o R 4) Se restan los pumeradores y la diferencia se parte por el denomi-
§rechacind s Saenilios ex eanied S S mador comiin,
B EJERCICIO 127 i) Se reducen términos semejantes en el namerador.
Simplificar; #) Se simplifica ¢l resultado si es posible.
1 1 . w43 m4d 1 Xy e, YRR
1 . b« e, L v 197) RESTA DE
et T ol e \ JI E FRACCIONES COM DENOMIMADORES MONOMIOS
- 2 1 x4y 2=y L e ‘s
g ek ; ¢ 10. i i T
g i § ke et i lijemplos i a-;n ih ol dnz;b 3
a3 G ® x41 Fil Fi |
8 1—=x = E:_:E‘ 1. 2] * {1._1}:' % 1—nt +'i:__ﬂl'_'-' El m. c. m. de los donominadores o5 8a®h,  Dividiendo éa®h entre coda deno-
= 5 2 9 mingder v multiplicands codo cociente por of nemerodor respoctive, fonomads;
x - x
4 oo e 71, e - e B | i e bl e Pty
ey o e e o B T at2b dob*—3  Zobla+2b) dab®—3

da dah da®h b
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i’ﬂ’h+-1n-h3_ dab® = 3

iplicanda Y= "—"— - - %
[ multiplicondao ) TS S
[restands los mumeradoras | = irﬂ_-iijhi -_3]

Go°h
T

{ quitando ol porénesis ) = Eéﬂitﬂ A
én*h
{recuciendas | = e +i B

Gt

IMPORTAMTE

Obsérvese que pora reshar dob® — 3 del primer numeradar hoy que combiar
el sigise o codo uno de sws Krmings ¥ esla operacien b indicamos incluyenda
dob® — 3 an v parénloss precedide del signe —.

x42 =1

{Z) Hestar —== d ,
X" s b 1

El m. . m. de los denominodares os 362, que serd el donominoder comin,

Tandremas: F=l —12 = *ix— 1] 3x+2)
I I8 e
3+4
mulbpliconda ] = —— it
| mulbipliconde | o s
1 e
i Ty Mmurﬂdﬂres]:x i ix![ﬂx+6]
; - =3Ix—4b
| quitando e pardntesis)="—0 "7 7
, 3
gk ®—dr—4
[ reduciondn j = — -f';l;-r* ]

At I—2 x5

{3 Simplificor o e

En ".:' prﬁ_l:ﬁ:u suelen abreviorse olgo los posas anleriores, come indicamos o
conbinuaciin.

El m. €. m. o5 457,
.k*-i-ﬂ:r-—E__lI-:-I-E_Iﬂﬁ+3x-—-?]—xih‘+5}l
i F LA = dx®
" 200+ fx — 4— 247 —
[ mulbiplicondo | = —— “E—M 5:

{reduciondo]="— . f,
g

Qbsbrvese qua al efectuar ol producte = x[2¢+ 5] hay que fijorsa en el
signo — da Jo & ¥ decimon | — 5] 2 = — D3, [=x]5= =B

REATA DE FRACCIOHES & 215

- EJERCICIO 128

Simplilicar:

3 #_g“ﬂ 5 E_{:jﬁ 0, x-l_x—E_.‘:-b—ﬂl
4 ] habh  Sathe a 4 [
, @tab_ b g, 2ot a2 g 3Tkl dathl
P wls dat Hr ) 2Ma®
P S g At A, g e e
dmn?  2Zmin 20x 24y "Bk Bx% 16t
1. 240 b
10, ———— —

f
]
5

92 Bab fathy

@ RESTA DE FRACCIOMES COM DEMOMIMADORES COMPUESTOS

Ejemplos | Hs 1

11 Simplificar

—_——

ab=5h* h

(21

Hollemos el m. e. 'm. de los denominodores:
ab— b =hle—k] > o
b =b m.c.m blo—b]
Dividiends b{o—b] entre lo descompdsicion de codo denoménador ¥ mulil
plicondn coda cocionte por el numerador respeclive, lenemes:

* _l=ﬂ'_.‘lﬂ__!3.?=ﬂ_ﬂ+b_ b -— I i
ab—b b  blo=h) hbla—h) blo—b] a—b

2 1 1=3
Simplificar - - L
e o B et ol o

Hallamoe el denominodar coming

x+ad=ull tx )

x—=xt=u(l—x1]

a=xf= e[l == sl x| [ =x}
Dividiendo x[1 4+ x|(1 = x|} enire bo descomposicién de coda derominador,
tenemog

2 i 1—3x _ 2(1—x]—[1+x)—{1—3x)

5 f[1+x1—x)
_E—Ix—l—x—1+3x_ 0

B 5 T T T T

Al reducr |os Berminos semejanfes en el pemeroder, se anulan lodos los b
mings, luego gqueda corc en el nemerader ¥ coro poartide por cualguier can.
tidod aquivale o caro.

| imee AR (R
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dxf=1  [x+1E  x+3
28 —8  xiddxdd x—2
Hallemoz el dencminadar comdng
B —B=HaE— 4 ) =2 (x+2)[x—2) o et 3
it de fd= (g +2p fomacame 24218 [k —2,
x —2= [x —7) '
Dividiende 2 [x 4+ 2 |{x — 2| enlre la descomposicién de cado denominador,

{3} Simplficar

lenemos;
dp®—1 [x-F1F ::+3__.{x-I-EHd:r'-'—lI—Iix—-_ﬂHx-l-1]2—?1:-!-_?J*[x+3l
8 x*idxtd x—3 x+ 2P| x—2]

[.rr+EH-IE--II-—E[;—‘I‘][.\’+EI+T]—2[:“+d¢:+4][r+3]
= 5 x+2P(e—2] —
de® b B — x— 2= [ = Bk — 2] — 2| 5 o Fa® o Ve +12)

2 " 2[x- 2[5 —2) N
AP B - 2— 8 fhe b d =D — 14— B =2
o - PlxFIP(x—2)

= fiy? — I — 22 S Wy 4 02
2x+2Ple—2]  Dlx+2f|d—H

[ rediciando | =

B EIERCICIO 129

1 De resLLr —lh I T e 1 -,
x—i x—3 x—x* xtxt
m—i m-tn x a%
2 CALAr : 7. Restar .
% 3 m—H At —x? fa—xy
1—x 12 1 a+1
ak ] PRALAL  —— d. Restar .
1+x 1—=x 12a+6 G-
a-+b b—a a3 t—4
4. De PeSLRE ———, . Resy de — .
tab abr b2 N a8 T gatd
fR+-n mEgnt ] i fepla— g b2
B ! : . 10 = de ——e —
] £ ey restar g Restar PYETE prarTT
Simplilicar:
2 xtl - x=1 b i Da—34 a—1
—1  (x—1p dx+4  8x—8 Cofatd gk 12a9]
1 1 = 1 x41 x—1
s 16, i 18. - :
o x4y *i4x4]  sPextl
- =
43 1 m & fr 10 8 1 1 1

Atx—2  Axi—dut] e 208 Zaid

20,

21.

A

23.

4.

SUMA Y RESTA coMbiMapas B 2|7

PR xBg e g o 2GRl

. aJ 1 J = g %t o 1—fx%
dat4 Ba—B  12e*41% *Eatl (x—1P  (xf=1){x=1)
b T o BT AT
X x—y Coat—bE et PohohE gouf
1 1 S a1 10a=]
—_——— a7, - -~ -~
& ath 20°—Ba—4 4o +8a—82  Beldiub
| 2y ; - R il il
ey il C de—19y aF— 2753 1'.['.5:"-!-,']‘.11.'4.‘-1-!1.1']'
3 L 6 2?1 _ﬂi._ D14

100510 50 SOata0

SUMA Y RESTA COMBINADAS DE FRACCIOMES

! E}Empiqs—' T i L M i i

o =oh  ooh a'h— i

P

Hallemos el comin dencminador:

a*—ab =ala—b)

wh =ah f mhdmnblu@vhjlgﬁﬁ-,lﬂ
r.r“b--nf:|3=|::hiu”—b?]-—-nb{n:ll+bH|:r*—b|.
Tendremaos:
1 1 _ a0 blatbl+letbHa—bl—(a?+b)
o*—ab oh @h—at®  ablotbjja=b]

o -k b b of - b — T - 2

HNipli ot
|r|11.||!|.'lll'-ﬂ|1-d|:l] ul’.r{ﬂ+bH"'r—b'l
ab — b*
{ reduciendo ) = |
reducienda ) ﬂhl:{l'!"h”ﬂ_h:l
bia—h) - I

{ simplificonde | =

T O T
chia+b)la=h) aja+hk] g

ey oo x—=17 it 3 34 129 16
Simplificar — = e
Rt S S it TR B S e S N

Hollemas ¢l dersminador camin

=g =gl
chd—d= [x+d){x=1)
il o Ja¥ = g™ = I —d )= A [k =1)
e e (k= 1 {x k4],
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Tendremas: 21. -:1_—2!"1 EIE -i. i, S + - : o 1 e
= a4 - 5 n—5 )
e BN = o e T PR A S T T T S P e : W otba - G-oa,, AR
. F TR G T Elx=1[{x+4} g 4. S e g LY ol Ll -
2—3a  2+da (23] | B—8x  B3x  GtGxt a-ge

:1‘5'-1-_1::?—__ !I_:::_jjﬂa—ﬁx* b w o Ui - 14

{ mulliplicande j =

[ reduciondo § =

| simplificonds | =

EJIERCICIO 130
Simplificar:

I
x—3  x+2  xE—x—§
a 1 a-F13
Satb  Gebl2 | 12a)2d

a+3 n—1 a—4
at—1 +En+-2 +qa—-1'
2—i i ]
PEab " ab  RbhlE
A=} &ty dxc®

+
x4y x—u xl-yt

X 1 3
L LT,
- R £ x-+5
af—x—30  xF—dx—§  x%Hxtd
dx41 xd Ux
‘10x+8  Gra—2 | 16x—8 '
1 1 1
I E _m : ir-fx
1 1 2y

4 wey | A

a=1 — a2a—G

Je+3  Be—f  Bai—d

o) el ) g
a* e —04  g?=Pa—8  gpRg]R

s lx—11x44]
de+ 14
A2 {x—1)[x+4)
ixt4d] 4
Alx— 1) x+d)  #lx—10

14 oty a2y ¥
L ar ot #ay
at —1

1E. ) a3 o

041 aegl  adl
1 2= HR
x—1 @ x—1 =1
ra-+i 1 i
al—ab+bt  atb  alebd
& Bx tix-12

17

18. — :
x—2  xipRedd i
dx42 ax+l . dx—1
15 = - .
fbdx—10  x¥dx—H  xU—Ax2
i S
(r=1F w=1 (e=1P n
L LT
a1, 1 - ai=f. e 40 .
e S Y ) R
A 2
22.1 Xy X -2 Gx 3
O—xf I Gx4x®  O—Rxpbx
x+4-1 x=1 a

" Rl S e B
dx+32  Bx-3  dfixd6 18x—1%

w42 Ta a—i
ST T P
=2} 2a4-5 da—1
w10 d0a+20 AlaFaD
SRR ol O LN
AL BT L e ¢ R

a4

]

199 CAMBIOS DE SIGNOS EM LA SUMA Y RESTA
DE FRACCIOMNES

Los cambios de signos en las fracciones se usan én la suma ¥ resta de

fracciones cuando los denominadores no estin ordenados en el misnn
orden,

: p. 3
EIE'“FIE'S W Sphifioar —— o EHE
bt o B R 1 —xt
Cambianda el signe ol dencminador de ta ditima fraccidn 1 — x2 fguada x® — 1,
pefo para que ese combio no altere ol valor de lo froccidn hoy que cambian
el signo de ko froccidn, v fendremos:
2l 3 mhs
il x—1 =1
Bmemaess®—1=[x+1]{x—1). Tendremes::
2 3 x5 Hr—V43 (at i ha+5
x+1 k=1 @1 [x+1)(x=1]
l_?x—?+3x+3+x+5
[+ 1] {x=1})

P o M T e ;
b+ THx=1 fx+ipx—=1] =7 ™
1 2x

(20 Simplificar

A —Sx+6 2=—x [A—x][1—x)

Descomponiende x% —Sx + 6= |x=3)(x—2]. Entonces lo combiamos of
sgne o 2 —x quedondo x — 2, combiomos el signe de le froccién ¢ combia-
mos ol signe de los dos foctores del fercer donominader |3 = x)[1 —x} U
donde [x—3]ix—1] v como son dos foclores |nimero por de fodlores )
na hay que cambiar el signe de lo dlimo froccién v tendremes:

¥ e 1 " NE:-r =x[:e—I|‘_-|x—1][x—3f-2:-r|x—?]
fx—=3) =2} x—2 [x=3]ix—1) [a—1){z—2]{x=1])
_ Bt -l 43— 2 A
e [x=T11[e—21[5=3}
2 =x+3
=) =21k~ 3
a=14 i |
=k} i=20le—3 11— aHe=1)




220 @ ALGELRA
B EIERCICIO 131
Simpliticars
1. - . m g
m—n =i
- s
a ‘Ex T it 'S : a.
e I
1 x
; 1 {.
: 2x—x¥  wFad :
ath it
Y st "
x—4 X
5. = = 18,
xf—f=— At
1 1
i o= . 13,
» x*+ix—9§ I {2—x)x+1)
1 2 T
% : 14,
# Paef=l 2 1=x 2 3 dx—dq

h_i_ﬂu_'_ﬂ‘rﬂ

at+d  a—%  9—a®
#~I-3:p+ a4y X

ybx  xi—pl y—x
A I K S

e et S o e o TR o

3 1 4
Fat2  do—4 B—Bab

1 i a+1 2 :
a=3  (F—alo=3]  (S—adll—a)
_:‘af_"_'_ﬂxﬂ—lrﬂﬁ i ]
=1 1=zt x*4-x+1

x+2 x+1 dx?4-Gix 43
Sx—1 = 3—2%  Gxf=1lx+3

¥, MULTIPLICACION DE FRACCIOMES

@REGLA GEMERAL PARA MULTIFLICAR FRACCIOMES
T 1) Se descomponen en factores, todo lo posible, los términos de s
fracciones que se van a multiplicar,
2 Se simplifica, suprimiendo los factores comunes en los numerade-

res ¥ denominadores.

3 Se multiplican entre si las expresiones que queden co los nume-
radores después de simplificar, y este producto se parte por ¢l producto de
Lus expresiones gque queden en los denominadores.

E}Empf-ﬂﬁ l (1) Muliiplicor 2ﬁ;. o

i 2
L] ] oy 2
FiE v e b R e e il S
b0 dx 207 IMAMIKTMIEA Ny Jak
(2 Malish A—3 r:l:=+il:r"|'-l
R A W=k

Faclerande, tendremos
Jx—3 sF+drckd Ax—1) [xk2PF Ix+2) Dn-td

———

bt
244 PERE )

Tt b ma=T] . 5T

Hemos simplificade {x = 1) del primar numerador con |x— || del segunde
denominador y |x+ 2% del ssgunde numerador can |x + 2] del primer de-

paminador,

EI

MULTIPLICACION DE FRACCIDHES

® 22]

" - —
{3} Multiplicar 'i 1, il . —EH“’ .
o+2o I+ Totd F—da+3
Pl | a*—a—a o4 4
Foctorande, tendremos;
A2 At Tard e A3
Jotla—), lo=dlieak2)  Jate . |
ola+32) fa+1}i3a+4) Ja=1jla—3) o
i EJERCICIO 132
Simplificar:
dn® }.;E'.i_ 9. S ] e Tx-T : 15 —E.ri._..ix a“--df:lﬁ
ab " 4a 14 10x-+50 = Sa_50) Bad
ﬂ Il[ln-‘- ?_r.ut_ B, m-n 1 :I’ 1 16, E.r““:ix—ﬂx :L:-!-ﬂ.
I St a3 m—n? e ok E el |
Gaf dyT 1. - X34y 2 =i
e B MY BN U
Tyt T Tmt T Gt ey xf—lxy y—b Gy-16°
E}CE}{%. ik, K —dap-tdy® &2 _ i x4+ —gx  Dxlpils
BT I %3+ 2y e 7 x> 4Rl xbou
2xd  Ba?  Gn? B2 w1—x P B B
o 13, - . il el
16a® ¥ T!F Ex= 5 1 ™ wi—=1 4 x ¥l [ll
Ta  dm  Gad & ot —lia—b & i - ad-dalr-450  Baagd
tim? T 10m? T ldex Y 84231 Ga—Bal ; 7 {andl
Balgx . H id: {x-—y)e x‘-l-'t+1r gy ATk ata L
6 dx42 =1 (=¥} a1 il
B Ry xR g at—Sua-4- G ad—2h
2115 i g4 dn—15h == % Dg—i -
[m-i-n}’—x’_ {m—n)?—x? i—doy—1ly®  x3-=16p? - xI—fxy
(mi4x)t=n? = mitmn—mx ' xF—Day—iy? x3-dxy :: X2y !
_2ﬂ3+13£|£ 2Bz bt x ol fax-bda® K:‘.!.m:_.-[a? Br--{ix
Sax'—2ax  alxbbix T x4l hrx —fin? ax+a  x*4Sax-42at
o, w-'-15'—31 a-11 Za—12 - fa®
2at+10a " a?—86 © Zaf1R Zatud
a0 atp-Tat+1l a2 —%a—4 * L L
U @—ba—T T al2a=15" 2"—Ra—K
20, x-2Tx xi-bx 1 % o
Mi—yiiy  xt=Hxlp0x? U ow(x+8)R " x—3
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Gg_ﬁ} MULTIPLICACION DE EXPRESIONES MIXTAS o iR T
" REGLA
Se reducen Tas expresiones mixtas a fracciones y se multiplican estas @ REGLA

Pt Se multiplica el dividendo por ¢l divisor invertido.

‘ - ] 5 5 Ejemplos Ao Fox
E}Emph Multiplicar @4+ 3— prs por ae— 2+ = _: T J 1 P l (10 Dividie @ onfre E'

Reducienda los exprosiones mixias o frocciones, tondremes: do?  Zox dn* B dnb

B B
5 o+ 3{a—11=5 of+2a—3—5 q”-l-ia—ﬂl 35T opE T 3uE iv.'rx ¥

e o a—1 a=1 B el R e R
Ieiclir anbro
5 fa—2l(atd)+s _o*+2—B+5 _a'+2o—3 -
b e e, a+4 a4 Motde w16 e dde _xlxt4] 4 .
Ahora mulliplicamos las frecciones que hemos obtenide: B 4 o F—i6 8  (xTAl[x—4) 2
R
[';.4-3—5—){.:—“ ”‘|—E'?+?”| i 'T‘* : @ EJERCICIO 134
j it i i . Simplificar:
:Ir.'l+:1:||_u—ﬂll:{ﬂ_u-i-i_l.ﬂ.ﬂ—'l] | .3:_'_;2_.:1: o El:l.i:"—_ﬁ_ﬂi;-'lr—ﬁ
a—1 a4 ;! H:.I”-]."-' pE T T P
=(a—2lla+3)=a%la=a L & .LI.-1?_|'.|_ . - at=fa-h Hz+gﬁ_35
= b @ —1ha456 | a'—he—2d
m-  EJERCICIO 133 o Gmt 10me 1y, BEH26x415 | Exi13x—5
Simplilicar: Tomd T Ldant i MWod—f = gpae=q
axt-x® aix b I R W E
i it i
. - —_ i ) SR e e 4, Gida? 4 — 14. e .
1 (atz) (55 ( } (s } 5 T R
2 1 . xh—fix R o ax®45 | adxi45a®
. {: }{x+ ] & __:_;.r) {:H:+1— ! T Bgadyt 16 BE | e
k] X2 x x+ _1oaxt  Hgas Jei—] |
112 al—1 altdpl-3
1o . Y £ !
s (el e- m——iw)( = e e
. P -l A Tm aill Ba?-Fa
R x=] . Zx=2 X130 aF=Let4Pox
0, —x i ——— . T —— 11, = 3
d. (a+ 1':1——= - 10 (M'Ex ':1'4':+:.') ( mrae ) i i Y T
; Bt U L 162l Gdat-apy
B x+a } 1. {1+ ] } ]“-_} T .'J‘*) ) rJ”-I-iir.'-’J-I-ﬂl'J T Bt %n.’ﬂ' e x—12y ' '{'J_-.:-=+24£:||+'|H}|='
xi—x Gat—fx aF—Min u*-rJﬂ—-rrJ,
i ::E L : !‘_ N ':I BT v e F s 1H —— .
6. {HT] {:::— =5 ). 12 (‘-3+ o) (B |-z) () SxliGn  Zetl at3aE " atOa
Lo =Syl A op 1BOHTx=2  GxP13x-48

Mreq—30 - ara—d2 Hyl—n Ot s 41
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2 e S L ol L o | di—fetd = =iioe—24 nk- e +M  at— 14
<L Do e |tk - Txi-p7 ) e B | E£’+111‘+E1 E}E’mplﬂ Eimpliﬁtu' ::: F R 2 IF,:. + 9 EE,'EE [
; = e e =
ag me—m‘}"‘b“—?ﬂ' o g Eﬂu'l'Tﬂb_'].ﬁbt J ﬂt—ﬁﬂb—&ﬂb= - e Lot T I&a. invirtiendo el di d
' o— : S Y T R o P 1 Convertimos la divisidn en multiplicaciéa ivirtiendo el divisor  fendremos:

o—3 _o*+9at2  o?—16 _a—3  a'+%at30 2'—2

reeet.

et T Giogn anid el g Rl

@ DIVISIOM DE EXPRESIOMES MIXTAS
REGLA

o=23 |o+a)lat4] qul;r-ll ata+5)
S¢ reducen a fracciones y se dividen como tales. =.t-[.;-—-1:|-'{_ [;;Wi 1;-+ai][-n—ﬂ Ei;n;mb
s MR
Ejemplo P e i e
ey w- EJERCICIO 136
Raduciendo estns cxpresionas o Tracciones, lenemods: Simplificir:
o Al dtyitdy ity j, e B = § :-:-’—Elr.l+’F e @—36 a*—a—dl
T ot X+ e W 4}' x| Azt ' =1ly+30 a*=1 =T
o ol 2, e g L _-.a_:i]_ i —n | FEHROREL00 X100
¥ ¥ ¥ b B2 g s Ta—ih) wlep a0 w={
Teadremos: q EH da=3 i nd4a : g E=+l = at-a 5 dx+h
{1 o 2 }=I"+9=¢r+r“ xty a—1  Zat?  ata—2 Bo—6  AGa—12 " x—d
B o g Ode3-B1b  (x—9)* - Bai1ab g Be-lte—3 4xt-g . Bxthl4NEH
__Ir+}'F b kratar s ; x2--51 Ba-0b  (x+UP2 G +1ant Bxkox - Oxtp12ai
i + O g FoxrlR 5 x—x—Gb  x*—px—2 0. fa+ )= —c? o {nte)*—b* b ad b 4
- EJERCICIO 135 e £ Abx—20 xR {a—b)i—ed  gial—ne at
Simlﬂi[im: al—ga | satthe=ih  ex+tida
O | {1+ )- 6. (atb R ::'ri'+1w=]'
'H’ 4 mi-+ Ea_rz_‘ﬂ+1}m i dint—nd & e ot
(_1-_ ) - {,;,... : 8. [1_ ] % [:.1+ : St Tmnttant dmf—Zma-nt  16m®4Gmakn?
atl x+1 x84-8 x—1 i {ai—px)® e Lo e " o )
{1—ﬂ+—-ﬂf—]+(1+ 25 T, ,-.;+1_}+(1+.,,.E_ R aitxt O alatx [a?+‘2¢t:~:-|-13 witax® )
1+a a2 L3 o (af—Fa)t -_.{ 27— a8 ; ah—al
(o) rsdey o (D) o= G
Vil. FRACCIOMES COMPLEJAS
Vi, MULTIPLICACION Y DIVISION COMEINADAS ;-
: rmsj FRACCION COMPLEJA o3 una [raccidn en la coal ol nu- -
204} Cuanda hava que efectuar operaciones en las que se combinen mul- *

merador o el denominador, o ambos, somn fracciomes alge-

tiplicaciones y divisiones se procederd a convertir los divisores cn bralcas o expresiones mixtas, como

Factores, invirtiéndolos, y procediendo segun la regla de la multiplicacian, Lt

H B B B
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Una Itaccion compleja no es mds que una division indicada; la raya Tendremas:
de Ja fraccidn equivale al signo de dividir y ella indica que hay que divi 12 xl=3x=10
s . . s g LA
dir le gque estd encima de la rava por lo que esed debajo de ella. k=2 x=2  ai—0x—10_ {x—5](x-k2 x—F
g X 16 af-bded 4 Fddnt 4 +2)¢ At E
Jr x4+ . R kbl :
Asi, la fraccidn anterior equivale a (E—i]+ [:1 +£]| 1 W
1 +i X o X Ohséfveie que come la freccidn del numerador ¥ lo froccién del deneminador
it fenion o mismo dopominodor x — 2 Jo hemos suprimide porgue al dividic o
Fa seo ol meltiplicar el numerades por el denominodar invertida, tendriomasy
206) SIMPLIFICACION DE FRACCIOMES COMPLEIAS
MaLL xF—3x— 10 x—2 wF—3x— 10
W o= it
11 Se efectian las operaciones indiculas en el numerador y denomi- s S e
nawlor de Ia fraccidn compleja. donde vemos gue se concela ol foclor x = 2.

2} Se divide el vesultado que se obtenga en el numerador entre el
resultado gue se obtenga en el denominador.

i EJERCICIO 137

Simplificar:
5 g i a Lo Bl
Ejemplos ¥ o ek PR
(1) Simplfesr : i tr 1 x gy, 8 S
o ' o — La- ‘a
14— pol AR L
x I x* i
IR |
Blectvondo of numerader LA . a2 x?—l u—-4+;-1- w
e ox " gl i Rt
: a a+tx 11 2 .
Efecluande el densminador: 14+ —= ! T | el _g'“a';'
x % = -
g J i a b 202 ot
¥ 4 ax " b oa a x—1
Tendremos: iete & T 8 1G.
'|+E ot o 1 i -’1E+El'_ 14 1
X ¥ ; i fal =
[dividiends el numeradar T R T _ hatxla —x] 'y et - l 1 ; alr
2 = X = e e—— S — L R a—
erirr al dencminadar] ol o+ % a4+ K o g Wom 10 hb 16 -+t
i2 i ' 106 e
e o tEh moof T n—H
(21 Simplificar .
16 Lk . o, e
.K‘{‘-ﬁ"l'h__i " ] ) ¥ i 17 x+d
Mumerader: = % : at { . g
O o 1 ot SO T 0 o " T BT
k—12 = oo H’—E * }| - Ta--i
Denominodor: ;' * a+5 3 8 S
1] e b) [ g = — ¥ [ f  —— 18
gl _lxkdlx=2)416 Aban—12-H16  A+dckd i T P
x==1 e izt x—17 2 Tlien a1
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@ Ahora trabajaremos fracciones complejas mis complicadas,

gkl i
3) Simplificar :;"i‘_l__
x=1 =x+1
Mumerador:
L 1 0 %41-(a=1) x+l-x+1 9
=1 x+1 (x+1{x=1) (x+1{x—1 (x+1jx—1)
DBenominador:
x 1 az+l)—(x—1) **tx—xt] x2+1

=1 x+1 (e+ljfx=1) (x+Dx—1) jx+1jx—=17

Tendremas:
e I 2
x—=1 :-I—-l {x+1}{x—l‘| 2 :
.-"___..?- i O =T G
x=1 x+1 E4+1)(x—~1)
i+ 2h _il-b
y =0 ]
1) Simplificar — .
il iligar _ﬁ_ v
a—0  da—=5h
Mumerador;
a+ 20 -’:+{J_1m{ﬂ+‘3b}—|;£:|_-h]{_ﬂ—£:} o+ Bab —(a® — b7
a—b gl e — b 3o E{{,_.Lj,_'
o Rl gt BT Sabibt
ala — ) = afe— b}
Detoanimador:

b Z2a—b bide —b)+ia=Db){Za—b)  dab— D7+ a® — dab 4 b2

—

a=b " de—b  {a—bida—b) T fa—bjda—1)

o R AR
 (a—b){da—b)

FRACCIOHES CokPliias @ 229

Tendremos:
a+26 adb Z2ab + b*
a—b a afa — b} ab b (a— b){4a — b)
b %a—b  SPtab | dla—b)  Ediiah

a—b da=—b (a=bida—b
_bEe+D)  (@—b)(a—b) _ blga—b) _sab 0
B T P R e
o3
1

2
x+2

Gy Simplificar

Las fracciones de esta forma se llaman continuas y se simplifican efec:
tuando las operaciones indicadas empesando de abajo hacia arriba,  Asi,
cn este caso, tendremos:

___xr-E i x—2 T, X3 E2 g =g
e 1 1 TE=+3| *—x-12
&= - e x
b i X
._.x+2 x+2
x =2 x x=2 x X
— = = B

e kb e ® = :
1 X2 il (x—=8)ix+1) x4l

g EIERCICIO 133
Simplificar:

1o x41 43 x4l 1+ 2x &yl
x=—1 =+4 x4 7 14z id a-k%  Da-pk2x
-~ TR i e T : i Pxbifa + a it
=1 x1 X2 xpd st =% a-x
18 Lo el sty x—y atdl b
M=L1. ‘xd] 1 m4nR asaiy
-_.-—L = f, —— il ki R e (L
o e eciug i x4y x4y ath  ab
o x+1 f i x xdy & a—1
. E__ f_ 3_ a¥x  h4x T AR
w=b atb W a P I-;I{NF
. g — h — 12, ——
ath a A b=g M 0 16

e = L LA

Wb b b oa=b P —n x
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ALGERRA
- 20+ 1
%__ 4 d==ir L:‘ o _T'“
i 1., 2t —
1Lk _ o2 il
SR S a—Lli-e *
e A HRY 1
?.'—.»ﬁ_'_f— x-l—}l l_‘I a 42 1= 1
14 = LB. i
Syt AL ®
== iy 7 1—n E_]
g .2 et : 5
1B 1—r 140 ;H—H 23 3
iRy 19: =S =
I+e l1—a i g
x—2
1 1 47 1
JJ+:|.'+E_.:E—_'_|+£ 24.
16. | i 3l —-i'- A . a
1+= .
A'-'":ﬂ".: K'!':F"| T = wal- 1
: 1 = e |
28 : o
g
nr#~ﬂ+i g
a—— e
T x+1
Vill. EVALUACIOM DE FRACCIOMES
@m-rsnrarmcmn DE LA FORMA =
D il
La forma o+ [ue Tepresenta na Fracecitin 1] ;
— =],

cuyit numerador es cero v cuyo denominador d-
es utia cantidad Ffinita cualquiers, se interpreta asi:
En efecto; Salemos que tda fraccidn representa el cociente de la di-

A

P

visiin de s numerador entre su denominador; luego, — vepresenta el co-
. - - . . . " & r* -

ciente de la division de 0 (dividended entre a (divisor) v ¢l cociente de esta

divisin tiene que ser una cantidad tal que multiplicada por el divisor a

regredueca el dividendo 00 [uego, el cociente o sea el valor de la fraccidn

SCT

a0 porgue 0xa=1k

E jemplo

- =1
Hallar el valar de m porg x =3,
Sustiuyendo x por 3, tendremeos
x¥=0 {51 F=9 =1
FR BT FFIR =T e 1

i

— = K

EVALUACION OE FRACCIOMEL

@mnnmnﬂlum DE LA FORMA :.

Sca cifin & i
Ia [raccidn T en que a ¢s una cantidad constante y x e3 una vas
viable. Cuanto menor sea &, mayor s el valor de la Fraccién. Fn efecto;

Vewnos, pues, que haciendo al denominadeor x sulicientemente peque
. . "
i, ¢l valor de la fraccidm — serd tan grande como GUETAIIOS, & S, ue
oy W . y
seendo @ constante, a medida que el denominador = se aproxima al Hmioe 0

Para x=

Para x =

Para x=

Parpg x=

1

2

S
o0

i 1}
—=—=a
L 1
L o
— ===y
x 1
T
A !
—= = e
# -
HELH]
i
—= = = Tk, o,
Lid=F

el valor de L fraccion aumenta indefinidamente.
Lsie principio se expresa de este modo:

823

El simbolo o se Hamas infinite ¥ 0o ticne un valoe determinndo: = g

en unn candidad, sino ¢l simbolo que usamos pary expresar, abreviadamenis

¢l principio anterio:.

: R
Enti¢ndase que la expresion 5
aritmético lteral, porque siendo 0 la avsencia de cancdad, la division de
it entre O o3 inconcebible, sino como la expresiom del principio de que si el
numerador de una Fraccidn es ena cantidad constante, a medida que el de-

== no puede tomarse en un sentido

neuminadaor disminuye indefinidwmente, scercindose al Limite O pere sin Hegas
a woler O ¢l walor de la Ceaccida anmentsa sin limite,

Ejemplo

Hallar el valer de

x?—3u + 3

it 4

Sustitugondo ® par 2, lendramos:

y ol

it 4

pora x =2,

&

é
#—Ox+2 F-3(2)+2 4—642 O
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=
[IIEJIHTEHPHEI'ﬁCIGH DE LA FORMA ° (IT?; YERDADERC YALOR DE LAS FORMAS INDETERMIMNADAS
o = 5 A SR | < . a ;. e L - L
Consicleremos. ln fraccion 7 ol que @ es constante Y x variable. ’ E}EIHPIﬂE I 3 bl st verduiing valsr e : v e
Cuaneo mavor sea x, menor serit el valor de la fraccion. Jd | L

Sustiluyenda x por 2, 58 fiene:

- a2 a
En efecio: Para x= 1, T R s N L foi e
Rdam WDk ARTE I
i a 1
Para == 10, o = T =L-}.-1 Lo indeterminecidn del valor de esta fraccidn es oparente y s debida o fo faras
sancia de un Factor comidn ol numerodar » denominodor.que - los anule: Parg
Gk 1 suprimir pste factor, se smplifico lo lroceitn doda v lendremeas:
Para x =100, ;:ﬁﬁ:l';;;uﬂ' T =4 x+2|{x—2) x+2

S R EIE I i

Vemos, pues, gue haciendo al denominador x suficieniemenie grande, st _x+1

f & il L el
¢l valer de la [raccidn = SETR AN pedueiio como QUETAIOs, o §ea gue a By T R
medida que el denomingdor aumenta indelinidamente, ¢ valor de o e Hacienda x =2 on el seguads miembea de esta iguolded, so feadrds
|
cion disminuye indefinidamente, acerdindose al limite 0, pero sin epar i W xS
u valer (G, b g=-8 243 5§
Lsie principio s expres. el g
o Luego el vordedero valor de ——————— porog s =2 s —
== ' 3 S 5
o l | : . . JaH = dx —1
Fate resultado no debe tomarse Limrpooo cn un seotide liceral, sino 12} Hallar el verdadero valer de e e parg x=1.
commne In expresiin del principio antervior, :
Sustitupendo » por 1, s Hiene:
=il Bt = D= I —Z (-1 3—72-=1 0
i Hallor ¢l waler do cpara x =3 =T O T e i ol TR v e = Y indeterminads,
Ejemplo i B —5+d PLIP—5(1]4+3 1+1—643 p oo
=3 Esta indefermingcion e oparente,  Ello desoporece suprimiende o foctor co-
e (O S mon al numerador y donominader que les anula,
Sushiteyendo & por 3, lenemas; PR ="5' :m;'ﬁ'- i Simplificonde lo fraezian | ef denominador se foctora por evaluacién | so liene:
T R, T 3t — 2w —1 [2—=T1103+1] dx4+1
$op g Gk (=7 a=13[2+3) (x—1|{x+3)
Foy o E hociende % =1 en la dlima fraceis tended
I:IIIE} IHTEHFRETA'EE“H DE Lh an . nkances, hacienda ¥ an la ulhima froccion, 5o fen i
I £ BT AT ca

-]

le=11{x+3) |1=1)[1+3] 0x4 D
Liego al verdadera volor de lo froccién dade poro == | eis R

Considerando esta forma como el cociente de la division de 0 (divi-
dendoy entre 0 {divisor), tendremos que el cociente de esta division tene
que ser una cintidad al que muhiplicada por ol divisor 0 reproduzca el

dividenda @, pero cualguier cantidad multiplicada por cere da cero; fue- w. EJERCICIO 139

g, i punede ser igual a coalguier cancidad,  Asi, puses, ¢l simbalo Flntii gl vierdaderss vilor Sdis
x—2 a—a P

i : L o ; 5
— =galor indeterminado, 1 il 111 O o i L e paracz=E i pora X =@
I i 4 K= XA
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B
x!ﬂ_}pr
.
B ta % =2
3 "
z—2
¥-B ik
ik s para x =3
_ at=a—8
I EaaE e
e o | SRR R
® Al age P
" e B 1_ e el
C o oyi_xya l
]
i), ———————— para a=2,
a* b lie—20 B
#f—Tx4-0
11, —————— para x=1.
el b
1 S et R G
T T
wF=14
1 I pari &
= ol s AR
A ey .
LG bl ATA X =-
TSR oy i ey
gy 31
L, e para x =2,

b B N B EAR B
@ EJERCICIO 140

i 7
- .1: :— [l X == .
g ]
8. ﬂf‘ﬂ e h=n
2=l
iyt
BTE: e iy =,
#}I—}|2 P“rl 'T =
-t
0. S0 pira k=
oy pilra x=a,
T
1. SULII i para x=1.
2x =X fin=2
a0 Ll i e o 1 S
i et —BaE L 11— ! sk
WAL PN
835 ira x =3
PR ST v
a4 —,_xi_E'r—-i-E KL g =1
e F o et B B |
- K xd4-Hxa—nh i
C xP—xE xi—dx ) J :
gy, BriHEn Bl
1dx5—1854-3 i
A Tl BN L B
il o BTl ———— pAra x = — 0
POSTRERRT
ng Bac®-Gx-pBae-1 e
ST ana 1]
ng 1 — nrka x=1
- ) :1_| 2 =

&,

fxi'r-hwm}{H—l} para x = 2.

MISCELAMEA SOBRE FRACCIOMES

Stmplilicar:
! 12x2-=31x4-20
CO1EaTEEla—d
P15
. f—-J—— e '“TI]-
it
e l-fll.':
i
: xR
7o Dvidir x4 Gy =4 —

A==

[} Efectibn las oporaciones fnillepdan poimenm

(90" wlx—y)P

LT

ot =R ARl By

25 Tregih—apt
&, Multiplicar - a + 1+‘”f por a —EL
ai=—h a4l

antie: X o 34 o ————,

MISCEHLAMNEA JOENE FRACCIONES

@ 235

Descomponer las expresiones siguientes en la suma o resta de tres [rac

cinnes simples irreducibles:

g, 4yt

da

g Dl

mnx
xf—x
1 peghar que =5 = x¥'4 xy,
z
1L probar que xf-gy 41— Bl
x—id =—1
‘_— -
12 Probar fque e —E+2+dﬂ.
aF gt —da—g 2a+1
Simplilicar;
13. 1 1 e
a—& bl gEf—pl bt
1, o 143
»
1-a%  1— ﬂ'} (1 “yifren
1E: x3—i e=3 aixt=—16a?
(:__ e . .:r:-,i-!-—_l }
AF—x—12 g2 43x RS ST {.::41- nixl
g, Bxi—at—1fxid 17 16—515*
Ei:.'*-+.t:'—2.’_’nx“=-dw-|-4 T2x2—px—1%8
18 1 2 &
G-mm ) Gt aes wsaem)
x  x2 0 x43 .t-t—E x+d x¥ax-kG
b T bb i T |
a 8= -
b‘+ o gg, =1 x4l 3 Ee | - 2x ;
1-_- E_n—ﬂb x—1 +x+l Qa2 ath
L n—ih x+1 =1
Iy x=—36 1
{ -1==) o, l—1—-1+I-~.
3 x e ] o35 ::—E dx—0  Gxf12  2(x—HF L
3 e
X
da ) 1 aEghE X
+ + —
(e—20y2 " g—Gh  a=2b 54 b a4 !H-a: 1
Bat—14ab--100% : , @3—2bi s a—b
aE=dali4dhe ok = ok ]
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CAPITULO }'ﬂ!

ECHACIONES WUMERICAS FRACTIONARIAS DE
PRIMER GRADO CON UNA INCOGRITA

Una ecuacidn es Fraccionaria cuando alguncs de sus términos o todos
x 3
tienen denominadores, como -E—=E::——.

4
SUPRESION DE DEMOMIMADORES

Fsta es una operacion importantisima que consiste en convertr una
cenacion fraccionaria en una ecuacion eguivalente entera, es decir, sin de-
nominadores,

[a supresitn de denominadores se funda en la propiedad, ya conaci-
da, de las igualdades: Una igualdad no varia si sus dos miembros se mul
1i||[:in1r| [T W roiasinn cantidad,

REGLA

Para suprimir denominadores en una ecuacion se multiplican todos
los términos de la ecuncién por el minimo comin miltiplo de los de-
nominadores,

236

ECUACIIMES FRACCIOMARIAS DE 1R, oRapp @ 237

1 ) |
E}Emplu.s {1 Suprimir denomingdores en lo ecuacicn g_%_I
El m. c. m. de los denaminodares 2, 6 v 4 05 12, Mulii- E}..—EE'_ 12
plicamos bodos los términos por 12 v Fendremos: 7 IT

i)

¥ fimplificando estos feacciones, gueds
sx=Tx—3 (1]
euncidn equivalenie a la ecuocian doda v ontora que os looque Buscibamod,
porque In resolucidn de ecuaciones enlerss ya lo hemos estudiedo.
Ahesa bien, lo operacién que hemos efectuado, de multiplicor tedos Jog fermi
nos da o eovecidn por &l m. com, de Jos denominadores equivale a dividie el
. i de Jos denominedores antrg coda denominadar v muliplicar cada gos
cionte por el numerador respectivo,
i
En ofocto: En lo ccuecién anferior — = ——
R A
el m, c. m, de los denominadores o5 12, Dovediondo 12 enirg 20 6 v 4w miuls
tipliconde coda cociente por su numerader respechive, fonemos:
by =2e—d
iantico a la gque obluvimes anies en (1),

Podemss decir entonces que

Para suprimir denominadores en una ecuacian:

11 Se kallo sl m. ¢, m. de los demominadares,
¥  So divida este m. . m. eobre codo denomincedor v codo cociente se mulfl

plice por el numerodor respechive.
g=Aoadn= - Ag=3

= mtmemn e— e e

40 4 ]

Swprimir denominodores en 32—

Bl m.com da 4 By 40 s 40, El primer térming 2 oquivale o % Entonc,
divido 40 -+ 1 = 40 y aste cociente 40 lo mulbplics por 2 40 < 40 =1 y asln
cocienie 1 lo multiplice por x—1; 40 4 =10 ¥ oste cociente 10 la muliiphcs
por x =1 43+ 8 =5 ¥ oste cociente § fo moltiplice por dx — 5 v landiemon
A0 — X —1)= 102 — 1) = 5{dx — 5)
Efectuondo les maultiplicociones indicodns v quitondo  poréntusis, quada.
B —x + 1= 20— 10— 20 - 25]
BEUBCHEN fue o es ankoro,

MUY IMPORTANTE

Cuando una fraceldn cuye numarader ef un pelinomio estd precedida del signo
=1 4z —5

= gomo = 0 y = 3 an la ecwacidn anlarorn, hay gue lener culdado
da cambiar &l signe o cada vno de loz lermines de so nemerodor al quilar el
denominodes, For ese homes poedte x— 1 onfre un pardatosis pracedido. del

tlgne — o wo —[x—1] ¥ al quitar ede paréniess queda =2+ 1 ¥ an
cuanta a la Gltima fraccidn, al eofecivor el products — (4 = 5| decimos
[~5){4k)==200 ¥ [=5)%|—=5])=4125 quedondo — 205 4 25,
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@ RESOLUCION DE ECUACIOMES FRACCIOMARIAS
COoOM DEMOMIMADORES MONOMIOS

E]EMFI&E {1} Resalver la ecuncién Sx—% = %—%

El m. c. . de 5 10 v 4 a5 20, Dividimos 23 enfre 1 | denominador de 3z |,
5, 10 ¥ 4 y multiplicamos cada cociente por el numerador respectiva,  Ten-

dremos:
&lx — Bx = 2x — 35
Trospeniendes &lx — By = Bx = — 23
5w =—135
R TR
=—Z=ll R
R 5 10
VERIFICACION

7 i i
Sustitdyose ¥ por = 2 en la ecepocidn dode y dard idenfidaod.

oo =1 x-13
{2} Resclver lo ecwacidn - =
Bl2w =M= [x+ 13=I=?-;[3H]I;;fl];+ 1)
lm comded 24y Bes2d D ST RN 8 OB RS
vidiendo 24 enfre 3, 24, 1 ¥ B y mul- — T =T
tiplicando los cocientes por el aume- ER R 1
rador respaciivo, tendromos: Lo i — e S ey

IS[I-I-H

= Jx 7 ===

1 2 1
{3} Resslver lo ecwacidn E[n-23—[%—-‘3#231&:+1]—E[?x+?'|-

Efecluande les multiplicaciones k=12 (2% — 3] = Bit2 2et7
indicodeas, lenamos: - i 3 -

Sla—2]—30{2—3)=10(Bx-+2}—5(2x4+7]
dx — 17 — &lx ++ 90 = Bdx + 20 — 10x — 35
éx = &0x — BOw + 10i = 12 — 90 + 20 — 35

Elm,c,m de5 3y éesdl — 1My =—%1
Cuitande denominodores; 1Me = ¥
s
= —== K
124 4
- EJERCICIO 141
Resolver las siguicntcs ccuaciones:
dx -1 b Bx
i l';.,:.l.'.._ B 1 -:!.-—-----I-'—=1 fin e = BN = = e
e ety i ox 4 10%x B & 3 o0
5 e ey
g lPBe ke R O g U e e i L,
G 3 g 2 TR R O % 10 2%

B

ECUAGIONIS PRACCIONARIAS OF 115, GrRADD @ 236

e T 1 1 1
q +=0 16. E{?—I:I—'[I-‘-' =""{?ﬁ'+3}+g-
_EtE _bx g, BEtl  1lx-3
Brie e b ——-H——--—{E:t: 2) = —{Ea:-l-l}.
e 3 dx+1 1 13+2% 1
- =dx - =" (dx—1)~
. ¥ 18 ——=2{tx-1) —5 -1
dz—3 1
10x = ) =Hx -3} 14 E{ﬁx—‘l}+%{1ﬂx—3}=—é—f: J—E
=2 x=3 x—i dx=1 Sxtd xb Zx—% 1
= . —— il L R
i 4 5 i 4 B CE (e
=l x—=2 x-§  x—b Tx—1 5—2x  dx—3  144s2
g3 A g T i
B A e LR = 2x+r _2RE—d) deif Txhhg
-t llﬂ i law Hxa
:-
iy = +—{x — i) = — Bx. a9 ""'+l ""_E
3 x .j( H )
10x+1 163 T
dm—— =gy - Ry v 1 B ot SRR o, o L
5{5 ) 3':4 ) 5(3)-"5—“'
L.
W el )
6 12
%
1 % g
TN P B, [ e Py WS RIS
* E:} 5t
gr, BT 135 28 4x49 7 _ ’
B m 16 ) g U
5w x+24
28 Tk -2 -1)="%
. { b= (- ="0
a0, 5+—=_(2——}—— [m—r’{:—x
Gfx+2) 4 29— f=x B0-—3x
30, — o —— = B — L
T e o |
a1 (8- ] (1-2 ) e (.1.~—
82, (x + Bjx— a}—x*~—=(w— S P
4
13 "x-[:“ - "_Hl 4 pEha —l
8 I\ B 4
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I;IE} RESOLUCION DE ECUACIOMES -DE PRIMER GRADD
=~ COMN DEMOMIMADDRES COMPUESTOS

| Ejemplos

K| i +3
[ 1) Resolver -~ B s =}
21 2e—1 dx?—1

{2

El m. o, m, de les denominadares
es Ax® — 1 porque &% — 1
=421 2 = 1) v oagul vemos Lt =
que confiens o los olros dos de- AR 1]&_.':"1:'2:':_‘11 EEE-':]:;ZE
nominadores. Dividiends | 2x -+ 1 | T
[2%¢— 1) ontre cade denaminador % 3 I:E R o
¥ mulliplicondn cadn cocionts por R R
el numerndor respechive, landre.
G
45 Sx+2 M43

Besolvar - = i

15 dx 44 &
Come 5 estd conlenido en 15, el m. o maode los denominadores es 15[ 3x - 4.5,

Diwidiando:

153+ 4
l|—51 = 3x 4 4 wsle cociente lo multiplics por & + 5,
LA St PSR be 1o multipli Sx + 2.
—_— cnl:r\cn o.m 1
i ¢ eltiplice por
1503+ 4
—t.;—b=3|:.1~: + 4 este cociente le mulliplico por 2x - 3.
150 3+ 4
%— 150 3% 4+ 4 |; este cocrente o multiplico por1,

Tendremas:  (Jxb 4 ) (dn b 5] — 158+ 2 | =3 [Ax 4 ) [ 2+ 3] — 15432 + 4}
Efactuando:  18x* - 3%« + 20 = 752 — 30 = 1827 4 51k -} 36 —d5x — &0.
Be—Fax — Slu+ A5 = — 204+ 30 4+ 34 —&0

Suprimiendo 18 en ombas T ;: 1
miembres ¥ broneponiendo: I T i o o B
R

* 5K e o oo 3+3[1’x—15f.

| 31 Basolver =

2x— 6 x—3 i 4y — 12

9x =B =2[x—3)
Hallames el m. oo m. de los r—3= |x—1}
denominodares: CT =4 m.oe.m: Bfx—3]
e —12 =4{x—1)

Dividiendo Blx=23) entra la 4[2x=5)+ 14| —1] =[x —3 )+ 4[2x—13]
descomposicién de codo de- By — 204+ Vex — 18 = 3x =P e =150
naminadar ¥ muliipliconda A= Moy =3 =122 =W+ 16 —9— 2

los cocientes per los numera: Oy = ]

==

daras, teadremos: y==7. R

(%) Rasolver

ECLUACIONES FRACCIOHARIAY oF 18, GRADD @ 24|

4 xd1 4
Khox=3 x2—=9 C—dx43

Hellemes el moem. I —3=[x+3[=—1]
de los dengmma- A==k x = mem: (x=V] x4} {a=
dores: S oE—dx 4 3= e—=3x—1)

Dividienda  [x — 1){x 4 3){x — 3]

enlie lo descomposicidn de coda I:r—EHx—E]—[x—le-lr1]=41.¢+
denominador ¥ mulfipliconds ca- a=0x k&= =i] | =gl
da cocienle por el numerador X 5.|:+-E-—x“+1=nl,,|+ ]
respective, fendremios i

=y = dx == =l 2
< — =5
Suprimiendo los &2 y Irasponiends: — ey e

S

EJERCICIO 142

Resolver las sipuientes ecuaciones:

T 3 9 B
1. = =, ’ — .
5 + -1 i x=4 x= 3 x2_Txg18
& SO L Bx=1 B{x+2) 14
=1 dxtl W CAF pken e
dis X 5 3 &
8, = o - =
x5&=1 x1 1B 142 i—x 1—=xB v
g Fooodoog o Ly 1-%x  3x-ld
*1 -1 143 1-8x  1-9a¥
5 B8 Gn+d Ax—1 1 T
| oaxdd Bx—da 1% S xtis  Zx46  Gxerd
B f
x-S — ' x—1F Sx-2  2xi2
PR TR RS (S Ga-k13  dx+b _ x
3x—3  4x4+d4  12x-12 B =5 T 5
g X d 2x=1 x—4 2
v = 0 — ——
4 4x—5 4 Zx+l 3x-2 3
g oY e ¥ oy AxH8_8xt8 _
10 Be~1 B * 8y—5 Bx—7
o, Gx-1p_ 18— by A0s=T _8x48 el
x—1 - " 15x43 12 20x-d
SeT  Ox—]1 de=1 x=2 Bx=1
- e AT e : = g B
BetZ  Ba—d T v T 11u
& i 2
T SR e 1 O PP LR L s
Te(Bx=1) =1  x=3 DBx-Z Ix=d
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.

26,

2y,

Ga{x—1)

ALSEELA
1 4 1 HxH— ;
= S b L i e
g De—=30 0 Hx=12 x43 ox-4-3
T ol b g 20 detl . B dx=)
=2 B—Fx '18—4% 10—10% dr=1  16x3=1  de+1
g it z x=1 x--1
—— S 3( }+2( L
3 Sl gx—1 x-H] x—d
x4-2 x—2 22478
g =9 — i == ;
( x—2 r‘: -3 BLE L
a3, 1 kL 1 = 3 .
EE4Ba—00 12w 485 wtdbx—a0
sk 2 ks -
R HSRG, NeR o
REEEaAT S e fe—T
&t dxa Qe+ Qx—5 o
T 1GatHa—2 IE—Ta—10  ai—2hets -
& Beo. 08 {413
DRkl wdd Al Sxlpowtd
% S R  BiTx+1}
: (x =5 e
x—1 =41 12 x+3
37 - == ( = }
ATl RN
ot B PR 1, BT
a8 e
x=d  x—3 L | X2
HHI x+ﬁ - ;-i"'] xh l"l-"_ﬁ 4 o~
r+E x=j X— we-f

xF g

 MICOLAS DI TARTAGLIA (1499-1557) Macide  JEROMIMO CARDAMO (1501.1578)
s Heprcla, fuo uno do los mds deatacsdor mate=  Pavia, wra filisofo, médica 'y ma feo.

riadores le atsibuyin -l_-lu'a:r'rin:ﬁrg il

alia le farmila para resclver las o T
¥ cubrticas, pero este mo o rasts “'“H-'ﬂ

cariruto X\

'{L el solo XV una polémies esn
# wibre 1ul'-in fun ol primers en descubrir

I _ waliilim e lar ocuaciones eibicas v cufirticas.

ECUACIONES LITERALES DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

—,

{213) ECUACIONES LITERALES son ccunciones en las que algunos o todos
| fos coclicienies de las incognitas o las cantidades conacidas gue Tigu
| ran en la ecuacion estin representados por letras,

Estas letras suelen ser a, b, dom v » osegin costumbre, Fepresenian-
dir x 1o incdgniea.

Las covaciones literales de primer grado con una incégnita se resuel-

| ven aplicands las mismas reglas que hemos empleado en las ecuaciones nu.
iiéricas.

ﬁl}‘} RESOLUCIOM DE ECUACIONES LITERALES EMTERAS

‘ Ejemplos I
Efectuando las operaciones indicodas: ax + of — & = ¥ + a 4

Tramsponiendor ax — x = g 4+ g o= ] — g,
Reduciendo ldrmines semejonfes: ax —x =g + 1.
Foclorando: x (o —1)=a+1.
Despojonde x, pora le cual dividimos .«
ambes miembros por (o — 1), queda;

243

(1] Resolver la ocuacién af « + o] — x =alat+1]-+1.
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{2) Resolver lo ecuacidn x|3—20)—1=x{2—3b)— b*
Efecivonde los operociones indicodos: Jx — 2he — 1 = Bx = 3he— B2,
Tronsponicndo:, 3x — Jbx — Jx + 3bx = 1 — B2,
Reducienda férminos semejontes; x + by = 1 — b7
Faclorando ambes miembros: {1+ bj=[14+bJ[1—b}
Cividiende ambo: miembeas por {1 b}, quedo; x=1—h, F.

@ EJERCICIO 143

Besolver las sipuwientes ecuaciones:

(x+1)=1. 11. m{n—x)—mi{n—1)=m{mx—a).

v —d=hx—3, 13 x—at+2=2ax—3(a-Fx)—2(a=5).

x+h3=at—bx, 13, a{x—a)—2bx=b{tr—2a—x).

[Ba—x)fax=g4+0. 14, ax-Hhx={x+ta=0={x=2b) x4 2a).

Xl =0 0 B —x), 16, x{a4b)—E—ale—2)=2x—1)—x{u—1)
i—aP—={x4a) =afa—7x). 16 (mA4dx){3mtx)=(2x—m)=4-m{15x—m).
e—atfu+iy=—x—{14+al. 17. a*{a—x)—a¥a+1)—03b—x)—I(1—52Fall-+a)=0.
(a—at)— b3 x—b)=0H{x—I). 18 {ax—bPE={bx—a){o-bx)—x* b—a)+a®+b{1—2.
A x— I — (B e — T I3 (g0 —{x—a)P—{at+bPF=0.

Er{a—2)+ha. 20. (x+mP—12mi=~{x—m)?42x0.

af= (- x ) - afa =10,

@ RESOLUCION DE ECUACIOMES LITERALES FRACCIOMARIAS

E_]'ﬂmp!ﬂﬂ I { 1) Rosalver la ecuacion i—-———=I:|.
2m ms m

Hoy que suprimir denominodores, El m, ¢, m. de los denominodares o #m?,
Dividiendo 2m* cntre codo depominador y multiplicandn code cociente per
el numerador respectivo, lendremos: mx — {3 — Jmx ] — Bm [2x) =0,
Elecluanda los oparaciones indicodas: mx — & - & mx — dmx = 0,

Tranzsponiendo: g dmx = dmx =6
Ik =4
Cividiende por 3 = 2
_
== R
rn
=] =
L] Enml'mru —Mm—- s x
K=a xt— ot 2t a

El m. e m de los denominodores s s —o? =[x+t a)|x—al Dwidicnds
x® — o anfre coda derominader ¥ multiplicando coda cociente por el nume-
rador respectivo, tendremes: [o—1)[xF+a)—Jajlo—1]==Zo|x=al
Efecluands los aperaciones indicadas: ax — x + 6 —a - 2a® 4 20 = — Jox + 7o’
Tronsponiendes ox — &+ 2ox = — o® -+ o + 2o® = o o 2o,
Reduciendo: dox — =308 — o,
Foclorande ombos migmbros: & [Jo=1}=o|3a—1].
Dividiendo ambes miembras por [30—1] queda, finalmanie;

K=o, H

1Lk

11.

EIERCICIO 144

Besolver las siguicntes ecuaciones:

bl bt fr 0

= —

b 2
Zatix  {fx—a)
x+a  dxta
Hx—e)  Bxdc
dx—b  d(x—b)

FSUACIGNES FRACCIONARIAS DE 1T, craDo @ 245
i e
H x mRr X
14 {x—2b)(2xta)
© (r—ajfa—2bbx) T
1B, ::-l-m=zlir
E—fl  Ex
(2| Bl )-b)
16 e f
FRET) Sxi—bx4 i
Frx X Liexvx fa-+130
1 AR st Bl TN ol D
roglst)=s s )i
i zta  (x—b)  Bab—3b"
© T8 %x—a Da—Ba
e R Bl
da+lr Bx—a
a0 2ta  x—a _ a(2x|ab)
. E—il ur+ﬁ B
a1, 2.\:--35._ . 1a
i4-da x*=lGa*
o0 1 - _xta
xfa  attax i
4 : EI TR
i, 2la-x) hE{ﬁ'l‘:]=ﬁ{ﬂ 2h }.
£ i iy
&4,

mf{—x—{m—r){m+tx)=ni— -:';{'.i it = {lmn®
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CAPITULO XVI I

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES FRACCIONARIAS
BE PRIMER GRADO

La suma de la tercera y la cuarta parte de un ndmero equivale al do-

plo del nimero disminuide en 17. Hallar el nitmero.
Sea x =¢l numero.

Tendremos: ;T=]:1 tercera parte del nidmers,
£

= la cuarta parte del niimero,

o |

Zx =duplo del nimero.

) X x
De acuerdo con las condiciones del problema, T m=3n—11,
tendremos Ia ecumcion: — i g A Rt
Resolviendo: dx 4 3x = By = N4
dx ki — 2dx = — 24
— Ve =—204
a0k ;
= _I? =18, el nimero buseado, B

246

[IIP} Hallar tres mitmeros enteros consecutivos tales que la suma de los =

FROBLEMAS S0BRE ECULACIOMES FRACCIOHARIAS @ 47

EJERCICIO 145
Hallar el ndmero gque disminuido cn sus % cquivale a su duplo dis
minuide ¢n 11.

Hallar ¢l nimero que aumentade en sis -% equivale a su triplo dismi.
nuicde en 14,

dQué mimere hay que restar ‘de 22 para que la diferencia equivalgi a
ln mitad de 22 ammeniada en los % del nimero que sc restar

Aol es el wdmero gque tiene 30 de dilevenctin entre sus j—_jr A114 -:-?

El exceso de un mimero sobre 17 equivale a Ia diferencia entee Im% ¥ %
del mrmers, Hallar ¢l ntimero.

La suma de la guinta parte de un nimero con Ios = del nimero exceds
cn 4% al doble de la diferencia entre % ¥ é del nidmere. Hallar ¢l nimero.
La edad de 8 es los % de la de A, ¥ a1 ambas edades se suman, la sump
excede en & anes al dolde de la edad de 8. Hallar ambas edades.

£ oviene los %d:: lo que dene A, 55 A recibe 500, entonces tiene ¢ dable
de Lo gue tiene II ahora, Cudnto tiene cada wno?

Después de vemder los % de una picza de tela quedan 40 m, (Cudl
era la bongitud de la picea?

Despuds .:[..:-ga_quj-% :Ir-:l— de lo que tenfa me gquedan 39 bolivares, (Cudnio
tenda?

El riple de un nimero excede en 48 al tercio del: mismo ndmers,
Hallar ¢ ntmero.

El ewddruple de un nimero excede en 19 a la mitad del mimero anmen
tucda en 30, Hallar el nidmero.

El exceso de 80 sobre la mitud de un nimere equivale al exceso dol
nimera sobre 100 Hallar el nomera,

Hallar el nidmero cuyos —: excedan a sus % en 2.
El larger de un buque que es B00 pies excede en 744 pies a los E el

ancha, Hallar &l ancho.

1]
del mayor con los —:- del nimero intermedio equivalga al nimero

mienor disminuido en 8.

Sen &= meTG Imenar,
Entonces ¢ 41 = ntimero . intermedic,
&A= ndmero EEN O



24948 @  ALoEREA

Los I’—n del nimero mayor serin %[x+ 21
Los ; del mimero intermedio serdn ;{:+ 1L
El menor disminuide en 8 serd x — 3,

De acverdo con las condiciones del

2
problema, tendremos la ecuacion: 2k EI:_-’F + 2) -+E{= +1)j=x— &

Resolviendo:  2(x+2) 2(x+1)

13 i
fi(x + 2) - 26(x + 1) = 39(x — 5)
Gix o 12 o 2hx 4 26 = 30x — 312
Gx - 26y —Hx = — 12 — 26 — 31

i

= Tx =—150
x=
Six=0, x4+1=5 y x+2=58 luego, los niimeros buscados son 50,
Slys2 R
- EJERCICIO 146

Hallar dos nimeros consecutives tales que los % del mayor equivalgan
al menor disminuide en 4.

Hallar dos nimeros consecutivos tales que los % del menor excedan en
17 a los % del mayor,

Hallar dos niimeres consecutivos tales que el menor exceda en 81 a
la diferencia cotre los —: de]l menor v las % del mayor,

Se tienen dos mimeros consecutivos tales que la suma de X del mayor
£ é del menor excede en B a los 5: del mayor, Hallar los nimeros.

La diferencia de los cuadrados de dos ndmeros pared consecutivos es §24.
Hallar los mimeros,

A tiene §1 mds que B. 5i 8 gastara 38, tendria §4 menos que los —: e
o gue tiene A, (Cuwdnto ticne cada uno?

Hoy gané §1 mds que ayer, ¥y lo que he ganado en los dos dias es $25
mis que los % de lo que gané ayer. sCuwinto gané hoy y cudnto ayer?
Hallar tres nimeros consecutivos tales que si el menor se divide entre
20, ¢l mediang entre 27 y el mayor entre 41 la suma de los cocientes es 9,
Hallar tres mimeros consecutivos tales que 1a suma de los % del menor
con los % del mayor exceda en 31 al del medio.

FROOLEMAS SDERE ECUACIONES FRACCIOMARIAS @ 249

1), Se tienen tres mdmeros consecutives tales que la diferencia entre los -;-
del mediano y los i del menor excede en 1 a :—I del mayor. Hallar los
IRRITET O,

11, A ticne 2 afios mis que 8 y éste 2 afios mas que G, 5i las edades de
£y 0 ose osuman, esta suma excede en 12 afios a los % de la edad de A,
Hallar las edades respectivas.

2. 4 tiene ] afo menos que B y B 1 afio menos que €. Si del cuadrado
de la edad de © se resta el cuadiado de la cdad de B la diferencia es
4 afios menes que los 2 de la edad de 4. Hallar las edades respectivas,

{IHE] La suma de dos mimeros es 77, y si ¢l mayor se divide por el menor,
= el cociente es 2 v el residuo 8. Hallar los ndmeros,

Sea x =e¢l mimers mayor.
Entonces T —x=el nimero menoe,

De acwerdo con las condiciones del problema, al dividir el
mayor x enire el menor 77— x el cociente es 2 y el residuo 8, pero

81 al dividendo x le restamos el residuo &, entonces la division de *!:'—ml
=5 entte TV —x o5 exacta ¥y da de cociente 2; luepo, tendremos s
b ectmcion: = Ta— R S, ., it
Resolviendo: x—B=27T7—x)
x—B=151—2x
dx =162

162 ’ !
=='=—f-'= bt IO VO

Si el nimere mayor es 54, ol menor sord 77 —x =77 — 5 =21,
Luego, los mimeros huscados son 54 v 23, R.

- EJERCICIO 147

L. La suma de dos mimeros es 59, v si el mayor se divide por el menor, el
cociente o5 2 oy el residuo 5. Hallar los nimeros.
La suma de dos mimeros es 436, y si el mayor se divide por ¢l menor,
el cociente &5 2 v ¢l residua 73 Hallar los niimeros.

i Lo diferencia de dos nomeros o5 44, ¥ sl el mayor se divide por el nenor,
el cocignte es 3 y el residuo 20 Hallar los mimeros.

4 Un nimero excede a otro en 6. Si el mayor se divide por el menor, el
cociente ¢33 y el residuo B Flallar los ndmeros,

B Dhvichir 260 enodos frartes tales que el duple de la mayor dividido entre
el triplo de la menor dé 2 de cociente y 40 de residuo.

. Hepartir 106 soles entre A v 8 de modo fue i los % de 1o rarte de A

ie dividen entre ¢l gquinta e la de B ose obtiene 1 de cociente o [
peandlun,
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En tres dins un hombre gand 185 sucres.  Si cada dia gand los : de
lo que gand ¢l dia anterior, joninto gand en cada uno de los tes dias?

Sea x=lo que gand ol e dia.

" il X
El 2% dia gand los 3 de lo que ?:Txm]u que gand el 2% dia,

gand el 1er dia, o sea los E de x; lung'!'-*”'a

;] mer. n £ & |
El ger. dia gand los - de lo que gan I que gand el B dia.

. n o A 15
el 2% dia, o sea los 7 de T Bl luego
42 Ox
Como entre los 3 dias gand 185 sucres, 2 b —=—F = =1H%
3 ; & 16
tendremos la ecuacion: i
Kesolvicndo: 16z + 13x + Pz = 2060
B7x = 2060
xﬂiﬁn-——' A0 sucres, loo gue gand
e el primer dia. R,
H
El 22 dia pand: §Tx=3 150 = G0 sucres. R
] g = B0
El 30 dia pand: 1—z= 18 =5 soctess R

[ EJERCICIO 148

1. En wes dins un hombre gand $175. 5i cada dia gand ln mitud de lo que
pand el dian anterior, qowante gand cada diar

2. El jueves perdi los -:_d{! lo que perdi ¢l midreoles y el viernes Il::ﬁ-% de lo
gue perdi el jueves. 5i en los tres dias perdl 5352, joudinto perd! cada dia?

a, B dene % de lo que tiene A y © % de lo que tiene tiene #, 5 entre los
tros ticoen 243 sucres, Joudnto ciene cada wuno?

& Lnﬁdaddcﬂcﬁlm%dclnd:dy!a dn:E'lns%dr:lul.Iuﬁ. Si las tres
ctlades suman T4 afos, hallar las edades respectivas,

fi. In 4 dias un hombre recorrid 120 Km. 81 cada dia recorrid J'—I de lo gue
veeorrit ¢l din anterior, jowdntos Km o recorric en cada day

i Em cwinero semanas un avion recortid 4641 Km, 51 cuda semann recoreid
Jos % de lo que recorrid la semana anterior, goodntos Kmo recorrid en
cacla semana?

PROGBLEMAS SOBRE ECUACIOMES FRACCIOMARIAS @ 251

Una- herencia de 5305300 colones se ha repartido. entre cinco personas,

La segunda recibe 1a mitad de lo que recibe la primera; la tercera = de lo
que recibe b sepunda; la cuarta % de lo que recibe la tereera y la q:;iu:q 5
de o que recibe la cuarta, sCwinte recibié cada personay e
Un hombre viajd 9362 Km por barco, tren ¥.avidin Por tren recorrid

& " a
los — de lo que recorrid en bareo y en avidn Tos = de o que recorrld
en ren, (Cuwintos Kmo recorrid de eada modop

¥ Y
224) A tenia cierea suma de dinero, Gasté 330 en libros y los = de lo que

le quedaba despuds del gasto anterior en ropa. Si le guedan $30,

dowinto tenda al principio?

Hea x=lo gue tenia al principia.
Despuds de gastar $30 en libros, le quedaron S{x — 30,
En ropa gasid J—I de lo que le quedaba, o sea %{x 1)

Como aiin le quedan §30, 1a diferencia entre lo

que le quedaba después del primer gasto, x —30, y lo

{ue gasté en ropa, %'[::—ﬂﬂ}. serd igual a 330; lucgo,

tenemos la ocuacidn: o

Resolviendo: x—A0 —ME =90
dx — 120 — =z —30) =120
da — 120 —dx =) = 120
dx — dx =120 - 190 — a5
x =101
Luego, A tenin al principio §1530. R,

EJERCICIO 149

Tenia cicrta suma de dinere. Gasté 30 ¥ prosteé Iog : de lo que me
quedabia, Siahora tengo 510, gendnto tenia al principio?

Después de gastar la mitad de lo que tenia y de prestar la micud de o
que e quedd, wago 21 quetzales. (Cudinto tenda al priocipio?

Tenge cierta suma de dinero. 5 me pagan §7 gque me deben, puedo
gastar los = de i nuevo capital v me quedaran §20, ;Cudnto tengao ahon?

. £ : . f i
Gasé los = de lo que tenda y presté los = de lo que me guedd. Sioadgn
tenge 00 lobivares, eudoio tenda al principiop

i

L dei r o : B ;
Los — de Ins aves de unn granjn son palomas; los + el resto gallinas
¥ s ol mves restantes gallos, JCudnens aves finy en In pranjas

= B = = i
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b Goasté los %- de lo que tenia; perdl los % de lo que me quedd; se me
perdieron § soles y me guedé sin nada. ¢Cudnto tenda al principio?

T, Tenia cierta suma. Gastd ;F; de lo que tenia; cobré $42 que me debian
y ahora tengo $2 mds que al principio, JCudnto tenia al principio?

5 DH-EUEE de gastar Ly mitad de lo que tenia y $15 mis, me quedan §30.
dCudinto tenin al principio?

), Gastd los -E- de Io que tenia y despuds vecibd 1800 sucres, 5i ahoma tengo
100 sucres mds que al principio, pouanto tenia al principiod

=

10. Tenfa cierta suma. Gasté los % en trajes y los % de lo que me gqueds
en libros. 5i lo que tengo ahora es $38 menos que los % de lo que tenia
al principio, ;owinto tenfa al principiop

P!
225) La edad actual de A es a mitad de Ia de B, y hace 10 afios I edad
denmiuu%dnhgdmden. Hallar ks edades actnales.

S = =pdad actunl de A,

5i la edad actual de 4 es la mitad de la de 2x = edad actual de- B,

8, la edad actual de B es doble de la de A; luego, <

Hace 10 afios, cads ung tenia = 10=edad de A4 hace 10 afios,
10 aflos menos que ahora; luego, < 2x—MW=edad de B hace 10 afos,

Segiin las condiciones del problema, 1a edad de A hace S b
10 afios, x—10, era los & de la cdad de B hace 10 afios, o & 0o Fion 10k
sea % de 2x—10; luego, tendremos la ecuacidn: N

Resolviendo:  Tx — 70 = Gx — 30
Tae — b = T == 0

x =40 afios, edad actual de A, R,

2x =80 ainos, edad actwal de B, R,

lﬂﬁ}' Hace 10 afios Ia edad de A era los % de In edad gue tendsh dentro
" de 20 afios. Hallar la edad actuzl de A.

Sea 2 =gdad aotual de A,

Haece 10 aftes la edad de 4 ea x — 10
Dentro de 20 atios la edad de A serd x - 20,

PRONLEMAS FODRE ECUACIOHES FRACCIOMARIAS @ 254

Segiin las condiciones, Ia edad de A hace 10 Afios,
k=10, era los E de la edad que tendrd deniro de 20 afios, -"F'"l_ﬂ=-§{:t+i

es decir, los ¢ de x+20; luego, tenemos la ecuacion
Fesolviendo; Gx =6l = &=+ 60
&x = 110
| ] R
.\:=T=Ea afios, edad actual de A4, R,

B EIERCICIO 150

1. I.-;Ltd:-tddl:r:ieﬁ—_::d::Iad-:ﬂ}'hamlﬁaﬁmlaaﬂaddeﬁ:m%:l:]u
. e B. Hallar las edades actuales.
% La edad de A es el wiplo de la de By denuo de 20 afios serd el doble,

Hallar las edades actuales,

- La edad de 4 hace 5 afios era los E de la efad que tendrd dentro de
aitos. Hallar 1a ednd actual de A,

% Hace § afios la edad de A era la mitad de lu edad que tendrd dentio e

24 afios. Hallar la edad actual de 4.

La edad de un hijo es ;— de la edad de su padre y dentro de 16 afios
serd la mitad, Hallar las edades actuales,

% La edad de un hijo es los % de Ia de su padre y hace § afos la edad del
hijo era los % de la edidd del padre, Hallar Ias edades actuales,

La suma de las edades actuales de 4 y B es 65 afios y dentro de 10 afos
la edad de B serd los & de Ia de A, Hallar las edades actuales.

La diferencia de las edades de un padre v su hijo es 95 afios. Huce 16
afios la edad del hijo era los % de Ia del padre. Hallar Ias edades actuales.
Hace 10 afios la edad de un padre era doble que la de su hijo ¥ dentro

de 10 afios la edad del padre serd I-:u% de la del hijo. Hallar las cdades
aciuales,

A tiene 18 afios mids que B. Hace 18 afios la edad de 4 era Jos = de In
de B. Hallar las edades actuales. i

La cdad de A cs el triplo de In de B y hace 4 afios la suma de ambas

edades cra igual A la que tendrd B dentro de 16 afios. Hallar las edades
actuales,

B

1k

.

(227) A tiene doble dinero que B. 8i A le da a B 84 soles, A tendrd los ©
~ de o que tenga B,  Cudnto tiene cada uno? ;
Sea X =l cue tiemne
Entonces 2x =lo que tiene A,

S5i A le da a B 34 soles, A se queda con 2x — 34 soles ¥y B tendrd en-
toneces x4 34 sales,
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a B 34 soles, lo que le queda a A, 2x — 34 soles, es ]m%
de 1o que tiene B, o sca, los ﬁ de =34 soles; lucgo,

Segin las condiciones del problema, cuando A le da

enemos la eceacidn | L L

B

B

ki

Uikas — B0 = G 4 1T0
Qg — Hae e 874 170
17w = hHad
fd .
“'l: =393 solcs, lo que tiene B. R

9% = Gt soles, lo que tiene 4. R.

Besolviendo:

b

EIERCICIO 151

A ticne doble dinero gue B, 5 A le dieva a B 20 bolivaves, wendria
los % de lo gue tendria 8. Cwinto tiene cada unor

A tiene la mitad de lo que tene B, pero si B le da a A 24 colones
ambos tendrin lo misme. Duinto ticnce cada wno?

B tiene el doble de 1o que tiene A, pero si 8 le daa A 56 A tendrid los %
de lo que le quede a B jCwdnto tiene carda una?

B tiene los % de lo que tiene A, 51 B le gana a A §30, B tendsd los %
de o e le qu:dr.' a-A. Woudnee tiene cada wne?

A v B empiezan a jugar con fgual suma de dinero. Cuando A ha per-
dido 30 sucres tiene la mitad de lo gue tiene B, lon cuinto cmpezd
o qugir cuda uno?
A ¥ B empiczan a jugar teniendo B los % de lo que tiene 4. Cuando 8
ha ganado 522 tiene los ;— de lo que le queda a 4. ;Con cwdnto empeid
i jupar cada unoy

A tiene los : de lo que dene 8, 51 A4 gane 513 ¥ # pierde §5, ambos
perddeian lo mismeo, oCudinto tene cada wnod

. Mt tigne la mitad de lo que tene A, 5t B le gana a 4 una suma igual

i 1;- de lo que ticne A, B wendrd §5 mis gque 4. @Cuadnte tene cada unor
A .3.' B empiczan a jugar con igual suma de dinero, Cuando 8 ha perdido
los % del dinero con que empezd a jugar, 4 ha gahado 24 halboas.
1Con cudinto emperaron a jugar?

A y B empiczan a jugar con ignal suma de dinero. Cuando & ha perdido
In::;—:: del dinero con que empezd o jugar, lo que ha ganado 4 es 24 soles

mis que la tercera parte de lo que le gueda a 8. Con cudnio empeziron
i jugar?

3
B — 34 = — (= + B4).

PROHLEMAS SOBRE ECUACIOMES FRACCIOMARIAS # 255

':213:} Un padre Hene 40 afios y su hijo 16, (Dentro de cuantos afios la edad

g 4
del hijo serd los 5 e la del padrer

Sea x ¢l ndmero de afnos que tiene que pasr para que la edad del

hijo sea los = de Ta del padre,

Dentro de x aiios, la edad del padre serd 40+ x afios, v la del hijo,

104 x afios.

Jepun las condiciones del problema, Ia edad del hijo

dentro de x afios, 15+, ﬁt:":'i los 1 de la edad del padre 15+12F='I‘l*l;in+
dentro de x afios, o sea los o de 40+ x5 luege, enemos la o
ecacidn: FRR TR 5
Fesolviendo: 145 + fhx = 160 + dx
ba =24
E=d

Dentro de 5 abos. B

EJERCICIO 152

A tiene 3B afnos vy IF B8 afios, jDentros de owdintos afos da édads de 0
sk los = de la de ar

f#ovene 25 anoa ¥ A4 30, ¢Deotro de cudntos afios 1o edad de el
los + de la edad de B

< tiene 52 afios ¥y B 48 qCudintos afios hace que la edad de # era
I Ji;. de la de A7

Roga tiene 27 afios y Maria 18. 2Cuinos afios hace que 1o edad de Marla
£ra % de la de Paosay

Enrique tienc 560 ¥ Erpesto $22, S ambos reciben una misma suma e
dinern, Ernesto tiene los % de lo de Enrique. (Codl es csa sumap

Pedro temia Q80 y su hermano € 30, Ambos gastaron igual suma ¥
ahora el hermane de Pedro ticne los

'::'Iu' e lo que tiene Pedro, Cudnio
gastd cads uno?

] aopl i :
Una periona tiene los < de la edad de su hermano. Dentro de un nimero

de afios dgual a la edad actual del mayor, Ja suma de ambas edades serd
Th anios, Mallar las edades accuales

A tenla 534 y B $32. Ambos ganaron una misma cantidad de diner

f-' la suma de lo que tienen ambos ahora excede en 366 al cugddruplo de
o que gand cada uno. JCuwinto pand cuda uno?

A tenia 155 bolivares y 8712, 4 le dio a B ciertn suma y ahora 4 ticne =
de lo que tiene 8. (Cwdnte le dio 4 2 87
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{229) La longitmd de un recuingnlo excede al ancho en & m. Si cada di-
mensidn ¢ anmenta en 3 metros, ¢l area se anmentaria en BT me
Hallar las dimensiones del rectingulo.

Sea x=ancho del rectingulo.,
%+ 8=longitud del rectingulo.

Como el drea de un rectingulo se
abtiene mtl]ril'-i:imndu su longitud por su
ancho, wendremeos; - ;

LEntonces

x(x +8)=rea del rectingulo dado.

i cada dimension se aumenta en 3 metros, el ancho seri ahora x4+ 3
metros ¥ la longitud (x4 B)+ 3= x +11 metros.
El drea serd ahora (x-+3)(x +11) m~

Seprtin las condiciones, esta nueva superficic

(% B (x +11) m® tienc 57 m® mds que la su-  (=H3)(x+ 1) - 5T =x(x+8).

perficie del recuingulo dado x(x +8): luego, se
tiene la ecuacionz

Resolviendo: x* 4+ 14x 4 33 - 57 =" + Bx
14x — Bx =57 — 33
fx =124
x =4 m, ancho del rectingulo dado R.
x+8=12 m, longitud del rectdingulo dado. R.

@ EJERCICIO 153

1. La longitud de un rectingulo excede al ancho en 3 m. Si cada dimen-
siom se aumenta en 1 m la superficie s¢ aumenta en 22 m? Hallar las
dimensiones del rectingulo,

Upi de las dimensiones Jde una sala tectangular es el dolle de la otra.
%i cada dimension se aumenta en 5 moel drea se aumentaria en 160 m
Hallar las dimensiones del recringulo.

3. Una dimensidn de un rectinpulo excede a la otra en 3 m. Si :tmlm;i
dimensiones se disminuyen ¢n 5 m el drea se disminuye en 115 m=
Hallar las dimensiones del recidingulo,

B
i

4. La longitud de un rectingulo excede en 24 m al lade del cuadrado
equivalente al rectingulo y su ancho e 12 m mehos que el lado de dicho
cuadrade, Fallar las dimensiones del rectingulo.

G.

La longitud de wn rectingulo es 7 m mayor y su ancho § m menor
que ¢l lado del cuadrado equivalente al rectingulo. Hallar las dimen-
stones del rectingulo,

5. La longitud de un campo rectanpulir excede a su ancho en 30 m. §i
la longitud se disminuye en 20 m y el ancho se aumenta en 15 m, el
drea se disminuye en 160 m? Hallar las dimensiones del rectingulo,

7. La longitud de una sala excede o su ancho en 10 m. 5i la longitud se

disminuye en 2 m y ¢l ancho se aumenta en 1 m el drea no varia,
Hallar las dimensiones de la sala,

b 1
PRORBLEMAS SOBRE ECUACIONES FRACCIOMARIAS @ 'h-:'-lr

-'iil El denominador de una fraccion excede al numesulor en . Si el de.

pominador se aumenta en T, ¢ valor de Ja froccion es % Hallar In
Eraccidn,

Sea = = muwmerador de 1o fraccidn.,

Como el denominador execede al pomerador en 52 x4 5 = denominn
dor de la freocidn.

La [raccion serd, por lo manto, =
e

Sepin las condiciones, si el denominador de esta Fraccion se

X
F s L
aumenta en 7, la fraccidn equivale a < luego, tendremos la R
eCLaeion: =
. x 1
Resolviendo: =
x+413° 2

Tx=x+10
x =12, numerador e la Iraccidn.
x4+ 5=17, denominzador de la Iraceidn.

Luego, la fracciin buscada s i—f K.
i
- EJERCICIO 154

1. El numerador de una fraccion excede. al denominador en 2051 el dino
minador s¢ awmcenta cn T el valor de la fraccidn es %. Hallar la {raccion

2l denominador de una fraccidn excede al numerador en 1. 510 el deio
minador s¢ aumenta en 15, ol valor de la fraccion es ? Hallar a [rmcaiii,

£ El numierador de wpa fraccidn es 3 unidades menor que el denominsidon,
51 Jos dos wrmines de la fraccidn se suma 1 oel valor de ba braccidn e :
Hallar la fraccidn.

4. El denominador de una fraccion excede al duplo del numerador en 1

Eial numerador se resta 4, ol valor de Lo fraccidn o % Elallar: la fraccid

. El denominader de wna fraccion excede al duple del numerador en 6
Stel mumerador se aumentz en 15 ¥ el denominador sedismnuye en 1,
¢l walor de la Traceidn e il Hallay la fraccidm.

G Bl denomimador e una fraccidn excede al numerador en 1. 50 al deno
minador se anade 4, la fraccidn g resliin es E_- unidades menor e
il tri]}lu e Lo fraceidn primiviva. Hallar Iz Iraccidao,

7. El denominador de una fraccién es 1 menos que el triplo del numerador.
Si el numerador se aumenta en § ¥ ¢l denominador en & ol valor de In
fraccidm ©s % Hallar Ia Iraccidm,

. Fl numerador de una fraccidn excede al denominador en 22, 51 al nume

raclor se resta 15, la diferencia entre la Daccdn primitiva y Tn nueva
feaccidn ¢4 3. Hallir la [raccidn primitiva.
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La cilva de Ins decenas de un nidmero de dos cifims excede en 3 a la
cifra de las unidades, y si el mimero se divide por Ia suma de 508 cilras,
¢l cociente es 7. Hallar el ntmero.

Hea x=ln cifra de lag onidades,

Entonces X3 =la cilra de bas decenas.

El mimero se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas v
sunindole In cifra de las unidades; luego:

a3+ =1+ Ay =11+ 0=l niimero.

Segin las condiciones, el mimera 11x + 30 dividido por la 11z 430 A
suma de sus cifras, o sea por x+x+3=2x+ 3, da de cociente T: | Ge 4 g
luego, wenemos la couacion: : y e

L ’

Resolviendo: 11x+ 30 =14x + 21
1lx —1dx =—30 - 21
—dx==49
x=1, la cifra de las nnidades,
x+3=8, la cifra de las decenas.

Luegno, el niunero buscado os 63, B

B EJERCICIO 155

L Lo cifra de las decenas de wn mdmere de dos cileas exeede 3 lo cifra de

las wnidades en 2. 51 el sinero se divide entre [aswma de sus cifras,
el cociente es 7. Hallar €] nidimero.

8- La cifrn de las vnidades de un ndmers de dos cifeas excede en 4 o3 la
cifra de las decemas y si el nidmero se divide por la suma de sus eifras el
cociente o5 4. Hallar el ndmera.

do Laocibra de las decenas de un nimero de dos cifras es el duplo de ia
cilra de las unidades ¥ si el nimero, dissinuide en 9, se divide por la
suma de sus cifves el cociente es 6. Hallar el mimero.

4 La eilva de Ias decenas de un niunerc de dos citras excede en | a la cifra
de las wnidades. Si el ndmeso se multiplica por § este producto cquivale
a 91 veces In sumn de sus cifmes, Hallar el nimero.

d- La suma de la cifra de las decenas ¥ 1a eifra de las unidades de un miimero
de dos cifras es 7. 51 el nimero, avmentado cn & se divide por el duplo
de la cifra de las decenas el cociente es 6. Hallar ¢l ndamero.

B La eilra ode las decenas de un ntmero de dos cifras excede en 2 a la cifra
de los unidades ¥ ol nimero excede en 27 a 10 veces la cifra de las wni-
clackes. Flallar el mbmer,

i- La cilra de las decenas de un siimero de dos cifras ¢s el duplo de la cilva
de las unidades, ¥ s el nomero dismimnido cn 4 se divide por la diferen-
cin entre In cifra de las decenas y la cifra e las unidades el cociente
cs 2 Hallar el ndimaers,

-
L]
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@Ei} A puede hacer una obra en § dias y B en 3 dips.  En cwinto tiempo

" pucden hacer In obra trabajondo los dos junios?

Scp x ¢l mimero de dias que ardarian en hacer la obra rabajando
log dos juntos.

51 en x dias los dos juntos hacen toda la obra, en 1 dia hardin L. ile
In obra.

A, trabajando solo, hace la obra en 3 dias; luepo, en un dia hace lT tle
b obra, ;
I3, trabajande solo, hace la obra en 5 dias; heego, en un dia hace & de
la ohra. {0
Los dos juntos harin en un dia {1 + 5} de la obra; periy | -l-l-+ e
como en un dix los dos hacen % de la obra, tendremos:———F

Hesolviendo; Gx 4 dx =15
dx=15
1& ¥l
====T="dias. .
X a 3 a5

= EJERCICIO 156

. 4 pucde hacer una obri en § dias y & en @ dins. En cudnto. ticmpo

putden hacer ln obra los dos tralajande junios?

Una llave pucde Henar un depdsito en 1) minuboe ¥ olra en HI'U b1 TRRLTTFETY

i cwanie tiempo pucden Henar el depdsito las dos Haves juntis?

L S | pucde hacer unn obra en dias, & £n iliws ¥y Cen 12 dias JEa coudibi
Liempn !:||.||_-1|i:'11 hacer la obra los bres juntos?

I puede hacer una obra cn !% dins, B en § dias y € cn 2= dias. (hn
ciinto tiempo hardin la obra los tres juntos?

Una Have puede Henar un depdsito en 5 minutos, ol en § minuLos ¥
ot e 12 minutos. (En cudnto tiempo Henarin ol depdsito las Gres
ives abiertas al mismo Lempo?

b Una lave puede llenar un depdsite en 4 minutos, ora lave cn & oo
y un desagiic puede vaciarlo, stando Heno, en 200 mianutaos, N cuinii
tiempo se lleoard el depdsito, st estande vacio y abierto el desaglie w
ibren fas dos Havese

-:'2]:11:] A qué hor entrve las 4 ¥ las B ostin opuestas
S ln¢ agujas del reloj?

£n los problemas sobre el veloj, el alumno debe
hacer siempre un grilico como el adjunto.

En el grifico estd representada la posicion del
horario v ol minutero a las 4. Después representa-
i la posicion de ambas agujas cuande estin opuaes
jis, el horarie e Oy el minuiero en 28

—]
| FIGURA 0
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Mieniras el minutero da una voelta completa al reloj, 60 divisiones
de minute, ¢l horario avanza de una hora a la siguiente, § divisiones de
. i N i :
minuio, o« sea =5 de 1o fque ha recorvide ¢l mincers; luego, el horario

f 1 I L
avanza siempre — de las divisiones que avanza el minutero.

Sea x = el nimero de divisiones de 1 minute del arco ABCD que ha
recartido el minutere hasta estar opuesto al horario.

Entonces —=mimero de divisiones de 1 minute del arco BC que ha
recorrido el horario,

En la figura 2 se ve que el arco ABCD =x equivale al

arce AR =20 divisiones de 1 minute, mds el arco BOC =ﬁ, s x=Eﬂ+-§i+3ﬁ.
el arco CD =80 divisiones de 1 minuto; luege, tendremes la | L fil
ecuncion SR o P
Resolviendao; 2= A +%
12% = 600 + x
11x = G
L] [
=—=hd— divisi i ]
x ii 3 7 divisiones de 1 minuto

Luego, entre las 4 y las 5 lag manecillas del reloj estin opuestas a las
4y 54— minutos. R.

(I;I 24 qué hora, entre las 5 y las 8, las agujas del reloj forman dingulo
recto?
Entre las & y las 6 las agujas estdn en dngulo recto en 2 posiciones:
una, antes de que el minutero pase sobre el horario, ¥ otra, despucs.

1) Antes de que ¢l minuiero pase sobre el ho-
rario.

A las 5 ¢l hovario estd en © y el mineiero en .
Representemos la posicién en que forman cingulo
recto antes de pasar el minutero sobre el horario: el
minutere en B y ¢l horario en 1} {figura 21).

Sea x =e¢l arco AB que ha recorrido el minute-
s ENLOICEs 'Il';=-l:'| arco €D que ha recorrido el ho-
FArin,

| FIGURA T |
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En la Hgura adjunta se ve que; arce AB+arco SD=
arca AC 4 arco GO, pero arco AB=x, arco BI)=1i, arco

a Pk A Gl
AC =25 v frco I’JJ'J::—E'. luego: = — .
Resolviendo: 10% 4 180 = 300 - x
11x =120
x= %: lﬂ% divistones de T minuo,

; : 10
Luego, estardn en dngule recto por primera ver a las by e i
nutos. K.
2) Despuds que el minutero ha pasade sobre
el horario,

A las 6 el horario estd en # y ol minutero en A.
Despuds de pasar ¢l minutero sobre el horario, cuan-
do forman dngule recto, el horario estd en © y el
iminutera en .

Sea x = el arco ABCD que ha recorride el minu-
TaRir 'Tt;_ci arco 8O que ha recorride el horario,

Fn la ligura s ve ques arco ABCD =arco A8 +
arco B0k arce GO, o sea,

AR e o
:_=E_h+1—é+ 15, FIGURA 31|
Rosalviendo; 12 =300 + x 4 180
1lx = 440
] r‘| »
2= 4:;::1 = 43ﬂ divisiones de 1 minute,

pd T 4
Luego, lormaran dogulo recto por segunda vez a las &y 4835 mi-
nutos. K.

@ EJERCICIC 157

1. A qué hora, entre la 1y las 2, estin opuestas las agujas del reloj?

2, oA gué horis, entre las 10 ¥ Jas 11, las agujas del reloj forman dngulo
rechod :

4. A qué hova, entre Jas 8y las 9, estin opuestas las agujas del :l:lu!.F'

4. (A qué hora, entre las 12y la 1, cstin opugstas las agujas cdel reloy?

b ¢A yué hora, entre las 2y las 3, forman dngulo recto lus agujas del
reloge i

I ¢A qué hom, entre lns 4 y las §, coinciden las agujas del reloj?



282 @  ALceEma

T
a.
8.

10

]

|Ii:..

i

1Ll

12,

¢ qué horas, entre Jas 6 y las 7, las agujas del reloj fovman ingulo rectop
¢d quie hora, entre las 10y las 11, coinciden lus agujas del reloj?

£h o que hora, entee das 7 oy las 7 y 30, estin en dngulo recto las g fis
del reloy?

& que hora, entre las § y las 4, el minutero dista exactamente 5 divi-
siones del horario, después de haberlo pasado?

phogué horas, entre las & ¥ las 9, el minutero dista exactamente del
horario 10 divisionesy

EJERCICIO 158

MISCELAMIA

SOGRE FROBLEMAS QUE SE RESUELVEM POR ECUACIONES DE 1or. GRADD

La diferencia de dos sdimeros cs 6y In micad del mayor excede en 10
a los % del menor, Hallar los nfimeras.

A tenia §120 y 8 S50, Después que 4 le dio a B cierta suma, 8 tiene los
:Il de lo que le queda a 4. Cudnto le die 4 a A7

Lin nimera se aumentd en § wnidades; esta suma s dividia entre §;

al cociente se le sumo 5 ¥ esta nuevi suma s dividié entre 2, obteniendo
4 de cociente. Hallar ¢ mimero.

Se b repartido wna herencia de 45000 soles entre dos pevionas de modo
que la parte de la que recibid menos cquivale o los % de la paree de
la persona favorecida. Hallar la parte de cada una,

Dividiz 84 en dos partes tales e # de Ia parte mayor equivalga a l—
de la menor.

Dividir 120 en dos partes tales que la menor sea a la Mmayor come §
L

Un hombre gasta la mitad de su sweldo mensual en el alquiler de la
casa y alimentacitn de su familia y 2 del sueldo en otros gastos, Al
cabo de 15 meses b ahoreado PO :Cudl o osu osueldo mensoalp

Un hombre gastd -: de lo que tenia en ropa; :—-n-_n libros: prestd 5102
it un amige y ose quedd sin nada. Cudnio gastd en ropa ¥ ciiinto cn
Lilrews? -

La edid de B e % de lade 4 ylade ¢ % de I de B. Si entre los wres
ticoen 25 afos, dowil ea In edad de cada wno?

Vendi un automdvil por 8000 bolivires mds la tercera parte de lo que

me habia costade, v cnooesty operacion gané 2000 bolivares. Cudnto me
halifa costadn el aucop

Compé cierto mdmero de libros 2 2 por 5 y los vendi a 2 por §7,
pamanda en esea operacidn §8. Cudntos libros COImpre?

Compré cierto nimero de libios a 4 por $3 v un miomero de libros ipual
- los ‘17 del mitmero de libros anterior a 10 por 7. Vendiéndolos todas
& 2 por §3 gané $564. iCudntos libros COMprés

11

K

Jul
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Dividir 150 en cuatro paries, tales que la scgunda sea los -: de’ la pri
mera; la tercera los % de la segunda v Lo cuarea = de la tercern,

b qué howa, entre las 9 y las 10 coinciden las agujas del relojf

A €3 10 afios mayor que 8 v hace 15 afios la edod de B oera los a:'- de i
de d. Hallar las edades actuales,

Ay I trabajande juntes bacen wna obra en § dias, 8 solo puede hacerls
en 10 dias. JEn cuintos dias puede hacerla A7

Dividir 30 en dos partes tales que si la mayor se divide entre § '
mener se disminuye en 50, los resultades son iguales.

La edad actual de A es % de la de B; hace 10 afos ern :—u Hiillar las
cdades  actiales,

Hallar des ntmeros consecutivos tales que la dilerencia de sus cuadrados
exceda en 4% a ﬁ del nlimere menor,

Un capataz contraty un obrero olreciéndole un sueldo anual de 0
suctes y uma sortije. Al cabo de 7 meses el obrero es despedido y recilie
1500 sucres ¥ la sortija, ;Cuwdl era ¢l valer de la sortija?

Una suma de 5130 sc Feparte por partes iguales entre ceriod nomero de
. ¥ 1 i ] r
perscnas. §oel mhmero de personas huliders sido + s e las e Thalsin,

cuda persom hubiera recibido $2 menos. ¢Entre cudnias. personss w
repartid el dinerof

Un hombre comprd cierto nimero de libros por $400. 5i hubiern com
[rravla % mis del nimera de libros que comprd por el mismo dinero,

cada libro le habria costado $2 menos. (Cwintos Bilros comprd v cudii
paigd por cada uno?

Sr ha repartido certa suma enwe 4, 8 ¥ O, A recibid 230 menos e
la miitad de Lo s 8 520 mas e los T_'d,;: la suma y G el resto, (e
eran §30. (Cudnwo recbieron 4 y Bi

Compré cierto nimera de libros a 5 libros por 36 Me gueddé con :

de los lilwos v vendiendo el resto a 4 libros por §9 pané $8. ;Cudntos
lilbros comprd?

. - i 1
Ln hombe deji la mitad de s fortuna o sus hijos; @ s herma-
1 ' 1
nos: A un amigo ¥ el resto, que cran 2500 coloncs, a un asilo. pCudl
cra su fortuma?
& o g "
Un padre de familia gasta los = de su sneldo anual en atenciones de
iy e L AL ; :
Wl cagL; < enoropa, oo oen pascos ¥ ashorra B10 balboas al afio. JCudl es
s sueldo anualp
g ~ & .
Un hombre gand el afie antepasado o — de sus ahoires; el aio pasado

4] Foodo b = ] - i §
75 de sus ahorros Iniciales; este afn = de lo que le quedaba y atn tene
00 dA cudnto ascendinn sus ahorrost
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- Dnvidic 350 cn dos partes, tales que la diferencia entre la parte menor
¥ los “ e la mayor cquivalga 2 la diferencia entre la partc mayor y imE
de la menor,

e hie repartido derta suma entre 4, 8 ¥ L. A recibid 316; 8 tanto

coma A amis los ; de lo que recibid © ¥ € tanto como A y B juntes?

4Cuil fue la suma repartidad

Tengo $0.60 cn pewos, plezas de 20 centavos Y10 centaves respectiva-

mente, El nimere de pissis de 20 centavos es las f— del nimero de pesos

¥ el nimero de piczas de 10 centavos es los = del nimers de piexs de

20 centuvod. Owintas monedas de cada oJase benpod
Un iomerciante perdia el primer afio % de su capital; el sepundo adio

gand una entidad igual a Jos = de lo que le quedaba; ¢l tercer afio

i los —: de lo que tenfa al terminar ¢l sepundo afio ¥ entomces Hene

112 quetzales, oCudl cra su capital primitive

oy B otienen la misma edad. Si 4 tiviers 10 afios menos y B 5 afios

mas, Inoedad de A serla los —ﬁ de la de 8. Hallar Ta edad de A

»Un comandante dispone sus Lrepas  formando un coadrda v ve gL

le ‘quedan fucka 36 hombres, Entonces ponc un hoanbre mis cn enda
ado del coadmdo ¥ owe gque le faltan 75 hombres pire completn e
cisacdiade. Cuwintos hombres habin  en el lado del primer cuadrado
¥ cudintos hombres hay en Ia tropar

- Giaste log —E ile lo que tenfa y $20 mds v me queds con la cuarta parte

de lo que temia y 316 mds, Cudnto tenia?

. empieza a jugar con clerta suma. Primcro gand una cantidad igual

# lo que tenia al emperar a jugar; despuds perdid G0 lempiras; mis arde
perdid % de lo que le quedaba y perdiendo nucvamente una citntidaed
igual a los % del dinero con que empezd 3 jugar, se quedi sin nada.
dCon cudnte empesd a jugar?

Un ntmcro de dos cifras excede on 15 o seis veces [a swma de sus
cifras. 5i la cilra e Ias decenas excede en 5 oa la cilra de las ureiclnes,
gcudl es el midmero? :

La suma de las cifras de un nimers menor ue 100 es 90 8 al nimern
se e resta 27 las cifras sc invierten Hallar el ntimero,

o Enoun puesto de frutas habiz cierto nidmers de mangos, Un cliente ooms

[arek Ji e Jas maryros que habla meis 4 mangos; otre cliente Coamprd &

de los que guedaban y 6 mids, un tercer cliente compud Ia mitad de los

que quedaban ¥ 9 mds, ¥ se acabaran los manpos. fCudntos mangos
habia en ol puestop

0. A wenin $80 v B $50, Ambos pamarcn igual suma de dinero y ahora &

& 7 ’
tiene los — de lo que tienc 4. Cudnto gand cada unn?

4

41.

44

idh
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Compré una plumaluente y un lapicero, pagande por f&se los -:a e 1o
que pagud por la pluma, Si fa pluma me hobicrn costado 99 cts, meno
v el lapicers 30 cts. mds, el precio del lapicero habria sido los -: del
precio de la pluma. (Cwidnto eostd L pluma y cudinto el fapicero?

El lunes gasié la mitad de lo que wenia y $2 mis; ¢l martes la mitad e
loo gpuee me quedaba y 52 meks; ¢l miéreoles 1 mitad de o que’ me e
daba y §2 mis y me quedd sin nada. Codnto tenia el lunes antes de
pastiar g

U'n hombre gand el primer aio de sus negocos una canticddad jgual a
b mitiel del capital con que empezd sus negocios ¥ pastd S6000; ol
29 ane gand una cetidad agual a la mited de lo que enia ¥ separd
FGO0) paran gastos; el Ger aio pand una cantidad igual a la mitad de lo
fue tenia ¥ scpara 36000 para gastos. 5isu capital es entonces de £30000,
dowil era su capital primitivo?

Un hombre comprd un bastdn, un sombrere y un wmje. Por el bastdn
pagd F1k El sombrero v el bastdn le costaron los :’ el precio del taje

¥ el traje y el bastén 35 mis que el doble del sembrero. jCidnte le
coatds o gosar

Un concje es persepwido por un perro. El conejo  lleva una ventiji
inicial e 50 de sus salpos al perros El conejo da 5 salios micniras ol
perro da 2 pero el perro oeno 3 saltos avanes tanto como ol CONejo e
i saltos. ¢Cudmos saltos debe dar el perro para alcanzar al eonejo?

U liebre leva una ventaja inicial de G0 de sus salos 30 om perra. L
lichre da 4 saltos mientras el perro da 3, pete el permo en 5 siltos avanas
tanto: como la lichre en 8. Cudntos sales debe dar el perro pirn e
er a la Hichres

¢A qué hory, ente las 10y las 11, estd el minuters exaceimente o
minutes del hosario?

Ay B emprenden un negodo aportande B lm.% del capital que aporta A,
El primer afiv 4 picrde % e su capital y B gana 3000 bolivares; el

; x 1 \ 5 !
swptndoe afie A gane 1600 bolivares ¥ B pierde — de sa capital. S al (|
tlel segundo alia ambos socios tlenen: ef  mismc dinern, zcon cudnito e
peremcdad coeda uno el nepoio?

Usn palre tiene G0 afios ¥ sus dos hijos 16 v 14 afos. Denten de cudniog
Afos Ba edad del padre serd igual 3 la suma de las edades de los hiijios?

Un hembre que estd en una cindad dispone de 12 horas libres,  Oud
distancia pedrd recorrer hacia el mmi:u Cnoun aute gue va a G0 Km

por hora sioel viaje de vuelta debe Bacerlo en un eiballo que anda
0 Em por bora?

Compréd un - caballe, un perro v un buey, EI buey e costd §80. El
I:-e'l'n:u ¥ €l buey me costaron el doble que ¢l caballe ¥ el caballo ¥ el
mcy me costaron G veces lo que el perro. JCudnto me costd el caballo
¥ cudnto el perrof
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Sean los moviles m y w’ animados de movimiento uniforme, es decir,
que la velocidad de cada uno es constante, los cuales se mueven o ln mis
ma diveccidn y en el mismo sendo, de frquierda a derecha. como indican
lIas Neclas.

Suponemos que ¢l movil mpasa por el punto A cn el mismo ir.nn:':nff.-
en que el movil m* pasa por el punto B, Designemaos por g la distancia
entre el punto 4 y el punce B

Sea v la velocidad del mdvil m y o la velocidad del movil m® y su-
pPONEAmMOs gue o>

S¢ wata de hallar a qué distancia del punto A el mévil m aleangari
al mavil m',

Sea el punre E el punto de encuentre de los moviles.  Liamemos x
a la distancia del punte 4 al punie £ (que es lo que se basca) entonces
la distancia del punte B al punto E serid x —a,

El medwil i pasa por A4 en el misme mstante oo que m' pasa por B
y m alcanza a ' en £ luego, es evidente que el tiempo que emplea ¢l
miwil moen ir desde 4 basta E es igual al tiempo que emplea el movil m’
en ir desde B hasta £, Como el movimiento de los mdiviles es uniforme,
el tempo es igual al espacio partido por la velocidad; lnego:

El tiempo empleado por el mdvil s en iv desde A hasta £oserd igual
al cspacio que tiene gque recorrer & partido pov su velocidad v, o sea -:

El tiempo empleado por el mévil m' en ir desde B has

£ serd igual al espacio que tiene gue TecoOrTer X —d par (i e |
L:_:.se.*u:ga I::'pﬂ::lq Hq : e =
tido por su velocidad o', o sea —=  Pero, segan se dijo oo
antes, cstos tiempos son ignales; luego, tenemos la councion:
Kesolvienda: Ui =5 —a)
i

vy = px =
e —uy = — v

PROBLEMA DE LO3 Moviees @ 2657

Cambiando signos a todos los tdrminos: ox — 0'x = ao
x[v— oy =au

I=
T—
Formula que da la distancia del punto 4 al punto de encuentro £ en fun:
citn de a, la distancia entre A4 y 8, cantidad conocida y de las velocidades ¢
v v de los maviles, ambién conacidas.

DISCUSION

La discusidn de esta [drmula x=£ consiste en saber qué valores
toma x de acuerdo con los valores de 2, v y v en cuya funcidn viene dada x.
Consideraremos cinco casos, observando la figura:

Ly = El numerador av es positivo y el denominador v—u' e
positivo por ser el minuendo ¥ mayor que el sustraendo o) luego, x es po-
sitivie, lo que significa que el mdovil m alcanza al movil @° en un puiio
sittaco a la derecha de .

2) P FLEl numerador av es positivo ¥ el denominador v—u ef
negativo por ser el minuendo v menor gque el sustraendo v’ luego, x s ne
gativa, lo que significa que Jos movilessi se encontraronfud en nn punto g
tuada a la izquierda de A, ¥ a partir de ese momente, como la velacidad de

m s menor que la de m’, dste se apartd cada ver mis de m, hallindose
abvora a una distancia a de &), distancia fque contimmar anmentanda,

. r rr : @y

3) F=F. La fbrmula x= se convierte en x =——=w, lo que
significa que los miviles se encuentran en el infinite; asi se expresa el hes
che de mantenerse siempre a la misma distancia a, ya que la velocidad de

esodgual o la velocidad dew’,

&

4) V=1"y u=0. La [Groula s convierte en x= ﬂiﬂ =%=mlnr
indeterminadeo, lo que significa que la distancia del ]}HTII[I; ﬂw-.ﬂ punto de
encuentro os cualguiera,  En cfecto, siendo a =0, tos puntos A4 v # coinci-
den; Tuego, los moviles estin juntes ¥ como sus velocidades son iguales, a

cualquier distancia de 4 estarin juntos.

by I es negativae (El oedvil m® va de derecha a izquicrda).  La fér
; @ i
mula so convierte en x = — =
bl Lt R s
el depominador tmbidn; luege = es positiva, pero menor que  a.

—  El numeridor es positivo ¥

que es: el valor de =, pucde cscribirse

| i
En efectes La Eraccidn ot
ltll'\..
t i :
ar|{ I—::|I donde el factor — T 8 una fraccidm menor que 1 por te
[ Ol e b

ner ¢l numerador menor que el denominador y al multiplicar & por una
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cantidad menor que 1, ¢l producto serd menor que g, Que x es positiva
¥ menor que @ significa que los moviles se encuentran en un punto situa-
do a la derecha de 4 ¥ gque este punto dista de 4 una distancia menar
que &, 0 5ea, que el punto de cocuentre se halla ente A y B

S5i en la hipdtesis de que »° cs nega-

; ; . Fei] av|  ou 4
tiva suponcmos que =, la fitmula se con- x= = s Rt
R T v (= L

vierte en —

o sea, que ¢l punto de encuentro es precisamente el punto medio de la
linea ARB.

@AFLICAEIGH PRACTICA DEL PROBLEMA DE LOS MOVILES

\\ Ejemplos E

11 Un oo gue wo o &0 Km por hora posa por el punto A en el mismo instanie
en que obio avle gué va o ADEm por hora poss por el punte B, shodo
o la deracho da A vy que disto de A B) Em.  Ambes siguen lo misma direc-
cign ¥ von en el misme senfido. 38 gué distoncio de A se enconfrordn

=hou . Lt BO# &0 4300
Lo farmula es x =-———. . En oste coso — = =l Km

a=30 Km, v=40 Km por hora, I_ED—JI] 20
v =d0 Km por hora, legor ——

Lipego se snconirardn en un punio silunda a 240 Em o la derecha de A, B

Para hallar el hempo quee lardon @i encon-

frarse no hoy mas gua dividie el espocio por ;
la welocidad, 50 el punle de encuenire esha 240 Km
o 20 Em de & ¢ ool outo que consideromes
en A iba o &0 Km por hord, pora alcanzor 5
ol oftro necesiha: 1 -

(21 Unoouto pasa por lo ciudad A hacio lo ciuded 0o 40 Kmopor hore ¥ en el
misrma inslonde ofre ouke pose por B hocio A o 35 Kmopor horo. Lo dis-
foncen antre A v B oes 200 Ko 3A qué dishancio de A y B se enconiraran y
cuanto Hempo despeds dol instonte de posor por ellos?

En eite coso o =300 Km, v=4d0 Em por horo, v = 3% Km por horo oy
como wan une hocia el obre, v oos negotiva, lueges

a¥ i av F=Eﬂxﬂ.=lﬂm=1m.h

o [ 40 == 35 ]

Se encvenira o 180 Km de ke ciudod A, R,

La dislancio del puwio de enceentio o la ciedod 8 sera 300 Km o= 140 Em

=140 Km, E.

=

; 1
El fiempo empleads on enconirarse ho side E: 4 horas, R

(Y

| 8
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EJERCICIO 159

Un corredor que parte de 4 da una ventaja de 30 m & owo (e pane
de B. El 1% hace B m por segundo y el 2% § m por seg, gA qué dis
tancia de A se encontaring i

Dhos autos parten de A4 y £ distantes entre s 160 Km y van uno hacia
el otro. El que parte de A va a 50 Km por hora y el que parte de 8
i 30 Em por hora, 2A gué distancia de 4 se encontrarving

Un tren que va a %) Km por hota pasa por A en el mismo instanis
en que otro que ¥a a 40 K pasa por B, viniendo ambos hacia €. Dista.
Ga entre A y B: 200 Km. A qué distanciasde 4 y B se encontrurdng

Un auto que va a 8 Km pasa por 4 en el mismo instante en CpLE QL
auta que va a 700 Ko pasa por B y ambos van en el mismo sentido, jQud
tiempo tardarin en encontrarse si f dista de 4 83 Kmp

Un tren que va a 100 Km por hor pasa por 4 en el mismo instinte
(UE otra tren que va a 120 Km por hora pasa por 8 v van uno hacia
el otro. A dista de B 350 K. ;A qué distancia de 4 sc encontrarin
¥ a qué hora si los trenes pasan por d ¥ B 2 las § amg

}'M:m personas, o y B, _tlistantcs entre si T OKm, parten en el mismo
mstante ¥ van uno har_lla el otro. A va a % Km. por hova vy B a 5 Km
por hora. ¢Qué distancia ha andade cada uno coando se’ encuentrin?

Dios persomas, 4 y B, distantes entre s 2t Km parien, [, media hors
tespuds que 4 ¥ van uno hacia el atro, 4 va a 5 Km por hoey v 0 oa
4 Em por hara, QQI.I-E- distancia ha recorvide cudas uno cuands e crieanl

Un tren de carga gue va 3 42 Km por hora es sepuido 3 horps dlespiuids
por un tren de pasajeros que va a G0 Km por hora. ¢En codntas horas

el tren de pasajeros alcanzard al de carga y a qué distancia del punto
de partida?

Dos autos que levan la misma velocidad pasm en e misme instante
por dos puntos, 4 y B, distantes entre si 186 Km y van uno hacis
el otro, gA qué distancia de 4 v B s encontraring
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BLITRED

I HEPER {1550-1617] Rico torratoniente o3-  cimalz duo las onberas. Al obsorvar lag relaciomes ent
v ora Handm de Merchiston. Logra convertirse en las progresionus aritmédicas v geomdiricas dascubrid

de fos mis gonlales matomdticos Imglescs, o do= el “principlo’ ‘que rige & los logaritmos.  Entre M=
rig an sua rates do ocio sl culbive de los ndmeros.  per v Birgl surgld wnn dbcepida sceren dequ

' 1
ndujo’ el punto decimal para separar las cifras do- hahia sido -I| arimors en trabajar con’los loparitmos,

camruo YY1

FORMULAS

@}F{JHMULA es la cxpresidn de una ley o de un principio general por

medio de simboles o letras,

Asi, la Geometria ensefia que el drea de un triingulo es
igual a la mitad del producto de su base por su altura.  Llaman- Bk
do A al drea de un eruingulo, b ala base y 1 a la altur, este prin- o
cipio general s¢ expresa exacia y brevemente por la rmula

gue nos sirve para hallar el drea de coalgoier triangulo

con silo sustitwir by k por sus valores coneretos en el s gxd 13 ik

case dado. Asl, si la base de un widngolo es 8 m oy su 2 :
] [ n

altura 3 m, su drea sera; s -8

y
lL.lE!E:I S50 ¥ YERTAIA DE LAS FORMULAS ALGEBRAICAS

-

Las Formulas algebraicas son usadas en las ciencias, como Geometria,
Fisica, Mecinica, etc., y son de enorme utilidad como apreciard el alumno
en el curse de sus estudios,

La utilidad y ventaja de las formulas algebraicas es muy grande:
1j Porgue expresan brevemente una ley o un principio general.
f) Porgue son Ficiles de recordar, &) Porque su aplicacidn s muy Ficil,

210

FoRmbLA: @ 2T

pues para resolver un problema por medio de la f6rmula adecunda, baso
sustituir las letras por sus valores en ¢l caso dado, 4) Porque una formula
nos dice la relacidn que existe enire las variables que en ella intervienen,
pucs segin se ha probado en Aritmética, la variable cuvo valer se da por
medio de una fbrmula es directamente propercional con las variables iz
tores) que se hallan en el numerador del sepundo miembro « inversamente
proporcional con las gue se hallen en ¢l denominador, si las demis perma-
MECEN ConsEanTes.

ey

(239) TRADUCCION DE UNA FORMULA DADA
— AL LENGUAJE VULGAR
Fara traducir una fdrmmla al lenguaje valgar, o sea, para dar I regla
contenida en una fdrmula, basta sustitoir Jas letras por las magnitudes que
ellas representan ¥ expresar las relaciones que la Brmula nos dice existen
cntre ellas. Pondremos dos cjemplos:

1) Dar la regla contenida en la fdrmuly 4=/ (—& ;b—} en que A

representa el drea de un erapecio, i suoaltura, & oy & sus bases,

La regla es: El drea de un trapecio es igoal al producte de su aliim
[ la sermisuma de sus basees,

. . < "?
4) Dar la regla contenida en la [drmula v=—, en que o represent
% L L
la velocidad de on mévil que se mueve con movimicnia uniforme v e ¢l
espacio recortido en el tiempo &
La vegla es: La velocidad de un movil que se mueve con movimienio
tnilorme es igual al espacio que ha recorrido dividido entre el ticmpo cm
pleade en recorrerlo.

En cuanto a la relacién de v con e y ¢, Ia fermula me dicta las dos leyes
Aguienes:

) La velocidad es directamente  proporcional al espacio |porgue o
esld e el numerador) [Eira un mismo tiempi,

4) La velocidad es inversamente proporcional al tiempo (porgue !
estih en el denominador) para un mismo espacio.

- EJERCICIO 160
Do la regla correspondiente a las fdemulas sipuicntes:
A -:-:hh sicndo A el drea de un widngulo, & se base v b osu alturn.

¢ = ol siendo e |'! gkt recortide por un-omdvil con movindento s
lorme, v au velocidad y ¢ el ticmpo.
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d. t= % Las lewras ticnen cf sipnificado del caso anterior,

L s

4, T =Fe, siendo T trabajo, F fucrza v ¢ caming recorrido,

B. d= D’;D' siendo A el drea de un rombo y Iy I¥ sus disgooales.
B. F=hx B8, sicndo F el volumen de un prisma, # su altura y & ¢l divea

iz = hase,

7. F=2hwh, sendo F el volumen de una pirimide, k su alur y 8
el dire de su base.

8. A=z siends 4 el drea de un circule ¥ roel mdio. {3 oes una constane
ipwal 2 30416 o ?:I.

8 ¢ =2, sienda e el espacio recorrido por un mévil que cae libremente
deade cierta altura partiendo del reposo, g la aceleracidn de Ia gravedael
(A m, por segd oy el tiempo empleade en cacr,

1, A :%\."'F_I: sicnido A el dren de un tridngulo equilicero v 0 sw badoo

13 .F_jliﬂ:—:l'#,F siende F la fvema centeifups, m Lo masa del mdsil, v o velo-
i

cidad v r el radio de la circunferencia que describe.

-,
é:‘-ﬂ} EXPRESAR POR MEDIOQ DE SIMBOLOS UMA LEY
—" MATEMATICA O FISICA DETENIDA COMOD

RESULTADD DE UNA IHYESTIGACION

Cuando por la investigacion se ha obtenido una ley matemitica o fi-
sica, para expresarla por medio de simbolos, o sea para caTibir su formuels,
generalmente se designan las variables por las imiciales de sus nombres y
se escribe con cllas una expresidn en la que aparczcan las relaciones ohser
vadas entre las variables.

(1) Escribir wna Tarmula que exprese que o olfwa de owm
ridngule o5 igual ol duplo de su dres dividido enbre
la base,

Designandn bo altera por b, el dres por A y la base par b, la Fﬁr;f? hi=:

mula serd: o

Ejemplos

{2) Escribir uno férmula que exprese que lo presidn que ejerce v liquide sobre
el fonde del recipiente que |o contiene es iguol o lo supaditie del fondo mul-
tiplicoda por lo olture del liquide ¥ por su densidad.

Designande la prosién par P, lo superficie del fondo del recigiente por 5, la
altwra del liquide per h y su densidad por d, la Farmula sord; P = Shd,

B EJIERCICID 161
Designando las variables por la inicial de su nombre, escriba la formula
fue expres
. La suma de dos ndmeros mu]li'p]il:ad:n [or 3 diferencian’ es igual a In
diferencin de sus cuadrados,

FormiLas @ 273

El ceeadrade de la hipmennsy de un triding o rectangulo es igual a la
suma de los cundrados de los catewos.

J. La base de un widngulo es dgual al duple de su drea dividido entre
s altara,

£ La densidid de un cuerpo e igual al peso dividido por el volumen.

f. E]l peso de un cuerpo es igual al producte de su volumen por su densiduil,

. El drea de un cuadrade es ipual al coadrado del lado.

T, El volumen de un cubo es igual al cubo de suoarista.

B. El r_ad[n-l |:|.-|"'I una circunferencia s iguad o la lengitud de la circunfe
remcia dividica entre 25,

i Fl cuzdrinda r._!c un citeto de un tridngulo rectingulo cs igual al cua
drade de la hipmenusa mencs ol cuadeiade del otre caters,

W El drea de un cuadrado es la mitad del coadrado de su disgonal.

Il La Teersa de atraccidn entre dos cucrpos es igual al producto de unn
constante & por ol cociente que reselta de dividic el producto de las ma.
das de los euerpos por el cuadrado de su distancia.

El tiempo que emplea une piedra en cacr libemente desde la boca al
fomdo de un poee es gwal a la radz cundrada del duple de la profun
ik el poro dividido entre 9.8,

I El drea de un poligono regular s igual a la mitad del producto de s
apotema por el perimetro.

14 La potencia de wna midguing es igual al trabajo gque realiza en 1 segundo.

(241) EMPLEO DE FORMULAS EN CASOS PRACTICOS

Basta sustituir las letras de la fdrmula por sus valores.

‘ Ejﬁlitpf-ﬁ‘ﬁ I (1) Hallar el area de un fropecio coya aliura mide 5 m
¥ sus boses & y B m respectivomenta,
b4 b
Lo tarmula el .ﬁ:ﬁ( b)
4

Aqui, h=8m, b=6& m, b'=8 m.,
lwogo  sustiturende:

120 Hallor el wolomen de una pirdmide siende su ofllura 12 m oy ol drea de o
base 35 m¥

1
La Formula es ¥ = 511 o

Agul, =12 m, 8 =3 ¥ luego sushiluyends;

Vs %5{_12?-:35=1 Hda=144 m* R,

QRPLETIC
A=5 2} axZ=3m |
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(2} Uno piedro dejodo coer desde o ozotea de on edificio torda 4 segeadeos
er llegor al suele.  Hallar lo allure del edificic.
Lo altera del edificic o5 ol cspacio quee recorre In piedro.

1
Lo fdrmula es: e=EgI=.
govale 78 m. oy f =4 sog., luego sustituyendos :
i ] 1 4 } .
T E.:H: 9.4 :«cd‘:;‘x PHMNE=F 0> B=7a4 m

e e s R

EJERCICIO 162
Hallar el dren de un wodngulo de 10 em o de base y 8 de alira, :g =4bh,

Hallar el drea de un cuidrade coya diagonal mide § m. A :dT.
L]
JOud distaneia recorre un mavil cn 15 sep. si stomueve con movimiento
uniforme ¥ lleva una velocidad de @ mo por seg? e = wi.
sEn qué pemper 2l mismo mdvil pecorrerd 108 mi

Hallar la hipotenusa a de un triingulo rectingule siendo sy catetos
bmdm ¥y e=3 n.ad =k,

La E::||;.;:||:-;_|1|_|-5-| e un trsngulo :|-:_.|:|.||'|El.ll|:r mide 14 m ¥y uno de los
catetos 5 . Hallar el otro catero. O¥ = g2 = %, Wi

L & -
Hallir e] drea de un ocireoalo de 5 omode eadio, A =2, = =

Ladlar b longited de una circunierencia de 5 mode radio. C =2z
Hallar ¢l volumen de un cono siemlo su aluera 9 moy el radio de Ja
ase 2 o o= fhard,

El velwmen de un cuerpo os & an®, v pesa B4 g Hallar su densidad,

11 =-£.

i 2
Hallar ¢l drea de un cridngulo equilitero cuyo lado mide ¢ m, A= 3 VL

Fallan  Ia suma de los dngulos interiores de un exdponn segular.
= IB07 (N~ 2L (N e oel numero de lados del poligono).

242} CAMBIO DEL SUJETO DE UMA FORMULA

il

El sujeta de nna formula es la varialle cuya valor se da por medio
la Formula. -Una formula es una ecoacion literal v nosoiros podermas

despejar cualquicera de los elementos gque entvan en ella, considerindalo
como incognita, ¥ con cllo cambiames el sujeto de Ta formule

J Ejemplos i

i1} Doda la farmula @ =3 ar hocer o 1 el sujoto de fa férmula.

Suprimicndn dencminadares, lenomos

g = al®,
LR
Dospojando F: M= -'ﬂ—.
: ‘o
Extreyande le roiz cuadrado o ambes miembros: 1= R.

u]

Haoy gue despejor | en esto pcoocian lilersl; 1es o incdgnita.

FopmuLay @ 275

(2] Doda lo Farmula S=2R [N =2} hocer a M oel sujete de le Farmaulo,
Hay que despejar M. N e la inedgnila.
Efectisando el producle indicodo: 5= IMR — 48
Transponienda: 5+ 4R = INR
S dR

h!“—r k.

2R
3 1 1 1 ] .
(3} En la férmulnp — = — 4 —  despejar g,
i g

Ei m. ¢, m. de los denominodores e pp° | Cleitendo denominadores tendraming
pp =gt + pf,

Lo imcégrifo es p’.  Transponiendor  pp’ —pf=pf
pip— H_-rl*’_ﬁr_
3 =_{:'- R.
rmr i 3

(41 Despojor o onov = Joe

Elevando ol cuadrado ombos miembros pora destrgis el rodizal;
¥ = Doe,
5 ‘I:&'
Crespejands o 0= =

26

Esta operacién de combior el svjeto de una Formula sora de incoleulatila ubili
dod porg of alemne ol Motemdfico y Fisiea,

13 In '-'=\/§ despejar o y ¢

) Tacer o el 14. En e=F t+Let? despojar 1,
15 En e=F—4at®, despejar 15, ¥ 0
16, En F=lher® despejar iy o

EJERCICIO 163

En la Grmula =, despejar oy 6
I8t

En A=h (
sitjetn dela E:‘.-rmula
En e=31as, despejay

et :
En A=}aln, desprjar a, [y m 7. En f—%:'-. desleiar e LT

Eind=sr?, despejar 1
Fn at=bi4~—2hxx, despejar x. 1. En E=I R, despejar Re
En P=F,+at, despejar Fo ay L 18, L r.'=£. despejar 1
Ln IF=§F,—al, despejar Fgay b 2 .
P . : a0, Fmn n:r.'-l-{]'l-- I}:l_I :[l'.\||-e:|.'ll i, Ry

kg "'I.'- tdlespeyar Foy I 2L Enp=aenet, clespejar a v 1
En af=b)e?, despojar byoe a8 Ep | = _Li_ despejar: Q oy b,
En M=o, despsjar ooy b L
I i A 1."' j. despsrpnr By f

ot Y



B = -
L =5

 DESCARTES [1596-16501 Filisofo v ma-

cariruto 1%

DESIGUALDADES. INECUACIONES

@ se dice que una cantidad @ es mayor que otra cantidad & cuando la
diferencia & — & es positiva. Asf, 4 e mayor que — 2 porque la dife-

rencin 4 —{=2}=4+2=6 es positiva; —1 es mayor que —3 pargue

=1l={—8=—1+8=72 es una canticad positiva,

Se dice que una cantidad o es menor que o cantidad b ouando la
dilerencia a— & es negativa,  Asi, —1 es menor que 1 porque la diferen-
cia —1—-1=-=2 ¢5 negativa; —4 s menor gue —3 porque la diferencia
~d—{—=d)=—2+d=~1 s nepative

! D acterde con lo ancerior, cero cs mayor que cualgquier cantidad ne-
pativa.

Asi, 0 os mpyor que — 1 porque 00— {—1y=0+1=1, canticdad positiva,

{Z*I-i-{."DESIEUALDﬁB es una expresion que indica gque una cantidad es ma-
T V0T 0 mMenor gue o,
Los signos de desigualdad son >, que se lee mayor que, v < que se
lee menor que. Asi 53 se lee 5 mayor que 3; —4 <~ 2 5¢ lee — 4 menor
ijue — I,
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e Sy, 1o %
que le dé chwses de matemiticas; Deseartos va v
frenciz, Durante tu juventud fues soldado v muare. A Deeesrtes ie le considera el primer fildsofo
Hungria, Swiza e alia, Después do partieipar de Ta Edad Modoma, s el que sistematiza ol mas
o B La Rochella, to acogin a Ta vida estudicsa. todo eigntiflée, Fup ol primora on aplicar el Algokra
Criztima de Swecia lo invita & so corte, peea & la Geamntria, creando asi la Geamcleia Analitics,

o oEslGuaioapi: @ 277
(245) MIEMBROS
© Se llama primer miembro de una desigualdad a la expresion que estd
a L izgquierda y sepundo miembro a la que estd a la derecha del signo de

dlesigualdad.
Asi, en a4+ b= c—d el primer miembro es o+ 6 y el segundo c—d,

I:é@ TERMIMOS de una desigualdad son las cantidades que estin separadas
~ e otras por el signe - o = o la cantidad gue esid sola en un miembro,
En la desigualdad aneerior los términos son a, b, ¢ y —d.

fl"i"i_";' Dos desigualdades son del mismo signo o sphsisten en el mismo sen.
— tide coando sus primeros miembros son mayores o menores, ambos,
i los scgundos.

Asl, az= b y = d son desigualdades del misme sentido,

[hos desggualdades son de signo contrarvio o no subsisten en el mismo
sentide cnando sus primeros miembros po son smbos mayores o menores
e los segundos miembros,  Asi, 5>38 v 1<2 son desigualdades de sentido
conerario.

l'rl-i?j FROFIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

Ly Sialos dos miembros de una desigualdad se suma o resta una mis
ma cantithud, el signo de In desippaldad no varia.

Asi, dada ln desipualdad 2> b,

podemos escribi: A shorbte yiascabee

COMSECUEMCIA

Un etérmine cualquiera de una desigualdad se puede pasar de un
miemhbro al otro cambidndole el signo,

Asl, en la desigoaldad a = b 4+ ¢ podemos pasar ¢ al primer miembro
con sigio — ¥ quedard a—«¢> b, porque equivale a restar ¢ oa los dos
iniemlaros,

En la desigualdad a—0 = ¢ podemos pasar b con signo -+ al segundo
micmbro ¥ quedard o> b4 ¢, porque equivale a sumar b oa los dos
miemliros.

2% Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen
[Hrr tata TS cantidad paositiva, el signo de la desigualdad no varia.

Asi, dada la desigualdad a> b y siendo ¢ una

a_ b
cuntidad positiva, podemos escribir; » [ E}T

COMSECUENCIA

Se pueden suprimir denominadores en una desigualdad, sin gque varie
el signo de la desigualdad, porque ello equivale a maltiplicar todos los ér



218 @ ALGEBRA

minos de la desigualdad, o sea sus dos miembros, por el m. ¢, m. de los de-
nominadores,

31 5i los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen
por una misma caintidad negativa, el signo de la desigualdad varia.

Asi, st en la desigualdad w > b mauleipli- ac S b,

e

camod ambos miembros por =, tendremeos: ks oty
¥ dividiéndolos por — ¢, o sea mul- i t
S8, 1 = i
tiplicando por — =, tendremos: = L JEREA LA i £
(&

COMSECUEMCIA

Si se cambia el signo a todos los términos, o sea a los dos miembros
de uma desigualdad, el signo de In desigualdad varia porque equivale a
multiplicar los dos miembros de la desigualdad por — 1.

Asl, sl oen la desipualdad a — 6> — ¢ cambiamos el signo a wodos los
términos, tendremos: & —a < e

4} 8i cambia el orden de los miembros, la desigualdad cambia de signo.
Asi, sl 2> b es evidente que b <a.
G Si s invierten los dos miembros, I desigpualdad cambia de S,
Asl, siendo o> 6 se tiene que i{%.
L4
€3 5i los miembros de una desigualdad son positivos y se clevan a
una misma potencia positiva, el signo de Ia desipualdad no cambia.

Asl, 5= 5 Elevando al cuadrado: 53 o sca 259,

71 5i los dos miembros o una de ellos es negativo ¥ se elevan a una
potencia impar positiva, el signo de la desigualdad no cambia.

Asl, = 32 —5. Elevando al cuborg — 305 [ —5F o sen — 3T — 1328,

2 —12. Elevando al cubo: #3(—2) o sea 87 — 8.
4) 5i los dos miembros son negatives y se elevan a una misma po-
wenct par positiva, el signo de la desigonaldad cambia,
Asi, — 3> =5 Elevando al cuadrado: (—8)2=9 v {—&6F =25
ado: (—3)=1 Y que-
da 9<85 i
. U} Siun miembro es positivo ¥ otro negativo y ambos se elevin a una
misEma potencia par positiva, el signo de Ja desipualdad puede cambiar,
Asl, 3> =6, Elevando al cuadeado: 37 =49 y (—5)°= 25 v queda § < 25,
Cambia, I

8> —2  Elevando al cuadrado: 8 =64 y {(—2P=4 vy queda 64> 4,
No cambia.

IMECL AT KFNES 8 219

1) 51 los dos miembros de una desigoaldad son positivos y se les
extrag una misma raiz positiva, cl signo de la desigualdad oo cambia,

Asi, sia> by noes positive, tendremos: ¥a = 40,

11} 51 dos o mids desigualdades del mismo signo se suman o mulipli-
can miembro a miembro, resulia una desigualdad del mismo signo.

Asi, si a> by e>d, tendremos: a+¢=Db+d y ac b,

12y Si dos desigualdades del mismo signo se restan o dividen miembio
a miembro, el resultado no es necesardamente una desigualdad del mismo
signo, pudicndo ser una igualid,

Asl, 108 ¥ 5>2. Restando miembro a miembro: 10 —-5=5§ y
d=2=6 ego queda 5<6; cambia el sipno.

51 dividimos miembro a miembro las desigualdades 10 =8 v 6= 4, e

LE1] &
REon -=32 ¥ 122; luegn queda 2=2, ipualdad.

INECUACIDNES

'iII‘W} UNA INECUACION s una desigualdad en la que hay una o s
7 cantidades desconocidas (incognitas) v que sdlo se verifica para deter.
minados valores (e las incognibes. Las inecuaciones se lbman tambidn
desigualdades de condiciin.

Asi. la desigualdad 2x =3 > x5 es una inecuaciom parque tene by
incignita x y solo se verifica para cualquicr valor de = mayor que 8

En efector Pava x =8 se convertivia en igualdad y para % <8 se con
vertiria en una desigualdad de signo contrario.

(25@} RESOLVER UMA INECUACION cs hallar los valores de las: inchgnitas
que satiskacen la ineouacion.

(251)

2 PRIMCIPIOS EN QUE 3E FUNDA LA RESDLUCION

DE LAS IMECUACIONES

La resolucion de las inecuaciones se funda en las propiedades de Tas
desipualdades, expuestas anteriormente, ¥ en las consecuencias gque de las
mismas se derivan.

'15.!/] RESOLUCION DE IMECUACIOMES

{1} Resolver lo inccuacicn 2x -3 2 ¢k 5
Posando x al pricmer miembre ¥ 3 al segunda
el el i

Baddircienda; x>0 R

-E jemplos

B oes al Imile inforior de x, &8 decir que la desigualdod dodo sélo se varilica
pora lod valores de § mayoros que i
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o T
(Z] Haollar el limite de x an ?_‘:‘: s = — &
Seprimicnde denominadares: 47 — 3k = 10x — 36,
Transponicnde: — 3 — 0w > — 38 — 42,
= |dx = — ¥l
Combionds el signo a los des mismbeos, lo ceal hecs caombiar el signe de o
desigunldod, se tiene: 13 =S 7L

74
Dividiendn por 13 .x':lﬁ osea x<d K

£ ooz el fimile superior de x;, es decir, que lo desigoaldod dode sdle se vernifiza
para lod valores de x mencres guee &

(3} Hollor el Hmite de s en |30 x=1]<{x—1F+ 3x,
Efecluands los operaciones indicodas: 5= 4 20 = 32 x% — 2 4 1 4 du,
Suprimiendo x® an ambos miembros ¥ fronsponiende: x4 B — 3 1 43

=<4, B
4 a3 el limite superior de x,
[ EJIERCICIO 164
Hallar el Limate de x en las inecuaciones sipuientes:
1 x—Hf=—0 It Gt D —(Be—d WA+ 20004+ 21)
2 Se—1TSgeg 1. (x—A){x+5)<{x—a)x—2),
3 =021 19 [(De—DE4drdx—Thod{x—P)5
4 Jx—1d<ix—2 g, 2l el
" hatE Todx—17 x4y
i Bx h}4+1{]. 1l1 _xiﬂ- 2 i o
A T LY i TR
A8 5 21) 2
T (x—11—T{x—21, 16. - < ;
; = Ji4+1 a1 - 3x—1
B {x42e—1) =06 {800, 1 1 , -
T By B By ; 10, e e ;
A=y 2 x +-3) = (B —1){x+-4) B i ay T
1T, Hallar los ndmeros enteros coyo tercio anmentado :
en 15 sea mayor gue sieomitul aumentida en 1. s
3.
INECUACIONES SIMULTAMEAS
@E%IHECUAL'IBHES SIMULTAMEAS som inecoacioncs que ticnen solu- il
= CIeS  COmILes, y
: D=4 6
EIEHIPEHS {1} Haflar qué volores de x sabisfacen dx 5= &
losinecunciones: '
Resolviendo la primera: 2k 444 i
2z 10
k> 8 i
Resolviends lo sogunda: 3x> 14—5
b [T

R

iIHECUAC|oMEs B 2R

La primera inacuacion se satisface pora x 2 5 y lo sequado para x > 3, luege
lomomes comno solucién general de ambas x> 5, va que cvalguior velar di
¥ mayer que 5 oserd mayor que 3

Luego ol limile inferior de fos soluciones comunas es 5. R

121 Hallar el limite de las soluciones comunes o las 3x -+ 4 =14
inccunciones: S TRE)
Resalvicndo le primera; 300 16— 4

Sl 12

x4,

Eesolviende la sequnda: — x> — B4 4

—x =3

b L
Lo solecian comdn es x < 2, ¥o que tode valor do x menor. que 2 avidentarman:
fe 25 mernor que 4,
Luego 2 es el linnfe superior de los saluciones comunes, B
4 TGS

Hallar 21 limile superior o infericr de los volores da 2 Sl
k gue sofisfacen los inecuociones: e e
Eeselviendo lo primera: e = 3k — 2410

n B

¥ 2,
Resolvicrde lo seguada: 3w — a2 86 —1

x=<h,
Lo primera se sotisface pora x > 4 y la segunda para & <5, luege fodes los
valores do x que sean o lo vez mayores que 4 y menores quo 5, solislecen
ambas inecunciones,
Luege 4 es el limite inforior v 5 ol Fmite superior de los soluciones comunsi
lo que so cxprosa 4 <Sx <25 R

EJERCICID 165

Hallar el limice de las solucionss comumes a:

Xx—d=0 oy Zx40=1T. 4 Ha—4>Tx—16 v B—Tr<ll=10x.
d—x>—0 y Dx4023x. 2
tatddx4-11 § d=2x= 10—,

F

x x 3
. = ¥ X4 — < lix =l =,
5 4|2‘,|’.‘3+£|*:L|x .

Hallag el limite superior e inferior de las soluciones comunes a:
2x—B<x+10 3 Bx—4>55+6,

& Tl 3 o

R e

(=1 Nx+- Rz 420 x =0} ¥ (xHBx40 e+ x+dh
x¢2 x—0 =] x5

PR S 8 ey

Hallar los nidmeras enteroa iy |rjr_;.||;; TERos e Mayor que su 11~
tid mis 4 ¥ cuyo coddroplo aumentado en 8 sen menor que su triple
anmentada e 10,



ol mis grande | mente en la Teor
Mientras sus contampord. | periar, dujando varioe fuorar
elaborar unn cledein aplicada, || ol mis famoso ex.al Hamado, dftim

FIINCIONES

1254 | COMSTAMNTES ¥ VARIABLES

Las cantidades que intervicnen en una cuestidn matemdtica son cons-
tamtes cuande tenen un valor lijo y determinado y son variables cuando
toman diversos valores.  Pondremos dos ejempos,

1) Si un metro de tela coesta $2, ¢l costo de nna pieza de tela depen-
derd del mimero de metros que tenga la picza. S la picza tiene 5 metros,
el eosto de la piesa ser 3105 51 tiene 8 metros, ol costo serd 516, ete.  Agui,
€l eosto de un metro que siempre o5 el mismo, $2, es una constante, v cl
mimere de metros de la pies y el coste de la pieza, que toman diversos
vitlores, son variables,

¢De queé depende en este caso ol costo de la pieza? Del mimero de
metros que enga,  El costo de la pieza es la variable dependiente v el mi-
merg de metros 1a variable independiente.

21 51 un movil desarvolla una velocidad de 6§ m por segundo, el es-
pacio ¢ue recorra dependerd del dempo que esté andando. Sioanda duo-
rante 2 sepundos, recorrerd un espacio de 12 m; s anda durante $ segun-
tos, recorrerih un espacio de 18 m. Agui, la velocidad & m es constante
v ¢l tiempo v el espacio recorridao, que toman sucesivos valores, son variables,

282

Firvciones @ 283

e que depende en esee caso el espacio recorrido?  Del tiempo e
hiv estado andando o] mdévil. Kl tiempo es la variable independiente v
espacio recortido la variable dependiente.

@ FUNCIOMN

En el ejemple 1) anterior el costo de ln pieza depende del nimers de
metros que tenga; el coste de la piesm es funcidn del namern de merros,

En el ejemplo 8} ¢l espacio recorrido depende del Liempo que laya
estado andando el mowil; el espacio recorrida es funcién del tiempao,

Siempre que una cantidad variable depende -de otra se dice que es
funcidn de esta altima,

La definicidon moderna de funcidn debida o Cauchy es 1a siguienie;

Se o gue ¥y e luneidn de x vuando a cada valor deia varinlile =
eonresponden wne o varios salons determingdos de L varria by 0.

La notacidn para expresar que y o [uncitn de % o3 ¥ = f(x).

[{59 FUNCION DE UNA YARIABLE INDEFENDIENTE
¥ DE VARIAS VARIABLES

Cuando el valor de una variable 3 depende solamente del valor de
vtra variable x tenemos una funcidn de una sola variable independiente,
coane en los cjemplos anteriores,

Cuindo el valor de una variable 3 depende de los valores de dos o miis
variables tenemos una funcion de varias variables independientes,

Por ejemplo, el drea de un widngulo depende de los valores de su
base y de su altwra; luego, el drea de un tridngule es funcidn de dos varis.
bles independientes que son sa base v su altura, Desipnanda por 4 el drea,
por b la base y por & la alivra, escribimos: o = J( 0.

El volumen de una caja depende de la longitud, del ancho ¥ de ln
altura; luego, el volumen es funcidn de tres variables independientes

Designando el volumen por », la longitud por 4 ¢l ancho por a y la
altura por &, podemos escribir: v = j{la.h).

@51} LEY DE DEPEMDEMCIA

Stempre que fos valores de una variable y dependen de los valores de
otra variable ., ¥ ei Funcidn de x; la palabra Muncidn indica dependencin,
Pero no basta con saber que y depende de z, interesa mucho saber edmo
depende p de x, de qué modo varia y coande varia x, la relacidn que liga
alas viriables, que es o que se Hama ley de dependencia entre Las viriables,

flf&;l EJEMPLOS DE FUMCIOMES, FUEDA O WO ESTABLECERSE
= MATEMATICAMEMTE LA LEY DE DEPEMDEMCIA

Mooen todas s Ilunciones se conoce de un anmlo I}l-.::.:;j;,” Ia relacidn
mitemiticn o analitica que liga a la vaviable independiente con la varialile
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dtl I:Ilt! ik I |.|::||1 fiﬁ.l Nir & L o - § ].L' |.1L Epen-
ML LLE AL p R I'“_. 1 o B e e Eu]- CE TEVET

cantidad,
i antidad depende de otra, perc no . & i mévil que se mueve con movimienls uniforme recare
bl ciebelirios ek e D Ij'nl't' la division de las E}Emplﬂ 30 Km en 10 minutas, en B minutos recorrerd 60 Km ¥ o
conocemos la relacién que liga a las variables.  De ahi & 5 minulos recorrerd 15 Km, luego la varichle espacio racaris
ILEs iti - L,
funciones en analiticas y Concoe

dao os directomente propercional (o propercional] o lo variable

fiampo ¥ vicevera,
FUHCIONES AMALITICAS

Cuando se conoce de un modo preciso la relacidn analitica que liga §i A7 piropctcional e By A v igual B sadcalioat i von
LAz B : - :

a las variables, esta relacion puede establecerse matemiticamente por m; tante.

dic de una fdrmula o eCUACion que nos permite, Pari cualquier valor de

En el ¢jemplo anterior, la relacion. entre el espacio ¥ ¢l tdempo e
la variable independicnte, hallar el valor correspondiente de la funcian. i iy

Estas son funciones analiticas. I ] e :
Como ejemplo de estas funciones podemos citar las sigulentes: o
Fl costo de una picza de tela, Tuncidn del nimero de metrvos de I

I efecto:

: : : a0
Frn 10 min el mdvil recorre 30 Km: la relacion es —

=
1n
1 . - . [.'l_ |
ieza. C i : an metro, puede calcularse el costo de cu | r | 0
N i s - ’ En 20 min ¢l madvil recorre 60 Em; Ia relacion es g =1,
guier namera de metros. - . .
i El tiempu empleado en hacer una obra, funcién del nimero de obre- J
ros.  Conocido ¢l tempo gue emplea cierto niimero de nbreros en hacer B e i A S L
A - a _ ' - :
la obra, puede calcularse el tempo gue emplearia cualgquier ofro numeras
a2
de ohreros en hacerla.

E] espacio gue Tecorte BT CUETRO €0 51 eaida libre desde vicria al.umai.
: K [ i : avi
funcion del tiempo, Conocido el tempo que emplea cn caer un mavil,

puede caleularse el espacio recortido,

En general, si A es proporcional a 8, la relacion A X
citre A y B es constante; luego, designando csia E"—“ki-}f- de agul Awk
fanstnie por k, tenemos, o ' :

FUNCIOHES COMCRETAS R
Cuande por observacion de los hechos sabemos gue 1na. cantidi
pende de otra, pero no se ha poride determinar fa relacion anahtm]?t :1?

i, ido ¢ e
liga a las variables, tenemos una lunur.'ml caricreta, l::zctstt mst{;::c :[};M.:.
Llr_-]yr:ndrucin, que No s Conoce Con pre:nsu{nn, no e 1.*51;1 ﬂi AR
mdticamente por medio de una formula o ecuacion porque la relacion I =
cional, anngue existe, 10Os SCmpre I AL e PAIEHIPIU

Como ejemplo podemos citar la velocidad de un cuerpo qu; 5e

| : i ] ] 1eT-
liza sobre otro, funcion del roce o frotamiento guc hay entre los :?;_1? =
pos, Al aumentar el roce, disminuye la velocidad, pero no se ::u:;m-.:r'_r |,;~ 5
modo precise la relacidn analitica que ligh 2 estas variahles, Muchas ley
fisicas, Tuera de cleros limites, son funciones de osta c‘]a!a':. 1 s

Fry los casos dé funciones concretag suelen construirse tablas o gr: :

; i o i : imadi.
en que figuren Jos casos ohservadng, gque nos permnen k;.al!a:; ;ﬂ: e
mente el valor de la funcion que corresponde a un valor. 63 1 v
riable independiente.

(261) VARIACION INVERSA

Se dice que A varia invemamente a2 8 o que A o inversamente i
porcional a B coando multiplicando o dividienda una de estas variabiles

por una cantidad, la o queds dividida oo el primer caso v mulophicada
en el sepundo por la misma cancidad.

%1 10 hombres hocen vna shra en & horas, 20 hambres lashoran
en 3 haras v 5 hombres en 12 horos, luego fa varioble fempo
empleodn en hacer o obro s inversnmenbe proporcicnal o la
wvarioble ndmero de homiees v viceversa,

(262) 8i A es inversamente proporcional a B, A es igual a una consiante
dividida entre .

En el ejemplo anterior, el producto del ndmero de hombres por el

tiempao empleado en hacer la obra es constante.  LEn clecto:

10 hombres emplean & hovas;

cf producio W= G= 6L
S lesimbires 1_'|r:]r|.|.':1||' 1 haras:

of prohiecie 20« 8= 60,

i hoimbres emyplean 13 horas: el procucee §x 12 =),
@;:] VARIACION DIRECTA En gencral, sio A es inversamente ].I-I'l:li.lli.ll"i.ilill'l:-’ﬂ
s a dl, el producto A s constanie; luego, designando .

L COnstinte | LLEL] |I|!. LT TTIOE

Se dice que A varia directamente a B oque A es dlruumml:mu 1rrln|t:u:.|r:
cional a B cuando multiplicando o dividiendo una de cstas dos varable

AB=Kk y deaqui A=
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.;’EEE} VARIACION COMJUNTA

“—" 51 4 es proporcional a B coandoe € es constante ¥ A es proporcional
a € cuando B es constante, A ¢4 proporcional a 50 coande By © varian,
Principio fue S& exXpres: A = kRC,

donde k e consianie, lo que se puede expresar diciendo que siouna
cantidad es proporcional a otas varias, lo o5 a su producto,

Ejemplo |

El froo de un dridngele e proporcional o lo aliura; si ko bose
ey conslonte v o5 proporcional o la bose s lo aliuro es cons-
fanie, lvege st lo base v la allurg verion, ol Srea os proporeio-
nal al producio de to base por la ellura, - Siende A of firen,
h o bose v b la allura, tenames;

A = khh

v la canstante k= 4 [por Geometria] leego A = Lbh.

@w.nmcrﬂﬂ DIRECTA E INVERSA A LA VEZ .
Se dice que 4 es proporaonal a B e inversamente proporcional A=E’"

a1

i O ocuanda A es proporcional a la relacidn = Io gue scoexpresa <

HESUMEN DE LAS VARIACIOMES
5i A e proporcionad a B0 ﬂ=iﬂ-
Si A es invemsamente proporcional a B .. A —5
S5i A es proporcional a B oy Co.... ..., A=kBL.
i ' ional a B ¢ mvers: Le
S0 0A ey pll-n::.pmu:mna a ¢ ITVErEATieIL it
proporcional a | B e e ;‘L:E

(11 A e proporciencl o B v A =20 cuanda 8 =2,
Hallar & cuando B = &.

Siendo A proporcionnl o B, se fiener A =EE

Ejemplos l

Pora kallor lo constante k, come A = 21 cuon-
do 8 =2, lendrames;

L=

= [ e
W=kx2 - k==10

k=10, cusndo B=24, 4 waldrd:
A=Hl=M»xa==8e0 R

£} A os inversamante propercional 0 By A =5 cuonds 8 = 4,
Hallar A coonde I = 10,

Coana A es inversoments propercional a B, sé lene: A _E

Hallomas k. haciends =5 » 1 = 4

k
H=—_lk =20
4
Siendo k= 20, cwonde 8 = 10, A valdrd:
k.20
Ame=m=—=1

2 |

i
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12} Aesproporcional e By G A =6 cuondo B=2 y C=4.
Hollar B cvonde 4 =15 v C =5,
Sicncdo A proporeionol o 8 ¥ C, se Hengt A =(BC. {1},

Para hallar k; =R G A=k B 'k.':%-
Fara hallor B lo despejomas en (1) B:%.
Sustitupends A =15 k= 3 cE=5 = 1'_5 = ﬂﬁ.‘, R
4 e TR |
fendremos: = A :
{4) x es proporcionnl o ¥ e inveramente progorcional o z.
3 x =4 cvondo y =3, 7 =1, hallar & crando y =5, 7 = 15.
Siendo x proporcional @ ¥ e inversamente proporciensl o Sk
[y Do ol 1T L1 = il e . e H“&m
) o B
Hociendo x =4, v =1, 2 =3, i '.3. H=?= o, !
s Henea: &l ¥

Hociende en 11) k=& =5 2= 15,
s liene;

EJERCICIO 166

x os proporcional ooy 5 x=1 cugnde y=§, hallar x cuando =5

A i propotcional-a p Sy =8 cusndo x =2, hallar ¥ ocuando = 24,

A es proporcioral a8 y O, 5 d=380 cuando B=2 y C=5 hallan A
sl B =7, O=.

x s proparcional Ay yaz 5 x=4¢ cuando y =3 v 1= G, hailar yoEua o
X = e =0

A vs inversamente proporcional 3 B, 51 A=3 coando B=35, hallay A
cutndn # =7, :

foes inversamente propovcional a A, 5 ;j-_ﬂ? cuando _I]‘:.i.r hallagy A
cosando 2 :%ﬂ.
A es proporcional a B ¢ oversmmente proporcional a €, S5 4 =& coanda
B =1 C=§ hallar A cuando B=7, C=14.

& es proporeional @ ¥ ¢ inversamente proporcional a 7. 85 x =3 enamdo
y =4, 1=8 hallar = coande y =7, x=10.

x 3 proporcional a ¥? —1. 51 x =48 cuando ¥ =5, hallar x coando v = 7.
x s inversamente proporcional a ¥7—1. 5 x =9 coandoe =1 hallar x
cuumdo p = f -

I.fl'l drea de un coadrado es proporcional al evadrado de su diagonal,
5ioel drea es 18 m® cuando la diagonal & 6 m, hallar el drea cuando
la dipgenal sca 100 m,

EL drea lateral de una pivdmide regular es proporcional a au npotemi
y.al perimetra de In base, Sioel doea es 480 m? cuando el apotema e
12 moy el perimetra de Ja bnse 80 m, hallnr el drea coando ol apotema
ea oy el perimetro de I Bise 40 m.
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18, K1 volumen de upa picdmide o J}mpurciullit] a su altura y al drea ole
su base, Si el volumen de una pirdmide, cuva altura es B moy el drea
de su base 36 m2 es 06 m?, gendl serd el volwmen de una pirimide
cuya altura s 12 m ¥y el drca de su Base G m#? g - _

14 El dres de un ciroulo es proporcional al coadrado del radio. 5 cl drea
de un dreule de 14 em de radio cs 616 om®, gendl serd el drea de un
clreulo de 7 on. de vadio? y _

16. La longitud de wna civeunlerencia es proporcional al radio. 51 una o
eunferencia de 7 cm o de radio tiene wna longitud de 44 om, goud] es el
raclio de una circunferencia de G6 omode longited?

16. x es inversamente proporcional al cwadrado de p. Coando =6, x=4.
Hallar » coamdoe =10,

@ FUMCIONES EXPRESABLES POR FORMULAS

En general, las funciones son expresables por formulas o ecuaciones
cuando se conoce la relacion matemdtica que liga a la variable dependien-
te o funcion con las variables independientes, o sea cuando se conoce la
ley de dependencia,

En estos casos habra una ecuacion que serd la expresion analitica de
la funcidn y que define la funcion,

Asi, y=2x+1, y=2x% y=x+ix—1
son funciones expresadas por ecuaciones o Brmulas,

9% +1 o5 ung funciom de primer prade; 2x?, de segunde grade:
at 4+ 2x — 1, de tercer grado.

Los ejemplos anteriores son funciones de la variable ® porgue a cada
valor de = cortesponde un valor determinado de la Funcion,

Pama y=p y=8xl +1=1

. k] +1=3
En efecto: Considerando la x=l, 2

g P, T B L T
funcitn 2x + 1, gue represcotamis i
por y, tendremos; ¥ =2x 4 1. L g=_1 ¥y=A-Lj+1=
el I AT ;‘!I:— :'!tl -1z B =

x e5 la variable independiente ¢ y la variable dt.*.}henditnt:.

ﬁﬁ?j DETERMINACION DE LA FORMULA CORRESPOMDIENTE
~" A FUMCIOMES DADAS CUYA LEY DE DEPENDEMCIA
SEA SENCILLA

{10 Bl costa de une pieza de lela es proporcionazl ol ni-
mera de matros,  Determinar lo farmulo de la luscidn
coshy, sohionde que ung piea de 10 metros coosta 55

| Designonde por % o vorioble independiente nimero de

medros y opor y lo funcidn cosfo, bendremes, por ser v proporcicacl oo

= 2 i

‘ Ejemplos

Hollemos la constante k, sus-
tuyende ¥ =30, x.= 1
Enioncos, coma lo constanle es 3, sustifuyende esbe valor

an 111, la funcién coslo vendrd doda por la wcuocng . =3

W=kX105 k=200
K.
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(Z} EI area de v cvadrade s propercienal al cuadredo de sy diagonal,  Hallad
lz fermuln del droa de un cuadrodo en funcién de lo dingonal, sabisnda U
ol dren de v coadiodo ceva diogonol mide 8 m o5 32 w2

Cesignonde por A el drea v A= kDR
por O la dingenal, terdremes; y T
Hallemas & hocien- A=kx A ke

do A=32y D=8 ; Loy TR

Euslijl:lrendn k=4ren (1], el drea de un cundrada an
funcign de lo diegenal, vendré dade par la farmule:

A= oy
A !
{3} Lo altura de una piramide es propercienal al velumen si el drea de lo bow e
constante y o5 inversamenie proporcionol al rea do o base s el yelumen
es constonfe.  Determinor lo férmula de lo olura de uno pirdmide en fue
cion del volumen y ¢l drea de In base, sobiends quee uno pirdmide iy
oltura a5 153 m y el dreo de s base 16 m® fiene un volumen de B3 mb.

Designendo la altura por b, el valumen por e J'.E |
V v el drea de la bose por 8, tendromas w5 oy ) b 0

{ Dbsérvese que Io variable ¥ dircctaments proporcianal mnﬂh wa on- el nume
rodor ¥ lo variable 8, inversamante proporcicnal con h, va en el denominader |,

kR B
i g
Haollemos la constante & baciends i
h=15 V=B 8= 14 15 2 14 = Il
20,
20 ;
Hociende k=3 on {1}, lo alivre de una piramide en Fen- w
citin del volumen y el dren de lo bose vendrd doda par lo H“-.'ﬂ:
farmula: it .

{4} Determinar la férmulo correspendiente o uno funcitn sebiende que pora codo
valor da o varioble independiente corresponde un valer de la funcidn gus
o5 igual al triple del valor de lo variable independiontc oemontods anp 4,

Siendo v la funcien ¥ % la wario- you= e
bie indepandiente, tendremes; "

EJERCICIO 167

i A es proporciomal @ 8 vy 4 =10 cuando B =5, escribir la formula
fue las relaciona.

El espacio recorrido l!:ll:r]‘ un mavil {mov, uniforme} es proporcional al
producto de 1y velocidad por el tiempo. Eseriba la Frmula que expresa
el espacio ¢ en funcidn de i veloddad v y del tiempo £ LE=T1

i‘_ll area de un rombo es proporcional al prodocto. de sus diagonales.
Escribir la fdrmula del drea A4 de un rombo en funcidn de sus diago-
mitles v D snbiendo gque cupndo =g ¥ D' =g el drep es 24 cmd,

Sabiends que A4 e proporcional a B e inversamente proporcional a (0,
escribir In fdrmula de A4 en funcidn de & y €. (& =3).
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La longitud © de una civcunferencia es proporcional al mdio r. Una
circunferencia de 21 em de radio tiene wna longited de 132 cm. Hallar
s fdomula que expresa la longited de la circunferencia en funcion del
ragdio,
El espacio recorride por un cucrpe que cac desde derta altura o pro-
apnal al cuadrado del tiempo que emplea en caer. Escribir la Idrmula
g:{xcspmin e en funcidn del tiempo £ sabiemdo que un cuerpo que cae
desde una alwra de 196 m emplea en su caida 2 sep.
La [uerza cemtrifuga # es proporcional al producto de la masa s por el
coadrado de la velocidad » de un cwerpo el radio v del circulo que
describe es constante vy es inversamente proporcional al radio si la masa
y la velocidad son constantes, Expresar esta relacidon por medio de una
[Srmula.

Escribir la Fwmula de una funcidn y sabiendo que para cada valor de
la variable independiente x coveesponde un valer de la funcidn que es
el duplo del valor de x aumentado en 3.

El lado de un cuadrade inserite en un dreulo es proporcional al radio
del circulo. Expresar la fdrmula del lado del cuadeado inscrito en funcidn
del radio. (& =5\

Escribiv 1o foemula de tina funcién y sabiendo que para cada valor de
la variable indepemdiente x correzponde un valor de la funcidn que es
igual 2 la mit:u? del coadrade del valor de x oneis 2

Ficribiv la conacidn de won funcidn y sabiendo que para cada valor
de ¥ eovresponde un valor de oy que s jgual a0 la dilevencia entree 5 ¥ ¢l
1:||_|p[|_|- il x. dividida esta diferencoa entre 3,

La Fuerza de atraccidn entre dos cuerpos e proporcional al prodocto
de las masas de los cucrpos @y w5 s la distancin es constante ¥ el
inveriamente lm-q:n]-_um-u_-iq:.uutpc:'u] cideado de la distancia si las masas no
variam. Expresar esta relacidn por medio de una fdomula.

La aliura de un widngule s proporcional al drea del wridngulo si Lo base
os constanie, ¥ es inversamente proporcional a su base si el drea es cons-
tante. Escribiv Iz formula de la alwra de un widngulo en funcién del
drea v odle su boase, sabiendo que ouando Ia base es 4 om oy la aloura
10 oy, ol drvea del driingula es 200 cmd

La energia cinética e un cuerpo W cﬁdprnp-::rd-:mut al producta dde la

mwpsa e por el cuadrado de la velocidad Fo Expresar la omula de la

cocrpia cutbics, (=40

El dren de 1a base de una pirimide es proporcional al volumen si la
altura ¢s comstante y es inversamente proporcional a la altura sioel
volumen £ constante. Escribiv la formula del drea de la base 8 de una
irdimide en funcidn del volumen F y de la altura # sabiendo que cuamlo
=12 y B =100, F = 400.

® ps inversamente proporcional a po Si ¥ =2 coamdo y=5, hallar Ia

Ifrmuia de x en [uncidn de p,

¥ 3 inversamente proporeional al cuadrado de . 5 x =8 conndo y =2,

hatlay la Idemula de x en funcion e p,

A 4 proporcional a B ¢ invemsamente proporcional a G Cuando [f =24
y C=4 A=48 Hallar In fdrmula que expresa 4 en funcdn de 8 y C.

i L - s
f i
I i =" i,
S— R b = 1

HLAS PASCAL I1623-1662] Matomilico ¥ ascritor
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REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES

(268) 5ISTEMA RECTANGULAR DE COORDENADAS CARTESIAMAS (11
Do lineas rectas que se cortan constituyen un sistema de ejes coorides
nados. 51 laz lineas son perpendicalares encre si tenemos un sistein

e gjes coordemudos rectangulares; st no lo son,
lenemios un sistema de ejes oblicnos. De fos pri-

CAPITILO xx

o nes ocuparcmos en este Capitulo. 1
Tracemos dos Imeas recips XOX', Fory 1 |
e A covtan enoel powto O Teemando dngilo
tecto, (Figura 24 ). Estas lineas constituyen un
aatemn de ejes coordenados rectangulares. oL O U s [ T
Li linea XOX' s¢ llama ejé de Ias = 0 eje A 0 A
e los abscisas y la linea YOV se llama eje de
las ¥ o eje de las ordenadas,  El punto © se lama
origen de coordenadas, i v
Los ejes dividen al plano b
FIGURA 14
el papel en cuatro partes 1a-
inaclie cundranies, XOF ey el
i) Ask Namadas en Bmiar del oflebie matcmitice. Giamds DESGARTES qGarieshusl,
Tundadoy de Ib CGesmetria Analiilca,

291
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primer cuadrante, FOX' el segundo cuadrante, X'0F el tercer cuadran-
te, YOX el cuarto enadranie.

El origen O divide a cada eje en dos semi-cjes, uno positive y otro
negative.  {3X es el semi-eje positivo y OX el semi-eje negativo del eje
de las x; OF o5 el semi-cje positivo y OF el semi-eje negativo del eje de las 5.

Cualquier distancia medida sobre el eje de las x de € hacia la derecha
es pasitiva y de O hacia la izquierda es negativa,

Cualquier distancia medida sobre el eje de las y de @ hacia arriba cs
positiva v .de O hacia abajo es negativa,

@AHSEISA Y ORDEMADA DE UN PUNTO

La distancia de un punto al cje de las or-
denadas se llama alscisa del punto v sa distan-
cii al eje de las abscisas se llama ordenada del

v punto.  La abscisa y la ordenada de un punto

son s coordenadas cartesianas del puneo,
Asi, (Fig. 26) 1 abscisa del punto P es BP=004
R ¥ osuoorienada AP=0H BF v AF won las coovde-
[ aakas ddel punte £
| 0 A ¥ Lis coardenadas de Pyoson: abscisa BP =00
| voortenady CFy=008,
Las coordenadas de Iy oson: absecisa DWP,=000
| y ordenada CP,=0H0.
L i
o i Las coprdenadas e 1y son: abscisa DF,=00d
¥ v ordenada AP =008
[ Las abscisas se representan por x v [as ordes
!; __FIWH'“ 3 malis por .
By
2 51 SIGMD DE LAS COORDEMADAS

Las abscisas medidas del eje ¥¥* hacia la derecha son positivas v hacia
la izgquierda, negativas. Asi, en la figura anterior BF y OF; son positivas;
fil'y vy OF, son negativas,

Las ordenadas medidas del eje XX hacia arriba son positivas v hacia
abajo son negativas.  Asi, en la figura anterior, AP y CFy son positivas,
Gl y APy son negativas,

f}?]} DETERMINACION DE UN PUNTO POR 5US COORDEMADAS
7 Las coordenadas de un punte determinan el punto,  Conociendo las
coordenadas de un punto se puede fjar el ponte en el plano,

1} Determinar el punto cuyas coordenadas son 2 y 3,

Stempre, el wameco gue se da primere es I abscisa ¥ el seguiulo Ja ovde-
nadi, La notacidn empleada parm indicar que la abscisa es 2 y la ordenoada 3
T LR R
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Tomamos una medida, escogida arbitrariamente, como unidad de me-
dida (Fip.26). Como la abscisa ¢s 3, positiva, tomamos la wnidad escogida dos
veces solire OX de € hadca la derecha.

Como la ordemada 3 ¢s pesitiva, levantamos en 4 una perpendicular
a X vy sobre ella hacia arriba tomamos tres veces
la wnidad.

El punto P e el punto (2, 8), del primer
cuadrante, ¥

2 ) Determinar ¢l punio (<3, 4). Bri— 4}

Come la abscisa o5 negativa, =3, omamos so- . Plas]

bre X' de O haca la izquierda tres veces 1o unidad
escogida; en B levantamos una perpendicular a OX'
¥ sobre clla llevamos 4 weces la wnidad hacia arrils
porgue la ordenada es positiva 4. El punto P, es B oA |
el punto (=3, 4), del scpunde cuadrante. ]

3 ) Determinar el punto (=2, —4).

Llevamos Ia unidad dos veces sobre OX' de

£ hacia Ia fzguienda poTiue lat abssiisn 05 =3 ¥ sobre qt""'-*.:' :
la perpendicular, hacia abajo porque o ordenada ¥
es —d, la tomamos 4 veces, El punto Py es el punto
(=2 =4}, del tercer cuadrance.

4 )} Determinar el punto (4, —2).

De © hacia la derecha, porque la abscisa 4 es positiva Hevamos Ta unidad
i veces y perpendicularments a OX, haca aboje porque la ordenada e <@
lu llevamos 2 wveces, El punto Py es el punto {4, =2}, del cuarto cuadranis,
En estos casos se puede tambicn marcar el valor de In ordenada solire

OF o sobre O, segin que 1a ordenada sea positiva o nepativa, v sobre OX
1w OX el valor de la abscisa, sepiin que Ia abscisa sea positiva o negativa, Hn.
tomees por Ia dltima divisién de Ia ordenada, trazar una paralela al eje de las
abscisas y por dltima divisidn de la abscisa trozar una paralein al efe do
lis erdenadas, ¥ el punlo en gue se corten ¢s el punto buscado. Es indiferente
wsnr un procedimiento uw olio.

l FIGURA 14

Por lo expuesto anteriormente, se comprenderd Bicilmente que:

1} Las coordenadas del origen son (0, 0),

4 ) La abscisa de cualguier punto situado en el eje de las y es 0.

1} La ordenada de cualquier punto situado en el eje de las x es 0.
4 ) Los signos de las coordenadas de un punto serin:

Abswcim Ordenacla

5 et ber.  cidliaie . 200 + o
Py oel Jlo, coatlramie FOXS == +
kel dler, cuatleamie X0 = -
L]l @b cumelranie ¥FOX + =
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272) PAPEL CUADRICULADO
~ En todos los casos de grificos suele usirse el papel dividido en pee-
oy cuadrades, llamado papel cuadricolado, Se
vefuerza con el lpiz una linea horizontal que
| ekl ke S A e serd el eje XOX' y otra perpendicular a clla
- | | -l.__- — quec serd ¢l eje ¥OY. Tomande come unidad

:_ lEr T una de las divisiones del papel cuadriculado

TP TP (pueden tomarse como unidad dos o mds divi-

F P siones), la determinacion de wn punto por sus

- o woordenadas es muy Ficil, pues no hay mis que

e 1] contar un mimero de divisiones igual a las uni-

t——— dades gue tenga la abscisa o la ordenada; y m-

~ bién dado el punto, se miden muy ficilmente
sus coordenadas.

En la bgura 27 esvin determinados los pun-

tos P42y, Po— 343, Po(—3,—3), Py2, — 5}, Pii03)

r FIGLRA IT ¥ .F:.{—E.ﬂl:lr

B EJERCICIO 168

Dererminay grilicamente los puntos:

L. {1. 2} e d =4k Heof—d, Ok 14. 4 ).
2, -1, 2) & (=5, 3. 10 {5 —). L. =T 10%
& (-8, —1). T =1 =4 1. (—4 =) 16 18 —1)-
4 ':2| _3} E- [u| 3:|r ]!'g- |:E'.| _ﬁ:l-
Trazar Ia linea que pasa por los puntos:
6. {1, ) ¥ (3 4n 1% (2, —4) ¥ (5. =2 28, =48} ¥ (200)-
IT. (=2, 1) ¥ {—4 4}, 030 ¥ (0, 4) 23 mde =Gy, 1.

18 (=3, =2y (-1, -7 A (=h®y(0-8). 2a (—3.—2y (32

20, Inbujar el widngulo coyos vértices son los puncos (0, 8), (3, 0) v {—a. 0.

26, Dibujar el oridngulo cuyos vértices son los punteos (0, —5), {—4, 3) v {4, 5.

2. Dibujar el coadrado cuyos vértices son (4, 4}, {—4, 40 (=4, —d4b ¥ 4, —4).

24. {Elil.‘rujal' el cusdrado cuyes wirtices son (=1, =13, (=1, —1), (—4, —4} ¥
SR

2% Dibujar el rectdngula cuyos vértices son {1, —13, (1, —3% {6, —1) ¥ (§. —3).

3. nbujar el rombo cuyos véctices son (1, P B A g

AL Dibujar la recta que pasa por {4. 0} ¥ (0, 6} ¥ la recta que pasa por (0, 1)
¥ (4, 3) y hallar o punte de imterseccidn de Tas dos rectas,

4 Probar gribicomente gue I serie de [umntos ][—_!_!, B f=8 N (=8, =1}
(=3, —4}, s hallan en una linca paralels a la linea que conticne a los
puntos {2, =&y (2000 (2 3% (& T

+id. Probar prificamente que la lnea gue pasa por (—4, 0) v (i, —4) es per-
pendicular a la linea que pasa por (—1, =1} y (=4, —4).
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[1;?3 GRAFICO DE UNA FUNCIOM

Sea ¥ = fix).  Sabemos que para cada valor de x corresponden uno o
varios valores de y. Tomando los valores de x como ahscisas v los valores
cortespiidientes de ¥ como ordenadas, obtendremos una serie de puntos.
El comjunte de todos estos puntos serd una linea recta o curva, que es el
grifico de la funcion o el grifico de la ecuacion ¥ = f{x) que representa la
funcidn.

En la practica basta obtener unos cuantos puntos y unirlos convenien
temente (interpolacion} para obtener, con bastanie aprosimacion, el grili
co de la funcicn.

{i""?-'ir';.mamzssnnclnu GRAFICA DE LA FUMCION
—“ LINEAL DE PRIMER GRADO

1} Representar graficamente la funcidn y = 2x.

Danda valores a & obtendeemos una serie de valores m:msimmﬂcn.
ies de ye

Para x= 1, y= 0, ¢l origen es un punto del grifico,
S — it U G
= & w= 4
b v iy EbG

Parg x==1, y=-—12

-"-:-__E! :F'=_'i

x=—3  y=—10 e

'-"’-.L:Frtﬂﬂmaﬂf]:‘.- los valores de x como abscisas vy los valores correspon:
dientes de ¢ como ordenadas {Fig, 25), obtenemos la serie de puntos que nplire:
cet en el grifico. La Hoea recta MY que pasa por el ovigen es el grafico de y=9x.

2) Representar  grificamente la  funcidn
¥E=x4+d

Los walores de x y los correspondientes de ¥
suclen disponerse en una tabla como se indica &
continuacidn, escribiendo debajo de cada valor de x
¢l valor correspondiente de

e 0 o
ELED _

[

5l |

e,
I FIGLURA 1R
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Representanda Ins valores de x comao abscisas

¥ los valores correspondientes de ¥ como ordenadas,

o e VH: segin s¢ ha hecho en la Fig, 20, se obtiene I linea

Ll I et viecln MA gque no pasa por el origen, MW e el

] B / st grifico de y=x 4 2,

5 8 L Obsérvese que el punto P, donde 1a recta

— Q= 1 corta el eje de las p, se obtiene haciendo x =1,

1 o X ¥ €l punto O, donde la recta corta el eje de las x,

[ . s¢ obtiene haciendo y =0, OF s llama inter-

i 1 cepto sobre ¢l cje de las y, v OQ intemepto sobre
|

: el eje de las x. El sepmento OF es la ordenada
‘.l’-'i-——- B en el origen y ol segmento 00 I abscisa en el
origen.

Obsérvese también que OF =2, jgual gue
| FiGUEA 29 el términe independiente de la funcidn y=x+2.

4} Representar grificamente la funcion y=3x y la funcidn y=2x + 4.

En la luncidn ¥ =ix, e (e

|_.r HECEAEAE | S
o e = [ 5| :'|:
El jI.zrilicu es la linea AH que pasa por cl __LJ /
origen, (g, 300. . —
En la funciom v=2x 4 4, wendremes: X : 4 ﬁ'ﬁ |
LA e S Y SR EE ) WIF
x _z{—tf O e i O 7 / mE
Lel o] 2fe |6l sl..]  Horfelr
Fl gralico es la linen CIF que no pasa por
el origen. (Fig. 30 EP 0 ]

Los interoepros OF y O se obtienen, 007 hacicndo x =0 y O} haciendo
y=0. Obsérvese que OF =4, término independiene de y=2x -+ 4.

Vistor lo anterior, podemos cstablecer los siguientes principios:

1) Tuwda luncidn de primer grado representa une linea recta ¥ por eso
se llama funcidn lineal, y la cowacion que representa la funcion se llama
ecuacidn lineal.

23 5 la funcion carece de térming independiente, o sea sioes de la
forma y = ax, donde o es constante, la linea vecta que ella representa pasa
por el origen.

RIFAFIEHTACIDMN GRAFICA DE LAS FUMCIOMEY @ a7

4) 8i la funcién tiene términe independienie, o sea sioes de 1a formi
y=ax+b, donde @ y b son constanies, la linea recta que ella representn
no pesa por el origen y su intercepto sobre el eje de las y es igual al éomi-
ne independiente b,

D05 PUMTOS DETERMIMAM UNA RECTA

Por tanlo, para obtener el grifico de una Funcion de primer grado,
basta obtener dos puntos cualesquiera y unirlos por medio de una lnea
recta.

St la Tuncidn carece de térming independiente, como uno de los pun-
tos del grilico es el origen, basta obrener un punto cualguiera ¥ univho
con el origen,

Sila Funcion tiene término independicnie, lo mis cdmedo o5 hallar
los interceptos sobre los ejes haciendo x =0 e y=0, y unir los dos puntos
que seohricnen.

Ejemplo

Reprisentor groficomente la funcién 3k =y =5 don-
de v os lo wvoroble  dopordiants fupcién
Cuondo en una funcidn o voriokle  dependiente
nie el despejoda, come en este coso, o funcide
se llama implicite ¥ cuonde lo varioble  dependien-
fo osld despejada, lo funcion es expliciio,
Despejonds y, fendremos = 28 — 5. Ahora o fun.
cidn o5 explicil.
Paro hallar los interceptos sobre los ejes (Fig. 31,
diremios;

Para = =10, ¥=—0

Mera y =0, kendremes: :

0=2¢—5 lvego 5=12x. 5y =25 r FiaUmA 31 |

El grifico de y = x — 5 o5 I linea rectn AR, =

B EJERCICIO 169

Bepresentar gralicanente las funciones:

o,
Loy T v=2xi i y=R-—13x 16 }.=f.._'t_
=0y 8. y=dx+6. i d
oy Y=xo 2 B p=dx + 5. 14, w= L 17 B .
b jmwen T A T gl
b, ‘y=x44. 11. y=—=8x—4. 4
T AT 12, y=x—1. 15. _-_p-'_-IL} : i8. T:; i,

Representur las lungiones siguientes siendo v la variable  dependicnto;

Aoy = al. Sy dey=110, & e ky=8 L v R
| i =y, AR dy=dx 40 L T R = A Ex=ye=])
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@GRAF#EQE DE ALGUNAS FUNCIOMES
DE SEGUNDO GRADO

1} Grifico de y=x%

Formemos uns tabla con los valores de x ¥ los correspondientes de y

¥ | ¥
X -3i—2-5 ~2 !-r-l.ﬁ e B9 1 L T e 3 ERR

e

ol6os| alzas| 1| 01 |225] 4 {625| 9

En el grafico (Fig, 32) apurecen representados los  valores de 3y co-
rrespondientes a los que hembs dade o x.

La posicion de esos puntos nos indica b
farma de la curva; e una paribolay,  curva
ilimitada. :

Fl rragado e la corva unignde cntre s
los pumios que hemos hallade de cada lada del
eje de las § o5 aprogimade. Coantos mis pun-
tos se hallen, mayor aproximacidn se obtiene,

La operacitn de wrazar la curva habien-
do hallado sdlo alguncs punios de clla se
llama interpolacion, pues bhacemos pasic Ia
curva por muchos oros puntos que ne hemos
Ballado, pero que suponemos pertenecen a la
curva.

i.
i

| FlGURA 31

2) Grifico de ="+ 51 =14, -

Drespejando ¥ tendremaos:
£ Y16 = ¥t | FIGURA 3

yr=16—x% luego, y=*

El signo = proviene de que la

radz cundrada de wna cantidad® posi- (AR EN=Fdy (=B x==+4

tiva tiene dos signos 4 v =, Por ejem- |
|J|1|r ".‘.".1 — - I_urrl[lll.'

REPREFEMTAGCIOH GRAFICA DE LAY FUNCIONED @ EW

Por tanto, en ¢ste coso, a cada valor de x corresponderin dos valores
de ¥, una pesitivo ¥ olro negative,
Dando valores a xr

R ] e G o —l||].1 ajaliug

o nE26Edas |y 3834 ELel

L curva (Fig. 3% ed un efrepdo cuvo centeg estd en el origen.

Toda ccuacion de la forma x* + y°

=r® representa un  circulo cuyo radio | |

es . Asi, en el caso anterior, ol radio ] { I ?:__' e i
es 4, gue es la raiz cuadrada de 146 ’ /‘r"- | 5 J_ F'
y i ; R REE .
3) Grifico de fx®+ 26y° = 224, Bl i '-|— -1 | —}. [__L
Vamos a despejar v, Tendremos: %' 1',q__ 0 O Ol WA i 1| | /H\&
i Ly R .._ = | e e ol . M

Bhy? = 226 — Ox? a'-:l.'3=§'~|§Ii i l _.1--*-"-*! 7]

a5 G Rmmionn

.Jzﬂ_E_._ﬂ_d;\/__E | i .'!-I. Y i T . !

£ 25 ! 25
Dando valores a x, rendremos; _::1“_"
.1.'|---._'||—-'.':|‘-'3|—.3-'—I|'::I 1|z|3'4.|u

, = | | .
(=28 | -3 e=lB 2.6 !:l:E.-i tl.El e

|
| i i:I:I-H- |:2.4

En la fig, 34 aparecen representados los valores de ¥ correspondientes

a los que hemos dado a x. La curva que se obtiene cs una elipse, curva
ceremda,
yai

Toda ¢cuacidn de la forma a®x? + b2 =a%b%, o sea E+::IF=L repre-
wiln una elipse.

i} Grifico de xy=5 o }I:%.

Danda a x valores positivos, tendremos:

| L}

0 %'1!1|3 4|5|Ei ?:al.-.,-:x.

El.3|ﬂ.'i".ﬂ.i.'-|.... ol

I = 0] L | 1.6

:.zsl |

Marcando cuidadosnmente estos puntos obtencmos In corva situada en
¢l 1vn. cuadrame de In Fig. 46,
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| | S l!lr 7t WML [Ed I T '__
r f‘_ ‘ _'.__h—':.. I
AP T
| EdEmmnanays ouRasuEN
FIGURA 35 oo B B U | W
i L SMREEER by
i o ST L
R L I P G Y oy o ] i
SEE e l i s
A
| T |'| _|_| Lagt !
Dande a x valoves negativos, fenemos:
[# 1o Fi b2 s o Jos [oo [on =8 o] 2]
o vy ey e s e g e e v P

Marcando cuidadosamente estos puntes obtencmos la curva situada en
el ger cumdvante de la Fig, 35, ; .
La curva se aproxima indefinidamente a los cjes sin llegar a tocarlos;

los boca en el enfiniio, s 3
' La curva obtenida es una hipérbola rectangular. Toda ecoacidn de la

forma xy=a o y=+ dondc a s constante, Tepresenta una hipérhola de
csta clase,

La pardibola, la elipse y la hipérbola se laman secciones chnicas o
simplementes cinicas,  El circule es un caso especial de la elipse.

Estas curvas son objeto de un detenido estudio en Geometria Ana-
litica,

QBESERYACION

En los praficos no es imprescindible que la unidad sea una division
del papel cuadriculado, Puede tomarse como unidad dos divisiones, tres
divisiones, etc. En muchos casos esto os muy convenicnte.

La unidad para las ordenadas puede ser distinea que para las abscisas.

- EJERCICIO 170
Hallar ¢l grifico de:

L oyt . oy=Ei41 1. x®4y!=48.
T T
9 x* B =T 12, = 51— dx,
" :’:—l-l-\., TI .:r.‘_p:d_
a e R L= 13. xy= 0 1
X "|':|| = 28 f. :‘=_||;='..|.I-_I_IE|_ 14, }I=I-| x_-
4 Mt10t =144, 10. Bt 4 250 = 000, !

Weoelstharpe

I El mas grande de les
wiatemiticos dnglogor, Sm libre “'Principla Mathema-
ihiea", considerado como vng de les mbe grandes por-
tantod de la monte humaena, e bastaria para ocuper um
bugar sobrezalionte on la histosla de s matomiti-

LY

IBAAC MEWTOM 11632-1727

eng, Barwbris, casi simultincaments eon
Cilculo Diferencial y 4f Cileulo Integral,
los trabajor de Keplor, Fermald la Ley de %II
Univerzal. Ya en el dominio dmnrﬁ i e
dubpmes el desarrallo del Binomio que Havs ju

=
- ]

carmuto XN

GRAFICAS.
APLICACIONES PRACTICAS

(276} UTILIDAD DE LOS GRAFICOS

Es muy grande. En Matemiticas, en Fisict, Estadistica, en la indus-
tria, en el comercio se emplean muches los graficos.  Estudiaremos algunos
CAMK PrACLicOs,

o~
T;TE} Siempre que una cantidad sea proporcional a otra es igual a esta otea
-~ multiplicada por una constante (260).  Asi, si p es proporcional a x,

podemos escribir y = ax, donde a es constante y sabemos que esta ecuacion
TEpPresenta umna linea recin (Jue pasa por cl migen (274).

Por tanto, las variaciones de una cantidad proporcional a otra estarin
representadas por una linea recta que pasa por el origen.

Pertenecen a este caso el salario proporcional al tiempo de trabajo; el
cinto proporcional al ndmero de cosas u objetos comprados; el espacio pro-
porcional al tiempo, 80 la velocidad es constante, ete,

01
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Ejemplos

i1} Un obrero gono 2 por horo. Haller la grifico del so-
lorio en funcian. del fiemps,

Sobre ol oie de los x [fig. 36) sefiolames el tempo, Cudire nl:l'l:.rilsf-::-nus Fg-

prasentan une hora v sobre el gje de los y el saloro, cada divisian repre-

senia un pess.

" | i | En uno horo el obrero gana
Ly '| | I | 52; determinomos ol punto A
t FL _'i__;_'_ el ps |_"| iy |_ que’ marca el wolar del sala-
v _]._1 ] b rio $2 poro une hora y coma
A | l I_ ol solario a3 proporcional al
T s B e e = ligmpo, la gralica lens qua ser
L B AU Pl v linca recha e pose por
Ay | ' i = el arigen. Unimos A coa Oy
i

% % 9 34 w Estg fobla grafica nos do el

valgs dal salana pora  cual-
| quier romers de horos. Porg

saher el solario correspondian-
fe o un Hempe dodo no boy
rés que lear ol valer do lo ordenadn pora ese valer do lo obsciso. Asi se ve
gue en 2 horas el soloris e 3400 7 horas ¥ cuore 54.5% on 3 horos, 36 on
3 horas ¥ 45 minutos o 35 horas, 5750

)
i
o T Tl roca OM ws l gréfica del
i i B a roc g
L hons L e
1

FIGURA 26

121 Sobienda que 15 délores equivalen o 225 sucres, formar una fabla que per-
miba convertic dédones on sucies Y vicevarss,

Lat ahscisns sardn diln-
reos, [ig. 37, coda divi-
sidn o5 U 5. $1.03; las
ordenodas  sucres, cordo
diwizién 18 =peres.  Ho-
Homes of valor de o or-
denade cuanda la okbaci-
cise g5 L 5, 51500y b
nemos al punka A, Ui
med este purle con O
fendramos la o grafica
(alr R

Dondn suficicnta  exben-
sicn a los ojes, podemos
sobar cudnlod sucras Son
cuslguicr nimara da de-
lares. En el grifico 1o we
que W, 5 Bl eguavale o
15 sucres, U, 5 3450
couivolen a &7.50 suoras,

L. 5 82 g 135 sucres v FiGURAL T |
U, 5 $1B o 270 swecros - _—

GRAFICAS, APLICACIOHE: rRacTicas @ 303

{3 Ur'll ran que va o 40 Em por hesa sole de own pute O a los 7 0. m. Cons
treir una gréfica que permita haller o qué distoncio se halla del puento de

parlida en cualquier momente ¥ o qué haro legoré ol punto Posituade o 140
Km de O,

4

ram T T
HORAS

EIGURA IE |

Les horas (fig. 3B, son las abscisos; ceda divisidén es 10 minuios, Los dis
funcias los ordenodas; coda divisidn 20 Em,

Soalicnds a los 7, o los 3 hobed ondado yo A0 Em. Marcames el punio A
¥ e unimes con O, Lo linea OM es lo grafico de o distoncia,

Midiende el valor de la ardenoda, veremos que por ejempls, a las 8 v 20
halla o0 53.3 Km del punto de porlido; @ los % y 15 0 90 Km. Al punfo P
silvado a 140 Km llego a los 10 v 20 am.

(%} Un hombre sale de O hocio #4, situodo o0 20 Km de © & las 10 6. m, y va o
d Em por horo,  Codo ver gue onda wne horo, se defione: 200 minubos
pora descansar.  Hallar graficomente o qué hora llogord o M.

Coda divizion de OX (fig. 390, representa 10 minutos; codo divisién de OF
represenio 4 Km,

¥ | |
HHI;I | | -I-
e e
; |f;;f~|ﬂ"“ i
o AN R B
g % "o iy 7 INF0 12540 1490 %,

HORAS

I
l FIGURA J0 |
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Come vo o B Em por horo v safe a los 10 o, m. a las 11 hobra andode o
8 KEm; so halla en A

El Hempe guee descanso, de 11 o 1120 se expresa con un segmenls Al parg-
lelo ol eje de las horas, porgue ol tHempe sgee avonzonde, A los 11 ¢ G0
emprepde de nuevo su marcha ¥ en wno horo, de 1130 o V230 recore olros
B Em, lpego se hallard en © que corresponde o fo ordensdo 16 Km,  Descone
o ofres 20 mirutes, de 12230 a 12,40, [segments COJ ¥ o las 12,40 emprends
otrg wor o morcha,  Ahoro I foltan 4 Em pora llegor o M, De Do M la
ordenoda aumenta 4 Em v al punte M corresponde on o abscisa la 1oy 10
p. m; K.

EJERCICIO 171
IELLIA LAS UHIDADES ADECUADAS)

Construir una grifics gque permita hallar el costo de r.ur}lqu:ir.::r T
de metros de tela (hasta 10 m) sabicndo guee 3 m ouestan 34

Sabiendo que § m i tela cwcstan 56, hallar ET.i_-I_Fll_'i-IIILI."rl.[ﬂ r_l.!:'i.l.tl:t:l Cueslan
8 m, 0 m, 12 m y cudntos meles se pueden comprar con 3.

Sabiendo gue 1 ddlar =15 swcres, consumir una _f.:rnhr:a (ue  permita
cambinr swcres por dolares y viceversa hasta 20 dolares. Halle grilica-
miente cusdntos dolares son 3750, 45 ¥ 63 sueres, ¥ cwdntos sieres son 4.4
y T ddlares, .L: A ] e il
sabadencbo e bs 200 wanan b 16 ol o constriuya e gea .
;ll?:{:m,hiijm- el il?tc!;ﬁs anuil - de cualquier n':mu}:lud hasta bs, 10
Halle praficanente el interds de bs, 450, b G00 ¥ bs H25 en un ano.
Por % horas de trabajo un hombre recibe 18 soles. Halle prilichimentc
el salario de 4 hoeas, § boras y 7 horas _ _

Ln tren va a 60 K por hora, Hallar prificamiente la distancia neco-
rrida al cabo e 1 hora v 20 minutos, 2 horas v cuaroe, 3 boras ¥ melis.
Haller 1a gralica del movimiento unilorme de un mévil o redn de 5 m
v sepundao hasta 10 sepundos. Halle gribicunente la distinca recorrida
e 5t oseps o V§OsCE

Un hombre sale de © hacia M, situado a 60 KEm de £, a las G am.
vovioa 100 Km vt hora. Al calin e 2 horas descansa 20 muanuos Y
reapuda su marcha a la misma velocidad anterior, Hallar graficamente
a que hora Hloga o M,

Un hombre sale de © hacia M, situade o 33 Em de ©, a lac § aam,
v va a 0 Km por hora. Cada vee que anda una hora, descansa 10 minutos.
Hallar grificamente a gué hora lega a M.

Un hombre sale de 0 hacia M, siteado o 63 Ko de 0 a 10 Em por
hora, a las 11 am. ¥ otra sale de Af hacia @, en ] mismo instante, o
& Km por hora. Determinar grificamente el punio de encuentro y la
hora a gue se encuentrin, ]

Un litra de un ][?I.IEI:ED- pesa G0 g Hallar grificamente codinto . pesim
14 L 2.8 I v 3.76 L

| Kp=22 1b Hallar grificamente cwintos Kg son 11 by codintas
libras son 5.28 K.

81  yardas= 5.5 m, hallar grificamente cuintas yardas son 2532 m, 955 m.
Un auto sale de A hacia &, situado @ 200 Kmode 1, a les 8 am, y ropresa
sin detenerse en 8. A 1a ida va a 40 Km por hora y a la vuelta a 50 Km
sor hora. Hallar la prifica del viaje de ida y veelta y la hom a que
P al puneo de partida,

e GRAFILAS, APLICACIOHES PRACTICA: @ 305
{@ ESTADISTICA

Las cuestiones de Estadistica son de extraordinaria importancia P
la industria, el comercio, Ia educacion, la salud piiblica, ete.  La Estadistica
es una ciencia que se estudia hoy en muchas Universidades.

Daremos una ligera idea acerca de estas cuestiones, aprovechando I
oportunidad que nos ofrece la represenacidn grifica.

(;;9‘ METODODS DE REPRESENTACION EM ESTADISTICA

— El primer paso para hacer una estadistica es conseguir todos los datos
posilles acerca del asunto de que se trate.

Cuanto mis datos se rednan, mads fel serd la estadistica.

Una vez en posesion de estos datos y despuds de clasificarlos riguros
mente se procede a la representacion de los mismos, lo eusl puede hacerse
por medio de tabulares y de grificos,

—
(280) TABULAR

i

~ Ciando los datos estadisticos se disponen en columnas que puedan sel
leidas vertical y horizonealmente, tenemos un tabular,

En el titulo del tabular se debe indicar su objeto y el tiempo y logar
a que se vefiere, todo” con claridad. Los diatos se disponen en colummnas
separadas unas de otras por rayas ¥ encima de cada columna debe haber un
titulo que explique lo que la columna representa. Las [ilas horizoniales
tienen también sos gimlos,

Los totales de las columnas van al pie de las mismas y los totalen de
las filas ‘horizontales en su extreme derecho, generalmente,

Los tabulares, sepin su indole, pueden ser de muy diversas formas y
clases. A comtinuacion ponemos un ejemplo de tabular:

YEMTAS DE LA AGEMCIA DE MOTORES P, R.": CARACAS

EMERD - JUMID
CAMIONES ¥ AUTOMOVILES FOR MESES

ALTOMOVILES TFTAL
METES CAMIOHES TITH el AUTOMOYILE]
i EIIH‘AE_FFF_ ABIERTOS TOTAL v tl.l.l..vlli:lplll
EMERD) 18 20 2 22 Al
FERRERC 4 a0 5 35 59
Mnﬁ:?.‘ﬁ_ T 38 4 B ] i
ANRIL 45 &0 127 ' 17
MAYO ol 32 7 kL fod
JUNIO RS 0 3 23 30
TOTALES 158 e ar 739 Jer
o —— T TR e e — e e ————— e 1 ————
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GRAFICOS

Por medio de grificos se puede representar toda clase de datos esta-
disticos. Grificamente, los datos estadisticos se pueden representar por me-
din de barras, circulos, lineas rectas o ouryvas,

BARRAS

Cuando se quieren expresar simples comparaciones de medidas se em.
plean las barms, que pueden ser horizontales o verticales.  Estos grilicos
suelen levar su escala. Cuoando ocurre algnna anomalia, se aclara con una
nota al pie.

PRODUCCION DE CANA DE LA COLONIA "K”

Ejemplo de PoR ARos 1951 - 57
hq';'l.ﬁl:u con barras MILLOMES DE ARROBAS
harrzomntales. 1 7 1 4 5 3

FIGURA 40
CIRCULACION DE LA REVISTA "H”
; MILLARES POR MESES  JULKD-DIC.
Ejemplo de pe eaemprares
griilico con barras s =1 T Do

verticales. ok
-
ml— - —
- I B A
o =l -
AL oc

L FIGURA 41 A SERT, paT. Dic

GRAFICAS. APLICACIoNts PRacTicas @ 307
(283) circuLos
> Algunas veces en la comparacion de medidas se emplean eircubos, e

mado que sus difimetros o sus dreas sean proporciomales a las cantidudes
(ue s compraran.

@

VEMTAS EM VEMTAS EM WEMTAS EM VERTAS EM
L& CaPiTalL EL INTERIOH La CAaPITaL EL INTERIGR
{40,000 % 20,000 LR 4 20000

FIGURA 42

En la figura 42-A se representan las ventas de una casa de comercio
durante un afio, 34000 en la Capital ¥ $20000 en ¢l interior, por medio de
dos clreulos, siendo el didmetro del que representa 50000 doble del que
representa §20000, En la figura 42-B el drea del circnlo mayor es doble que
la del menor. )

Siemnpre es preferible usar ¢l sistema. de dreas proporcionales a las cai
tiladles que se representan en
vz del de didmetros.

Este sistema no 5 muy usi-
iy} cs preferible ¢l de las barras,

Los crculos se emplean
también para comparar entre s
lis partes que [orman un todo,
representando las partes por sec-
tores circulares cuyas dreas sean
proporcionales a las partes que
AC COmparin,

Asl, para indicar que de los
F0000 de venta de una casa de
tejiclos en 1958, el 209, se vendid
al contado y el vesto a plazos, se
pieile proceder asi: Lk ]




DB B srcimRA

Es preferible ¢l métode de barras 8, dada la dificultad de calcular
claramente el drea del scctor circular.

Para expresar que de los $120000 en mercancias que ticne en existen.
cia un almacén, el 25% es amicar, el 209 es café y el resto viveres, podemos
proceder asi:
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Low prificos anteriores en que las partes de un todo se representan por
sectores circulares son llamados en inglés “pic charts”, (grificos de pastel)
pocgue los sectores Uenen semejanc con los cortes que seodan a un pasecl.

@LIHEAE RECTAS O CURYAS GRAFICOS POR
EJES COORDEMADDS

Cuando en Estadistica se quicren cxpresar las variacdones de una can-
tidad cn funciom del tiempo se emplea la representacion grifica por medio
de ejes coordenados.  Las abscisas representan los tiempos ¥ las ordenadas

Ia omra cantidad que se relaciona con el tiempo.

Cuando una cantidad y es proporcio-
nal al tempa I, Iy ecuacidn que Ia lipa con
gste es e forma oy = o, donde o e cons-
tanne, lucpe el grifico de sus variaciones serd
unid linca recta a trawés del origen y si
su delacidn con el tiempo es ode la [orma
y=ul4b, donde o ¥ b oson constantes, el
grifico serd mna linea recta gque no pasa
por el origen.

Az, lo estadistica prabica de lns ganan
cias ¢ un almacén de 1954 a 1957, sabicndao
que cn 1954 pandg 2000y que cn cada afio
posterior pand 32000 mbs gue en el inmedia
o anplerior, esld  represeniodo  por o 5
nen reclia OM en Ia Gg, 45,

GRAFICAS. APLICACioMEs epacTicas @ 309

Pero csto no s lo mds corriente, Lo wsual es gue las variaciones de 1y
cantiddald gue representan las ordenadas scan mds o menos drrcgulares yoens
wneces ¢l grifico s um linea courvn o quebmada.

La fig. 46 muestma lss variaciones de

la temperaturs minima en una civdad del x —| -—-I—J_—-
ein 15 al 20 de diciembre, 5S¢ ve gue el & b
din 15 la minima fue 17.5% o dia 16 de e /ﬁ,““q
10°, el dia 17 de 15° ¢l 18 de 25°, el 19 27 b | | o .
de 229 y el 20 de 15° La linea quebrada  E™ | "= L
gue se obtiens es la prifica de las vara- a8 il
ciones de la temperatura, (=
15 81 r n k| L
I_ A J DIAS DE DIC.

In la fig. 47 se representa la produc
cidm e una fibrica de automdviles duranes
los 12 meses chel ame en los afhos 794, 1055,

1956 ¥ 1957, g J-‘\’
El walor e la ovacnada cormespondieme
a cada mes da le oproduccidn en ose mes T B RIS s

El prifico exhibe los meses de minima e
y maxima produccidn en cada ano. SiRe i """-v,r
[ ricuna = | T A P A T e AT

15 T35S T T

En iI:a. g, ::]ﬂ s mlnjhed;:.jl aimantqgﬂ;
l aciin e wna  civ » seke i
h:nff?ﬂlil‘.l. Se ve que en 1935 la poblacidn ;.“"LMM
eri e GO0 elmas; ol avmento e TG A
1940 es de 2000 almas; de 1940 a 1945 de
G000 almas; eic. La poblacién en 1955 es =
de 20000 almas y en 1960 de 47000 almas.

(oo u

= EJERCICIO 172

! Exprese por medio de barras horizontales o verticales que en 1962 las
colonias del Central X produjeron: La colonia A, 2 millones de arrobas;
la colonian £, & millones y medio; la colonia €, un milldn y cuanto y Ia
volonia I, 4 millones.

4 Exprese por barras que de los 200 alumnos de un colegio, hay 50 de
160 afios, 40 de 11 anos, 30 dc 13 anos, 60 de 14 afos ¥ 20 de 16 afios,

4 Exprese por medio de sectores circelares y de barmas que de los 80000
sacos de mercanclas que tiene un almacén, el 40% son de azdaar y el
reste e armor,
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4.

a

1.

i1,

18-

13.

1t

16.

1T,

18.

. Exprese por bareas hormsontales

@  ALGIBRA

Exprese por medio de sectores circulares y de barras que de los 200000
autos cque produjo una fibrica en 1962 100000 [ueron camiones, 0000
autns abierios v el resto oerrados.

el eptrcive del pais A tiene 3 mi-
Homes e hombees, of de 8 wn millds 00000 hombres y el de € G000
hombres.

o Exprese por medio de barras verticales que la cirenlacion de una revista

de marzo a ju_lj-u:- _d!r: 12 ha sicbo; marea, OO0 cjemplares; abwil, 140040;
mayo, 2E000; junio, 25000 ¥ julio, 0000

. Indique por medio de barras que un almacén pand en 1956 $3000 v

despuds cada adnio hasta 1962, pand $1600 mis que ¢l afio anterior.

o Exprese por medio de Darras gqoe on hombre ciene iovertido en casas

be. SHHMMY en valores b, 400000 ¥ en wn Bavco b 1250000,

Exprese por medio de barras que un pais exportd mercmcias por los
siguicntes valores: en 1957, 14 mallones de pesos; en 1958, 17 millones:
e 105, 22 wuliones; en 1960 20 millones; en 1962 25 millones ¥ en
1963 A0 millenes,

Hapga un gnilico gque exprese las  temperaturas  miximas Sigriiienies:
D 14, 329 ia 135, 359 dia 16, 389 dia 17, 2295 dia 18, 15 dia 1, 257,
Haga un grifico que exprese |as sipuientes wemperstoras de un enfermo:
Ddia 20 2 bas 12 de la noche, 32903 Tas G aom,, 30.5% 4 ks 19 del i 407
a las G opoan., 3857 Do 21: 5 las 12 de la noche, 38%: a las 6 oo, 879
a las 12 del dia, 374% a las 6 pam., 36°-

Las cotizacionces del dalor han sido: Thin 10, 1820 soles: dia 11, 18.40;
dia 12, 19.00: ia’ 13, 18.80; dia 14, 1560 Exprese praficamente -osia
COLIFE I,

Un alumno s examing de Algebra todos los meses. En octabre obbave
55 puntos ¥ en cada mes posterior hasta maye obtuve § puntos mis que
en el mes anterior. Hallar o pridica-de ses calificacioncs.

Las calificaciones de un alumno en Alpebma han side: ocubre 15,
M puntos; oct. 30, G0 puntos; nov. 15, T2 puntos; nov. 30, B5 puntos;
dic. 15, %5 puntos. Hallar la pgrifica de sus ealificaciones,

« La poblacidn de wes ciodad fee e 79300 5000 almas; en 1940, 10000

almas; co (UGG, 20000 abmas: cne T9G0. 00000 Hallar 1a grafica del aumcrio
de pobilaciin.

Las vemtas e oo abmacén han sido: 1957, S4K00: 1958,  SEO000;
1050, 535000; 1960 S20040; 196 1 35000 1962, 5125000 Hallar la pralica
de [as ventas.

Las iﬂljl'mnilt'l'mmﬁ de wn sluseén de febrere a noviembre de 1969 han
sido: febrera, S56000; marzo. S0000; abril, 300000; maya, $1000600: junio,
BR2000;  julio, S70; agosto, S60000;  septicmbre,  $94000; octulse,
STH000 ¥ nowiembre, SG3000. Hallar Ia prifica.

o Las camtichdes cmpleadas por wna compaiiin en salarios de sus obreros

de julio a diciembre de 1962 (ucron: julic $25000: aposto, S20000;
sept., S40000; oct, F20000: nov, S12000; dic, $29000. Hallar |2 grifica
de Jos salarios.

Recomendamos a todo alumno como ejercicio muy interesante gque leve
na estadistica prafica de ses @hificaciones de tdo el curso cn ests
asignatuya,

VERSALLES

GOTTFRIED WILHELM LEIBHITZ {1546-1716) Fi- Anilizis Combinataria, Mantuve durants teds
il y matemitico slomin, Ly maske mizs wniveresl 13 idoa de wna matemdtica simbalics

e ., DoaminG toda la Filossfia ¥ toda la ciencia Gramzmas comenzé 2 lograr a2l desasrailer
ila s tHompo, Descubrit simultinesmenke con Hewton di Hamilten,  Muoria cuzndo escribia s

wl Chliula Difercoeisl. Demarrollc  motablemente &l la" Familia Brunswick es In Biblictocs da |

carrmuto ) XN

)
!,IB:.E}.- ECUACIONES DE PRIMER GRADO CCN DO5S VARIABLES

- Consideremos la ecuacion 2x - 3y =12, que tiene dos variables o ine
oignitas. Despejando y, tendremos:

ECUACIONES INDETERMINADAS

12 ==
3 5

Para cada valor que demos a x olnencmos un valor para oy Asi, pars

dy=12—2x .. y=

x=0, y=di
x=1 ¥»=3H

=32 =23
x=3, y=2 ric

Todos estos pares de valores, sustituidos en la ecuacidn dada, la con-
vierien en identidad, o sea que satisfacen la euacidn. Dando valores a x
podemos olwener infinitos pares de valores que satisfacen la ecuacion,  Esta
¢s una ecuacion indeterminada. Entonces, toda emuacion de primer grado
con dlos variables cs una ecuacién indeterminada,

:._?.Hﬁ,llr' RESOLUCION DE UMA ECUACIOM DE PRIMER GRADD COM
D05 IMCOGHITAS, SOLUCIOMES EMTERAS Y POSITIVAS

Hemos visto que toda couacion de primer grado con dos incdgnis es
indeterminada, vene infinias soluciones; pere s fjamos la condicidn de

11
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Despejonda y: 4 —y=3m

que las soluciones sean enteras y positivas, ¢l namero de soluciones puede — g = G = 4
ser limitado en. algunos casos. y=4 —m, i1}
: Lushiuyendo este valor de v en lo ecuscidn doda 5x -+ Fy = 126, tenamos
Ejﬂmph}s i1 E-E:-:l|'|n|.'-r' a -k y =4 paro valores enlercs y positives. Sx+ 7 {4 — 5m) =128
Despejando y, fenemos: ¥ =4 —a Sx + 28 — 3% =128
Bl volor de v depende dod walor de g x fiene quesser ontorg ¥ positiva seqdn A= }%igﬁs‘"
o condicion fpode, ¥ pam que ¥ sea enlerg ¥ posthive, el mayor valor que = o
podemos dor o0 & o5, porque 5 x =4, enfonces y =d—x =4 —d=0, yiix 5
o5 5 ya s lendria ¥ =4 — 5=—1, megaliva. Por fanio, las soluciones enie- Br
ras y positivas de lo eceacion, son; x=20-Tm 12}
= i | Reuniendo los resublodos {11 v {2}, tenemos:
r=1 =2
S Ry =3 Ffm
k=1 by R. {ﬁ"= 4— 5m donde m os entero,
{2} Besobver 5x -+ Fy = 13 pora volores enferos v positivos. Ahara, dendo volores @ m obtendremos valores poro x e v, 5i algin valos o
Despejondo ¥ que ticos el menor coeficiente, fendromos: negativa, se desecha la solucian.
: 128 =7 Adiz  Poro m=10 =20, y=4
5H='123.-?F-+.-'H:.—'5—?F- m=1 it g y =— 1 sa_desecho.
Ahoro descomponemos 128 y — 7y en dos sumandos uno de los cuales sen el Mo se proeban mdas valores posiives de m porque dorion lo v negoliva,
mayar miltiple de 5 que conbtiens codo wune, ¥ lendremos: Para m==1 K= Y=:9
12535y =% 125 Sy 3— 3— ==k s it
= Lij 551-" 'ET_—_ﬁ.-—T;+. ;IE:IS—)"" r?}" m=—213 ¥=— 1, se desechao.
= ]
q—1 i Mo s pruchon mas volores negolives de m porgue dorion lo x negative.
lvege quedo:. x =235 —y+ el y de oqui x =254y = 2y Por tanko, los soluciones enteras y positivas de lo ecuocion, son:
5 2
=20 I 4
Siendo x e ¥ enderos, [condicion (Hoda] el primer miembro de esta iguoldad ] y= 7
ficne que ser entero, lwegoe ol segundo miembro serd enfero y lendremos: W= v = T4 R,
e = orilera. Los resultados 41 ¢ 12D son lo solwcidn generol de lo councidn.
5
Ahora muliplicomos el sumerador por we pimera fel que ol dividir of coefi- 3} Resolver 7x — 12y = 17 para valores enteros y positivos.
cienta de y antre 5 nos oé de residvo 1, en osle cose por 3,y fondremes: : : 17 4 12y
e Despejonda x; ?::]?'Fli}fux:7
—— = e
- WHI+Ty ks 4 Ty 4% L 3
?_ 5""4“ d 5 5 o == F o oEsg XK= _— - i —_— =2ty et I
o s - .45].': i/ yr—-——_-i-—]r:]—}r-i-—}lfenlum 7 A s 7
5 5 5 5 5 3+ 5y
iy luego queda ==3+vy+
luego mos quedn 1=y 4 = endero. 7
3+ Sy
4=y 4=y o sea x=d=y= e
Pora que 1 —yf 120 enloro £F NeCesOno que = pndera. Llo-
A=y Siendo x o ¥ enloros, 5 — 2 =y o5 enfero, fvego
memoas m o oshe enlerg; ——— = AL 3
3 il = anitera,

T
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Multiplicondo el numerador por 3 [porgee 22X 5=v 15 dividide entre ¥ do

- 9415y
resicfuc 1] fendrermes: o ?' = entars
csea P15 T2+ +y F o T4y y+2 ¥
= ) —— I - = L
7 7 = + 7 s 7 1+ 2y+ onicro
+
lucgo queda: 142y 4 P77 = entern
i
: ; ’ y+2
Pesra quie esla expresidn ses un ndmerns enbens, &5 necesano que = enlore,
y+2
Llgmemos m o esie enboro; T=m.
Despajonda y+2=7m

y=fm =12 i1}
Sustiuyendo este valor de v en lo ecvocion doda Tx — 12y =17, ze lene:

Tx—THIm—2=1r
Ix=BdmA4-2 =17
Ty =Bdm—7
A4 —7F

7
e o e

a=12m—1

=l donde m e enleno,

Lo selucidn general o i

Siom es ocero o negalive, ¥ e v seron negolivas; se desechon esos soluciones,
Paro cualquier valor posifive de m, x ¢y son posifivas, ¥ tendremos:

r

Paro m=1 w =1 ¥y= 5
m=73 $.= 21 ¥y=12
m=3 e Y=
m=4 v =AF =26

¥ oaf sucesivamente, lvogo o nimere de soluciones enferos ¥ posifivas es. ili-
mitodo,

OBSERVACION
Si on lo ccuncidn dada el 1Erming que contiene lo x st concclodo con el k-
mino gie confiene la ¥ por medio del signo o el nomere de soluciones enfcros
¥ positivas es linilodo y si es1d conectedo por ol signo — es ilimilado.

@ EJERCICIO 173

& 05 B3

Hallar todas las seluciones enteras ¥ poditivas de:

x4y=h. . 15x+Ty=136. 11, Fx+iy=104. 16, Wix413y=204.
Sx-Hay=47. 7. x-hy=24. 12, 10x+y=32. 17, 11x-+8y=200.
Fx4-hy=43 A HxA-11y=:H. 13, Ox4-dy=BG. 16, 21lx+-25y=T05.
xhidy=i B HSx4-2y=T3. 14, Sx-11y=301-

Ta--By=115. 10, Ha-pldy=153. 16 1x+12y=35.

ECUACIDHES INCETIRMIMATLS @315

Hallar Ia solucidn gemeral y los tres menoves pares de valores enteros
¥ posatives de x e y que satislacen las ecuaciones sipuientes:

18 x—dy=5. 33 11lx—1%y=0. ad,  Bx—lay=d407
20. E‘Et—h‘_y=r. 23. 1dx—1Ty=32 26. Eﬂy—ﬂ.':l}zx:-ii‘l-
2L, Tx—liy=43 24, Tx—1iy=8a: 27. Sy—Tx=H12

PROBLEMAS SOBRE ECUACIOMNES JNDETERMIMADAS

o .
l._;-_@?;' Un comerciante emplea (). 64 en comprar lapiceros a (3. 3 cada uno
¥ plumasfuentes a (1.5 cada una.  Cudntos lapiceros y cufints plu.
mas-fuentes puede comprar?
Sea x =mimers de lapiceros.
¥y =niamero de plumas-fuentes,
Coma cada lapicero cuesta Q. 3, Jos x lapiceros costardn
0. 3x y como cada pluma cucsia €. 5. las y plumas costarin
(2. Gy, Por todo se paga Q. 64; lueno, tencmos la ecuacidn: i
Resolviendo esta ecuacion para valores enteros ¥ positivos, se obitienen
las soluciones siguienies:
ox =._-1E',- Y =
R

x=H y=F

x=3 =1

laegn, por . 64 Ilmch comprar 18 lapiceros y 2 plumas o 13 lapiceros y
G plumas u & lapiceros y 8 plumas o 3 lapiceros y 11 plumas. R

B EJERCICIO 174

1, Ik cu.'.in[m modos se pueden tener 549 en billewes de 52 y de §52
4. dDe cwdntos modos s pueden pagar $45 en monedas de $5 vy de $107
4. Hallar dos ndmeros tales que si une se mulliplica por 5 y el otro
por & I suma de sus producios sea ge
L Un hombre pagd 340 bolivares por sombreros a |
; ~ H u .
tos o by, 16, WCwintos sombreros ¥ Ciintos parcs d:-zap};tﬁ:r:;n:lpl-ngim
f I'.Inr hombre pagd 2 por wela de lana 2 $1.50 ¢l mewro ¥ de apda a
SL50 el metro, Codntos metros de lana ¥ cwintos de seda compri?
. En umna excursion cada nifio alwr 45 o5 v cada adul i
i [ Y .. i t T L
testal fue de 317, cisintos *::];:;:ﬁn-; ¥ nifns riilmu} PRGOS e
o Un panaders comprd caballos 3
_ b ¥ vacas por AI000 sucres. Cada caball
le costd 60 sucres v ocada vac ] 2
i ¥ ooy vack 440 sucres, Cudneos caballos ¥ wvocas
G El wiplo de un miimera aumentado en % equi
] . . ; ; 4 equivale al quimeplo de oo
aumentado cn §H, Hallar | ' i g
) 8 IMENONE  [iHneros positivosque  cumplen

f I3 3 ; e
] sll:rlnn:.':::‘uh miculion s ||urtlrm prrpier 210 con monedas de 95 e, ¥

Ayl
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@ REPRESENTACION GRAFICA DE UMA ECUACION LINEAL

Las ecuaciones de primer grado con dos variables se llaman ecoaciones
lineales porque representan liness rectas, En efecto:

5i en la ecuacidn 2x — 3y =10, despejamos y, tenemos:

i a2
~3y=—2x, 0 sea, Iy=x - y=—x
y agui vemos que y es funcidn de primer grado de % sin término indepen-
diente, y sabemos {274) que toda funcidn de primer grado sin término in-
dependiente representa una linea recta que pasa por el origen.
51 en la ecuacion 4x — 5y =10 despejamos y, [enemos:

_ =10

—.ﬁjrtlﬂ_"'iﬂ o S0a 5?2-"'::—1“ 2 :p— 5 0 B :p:T:—E

¥y aqui vemos que y es funcidon de primer grado de x con término inde
pendienie, ¥ sabemos que toda funcidn de primer grado con térming inde-
pendiente representa una lnea recta que no pasa por el origen (274). Por
tanto;

Twoila ecuacién de primer grado con dos variables representa una li-
nea recta.

i la ecuacién carece de término independiente, la linea recta que ella
representa pasa por el origen.

5i la ecoacidn tiene término independiente, la linea recta que ella re-
presenta no pasa par el origen.

I Ejemplos !
(1) Representar graficomente lo ecuacién Sy — 3y =0

Como la proocién. corece de berming mdependienie el origen s un punbo de
lo recto. {Fig. 49]. Boste hollor ofro punto cualquicra y unirle con ol origen.

Despejonda y:
; ¥ 5 5 Y—i— y
o= -Sxoma = Ly=ii |
Hollemos el walor de v paro un valor cuolqeicia ] s
de x, por cjemplo: k! b P
Fora x =13, y=25 :

El punto |3, 3] o3 un punto de o recko, que uni-
do con el ongen delerming  la recka 52— 3y =00

ricuRa 4% |

GEAFICOS DE ECOACIOMES LINMEALES

2} Grafico de 3x4-dp =15,

(ER

@)

Come o ecuocidn fiene 1Erming independientes o
linea recto que ella representa no posa por ol
origen. En este cose, lo mas comodo o5 hallar
los intercoptos sobre los ejes. B interceplo sohre
ol eje de los x se obticne hociendo ¥ =0y elin
terceplo sobre ol gje de las v 5o obtiens ha icne
do x=10.

Tenemos;

Para w =0, =5
x=10, ¥=37

Marcondo las punbos (5, 0] ¥ [0, 31 ), (Fg.50 |
¥ wniéndolos enire s quedo representoda o ee-
T que representa bo ecvocén x4 Ay = 15

Grifien de x —3=1,
Despojonds x, se Hene x =3,
Esla ecuncién equivale o Oy + = 3.

Para cualquier valor de y, el 1&imino Oy = 0, Para
¥=0 x=3 pora y=1, x=13; poro y=1
=13, ot luego lo ocuocidn x =1 as el lugor
goomélrico do lodos los puntos cuya obscisy es
:f, o oo qur E—3=0 & x =3 reprosenia wno
lingo recio paraleba ol oo de log ¥ quo pasa por
ol punta (30 [Fig. 510

Del propio mode, x+2=04 x= —7 represen-
ta una linea recla poralela ol sje de los ¥ que
posa por o punto {2, 0). [Fig. 51].

Lo ecuacidén 5 =0, representa ol eje de los or-
denodos,

Grdfico de y—2=0,

Despejonde ¥ so fiene ¥y=2

Bla councion equivale a Ox 4 ¥=2 o w0 que
pore cuulquier valos de 5,y = 2, luego y — 2=
o ¥ =2 o5 ol lugor geomékrico de fodos los pun-
1oz cuyo ordenado e 2, luogo =7 Fepresenl
una finea recto povalele aof eje do fos x qua paia
por el ponte [0, 2] [Fig. 53

[l pmp:iu modo, y +4=0dy=—4 repressn-
'a wna linea recle poralelo of eie de los x que
pasa par ol punto [0, — 4L (Fig, 52).

L:: ecuacidn y = 0 ropresenta ol eje de los obs-
CisOf,

@ 317
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e B

{5} Hallor lo interseccion de 3x4-dy =10 com Ix+y = i,

Representemos ambas lineas. | Frg. 53]

En dx - dy = 10; se ftiene

Para x=1, y=724
yr=0 x =3,

Morconds los puntos {0, 25} ¥ 2%, 0] ¥ unién-
doles queds representodo 3x + 4y = 10

En 2x 4 3y =0 se fiene:
Para x=1, y=—%

Unienda el punte {1, =2} con el odgen |l
peuacien corcce de férmino mdepondiente | que-

do representade 26+ y =10,

En ¢l grafico se ve que los coordenodos dal pun-
to de inerseccidn de los dos reclos son x = = 2
y =4, luego el punio de inlerseccidn es [— 2, 4L

(5] Hofler o interseccion do 2% 4+ 3¢ =4 oon dx -+ 2y == — 4,

En 2x + 5y = 4, se liepe
Para x=10, ¥=
=

i
y=0, 2

2
Marcande estos puntos [Fig. 34) ¥ uniéncolos que r\\
da represenioda ba ecuacidn 2x & Sy = 4, oy

En 3x# 2 =—5 s fiene:

Fora x=1, y=—=a
y =00, x=— T4

Maorconds estos puntos ¥ unidéndolos queda re.
presentoda o ecuocion e -f 2y = — 5 °

Lo interseccion de los dos reclos o5 ol punbo

—% 20K

EIERCICIO 175

Representar prificamente las ecuaciones:

11
1=,
3.
14,
16,

x—ya=(lk G, Br=idp
E4y=h 7. E=y=—4
x—1=IL 8. x+6=(L.
¥+o=0. o, y=i=lk
ax-Ey=il, 10 Zx-pFAy==120.

Hullar Ia inrerseccidn de:

FIGURA 53 |

Sx—dy=H.
Zx-ov=2110.
Jx+-Gy=—20.
Tax—12y=RHd.
Dy=—dx=0.

FIGURA 54 .
ig.  e=3y=0.
17, 9—'!!-['2?_'—1.2.
1. Tx—8y—14=10.
15, de—dy—h=Ik
o,  By=1hx=40.

. A% I=0 con y—d=i. o, x+8=0 con fx—Ty=—4
dx=2y con x4y=5. oF,  Fx-tHy=28 con dx—2y=—
x—y=% con 3x+y=18 2g, y=4=0 con Tafy=22
Sx—y=0 con Hx4-4dy=—"0 ap, Br=—0hy con dx—dy=—I§,
px+iy=—0 con' dx—Hy=24, an, =39k 14=0 con Bx—Jy417=0,
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CAPITULD XX|V

ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO
CON DOS INCOGNITAS

l:'z@ ECUACIOMES SIMULTANEAS
¥ Los o mids ecuaciones con dos o méds incdgnitas son simuliineas cuan:
do se satisfacen para iguales valores de las incognitas.
Asl, las ocnaciones | aky=35
X=%=1

s simultdneas porque x =3, y =2 suisfacen ambas ecuaciones.

tz;@ ECUACIONES EQUIVALENTES son Ias gque se obticncn una de o
: .

Asi, x4 y=4
son cquivalentes porque dividiendo por 2 Ja segunda ecuncion se obtiene
la primera.
Las ecuaciones equivalentes vicnen infinitas soluciones comunes,
Ecuaciones independientes son las fue no s¢ obtienen una de 1 otra,

=1
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Cuando las ecuaciones independientes tienen uma sola solucion co-
mun son simultsines.

Asi, las ecuaciones x+y=5 y x—y =1 son independicntes porgue o
se obticnen una de la otra y simultineas porque el tnico par de valores
que satisface ambas ecuaciones es x =3, y=2. : :

Fcuaciones incompatibles son ecuaciones independientes que no e
nen selucidn comadn.

| gxtiy=5 |

son incompatibles porque no hay ningin par de valores de x e y que veri-
figque ambas CrUACIOnes.

@ SISTEMA DE ECUACIOMES es Ja reunitn de dos o mis ecuaciones-con
dos 0 mis incognitas.
A, I 2.:'-'F"._;1_~_p= 13:.
dx— 3= 5
es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas,
Solucion de un sistemna de ceuaciones es un grupo de valores de las
inchgnitas que satisface todas las ecuaciones del sistema:  La solucidn del
sistema anterior es x =2, y=1. :
Un sistema de ecuaciones es posible o compatible cuando tiene solu-
cin y ¢ imposible o incompatible cuando no tiene solucidn. ‘
Un sistema compatible es determinado cuando tiene una sola solucion
¢ indeterminado cuando tiene infinitas soluciones.

SISTEMAS DE PDS ECUACIHIHES CEIMULTAMEAS DE PRIMER
GRADD COMN DOS IMCOGHITAS
(292) RESOLUCION

Para resolver un sistema de esta clase es necesario obiener de las dos
ecuaciones dadas una sola ecuacién con una incégnita.  Esta operaciom sc
Hama Eliminacidn.

(293} METODOS DE ELIMINACION MAS USUALES

Son tres: Método de igualacién, de comparacién y de reduccidn, tm-
bién Namade este tdltimo de suma o resia.
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I. ELIMIMACION POR IGUALACION

| L T dy =100 H)
Hr:al:-hlrr el slstema i 5x — 2y =19, 02

Despejemos una cualquicra de las incignitas; por ejemplo xen am-
has eruaciones.

18 — 4y

Despejando x en (I Tx=13—4y . x7——F—
i ]

: : 140 + iy

Despejando x en (23 Sx =182y 5. x = o

Alora se dgualan entye si los dos vialores de x que hemos obtenidio
18—y 1048y
T Bl

vovn benemes una soli ecuacion con uma incdgnicg: hemos eliminado by x
Fesolviendo esta cowgcion:

Brld —dyl= 10+ dyb
B — 20y =14 + 1dy
— '_-'I:Ii_]_l - ].I..-}- =14 — 13
—dFy = ik
P==2

Sustituyendo este valor de y enocoalguiera de §as ecuaciones dacdis,
por cjemple en (1) {generalmente s¢ sustituye en la mas sencilla), se tened

T4 4—2y =13

Tx=8=13 a [ =
e T
Tx =21 | =l
k=4d
VERIFICACION
Sustityendo x =34, y=—12 en las dos couaciones dadas, ambas secon-

vicrten e ddentidid.

[ EJERCICIO 176

Resolver por el mdiodo de iguslacedn;

§ x4lye=2T, jL Te—=dy=h, T U lax—11y=—~7.
| Ta—ity==th. 0§ nx4+Ey=11. 'O} =1y =0
o ) x—dy=—1 PR 1 Ly o | Tx - fy=g
& T Ry Ay =R, OO =0, 8- | 12x+1=—4
5. | !;1. i Ju'_l'"’.'. B A 1:h,- -.] I-.- i) g 1.;_-.L i 1"':|=— _.f;,
{an=—y=—d. { I.I':.l—.u. =1, E ..’.-l."'.'—-l:'_.' —f
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I, ELIMIMACION FOR SUSTITUCION

. Resolver el sistema .j H.t : .ﬁ : i f; E;:::

Diespejemos una cualguiera de las incdgnitas, por ejemple s en una

e las ecuaciones, "..'1mns a despejarla en la ecoaciin (1), Tendremos:

T
3’#“1 24 E,‘.F ‘“I_—ﬁ E
Este valor de = se 5::|5t:|tu}lr_ en la coaacion (2]
— 24 =0y
a(—E J— 8y =1y

¥ VA LENCIOS Una ecuicion con una incognita: hemos eliminado la x

Resolvimoes csta ccuacidn,  Simplificando 8 y 2, queda:
H—24—5y)— =1y
—§5=320y— Iy=10
— by — Hyp=1%+0G

— Xy =115
¥=—a,
Sustituyendo y=—5 en cualquieta de las ecuaciones dadas, por ejem-

ploen (1) se cienc:

1
21"—25:— ‘l- JF\Z TE_-
B =1 Tt
1 L ¥ =
=
2

VERIFICACION

Haciendo x =4, y=—>5 en las dos ecuactones dadas, ambas se convier
ten en pcentidd,
i EJERCICIO 177

Resolver por swstilucion:

i 3 x-+dp=i. P ) i 7 | dx-+3y=0
7 i ") = Tx+By=05: "=l —d=—4
. hx+p=—1. I5x+11p=02 32 —Phyp=115.
* ; —RE =, s '} To—Dx =5 & % 16x-+15y=1.
: duflae=g { 10x+18y=—I1. —Liy+11x=—163
5| Hx—fy=—TT, & igs=ny==s. “" { —H-kTy=1M,
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{il. METODOQ DE REDUCCIDN

Sxcktv= L {1
Ifz’;__a Kesalver el sistema ] ,;z.l .;; = — 3, :23

En este método se hacen iguales log cocficientes de una de las incog
nilas .

Vamos a igualar 1os coeficientes de ¥ en ambas ecuaciones, porgue ey
ler s sencillo.

El w.c.om. de los coeficiences de v, 6 y 3, o5 6 by ly= 3
Multiplicamos  la segunda  ecuacidn por 2 porgue By —fy == 1 i
2x =46, v rendremos: ] L

Skt Gy = 20

Como los coeficientes de y que hemos igua- Bx — Gy =—ib
laclo tienen signos distinios, se Suman estas coua- : 19| =—8l
ciones porque con ello se elimina fa 5 ' g

= — o m e
i ||
Sustituyvendo x = =2 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejem.
|rI|:| e (1), se ticoe! =2y By =20
— 10+ fiy =20 P
by = 30 =B
:p =
o W e OO L e
{1'?'!] Resolver ol sistema | Bx—liy=—1. (2

Vimos 3 ignalar 1os cocficientes de x. El moc. m.
de 10y B es 40; muliiplico la primera ecuacion por 4 40x + My= 13
porgue 43 10=40 y Ia segunda por § porque 5x8=40, dlg — Thy== f;
¥ tendremos: it

. L [ — il

Como los coeficientes gque hemos igualado 0%+ Boy'= ‘l';
tionen signos ignales, se restan aunbas ecuaciones __“”" Nl et
yole ene mindo se climing o x. Combiando los 11y =37
algnod o una cualguiera de ellas, por ejemplo o _=£ = _|-__
ba meguincli, tepmemoss e 111

Sustituyendo y =4 en (2], tenemos:

1
Bx—15( =) ==1
d | %=
=1 = =1 i
3= 'Y K.
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El método expuesto, gue es el mas expeditn, sellama también de suma
0 TeRla prorque sepiin se ha visto en los |.‘:j|i_:l‘.|'|E‘.||-|_'|ﬁ anteriores, 3 los coeficien-
tes rue se igualan tiencn signoes distintos se suman fas dos couaciones v s
ticnen signos iguales, se Teson.

Es indiferente igualar los coeficientes de x o de g, Generalmente se
igualan aguellos en que la operacidn sen mas sencilla,

@ EJERCICIO 178

Kesolver por suwma o mests;

1""‘L_:i':l'l=_ﬂ - lu:l:_::l}'=:‘t|3 ]j;n;--].]:}-;gn_
1 dxpgy=13, & ] onthyp=—i. 1i#y—1dx=—10.
| Tx—15p=1. 11x—fy=2. 15% —p=d0).
) —x—iy=H. 8. j{l:a.«n-]:p;,-:ua T3 10x -+ Hy=25,
g | dx—dy=il. 14x+5y=—11. Hox—11y=—14,
S| 1x+Ey=47. 12x-111y=21. L Y o4x—17y=10.
fix +11y=—14. 8 Hedfy=—d1. 18 [2x—1Ty=1014.
fix—hy=—1i4 el el e o e | 16x-F1y=—31.

@ RESOLUCION DE SISTEMAS MUMERICOS DE DOS
ECUACIONES ENTERAS COM DOS INCOGNITAS

Conoeidos log métodos de elimima i, 1esolvercnnes sisiennss en o e
anted de eliminar hay gue simplificar las ecuaciones.

§ o Bx =4y +6) =2y —(x +18).
| Bx —Fi = x—y+4d,

1. Roselver ¢l siscoma

=, ] I x4y — Dy — x—18
suprimicndo los signos de agropacion: :: % 3': _.; ;21_;_'_13
i , Ba—dy— By el = 1E
Fransponiendo; J =5
e | dx— x-ty=d-43
i . ; dx—hy=—1
Reduciendo términos semejanics: E :+h;= %5
5y ; | Zx—fy=—g
Dividiende la 1o, covaciom por 2
St LR S
dx—dy==—0
Vamaos i igualar los cocficientes de v, Multiplicamos Jx+3y= 2
la sepunda ecoacion por 3 ¥ sumamnos: O T 7 ot
. =
sustituyendo x =3 en (1), se tiene:
d4y=7 [ x=4
y=4, ' ] ¥=4
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: R ) — 2y — x) = — &3 4 T
2 RBesolver el sistema ]I' { 3[2:;|~}-3.£'}]I—E[]I-=—ﬁ!:1:.} !
: e sa fx+dy—Dy+2x==4y—28
Efectnando las operaciones indicadas: ':, i EJ:: 4 Bi—2ﬂ=—52:1||
E % + 3y — 2y + 2x + dy=—104
Transponienda: } Rl O +U§=—E|:il 00

; | Bxspfp=—2
Reducicndea: 1 Ez | 'E' i 33

S i g} Bt iy =<8
Dividiendo por 8 la 2a. ccuacion: 1 Bxty=—11 ()
Multiplicando la la. ecuacion | 24x -+ 13y =— B4
por & ¥ ka 2. por & [ 24x-+16y=—HKR

. | —fix—1oy= HAd
Cambiando signos a la la, ecuacion: ;g + 16y = — 58

== A
Sustituyendo y=—4 en (1}
ax o A=) =—11
gy =8 =—11 & b mem
dx=— 3 s
x=="1.
B EJERCICIO 179
Fesodver los siguientcs sistenms:
B —f=y—1, g, b (=gl Sy — 10w+ 5p+).
=y, Rt B R i
| x—1=y4 1, g ) Bl (TetBy)=—6.
| x—3=ly—1. U] Tt 2{x—18y)=0.
|l 2h=Uy, i dix+a)=4(y=2x).
| 2i54+5)=Tx. = 10py—x)=T1p—12x.
| & =1=2(5-+G). G —dy—2(2x—T)=0.
% | x-bti=it1— 251, B %.‘1-[.'.:—1}—(*_!-_,: 1=k
| 0—{ A—x =2y 4140, 11 120x 20— 8{2nF )= B b —0y).
e A =20 =x = {64} "l B x=dy=—110.
g b Bx—{Sxy)=hy—(2x 4+ 9y). g | x(y=B)=—ylx—d)=—14:

A =TT = =l 7. T e ==y 0=
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13;’1 RESOLUCIOM DE SISTEMAS MUMERICOS DE DOS
ECUACIOMES FRACCIOMARIAS CON DDS IMCOGHITAS

r.l.._ =]

f (]
1. Resolver el sistema J

| e 44
1l

Suprimienda denominadores: %
Efectuando operaciones:

Transponicnda:

Multiplicande la 1a. ecuacidn

"\.
\
Redieciendo; %
por 7 v la 2a, por 4 l

S A

b 2lx —3Bxd)=

¥-2

o
:u:_+_.‘2r1
a

Ty +2)
44y = 2 - 4) = 11{x +24)
Bix— Mx—12= Ty+14
ddy — 10x — B=11x + 264
Ble— Ox— "iy= 14+12
—10x —11x + 44y =206 + B
12x— Ty= 2§ (1)
— 21x 4 by = 27
Blx— Ay = 182
- Bdx 4 176Gy = 1058

197y = 1970
¥= 1L
Sustituyendo y =10 en {1):
1z — 70 =124 ’
12x = 96 . ](""‘
g ¥ 1a
xEy - -3
x—y 7
g Resolver el sistemna
B9 -1
Xx—yp—3

Electuando operaciones:
Transponicndo:
Reduciendo:

Dividiendo por & la Ya. ecuacion:

Tty =—2x —y)
frtp—1= Hr—p=2
Tx & Ty =—2x - 2y
fx+y—1= 2x—2y—1{

T iy ix—3y=1
Bx+y—2x+2y ==d+41
ek hy=0 (1}

x4 di=—3

dx A by =0

x4 y=—=]

ks

FLUFACIOMES SERMULTANTAS CON DDS IHCOGHITAR

. x-.

Sustituyendo x =—3 en i1
W=y Ey= 0
—d4h--hy="0
by =4dd
y= 4
EJERCICIO 180
Fesolver Jos siguienlcs sistbenmms:
g Xy i
i =11. —_—— == =
H+:l 11 jE - 7
T
LA i PR G
?¢+-:é—4- LEkE_ 1%
ax% T
2oy =9, R
T T B
E- L
3y 2
——._-]_t — e A=
X 3 a =¥ .{.}' ]
Ll 2adl oy
ok b ) T
%
— =9 p=tp=—4
e |
. E
it ) 12 A4 by-Hb=0.
& 4
1. 3
G Ty
_?ﬁ 1 Et"“_? —].E.
3 :
H 1 [ s
i i T E.
" ;.
o ¥ 8
Dy == —s —epdbx = 44—,
X ET 5 -
i a4 x 1
E.r——jlzl. —-—-:f:a=——-n.
A i 1, L i
T RS
87 g TR

" Ux r hy=0
Multiplicando por —5 la Za. ecuacion: : by

a 327
=15
==k
w =—0F
H“ i}' = 8
x=l e
15 9 4
Sl e
a e
x—1 5 YEmke
14, 2 i
x+1 iyl
3 ]
2+l ik
_---|.—'-
15. 1 o
s T
5 10
dy+a
X = e
14, 4
o 1+hx
F= 1
Tl Ak |
T
L7, G 12
2i
— =y
m "
Hx—-:F;-'—:H.
uk
1B.
X =0
dyp———=1
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Ny y-x _ 7 : 7 3 T Bepdy—d 3 Reduciende irminos semcjonies: ¥y gl Y -
e o ; b - e e T e Socandn el focker comian | i iemhb R !
4 DBy} BBy e r ¥ oan el oriresr miembre b A
4 : 2. L R, i e 38, e s ol lactor comin & en ool segunda: ] 1 e i b vl 0% i
5 ; o Mt b
g' + ‘.-x‘g-h?'l’= iE L] _h 3 =%. ;#"‘—M' = _EL‘ Crividiendo por | b‘ = |:|:I :| armbosg minmhm! Y= II:l.
1 e 2 ¥+ L detdy-4 11 suslitiyendo ¥ =& en {2), lenemos
=% y—x . Xy [ dx+28y ; -
- =x=1, —— = e ), Bk o+ b = 2ab -
4 2 gy T 30. Atp—1d Transponiendo: L obx=ab B 43 ; i
Jx—y Gy-—x x+y+l 3 dx  5ly—1} T
itodiey =y—13 = —— =1 Dividiendo por b, =
& G + Xty=1 4 - f B k s
Sy x o [ Bxt5 S
12‘-‘- —_ . ——H:—-d PRSY P ) P ————, [].I
d_‘_ﬂ'+2- i 4 0 ET 5 1 I::"': :I'-:I it () Basolves ol sistema li o b 4
E}I—Hx_x ; ¥—x  Bx+fy 17 ] §+62 TN vx—y=a (2}
== — _"I""‘— — "_l o — = - - —_—r= 3 % >
* 4 2 24 S Quitande dencminaderes en (1) St g
(x4} =x(y—b) fmai® Bredy a0 ek i e
: " 2 y—8 - x—iiy g0 Multiplicando por b lo 2o, sewa- | bBe—ay =4t
b 1 T Al bidndole el signoy L= b - e P2
=8 y-1 x+1 _y—3 09—y 63 SRt Reg e S
ot T o ) Itx—y | 87 . by — ay = b? — ab
iy 21 a=y=1_ 3 dx+1 Py Sarande foctor comin y en el primer miembro y b en ol sequndo:
SxtBy 17 ga.c| FEEE T AT e e e i
| dx—Ty s shy—1 4 Spi w418 E'I'p‘lr:hlfﬂl:'ﬂ par [b—al =
TS : — =16 j’_—..lr =_'m Sustifuyendeoen (2] aste valor de v, lenemps:
¥r—h=oa Jl ¥=a% b
x =g+ b R :
L y=b
@ SISTEMAS LITERALES DE DOS ECUACIOMES -
CON DOS INCOGMITAS | e
" ity = :

E e (2] Rosalver o sislesna | ak
jemplos | T

! chi o ol = o 4 hE (1

Cluilands denominodoras;

; Lo cf by =o® -k & 11 ox — by =2h (2]
(1) Resolvor ol sistoma E]Ei+c:}r=;a.b [1; X
\ 4 J o : | abx 4+ oby =o +b*
L ; : Multiplicendn b 200 acuacion | o't —aby = 2ob
Yomes a igealar Ios cocficientes de la x Mulliplicendo la primera ecieocidn por o ¥ simando: i | e R
par & ¥ lo seguada por o, lenemos o' + oby = o + Job + b®
__!'uba-: o B2y =gt o b7 Foclerando ambos. miembrog; oxjo+b)l=nL+th}
|obx + oy = Jo'h Dividienda por o+ b ox = o b
a=k
Fostondo lo 2o, ecvaciénde | ohe+ 6% =ob 4+ 5 e
la primera; § = obx = afy == Ja%h s

by — oy = a’b -+ b* — Ta®h
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ECUACIONLS SIMITLTANEAS COM DDEL IHCOGHITAS

@:cmcmnﬁ SIMULTAMEAS COM INCOGNITAS
EM LOS DEMOMINADORES

En cierios casos, cuandd las incognitas estin en los denominadores, of
sistema puede resolverse por un método especial, en que N~ S SUPTinen
los denominadores. A continuacion vesolvemos dos ejemplos usando eae
mtoido,

Ejemplos

30 ALGIBRA
Este walor de x puede sushibuirse en cuobquier eceacidn pora hallar v, pers no
vamo: a hocerle asi, s$ne que vomos o hollor ¢ eliminonds la 5. Poro ese,
tomomos odra ver ol sistema (1) w (2]
Jnl:u:sr+-:rJ:-;.r=|:|“+.l;ra i1
| ox= by=12h {2}
Muliplicands [2) por b vy [ abx+oby=of+ B
cambiandole el signo: | = abx by =—12b"
-ub].- + by = =
Foclerondo ombos miembros: by e+ bl=la+blio—Db) a-th
by =a—0bh a
B:
Py b l! . b
Sl P
HOTA

El sistoro que hemos empleado e hallar lo seguada incdgnito elimineada la
primera, e muches veces mos sencille que el de sustibain,

g EJERCICIO 181

Resolwer los sisbemsas:

SRR
~y=a—&.
+u=h42,
:—_'|.I=|:L
—s=h.
-2y=0.
~y= | —aq.
Fy=1ba

Fy=20
—¥=a—0.

+

jl—:E.
a

A a4 f*

i s

- =4t
byt 4 bR,

2

10.

11.

j Il

13,

ax—lrp={l
iy _atl
g redr

HEX ==Ry=m~+n=,

nx-+my=mitni.

K= =m~—,

15

1.

18,

14,

2k,

|
|
|

rez —Lrp==(),

r1H— f.'“

ay— i.lx_——- -

x
b __r:-l-b
[/

x—y=ab{li—a}.
x4 Hiy= e,

el p

My —ny=
= mn

=l —jat-ly= 12 —dail.
fat b e —{x—D Jy =l —&=,

x4l y— I.l |:J+I!-'
a i1 I
x—a y—a  ath
T ar T
£ 5 g
|1+|'.l f:|+|'.lHr:I-[i'
1 ® : _'|.'_JI'|-|!-|1
boa  atn

(1) Besolver el sistemc

¥amos o elimingr oy, Multipliconda lo primess ecvocién por 2 ¥ la soguada
por 3, lenemos:

=

|2
=5 i ey
g T
| Mo/ a3
e e S
o ¥ X
Sumondo: A I
N i
Lruilancs depnominadarss: 87 = dl=
az
= —x=21
41
Sushifuyendo x =2 en (1):
m %
s —=
F ¥
10y 4 1 = dy s o]
R
dy=—18 L E
y=—2a
) !
| - o =2 B i1}
X Iy
{2 Besalver &l sistama 4
Fr e (2]
dx
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Vomos o glimingr la x Mulliplicando lo primera govacion por oy Io 5o

gunda por 2, tenemos;

Simplificando ¥ restonde;

LERR e

Crvitondo deraminadaoros:

Sushiluyendo y =14 en {11

2 Fa
et [
X dld)
3
X
Fta=
2=
f, ==}
. EJERCICIO 182
Foesolver los sisicinas:
T p ol
=, — - —=17.
»o6 1 eyl B
4 F |
_ 1 3 K :—.-“}.
y d X
| 12 I_.‘n_ 14
. . Xy i "
b & o 14
i o L — + - =
P8 ¥ 1 ih

=1}

-

]k

211

12¢ 4

10

— =13

2y

o b
--11:.-'_ a4
b

- =—13
¥

a0 e
-1}'_ 4
a3
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BESOLUCION POR DETERMIHAMTLS @ 133
e o = E__T__E _-'I .i-- _-I_T
& |2 S g |2 o oa . |10 i
e 1 & 103 Bl i
0% 5 & T T LR T e
) e | [ = 2o B ek
- P CR 3 | =T SRR e
= -
I =1 i 2 Hl'J_E—{hI LI
x v S T [ x ¥
(1]
DETERMIMAMTE

Sidel prodicio ab restamos el products e, endremos la expresion
afr — o,
Lsta expresion poede escribivse con la siguicnre notacidn:

i

[ |
| ei una dererminante.

ly — ol =

3
B L R
La ex TSI

i

Lis columnas de una determinante estin constituidas por Lis cantidi
des que csidn en una misma linea vertical. En el ejemplo anterior © e
I primera columna v : la sepunda columna.

Las filas estin constituidas por las cantidades {ue esLin en und ik
it linea horirontal. En el ejemplo dade, a d es 1a primera Filx v ¢ b lg
sepunda fila.

Una determinante os coadrada cuando tene el mismo nimers de oo

- . a s '
lismns que de Filas,  Asi, !1 ni cs uma determinante cuadrada porgue tie
13
ne dos colummas y dos Filas.
El onlen de una determinante cundrada es ol nimeras de elementos

. x| 12 .
de cada [ila o columma,  Asf, Lok |:_ a| o determinantes de segundo
£
orden,

; ¥ [
En la determinante |.=-'}“‘.‘:.-.

la Hnea que une g con O es la dliagonal
primcipal v la linea que une ¢ con & es la digonal secundaria.

Los elementos de esta determinante son log productos alr y ed, 2 cuya
diferencia equivale esta determinante.

(bp Mos imisrciamng o respndee i oeite Dbl del Progmma Ofcial, prescimbiends de s
Pedivdn e eali Antoreannie nealoria, i lesrin |l|'|||-!l“i|rl!| X ICTEnd. fi26y Fll’!llllﬁ"llllli.
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JO3) DESARROLLD DE UNA DETERMIMAMNTE

DE SEGUMDO ORDEM

L'ni determinante de segundo orden equivale al producto de los oer-
minos que pertenecen a la disgonad principal, menos el producto de los
términng que pertenccen a la dimgonal secundaria.

| Ejemplos

= t
& '“‘*.-_\,.-x"". = i — mn.
Tl b
a n
{2 A | =gh=m|—n]=xh+ ma.
e
3 .
(31 EAd=5x1=12=10=2
5 4
| L
14} l=a(—21—1|=5)==—d+5=—1,
| -¢'|
e |,
(5] | =|=2—=%—=|=4}—3]=18-15=04
|=2 -9

@ EIERCICIO 133

Dresacrollar las determinantes:

15 7 | —15 —i 5 —4
, 4. 5 5 | 9| | | i I
A ¢ s Lol 1 =zl —1p o]
0 12 -1 g o
o a q . |3 4 . | I oy
13 5 i e 1t ol et AT
-2 5 g =11 | 10 :-:| 40 31 —kb
1 H. 3 ;
Sl L F|. 15 1al. on 43 .

E;E;l RESOLUCIONM POR DETERMINAMNTES DE UM SISTEMA
DE DOS ECUACIOMES COM DOS INCOGMITAS

m i . i -.-,x+r'1=:|,--_ Ci (1)
Seia el sistemma {w lhop = a2

RESOLUCIGH POR DETERSIHANTES e 339

Resolviendo este sistema por el mélodo general estudiado antes, se
ticne:
by —aly

iTyln = fdaily
I'IL-E-L_-_-HEEI'I

{3} _'}I T I'I| ba _lﬂ:{h

4
Vease que ambas fracciones tienen el mismo denomi- o
|t £l

mador aba —azky ¥ esta expresion es el desarrolla de la ! |'
determinante —— B

(3)

formada con los coeficientes de las inchgnitas en las ecuaciones (1) y (3N
Fsta es la determinanie del sistema.

El nummerador de &, oyl —eully, s el desarrolle de | ey |

b determinante — P . ol

gue se obtiene de 12 determinante del sistema (6) con solo sustituir en elly

iy
la columng de fos coeficientes de x | por la columna de los weeminos in-
] Ci g
dependientes | de las ecoaciones {1} v (2)
Ca
El numerador de y, meoe— az0;, es ¢l desarrollo de . iyl
la determinane - e ~ Bl
que se obtiene de lx determinante del sistema (5) con sdlo sustituir en clla
—, 'IL 3
L columin de los cocficientes de ¥ | por la columna de los tévmines
a 3 Cy 5 Elli
independientes | de las ecuaciones dadas,

[+
Por tanto, los valores de x © y, igualdades (3) v (4), pueden escribirse;

[ II-'|_

@y &

2o iy £

: iy Sy o B
| @a ll-': e -'Il-\,;

Visto lo anterior, podemos decir que para resolver un sistema de dos
couaciones con dos incdgnitas por determinantes:

1} El valor de x es una [raceidn cuyo denominador es la determinan-
te formada con los coeficientes de x e ¥ (determinante del sistema} y cuyo
numerador o5 la determinante que se obtiene sustituyendo en la determi-
nante del sistema la columna de los coelicientes de x por la columna de los
términos independientes de las ecuaciones dadas,

% El valor de y es una fraccion cuyo denominador es Ta determinan
te del sistema y cuyo numerador e la determinante que se obtiene susti.
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wyendo en la determinante del sistema L columma de los cocficientes de y
por la columna de los términes independientes de las ecuaciones dadas.

rﬂ' jﬂmph:-‘; |

: Get+3Ip= 5
(1) Resolver por determinamist 45, o o7
5 3
b : I_H.-‘E] —__%.;—PE
.l T 1 |_35—!.1~ 3
4 *
4 | 1ms=m us Ll
L e — = — — = = =15 R, = g
| s 1| 7 pal LY
A 74 g

[ fue By= 12

(21 Resolver por defermmanies "; Jax — ély = — B.

12 B
1 60 | —704+723 —#8_ 2
I .8 4] —sap—192 —72 3
24 — 1
24 | "
9 | ¥4 | = -i
| 24 -9 | —241—288 —54 3 g 3
i |2 2 7 =R A T
a4 — 1 i}
AL o | _:r'_?
S mal
[ ) Reosel i gloterminanlas
s o ]:rld :"'".'i ]
Lo 3 4 a
; ; | Fat?=%—10
Cigitando denominadores: clt e AR
: : | Fa—gy=—17
rud doi - 3
Transponiendn ¥ uciendon LS S
Tendramos:
T |
=3 | ! =5 8 .
x= ——— 1 I — — —
£ ey e M
i 1]
- 7
2 1 —F3 W | q
PR L o — = — = —= b g
! =+ | 3 3
I|.I I

uEsaLUCIoN FOR DETERsiMaMTES @ 337
g EJERCICIO 134

Resalver por dererminantes;

e e 4-2y=3 i 2y+d
; { A4 B i) :aw =
Bx+11¥=26- 'IHE.._ay:_i, 13. |
B e ik :
" {Sx ﬁ:ll I.ir -3__'_2__}] dy— ey L1
Bx—0y=—0h g |2 6 : ;
135 —31p=—325 1% o AT
. s o e e T
S FTy=146, I 14 | 22
" lax—4dy=—1. 3;._-+g:,-::{..1+1, :'.-m}l_l :‘I
iy —gTx=—1. LU S
—ay=2 i
Hy= —n,l-'. i 7 ?l:—j.'=2'[:'
5. : w42 y—8_5 SR e o
pEE T = . atdh " a=b
v ax— |'_|:|.= —1. p—i o {_ X "I__:f-l"..'.l
r .'IJ.'_—II.':I-'=T- {‘l ki ﬁ_ ! 1|j_ I:.:—ﬂ :ﬂ‘“ﬂ'
. Sx—(y-+ =2y +1. ta s — D=, s+E ¥+l
U i =xa 1 T | mxdy=2{m41). x—B y+Il

o

(305) RESOLUCION GRAFICA DE UM SISTEMA DE DOS
" ECUACIONES CON DO5 INCOGNITAS

S ouna recta pasa por un punto, s coprdenadas de cste punto satis
facen la ccuacidon de la recta.  Asi, para saber si la recia 2x o+ 5y = 10 pasa
por el pumo {2, 2), hacemos x =2, ¥ =3 en la ecuacion de la recta y tenemaos;

202y 5 =19, ‘0 seq, 19=19;

lnego, lx recta 2x + by =19 pasa por el punio (2, 3)

Reciprocunente, si las coordenadas de un punto satisfacen la ecuacion
de wna recta, dicho punio pertenece a la recta.

Sea el siseerna ) b . .
PoAx4dy =25 Resolviendo este sistema se encuentra
x =1, y=4, valores que satislacen ambas ccuaciones.

Esra solucion x =3, y=4 representa un punto del plane, el pun-
e {3, Ak

Ahora bhien, x =3, ¥y =4 satisfacen 1a ccuacidn 2x + 3y =18; luepo. el
punta (3, 4) pertencce a 1 Tecta que represenla esta ecuacion, ¥ como x =14,
y = 4 satisfacen tambidn I cowacion 3x + 4y =245, ¢l punto {3, 4) pertenece
A ambas rectas) luego, necesariamente el punto (3, 4) e [a interseccion de
los dos rectas.
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Por tanto, la selucion de un sistema de dos ecuaciones con dos incia-
nitas representa las coordenadas del punto de intersecdon de las dos vecas
que representan las ecuacionies; luego, resolver praficmunents un sistema de
dos ecuaciones con dos Incognitas consiste en hallay el punto de intersec-
cidn de Ias dos rectas,

I jemplos

11l

[ iy =g

Resolwer graficamente of sisfema .;ll
5% — a4y = 12,

Hoy que hallar o intossoocian de eslas

dos rocios, Represaplemos ambas coun-

cionug, (Fig. 55|

Cis 20w = lenpmog
Faro »=1 ¥ =,
g, Inpede X
En G5 — dy = 12, fenemas: -
Para a=0, y=—13 G e
= =2

Lo inferseccién o5 el punte |4, 2 luaga
fo  solucedn  del sistemo oz x= 4
[“heeie B

PREE
I

FIGLIRLA 55 ]

(3} Resolvor griviicaments _JI k—H=h

P2 —dy = 5,
Eoprasenlermss ambas ccucricnos. (i
gura 57
En i M =8 s fienm
Para x=1, y==3,

y=1i =,
En 2 —dy =25 o liene:
Para x=10, y==14

¥=1i x= M.
Lzs linnas son porglelos, ne hoy puntos
ce mlersaccion, luean el sistema po lie-
ne solucidn; los ecuociones son incom-

cfifilies,
4 Resolver grésficomente | x=2y=5
2 —ddy =10,
Eepresentomos ombas ecuociones,  [Fi-
qura 5E).
En ¥— =035, e lene:
Para x =10, y=-—2.
y =10, x= 5
Fn 2w —dy = 10, 8o Hens
Para = =i, y=—1H,
y=0 x=i

Veinos que amhos reclos comciden, He-
nen infiniles punlos comunes. Los dos
ecustiones reprosentan lo misma linea,
los ecuaciones son equivolenlos,

B EJERCICIO 185

[ 48 =8y = =00

(21 Resolver graficomento gl sisrema
Iil de—Sy= 11,

Haollentas la ivlerspozicn de astas roc-
las.. iFig, 54|

En  de 4 Sy =— 32, e dicno

Poro k=1, y=—ix
y=, Rt T

En  3x =S¢ =11, 52 lisfun

Para ==0, ¥y =—12%

-

v =10 o ="3a.

Bl punte de mierseccion es (— 3, — 4
lwego lo selecidn del sskema ps = — 1)
y=—d K

| FIGURA 56

Resolver grilicamente:
1I {

|

3. }

|_ FIGURA 58 |

x—y=1 {:JI= —4yp,

|

aepyp=T.

x—Zy=1IL
I y=—4h

fiate= by =(].

l Tx—y=—16.

|

Hx—hy=IR,

Bx+dp=13.
2xAp=h.

ax+2y=18.
dx-Fdp=1iL

'-:'.'+S*_-}'+:._-,'.
=
¥—4=xr|-2,
J S 4
-:':_:':Fkal:l
R B 1 A
TR R
T
R

o
.|

xef A=,
dx-Fi=11),
Dx+Hi=—1,
5B +5'I:.I= =i,
=3 =g 1k
2 FH
y=2
(a3 F-

] d

x=]

Hallar grificamente el par de valores de x o ¥ que satisfacen cada wno

ife los grupos de ecuaciones siguientes:

1.

X-py=1
R=y= —1.
S=Dy=~—1{j,

14,

Ky=h
Sxkdy=1E,
2x4-ly=14.

dxy=—1,
1B.¢ x—ty=—123.
dx—2y=~—10.

x—=y=1,
By—n=—i.
dig—=Hy=T,
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ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO
CON TRES O MAS INCOGNITAS

IHEEHESDLUCIGH DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIOMES
~—" COM TRES INCOGHITAS

Para resolver un sistema de tres couaciones con ores incognitas se pro-
ede de esee modo:

1) Se comhbinan dos de las ecuaciones dadas y se climina una de las
ncagnitas (o mas sencillo es eliminarla por suma o resta) y con ello se ob-
iene una ecuacidn con dos inedgnitas,

7)1 Secombina la tercera ecuacion con cualyuiera de las otras dos ecua-
fiones dadas v ose eliming entre ellas Ta misfna incdgnita que se elimind
intes, obteniéndose otra etuacion con dos incognicas.

5} Se resuelve el sistema Tormado por las dos ecuaciones con dos in-
agnitas que se han obtenido, hallando de este modo dos de las incognitas,

4) Loa valores de los incognitas obtenidos se sustituyen en una de las
scuaciones dadas de wes incdgnitas, con lo cual se halla la tercera incognita.

340

FCUACIOHES EIMULTAMEAT COM TRES IHCOGMITAL @ 34

LEjEmFL'“ Y pssise st msns A DT s s Y

| e By =Pz =9, 12
|3g—2y+ 2= 2. (3)

Combinomos los ecunciones (1) y (2) y vomos a eliminar la x.  Maltiphi
cando lo ecuasdn §1) por 2, se fiene:

| Z By — 2z =12
‘-E‘J:—E}'-I fz= 9

Restonda: dy bz = =71 (4

Combinomes la tercera ecuacidén (3] con cwalquiers de los ofros dos scuos
cionos dodas.  Womos o combinorla con (1) para elminar la z0 Mallipl
condo (1) por 3 lenemos:

| mriy—3= 18

L3k = —1

Restanda: Ty —dz = 14
Dividiando oatre 2: Ty=2= 8 (5

Ahora fomamas las dos ecuaciones con des incégnites que hemos oblenido
(4] v {5}, ¥ formomes wn sistema:

By F5e =21 {4}
Ty —Rr= 8, (%)

Rewslvamas esle sistemna,  Yamos o eliminer lo z multiplicando (3] pas 2 y

{3} por 5
by =+ 10z = 42
35y — 10: = 40
Ay .
y=2
Susfituyendo y =2 on {5] so Hene:
7(2)—2z=8
4=2=48
—dr==4h
z=3

Sustituyende y =2, z = 3 en cvalquiera de los tres ecvaciones dodas, por ejem-
plo en {1}, 32 tiane

x+4[2]|—3
x+8—3
£

— e O
e
HwE W

1
I
],

YERIFICACIIH

Los valores x =1, vy =2, z =3 Hanen gue sotisfocer los Wes ecieocionos ri_m"ni-
Hégase la suslilucibn y 1o verd que los tres ecvociones dodos se conviorlon
an idantidod,
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g — 18
P +-—-r—:—:,.-.

ot

(2] Roselver el sistema 0 x—2z
i

dr 3y =35 —

=2v— 1L

; Se— M by —17=— Gy
Clvitandn deneminadores; Bl = x+42x =lér —H
Iy =dx—y

; drt Sy +Br= 1@ {1
Transpeniende ¢ redusiende: = x =Ty dr=—pa (2]
—det Hptdr= 0. E )

Vamaos o elimingr z. Combinemas (11 y (2) ¥ mulfiplicamos (2] e d:

b+ Sy Hr= 3
— & = Wiy - 125 = — SR

Sumando; = Gly+ 172= — 489, (#)
Combinames (2) v (30, | 3w £ 48y — &2 = 264
I
LY

Multipliconde [2) por 3yt =3Ik 4+ dyd-dz= 0
camhigndole «l sgno; e -52}, — Ty = 144
Dividiznde por My — =132, (5]

; [ =%y +17a=—d89 (4)
Combinemeos (4) ¢ (5); 1 My— z= 137 {5

Multiplicands (4] por 2y | — 182y -+ 34z = — 978
por 7 - 7= oy
Sumando: Wre=— &4

Sl

sishhuyends 2= — 2 on (5]
p—|—2)=132
26y 2 =132
Ry =
y=5
Sustituyando ¥y =5, z=—7F pn (3):

—dt 45| +d[=2]1=0
_3'::-|m_5=n Ir =
—dx=—12 @

i

12} Resalvor el sistema : drlz=— g 12)

ECUACIOHES SIMULTAMEAS COM TRES INCOGHITAS @ 343

Erm algunas coses, no hay reglas fijos pora resslver el sistemoy dependi de
o habilided del alumpa encentror el meda mds expedile de resolverls, Eiio
cjemplo puede resolverse ol

Ly ecuocidn (11 fiene x ey, Enfonces tenge que biscor olra ecuocida do
dos incognitos que tenga x ey opora formor con (1) unosistema de dos
scuccisnes que tengon ombos £ 8y,

5 ]
Reuniende (2) ¥ 13} si,,_“’;;f,;_ 2
A Sl L e L T

Yo tengo lo ecuocién que buscaba,  Ahore, formamos un sistema con (1)
v (4]

Pr—Sr= 13

i+d=—11
Mulliplicondo esta dlfimao ecuncidn por 2y reshando:

[ == 13
i—2x— dy= A

= =
N
Sushituyendo y = =3 en {1} :
~5|-3]= 13
ek lhi= 13
Pim e R

Sustifuvende x= =1, y==3 en (3}
=l=[=3|—2=—12

—1 +3 — g == [ I:—'I,|
—_— = — q R, ¥= -
z=4. ] z= 4
@ EJERCICIO 186
Fesalver los sistenmag:
x+y+r=i. 2e43yda=1, = Hlyp-iz=i
K dnmg . ¢ Gx—ly—z=—14. 4 Tl —dy—Bz=[.
s—y—idr=—11. dx-by=z=1. AxFdy—sdz=2.
xty+r=12 Ge—Topd-z=04, Axsyti=l
By =yefz=T, . ..5.1:+-r;r—21——11 m, g x+2y—2=1, X
xtdy—1=k. =dy-kRz=21. xdy+2z=—11.
=y 4re=l dx-pByp-tdr=§, Txddp—de=—15,
o ki — 7- Lx+-l:;+"-'z_-—} 11, ¢ $x—2y+4-Hr=3d.
2x f-dy—z=—i. Zx=yiliz= ¥byp=liz=—21.
{ Sxty—ilzz==], izt iy +22=12, di=p-tdz=—ih
y—dy—di==12 . { fx—y+dz=737. 18, « dx-+dy—dz=3tk
b —2y—z=—0h, 10x +Gy-+3:=21. B -2y — e =,
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x=dy—10x=4. adZp==—]1. dr—ha=110.
13, § tix—Hpthz=—1. 18+ ByA4z=0. 19, 1 Gx—gy=—7.
12x 412y—152=10. xe|dr= 1'[ dy—dz=—13.
fia|-Ay—z==11. FEz="=8. x=2y=0.
14, ¢ 10w—yp+4z=10 17, § Zx+i= 5 a0, « p—22=5.
Lhaf-2y—z=—17. dyt2x= =+y+z=h,
2=l dx— 3}' U axe=dr=i.
Feha==1. 14. 1 dy—dz=20. 4 R - e
gta=—i} LE—Bx=—14. xe-2p—dz=8.
2x—z=14, xrfpez=],
28 q dxby—zz=dl. 2%, | x—y=3
dr—y+ae=hg. meaefp=.
= z I’ ) f)
p.-|-_"::l.._‘—=4 x-'__} =L l.'-l:ﬁ_
Eri - T i KoL
R e a7 R F—d 10 1 1
Tl i R iy = Wt ==
3 B 2 Gl 2 %A :
X ¥ & y—z  x¥2 T
—_—— =1, e
E 5 8 BT el
A ¥+ g
— =L —a] Hes' T g ol ey
d" 4 3 H 2 o :
Mol Xy 2o 2E, T_=+4=x_,3_ gL )2, 2 3
T 2 e
CE - x—T 1 4 4
—_— —-——=3_ I == _— —5 — ) —
W 3 6 | H ¥ X : i
3 b £
_ A =d, x—_'p+:'|:l-—=H i-.'—E-.i-Ez—ﬁ.
a i & AL
} itz = N3 1 B £
zu_T____zm_ g A RmE 1. ~£+£+E=3.
d 2 4 X T
¥ —% B
e ]'I——:-.-=—'.'r E—-—-—E:E].
& 2 HE e Tt

EMPLED DE LAS DETERMINANTES EM LA RESOLUCION
DE UM SISTEMA DE TRES ECUACIONES
COM TRES IMCOGHMITAS

|"3DT DETERMIMANTE DE TERCER ORDEN
Una determinante comeo

i R
T P

oy il gkt |

fue consta de tres filas ¥ tres columnas, s una determinante de tercer orilen.

- RESOLUCIDH. Mol DrenminanTes @ 345
[’3@ HALLAR EL VALOR DE UMA DETERMIMANTE
" DE TERCER ORDEN
El mado mis sencillo y que creemos al alcance de los alumnos, de b
lar el valor de wrin determinante de rercer orden es aplicando 1a Regla
e Sarrus.  Explicaremos esta sencilla regla prictica con dos ejemplos.
] —2 —3
= i e
3 =] 3
Debajo de la tercera fila horizontal se vepiten las dos primeras Gl
horizontales ¥ renemos:

1} Resolver por la Regla de Sarrus,

Voo o il

) Rt g o
... : e
4 2 b Ahora trazamos 3 diagonales de dere T .-* oy
3 =1 3 chaaizquierda y 3 de fzquierda a de- ,-“-"f -:,_ :
1 —2 =g vecha, como se indica a continnacidn: 7 ___’__-f’g"
—i a 1 ..-t"'"-

Ahora se multiplican entre si los res nameros por que pasa cada
diagonal.

Los productos de los nidmeros que hay en las diagonales trazaday de
izquicrda a derecha se escriben con su propio signo ¥ los producies de lo
numercs que hay en las diagonales trazadas de devecha a jzquierda con el
signo cambiade.  Asi, en oeste caso. tenemos

f=12=10430+1 3=~
valor de la determinance dada.

DETALLE DE LO5S PRODUCTOS

De izquicrda a derecha:

1%2x8=4 [(—HR(—Dx(—BH=—12 Gx{-Zx1==10,

De derecha a mquierda:

{—d) % 2 5=~ 80 cambiindole ¢l signo + 90,
1% {—1)x1=— 1 cambiindole ¢l signo + 1.
dR{—Nx{—fH= 8¢ ambidndole ¢l signo — 24,

=g =h L

2) Resolver por Sarrus S I e

r

i - i |

Aplicando el procedimicnto explicado, tenemos:

I, = 1
2k ._-___.-""
o P
et L =214+824-00-5~T24-108=192, R.
i e il
s 1 2 I
o B

4 i =l
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. EJERCICIO 187 El denomiadar o2 el migme de onbes, la octerminente dal sistema,  Fl o
Hallar cl valor de las signientes determinantes; merador s¢ oblicne sustituyends en ésta o columno -% de los coaficienies
‘ }- % ;Ii 4 g j _?1- . g. % _E i@ 13 :E" I';-: de ¥ por la columno 'ié. de lgs términos independicnios,
0 1 L} o lj 3 sy, ! — 1 - T g 1
1 il 2 ] 2 41, 4 k== i §— 21 Farn hollar z. tendremeos:
1 o —n » —1 -0 a 2 ] =] d —4 i : 5
f 1 -3 3 b |=2 & 3 4 -1 —H ik 11. T —4 -3 AR T S
=1 & gl G s i S S ER T | T T T 7
=3 & 1 T S A | 11 -5 7 S X R e i
| 2=3 @ R B e TR At L T AR SR 1 (IS N R S - S| g
| B R T, - 12 8 hE SE T T ) 1 s G =
|_||]-'9 RESOLUCION POE DETERMIMAMTES DE UM SISTEMA El dencminador s lo determinante del sisterno; el numerodor sa obtiens sus
. DE TRES ECUACIONES COM TRES INCOGMITAS Hluyendo en ésia la columnn % de los conficientes de 7 por lo columpo
1] '] 1] ‘ E 1 1] 1]
Para resolver un sistema de Lres eCuaciones Com ITCS INCOZEOLAS, pot =3 e las términos independientes,
leterminantes, se aplica la Regla de Kramer, que dice:
El valor de cada incdgnita es una fraccion cuvo denominador es la de- o : ® fg'
erminante formada con los cocficientes de las incognitas {determinante Ly palluichin; He). iflemo. gt 4 1_1 i

lel sistema) v cuye numerador es la determinante que se obtiene sustitu-
endo en la determinante del sistema la columna de los cocficientes de 1a T AR
nohgnita que se halla por Ia columna de los términos independientes de | ra A

‘CLRLCT Tacl {2} Resclver par determinantes | Sx—dy +7z =7
as ccuaciones dadas, | s
‘—._ = gl Tendremaos;
.EJEIII-PIGE 11} RBesolver por delerminanles { Dx == Ay ob 5z = = 5. 12 P
| L Jx Ay + 7z =10, I";'.:" -4 7
Pare hollor #, epliconds la Begle de Kromer, lendiamos: o= -1:I'_: %- __I b= _i‘;I_D =
& Al e :: — 1
— 5 =3 5§ S|
1 LR Rt — ’ i
— e =——=1 i
b Aol — 23 21 =3
2 el TS r
AP 10 40 —1| _ ame_
Yaose que lo detorminante del denominador | determinante del sistero | estd ¥ AN nEgll Ty
formoda con los coeficientes de los incognitos en las ecuociones dodas, , 5 —4 7
El numerador de x e ha formode sustiluyends on lo de!nrrnmmieddel sisto- | R
ma la columno !zlu de los conficientes de x por Joo columno = e los |
térmings independicntes de las ecuneianes dodas, E _‘|1 ;': |
farn hallar w, fendramos: GG Lk sk ;-I-ﬂg_ W = x : }l;
e R T 1 poy
2 B h i v, \ o
|3 w7l _-w_, il
el =] FERF] e SO e
d =1 &
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»- EJERCICIO 188

Resolver por detcrminantes:

xebyptr=11 Txrt-1l+di=—2, i—.l.| -
1. x—p-l3z=13 o Dx—2y +hs=138, T i
B |- By—r=T. B -pyp—r=21. 5
-y a=—h 4x4Ty+hr=-—i 11 _4-?::{_::1
#oq Bxty—r=—I1 ¥, 4 Gx43y4-Tz=0 g2
x—2ypdliz=—0. i—y+Pz==321, i_l_.izu
Sy tde=1 Ax—hyt+de=—22 A T
3. 4 2x4-GybHa=h 8. § 2x—y-+Gz=03
dxA-Hy—dz=d4 Bx-hay—de=—214% .
dx—y+r=d, )f xeypte=3 E+JJ=—1+-3
4. 1 Fy—utlx=2 g w4 2y=h 19, i
xR 2y=12, !_2:';+:l:r=ﬁ. 3 x—¥=1
x+dy-+6e=11 tx—By=—1 o
B :-:x—gw-x:-'- 1k § dx-4z=—28 e i
by —ibe=—26. x+2y-Hdn=—d41

REPRESENTACION GRAFICA DE PUNTOS
DEL ESPACIO Y PLAMOS

@ EJES COORDEMADOS EN EL ESPACIO (figura 5%)

5i por un punto del espacio € trazamos (res cjes OX, OF, {{j-_’., de
modo que cada eje sex perpendicular a los oros dos, tenemos un sistema
de ejes coordenados rectangulares en el espacio. 5i los ejes no son per
pendiculares entre si, tenemos un sistema
de gjes coordenados oblicues.  El punto O
se llama origen,

Cada dos de estos ejes determinam
un plama. )

Los cjes OX y OF determinan el pla-
no X¥; los ejes OF y 02 determinan el
plano YZ, y los ejes OX y OX determinan
¢l plano ZX. Estos son los planos coorde-
nados,

Fsios tres planos, perpendicular cada
uno de ellos a los owos dos, forman un
tricdro trirrectingulo,

Cuando los gjes estin dispuestos como
se indica en la figura 59, se dice gque el

triedro rirrectingulo es inverso, 5i ¢l cje
| PRARA: R X ccupara la posicion del eje OF v vice-

{1} e cero coma fobligbente de Tas inchgnitas ague Fabes e oadi ecuacion,

COORREHADAS TH TL Beacio @ 348

versa, ol triedro seria divectn. Nosotros trabajaremos con el triedro
inverso.

Para que el alumno aclare los conceptos anteriores, [ljese en el dnpgulo
de la izquicrda de su salén de clase. El suelo es el plano X¥; la pared gue
estib 1 Ja dmgquierda del alumne gs el plane FE; la pared que le queda enfrenis
es ¢l plano ZX. El cje ©X o5 la interseecion de la pared de enfrente con el
suelo el eje OF o3 la intersecoidn de la E:an:d de la jzquicrda con el suelo)
el eje OF cs la interseocidn de la pared de la inquierda con la pared del frenie.
El punto donde concurren los tres ejes (la csquina del suclo, a la fzquicrda)
cs el origen,

311 COORDENADAS CARTESIAMAS DE UM PUNTO
" DEL ESPACID

La posicidn de un punto del espacio queda determinada por sus coor
denadas en el espacio, que son sus distancias a los planos coordenados.

Sea el punto F (figura 60). Las coordenadas del punto P son:

1) La abscisa x, que es la distancia de P al plang FE
2) La ordenada y, que es la distancia de P al plano ZX.
4) La cota r, que cs la distancia de # al plano XY,

El punto P dado por sus coordenadas se expresa P (=, ¥, z). Asi; el
punto {2, 4, 5) ¢s un punto del cspacio tal que, para una vnidad escogida,
s abscisa es 2, su ordenada es 4 ¥ su cola es b

(Las coordenadas de un punto del cspacio en s salén de clase son:
abscisa, la distancia del punto a la pared de la izquierda; ordenada, la dis
tancia del punio a la pared de enfrente; eota, la distancia del punto al
sirelog.

En la prdctica, para representar un punto del espacio, se mide Lo als
cisa sobre el gje QX y se rrazan lineas que representen la ordenada v la cota,

En la figura 61 cstd representado el punto P (3, 2, 4).

7
_____ /, FL2, 4]
i I-|.\I
.II' : w ll_ i
i ! 7
| | 1 .' En
1 Sy |
i L .
i {}' a1 ., g Tl T T
i )
i ¥
i / Ptk o
." mi _I'
.I.. l|'.l.
i T/

FIGURA &0 | FlEIRRA &1
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0O MAS COORDENADAS SOM 0

REPRESEMTACION DE UM PUNTO CUAMDO L A

Cuando una de las coordenadas es 0y las otras dos ney el punte esti
ftuade en uno de los planos coordenados,  [Figura 62).

51 =10, el punco estd situado en ¢l plano P2 en la figura, Py0, E'. H.]'
Siy=1, el punto esta en el plano ZX

en la figiara, Py{3, 0, 3. 51 =10, ¢l pumo

x
B |[u. 0,3 |:_-':g. 0.3

esti situado en el plano X¥; en la bgura,

e , (s, 20
2] - i Cuande dos de bas coordenadas son G
H-I-fn, L i Y la otra o, el o cabd situado en ouno
BT : de los cjes.
b L B3 0 Si x=0, y=10, ¢l punto esti sitwado
e enel eje €127 en ba figura, Py0, 0, 3,

1 .
O TRE '
! ‘.-"’ L1} : 5

JRlnnn)  RGA20)

+
&

OV on la Gpove, P, 2, 0%
Sip=1M, z=10, ¢l punto esti en el cje

L O en Lo lNigura, Pal30 40 G

L pGuRA 62 | es el origen.

- EJERCICIO 189

Representar grificamente los punios siguicntes:
10. {4, 0, 4).

11. {4, 2. 0).
1%, (3, 6 0)-

T (T by 4

1 (1.1 3k 4. 1%, 5 6)-
a2, (4 2 3. B (20410 80 0 B
g (0, 403 G (4, 3, T B. (1 3 2.

@ EL PLAMNOD
Teodi ecuacion de primer grado con

tres variables represemta un plamadg )
Asi, toda venacidn de la Borma fl_:: 4
By +Cz=D representa un plano. (Figu-

ra iid)-
Los segmentos (A4, OB y OC son las
wazas del plano sobre los ejes.

En la figura la wraz del plano solwe

e eje OX es Od=a; la waz sobre c.l
cje OF es OB =0 y la raza solhre el eje (0L
e DC=r.

Los puntos A, B y €, donde el plano
intersecta o los cjes, por ser puntos de los
cjes, tienen dos coordenadas nulas.

Al [t paia come un pelncipii,

L)

I alumnss de Bpchillemabo,

A
Cig, et

-

Ol
o

|'g_-_'_,_,-'f

Bingon)

Si x =0, z=0, ¢l punto csta cn el eje

Si las wwes coovdenadas son (O, el puntg

13- {0, U: 4}
14. (5, 0, 0).
16 {0, &, (.

(L gk,."‘*_':ﬂ' 1, o)
K

[

FIGURA &4

VA e s demsiieracia ) oo, st al wleanee i

REFRESENTACIDHN GRAFICA

@ 351

il'i" REPRESEMTACION GRAFICA DE UMA ECUACION
DE PRIMER GRADO COM TRES YARIABLES

1} RKepresentar la ccuacion dx -k Sy 4 22 =12,

Para vepresentar gealicamenoe o coug-
citm vamos & hallar las trazas del plano que
clla representa sobre [os ejes (Fig, 411},

La tragza sobre-el ¢je 0OX s halla ha-
ciemin y =i, =10 en la ecuacidn dada. Ten
dlrennos:

Para y =10, =0, gueda dx =12«

— ik

serepresenta ol pumneo (3, 0, .

La draga sobore el eje 03 se halla hae
gacido v =10, 2 =0 o la ecuacion dada. Ten- T £ X
ceemios; i k’,'p"‘l_.-f"'-
|"-"‘____.-""-
Para: x =i, 2= guctlas v =12 v =4, /I/"
Seorepresenta el punto 00, 4 0 k. (040
S k 3
La traza sohre el eje ©F s halla ha-
clenede v =101, y =0 e la o ecuacion dada. Tens
HENRTIESTS l FIGURA &4
Mt g =), ate=d) queda Fe=12" 2= 6.
Seorepresent el puntao {0 0, 6)-
Unicnde entie s los tres puntos que hemas hallade, olienemas un LETT
guc gy da . represtntocion  grifica. dela ecuacion dx + 8y + 97 = 1%
2) Representar gribicamente dx + 5y +8z =3 {Figura 63},
Tamemons:
i
[arit
Y=, z=1 x =2~|"-'— a0 Punta o, 0, ik

B .24

Para

T )
| i — -
-:-'_'.15""-- X
.'{_ ,ﬁ_]::@'- s
(0, 1
Y
FauRA 6

N=1il, »=0, 1:?

=l =l ye 2o do Punto (008 05

-y &
== Punio (0, 1), r-'I}

Ussiende estos puantos entre si queda
lI-.I_-'-'_I-:lLI imn gaineg sque: 5 L ||_lr'|rr_"\.1l'|'|.|i||'i1:|“
grifica de In ecoucidn dx-Gy4Rr=iN).
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@ EJERCICIO 190
Fepresentar graficamente 1as couaciones;

L. 3= Gp-22=h.
3 Bxdy+4de=4,

4, dx+iy+de=18
4, 1hx--Gy-he=al.
b, 2x4pelaz=6,

G, 16x+ 10y -+ Ge=H).
7 ldx+10y+52=35.
5 SxHpHa=10.

B, dx4-2y+3z=18,

10, 1ax-F20p-H2d=150

315) PLANG QUE PASA POR UM PUNTO
" Si un plane pasa por un punto del espacio, las coordenadas de ese pun-

to satisfacen la ccuacion del plano,  Asi, para saber sioel plano 2x +y 4+ 2
=13 pasa por ¢l punto (1, 2 3}, hacemos x=1, ¥y =2, z=3 en la ecuaciton
del plano y tendremos: 31+ 2433 =13, o sea, 13=13; luego, el plano
pasa por ¢l punto {1, 2, 8, o de otro modo, ¢l punte pertencee al plano.

.
@_'I'E' SIGHIFICACION GRAFICA DE LA SOLUCICHM DE UM
= SISTEMA DE TRES ECUACIONES COM TRES INCOGHITAS

[ x4+ y+ 2=12

Sea el sistema @ 3x — w4+ 3x=17
| B+ 2y — Bz =—8.

Hesolvidndaole s ]_mII:_-.
=8 =4 z2=0

Esta solucion vepresenta un puneo del espacio, el punio (34,55 Aho
ra bien: x =%, y=4, :=5 satisfacen las tres ecoaciones del sistema; luego,

el punto {3,4,5) pertenece & los tres planes que representan las ecuaciones
dadas; Juego, ¢l punto (345 es un punto por el que pasan los & planos,

e] punto comin a los & planos.

@_11\'1 RESOLUCION Y REPRESEMTACIOM GRAFICA DE UH
=" SISTEMA DE TRES ECUACIOMES CON TRES IMCOGMITAS

Resolver prificunente un sistema de tres ecuaciones con (res incogni
tas s hallar ¢l punto del espacio por el que pasan los tres planos.

Para ello, dados los conocimientos que posee el alumnoe, el procedi-

miento a seguir es ¢l siguiente:

1} Se representan graficamente los wes planos que representan las

tres ecwacienes del sistema, hallando sus tracas.

REFRISEMTACION SRAFICA L] 353

2y Se traza la interseccion de dos cualesquiera de eflos, que serd uni
linea recta. 3 Se wraza lp interseccion del tercer plano con cualgquiera de

lis anteriores, que serd oira linea recta, 4} Se buscax ¢l punto clonde se
cortan las dos rectas (intersecciones) halladas y ese serd el punto comin i
lies Lies ]J'[i'll'l'l:hﬂ-. s coordemsdas de esie purilo som L solucion del sistemar,

7.
Ejemplo ;
LA
i,
] I b
Fesolver groficoments I
ol sistema [ R
. |y 1 B
J?“ +2F+ =13 I| II[ "'.
| e :-""I gt | |I|I I";H'\ 'l._
| I+ Ty + 52 = 30, i W\
i S
(BT
I'E[ e T L ":'-x
o e
! LA R e S
A i E e T
I. I.'II _r" = _-__.-"'-
flid 3
i e
; .-'"ECF-
I.I 'I.
[
_."_.-"
i
a1 |
¥/
I FIGURA Ad

Apliquemas ol procedimiento antericr | Fig. 86,
Representemas 2o - 2v 4+ 7 =12,

Fara =, 7=1, P=a
=1+ g FED
=14

= =g
El plano que representd eslo ecuacian s ol plono ARG,
Roprpaenlamos x4 v 4 7 = §,

Porgy =, ,=p x=48
2R p=g MES
g == ye=q =4

El plone que represonta csfo oouocidn o5 el plono DEF,
Roprosemamos 3a -+ 2y + Sz = 30,
Paray =10, s=p =10

x=ly  ymp, ¥=1

=1} y=(1 2=

La

Bl plano que ropresenta esta ecuacicn s el plane GHI,
Trozamos ko inlarseccion del plano A8C can el plane BEF que e lo Hsea recta M,

lrozamos o inferseccion dol plano DEF con el plono GHI qee os o linga rocta B0,
Ambas infersecciones so corlan en el punto Pr el punto P porfenece o los 3 plonos,
Los coordanadas de P gue on lo figuro soove que son x=3, vy =2, £=4 son lo

talucidn del sishomen.
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Resalver v reprosentar grificomente los sistenses:

x4+2y+z=k D2t Jz= 20 Ax+Ay+He=i5
1 4 2w42y4a=g. 1, PetBRe=00 5 | Bwilpedemn
dx+dy+hz=24, dx+dp-22=24, 2e4y+:=13.

dx--2y-bz=H

dw by Re=0n
Lx+Iy+dz=14

#x+3y+z=14.

Eyfe=5 ] B+ By 2= dx--lytaz=42
2. 4 é

@ RESOLUCIDN DE UM SISTEMA DE 4 ECUACIOMES
COM 4 IMCOGHITAS

Ejemplo I
e s s s e (11
P — 3z = dr =% (2l
TRt Iy—r+ =13 13]
| s— 2y + 2 —du=—1 (4
Combinands (1) » (2] ehiminomos lo & meltiplicenda (1) por 2 ¥ restondo:
D+ Py + 2z = 30
— 2t y—Jzddu=— 9
' Iy = z+du= 11 (5}

Resaolver ol sislemno

Combinandn (1] v {3} eliminomss lo x mulliplicands 11} por 3 ¢ restarde:

x4ty 43zt Ju= 3D
—@x—2+ z—Su=—13
y+dr—du= IF (&)
Combinande 1T ¢ (4] eliminomos o x, restapdo

ek oy oz w=10
—r+ 3 —2rtdu= 13

dy— z-Sue=13 (7

Eevniende los ecuaciones (5), (6) v 471 gue hemos chlenide tenemos wn sis-

terne de 3 ecuacionss con dres incognidos;

By = 2 =1 (5
ytdz—Ju=17 (&l
dr— z+5u=13% (7

Vamoes o elimingr lo 2. Combinande 151 ¢ (8}, multiplicamas 151 por 4 p su-

FICHTIS;
T2y — dz + 2du =M
ythdr— 2u=17

13y  +22u=6l i8)

Combinands {51 y (T} eliminomos 1o z restkéndolas
—z4da= 1

-y + u=— 2 19}

dx-tdy-tdz =14
2x+dy+2r=00.

[
ECUACITHES SIMULTANTAS COM CUATRS IMCOGHITAS @ 355

Founigndo (&) « (9 fenemos un sistema de 2 ccoacones con 2 ancdgnilas
7 13+ Fu= 6l (B
g gy 19}
Resolvermes esle sistomad, Multiplicondo (9) por 13 ¥ sumando:

Ty - 22w = &1
— 13+ 1du= =24

W= 15
u=1.

Ahora, sustitvimes U= 1 en una ecuazitn de dos incdgnitos, per semplo on (3
¥ lesamas;
—y+1=—12
y=Ea
Sustifuirmas v = 1, :||l=a onouna ecuacicn de iros in:ﬁgrli.lu:. oor 'Ei;'l."’l'ﬂlplﬂ =] 15' ¥
FEITIS
(3 —z4al1)=11
g—z4a=11
=4

Ahora, sushifuimos o= 1, y=3, =4 cunlguiero da lns powaciones dodas, 2la2
gjamplo en (1) y tenemos:

w3k 4 1 =10 =
i ¥ =3
HEani x—a
u=1i.
EJERCICIO 192
Besnlvier lis sistemms:
Ay+z-i-n=4 [ cp—z=ei|
i x-gv i —g=—1 E Axdya-Br—u=0
] dxtdye2etu=—>6 Sx—y—idr-phu=r1
Ak gk —ie=—T. xSy i+ Bn==1
Fadybaru=10 X4 Pptr=—iq
g )Ry —dakdn=l g. | 2x+dyddz=—1
T a2y rie—u=2 gxbydebu=t
4 Fp—ilzep =21, % -y a-tu=.
i—prkdu=—4 Hady=--3
q. | Baty—dz—Bu=7 g, ) xyptu==3
- Ay —zy= dr—dy=u==1
l xdytir—au=1% dx iyt =11.
Do iy a4 1i={) Hy = iﬁ:-—le=2l
4 ) ey = fretn=—10 g H]:—E‘.‘—::J.'-—.’i
Y vty =it e=—4 dyp=tu=D3
[ rdaw kg =y =i g—bypan=l
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PROBLEMAS QUE SE RESHELVEN POR ECUACIONES
SIMULTANEAS

319\ La diferencia de dos nimeros es 14, y — de su suma es 13, Hallar
log mmeros.

Sean x = ¢l nimero mayor.
y=¢l nimero menor.
De acuerdo con las condicioncs del problema, tenemos el sistema:
[g=p=14 (1]

.I_t +:|-I
=B @
Quitande denominadores y - | x—y=1
LRI HI T4 (TH | ®ky=a2
B =66
x=33
Sustituyendo x =33 en (1)
43 —y=14
y=18

Los nimeros buscados son 3% y 19, R,

56

PEAHLEMAS SOTRE ECUACIDHNES ELMULTAMIAS

® 357
- EIERCICIO 193

1. La diferencia e des ndmercs es 40 v % de swosuma es 11 EBlallar los
NALITETOs,

2. La suma de dos pimeros cs 190 y % de su dilerencia es 20 Hallar Jis
LTS TDS,

3 Lasuma de dos nimeros es 1524 y su diferencia 101, Hallar los nomcios,

4, Un cuarte de la suma de dos nimeros s 45 ¥ un tercio de su dilecencia
s k. Hallur los numseros,

o il ol s
B, Los & de lx suma e dos sdmeros son 74 ¥ los = de sudiferenci B
3 T -1

Hallar los mdmeros,

6 Los % e bn osuma e dos pdmeros exceden en G o 39y los % e
deferenciz son 1 menos que 26, Hallar los mimeros,

=
[l

: : . a i L5

Un tercio de la dilerenciz de dos avmeros es 11 ¥ los = del maym
: B ;

equivalen a los — del menor. Ballo los ndmeros,

& Dividir &) en dos pares tales gue los %m: I parie mayor cguivalpn

|
a los = de Ia menor.

=0
b

Hallar dos piomeros tales gque 5 veces el mayor exceda a ;— del menon
ciy 942 v § veces ol menor exceda a % del mayar en G
320/ 6 lbs. de café v b lbs, de amicar costavon 5227, v 5 lhs, de café y 4 1hs

de azicar {a los mismos precios) costaron 51,88, Hallar ¢l precio de
una libra de calé ¥ nm e mmicar.

Sea .\‘“prEc:u:r de 1 libra de café en cis,
4= precio de 1 libra de azicar en cts,

51 wna libeea e eald cuwesta %, & Ths, costarin Gx; 51 nma

: B0y = 28T,
libh. de anicar cuesea g, § 1bs. de axdear costarin Sy, ¥ como el RS
importe de csta compri fue 3287 & 227 o5, tendremos:

A Ibs, de café cuestan bx, v 4 de ardcar, dy, y como el bx + 4y = 18§,

imporie de esta compra fue de §1.88 & 183 cts, tendremos: .
Fennicndo las ecuaciones (1) y (2), tenemos el sistemna;
| bx+ay=227. (1)
| Gepdy=183. (D)
Multiplicando (1) por § | Bx+2p= 1135
y (2) por & y restando; | =30z —2y=—1138
e
Sustitivendo Yy =T en (1) s tiene' x =32,
Lina libika deéald costd 52 eis, ¥ una bibra de oodear, 7o R

(4
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- EJERCICIO 191

1. 5 wujes y i sombroos cuestan G 1s0 sobes, ¥ Fodnges v 0 soambeeros GO,
Flallar .L] provig e un e ape oy e o sombcero,

EoLn hieoendade comprea f vatis ¥ 3 Vol por Sald v oswks Garde, g ligs
EILLETTIANS  [MPLCIS, LU 5 vicas ¥ b citlstlios o -‘!-‘5]‘21 Hallar ¢l comio
e wma v oy ohe we o caballo.

B Enoun cive, T0oentmdlas e wdoive oy 8ode nilo cacsten 3ol v §E ade
nina v 15 de adolue 55280 Hullar of precio: de ane ek de ning y o
e ekl

Ao mioa §ovedds ol oy ol dosndmecos seoanade Toseces 2l e, L
st es G, y 51 oa 0 veres of menor seovesta el caidvuplo. del mayor, Ta
ahitcrencin e s Hallar los oo os,

i E =

B Los = o bl oe A aomentndos e los e ale byl be B suman 15

i ! i 1 u ' 1 [
wiee, v s = odle Lioclad de o dismimmigos en low = e laode 8 cquiva-
lonr oo e Dladlar sndies - eelacdes.

1

S B IR O COR PR SR RS P I SRS CI R | RPTIETESS I U T T L —I e la
weloed che A oes 55 anes s gque L oedaed de A0 Falkar ambas edacdes.

To Licbidocle A execile en 18 avies o boode Bl digpleodde Taoedial ae 58
eanvede en o anos o laocdad dle L Bl smBaaes edaedes.

o, et . = '

B, %1 - e laowgied ole Ao aomeni oen fos T e Laode HL el vesuluelo sevis

e 9 * 5
A7 afos, ¥ = e Baootlad de B egquivalen a — de la edad de o Hallao

- ]
b ealzdes,

@_ S los tlm- térmitees de wna raccidn seoanade 3, ¢l valor de e (e
citn s —-, ¥ si @ los dos términes se resa 1, el valor de la fraccion
1
5 . Hallae v fracciomn,

G4kl x =l nuameracdon
= el denominadon

: x e
Entonces = | lraccise.

¥
— ' . i i ' Etil '
Afadiendo 3} a cada términe, la fraccion se convieric en =5,y segin
Lis condiciomes del problemn of valor de esta Inwcion es L2 loego:

L o R O
= VE}
T8 it
Hestamedo 10 o cola wdrmving, Ly fraceion se coimvieroe on ’:— ¥ aEin
Lis concdiciones, ¢ valor de esta fravcion es L Lo
*x=1 1
e 2, (23
-1 &

PROBLEMAS SOBRE ECUACIOHE: SiMuLTaMeas @ 350

i S
Reuniendo las ecuacio- 7 +3 2
nes (1) y (@), tcnemos el
sislema: a1
L y=17 %
Qustasidy Aespsitiaonmig. S 200
Juitat il T T VA
Transponiendo 5 Iy —p==—3
¥ reduciendo: | 3x—y= 2 (@
andos ] — 2=
Restando: i Sk

]
i

0.

=3

Sustivivendo Ia- =2
x=0 o (@3 y=13.

s T
Luego, la fraccion es . R

EJERCICIO 195

51 2 los dos términos de wne fraccion se afade 1, el valor de Lo lrsccidn
5 i, y &i a los dos términos se resta 1, el valor de lo fraccidn es
Flalbar L fraceiom, |

A a Ios dos whrmines de voa fraccidn seoresta 3, el wvalor de o fraceidn
L5 —. ¥ si los dos términos seaumentan en 5, ¢l valor de o fraccidn e :
'II.:]'|.|| I Craceidie,

i al vvmerador e owoa fracoidn se anade 5, el valore e la fepccidn oy 3
v sl gl numerador se vesta 2, ol valor de la fraccidn es 10 Hallar B fraccion,
a1 ol mumerador de vuna fraceidn s auwmenta cn 86 ol valor de la liac
cidn es 0 yos el depomanador se disionye en 4, el valor es 1. Hallar
la lraccidn.

Advadiendo 5 al numersdor de una fraceidn y orestande 2 al denominadern,
In Iraccidn se convierie en % pero si e resta § al numerador y se adiode
2 al denominador, la fraccidn cquivale a %. Hallar la fraccidn.
Multiplicendo por 3 el numerador de wna fraccion ¥ adukiendo 12 al
ilenpminador, ¢ valor de la fraccidn os %, v sl ¢l mumerador e awmenii
e 7 ¥ se triplica el denominador, el valor de la fraccion es -3 Fladlir
la [raecidmn, 1

Aol nomierador e una [raccion se aumenta en %. el valor de In [rnceidn

+ d e i : i
es =, vsioel numerador se disminuye en = el valor de la fraceidn es =~
Hallar o [raceidan.



G0 @ ALGERA
o
322) Dos nuimeros estin en la relacion de 3 a 4. 51 ¢l menor =e aument:
~ en 2 v el mayor se disminuye en 9, Ia relacién es de 4 2 3. Hallar los
LT E TS,

Sea x = el nimero menor

y=e¢l nimero mayor,

La velacion de dos ndmerms es el cociente de dividic une

por el otra. Segin las condiciones, x e ¥ estin en la relacion

e 3 a 4 luegn, sar=t et o (o =

Si el menor se aumenta en 2, quedari x +2; siocl x+32

4
mayar se disminuye en #, gquedard ¢ —9; la relacidn de PSR

estos meros, sepin bas condiciones, es de 4 a 3; luega,

Reuniendo (1) y (23, Pl

eitenms ol sistomas R |

X .‘.I.|

Resolviende el sistema se balla x =18, 5 = 24; estos son los nimeros
buscados. W,

- EIERCICIO 196

1. Dos miimcros estin en ln relacion de § 4 6. S ¢l menor se aementa en
dx el mayor se disminuye en G, I relacion es de % a8 Hallar los nimeros,

i- La relacidm e dos nomeros ox de 2 a 3. 8i el mesor se gumenta en 8
voel mavor en T, beovelaciom es de 3 oa 40 Hallar los noimernos,

g Do ndmeros son entre s come §oes 0 1L 50 oel maver s aumenis ern 20
y ¢l menor se o dismanuye en 15 el menor send al mayor como §oes a 7.
Hallar lns nimeras.

4. Las edades de A vy B escin en I relucién de 5 a 7. Dentro de 9 afios
la relacidn entee T edad de A y la de B seri de 8 a 11, Hallar Las edades
actiales

B Las edades e A y M oestan en la velacidn de 4 oa 50 Haee 5 anes Ia rela-
cidir ern ede § o 9 Hallar las edades actaales,

G La edsd sictual de A guarda con la edad acwal de B ola relacidn de
2 3 51 edad gue A owenia hace o afios se divide por 1aoedad que
temedih JF dlemtro de 4 ahos, el cociente es 3. Hallar las edades acouales.

7. Cwando clpiczan a jugar A4 v B, la relacion de lo gue. tiene A y lo
ue tiene 8 oes de 10 b5 Despuds que A le ha ganade 10 Bolivares a &,
b relacidn eniee o que tieae Foy lo queé bel guedy o o ade 12 0 110
Aon awinte empesd o jugar cada uno?

B Ames ohe wna batwlla, Las Doerras e dog epireilos estaban en In sebacion
de T oa 0. El ejéreita menor pecdics LHOMNG ombres en Iao batalla y- ol
muryor 2500 hombres, 5i 1 relacion abora es de 11 2 13, Jotiistos T
Bres penin cudn ejbreieo amtes e In Laisliay

PROBLEMAS SOHRE ECLACIOMES SIMULTAMEAS i ﬂE]

323 Si el mayor de dos mimeros se divide por ¢l menor, el cociente e5 2
¥ el residuo 8, v 5 3 veces el menor se divide por el mayor, ¢l cocien-
e es 1 v el residoo 14, Hallar los nidmeros.

Sei ==el nlmere mayor
¥= el nimers menor,
Septin Lss condiciones, al dividir x enwre ¥ el cocien- K= i)
b s 2w ool vesidun 8 pero sl residuo se e resta al TR
dividendo x, quedard x — %y entonces la divisidn entre
es exicta; loego: b i
Davidiende Gy entre x, segan las condiciones. ¢l dy =14
covienie vs 1 v el residuo 14, pera vestando 14 del di- *_. -=1.. @)
videnda I division sevi cxacing liegn e
— 1
[ 2t
Fortniendo (1) LR ._I ¥
teneimos ol sistena: 1 Gy —14
o =
R -

i e T Sy
Quitando denominadores: § 5 55 =4 ()
[ #y—H=-x

R Sy =

Transponiendo: [ —x+8y=14

¥ =24
Sustituyendn y =123 en {3) se obtiene & — 0= 45 luegn, x =55
Los mimeros buscados son 55 y @5 B

B- EIERCICIO 197

1. & el mayor e dos ndmeros se divide Por el mendr, el coclente o5 2y
el residue §, v 51 5 veces o menoy se divide [or el amavor, el caciente g
2y el residue 17, Hallae los nomeros.

2. 50 el mayor de dos piimeros se divide por el menor, ¢l cocicmte o
b 1 veces el mencr se divide Por el mayor, el cociente s 3 v ol rese
duc 19. Hallar los nimeros.

d. & el duple del mayor de dos nimeros s divide po el wriplo del menor,
el cociente gs 1 v el posidun 3, voul B ovores el omenor s divide o el
mayor, el cociene o3 5 v el resiclua 10 Flallae los ot cos,

4. Lo oedad de A oexcede oo 22 ados 3 la edadd o Bovosi laedad gle A ose
davicle entre el pripler ode Iaode B, el coclenie es | ook residun 120 Hullag
wimbes colimcdos,

B, B wveces el pmchoc il i sali excede onodomeoa e losmgivudl ele o sk,
¥ sl b Jongioed aumeptida en 3omose divide enwe el ancho, el coclenie
ey el oresicuo W0 Hallar by dimensiones de T sal.
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La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un
nimern es 16, v si al nimero se resta 9, Ias cifras se invierten.  Ila-
Har el mimero.

Sea x=la cifra de las decenas.
¥ =la cifra de las unidades.

Seonin las condiciones:

x+¥=13 (1)
El miamero se obticne multiplicando por 10 Ia cifra de las decenas y
sumindele la cilva de las unidades: luego, el nidmero serd 10x + 3.

Sciptin las condiciones, restando 9 de 10x4 3y =9=10y + x.
espe pmmers, las cifvas se invierten, Juego, -
Remnicndo (1 v (&), | x4 y=14
renemas el sistemas { 10x+y—8=1r+x
Trandponiendo | x+ p=13
v reduciendo: | dx —by= 4,

Dividicndo la 2z. ccuacion | x+y=15

por ¥ v sumando: | x—y= 1
2x =1k
S B

Sustituyendo x =48 en (1) se tiene B+ y= 15 py=1.
Fl nimero buscado es 87, K.

- EJERCICIO 198

L. La suma de fa cifra de las decenas ¥ 1o ciba de las unidades de un nidmero
es 19, v 5i al niimero se resta 15, las cilfras se invierten. Hallar el nimero.

% La sumna de las dos cileas de un nidmers o5 14, ¥ si al nlmere se suma 36,
lus eifeas se inviertem, Dallar el odmero,

3 La suma de la cifra de las decenas ¥ la cifra de las unidades de un
ninera g5 13, ¥ si al nimero se le resta 45, las cifras se invierten. Hallay
¢l mlunero.

4. La suma de las dos cilras de un pimero es 11, ¥ si ol nimero se divide
por la suwma de sus cileas, ¢ cociente s T y el residuo . Hallar el
TITEL .

B S un miamera de dos cilvas se disminuye en 17 § csta diferencia se

divide por ln suma e sus cifras, el eoclence o5 5, ¥ 50 el ndmere elesrmi-

miido en 2 se divide por la cifra de las unidades disminuida en 2, el
cociente es 14, Flallar el mdmero.

5t a up mimero de deos cifras se afade B, Lis cifes se invierwen, ¥ s cate

nimers gque tesulta se divide eotre ¥, ol cociente o5 § ¥ el residun 1.

Flallar el ndmerno,

7. Lu suma de las dos cifras de un mimero ci 9. 51 fa cifra de las decenas

s pumenta en | la gifen de lns unidades se disminuye en 1, las cifrns
se anvierten, Hallar el ndmiéro,

FROBLEMAS SOBRE ECUACIONES SIMULTAMCAS @& 361

@Sc ticnen 120 en 33 billetes de a $5 v de a 32, Cudntos billetes son
ile 55 ¥ cicindos e 529
Boa x=el numero de billeres de §2
y=el nimero de bitletes de 55
Sesdine las condiciones: x£p=a% . (1]
Con x billetes de 52 se tienen 82x y con g billetes de 55
se tienen S8y, y comao la cantidad wial es 5120, wendremos:

Boumiendo (1) v (2) enemns ¢l .-u'.~i|c'111:1%L

p= 30
Ex +oy= 1alk

Resolviende se encuentra x =13, ¥ =18; luego, hay 15 billetes de 52
¥ 15 billetes de 56, R

- EJERCICIO 129

1o S b SILE0 en 7B mmonaslas ale oo ®ioees, voale 10 ots, cCimingas mo
nechis g0l ale e oess v emnims e 200 sy

Ll Dondery Giene 5404 e BT avomecilas ale a0 55 v ale o 54, Chsinas anaogic
s sonale 550y cwmindas e 542

3. Eooun e lus T pesosses e adulbms yonigos, Cada aadules poin
ety citla nifio 15 s por suoeptcacks, Lo recaudacidon s e 5150
Aluanros cululeos v cnanos minos hay cioel ecine?

. Y i i'l'.'l:l:'l"'“.'ll 5'||||'|'||:'|Ii|'\I |.|‘|' 20y oy, ¥ d(' S L0E CRebg A AL, 'i.I-"lld“‘ LLEET
menela o Gieda oeas S0 L et cepactida s S5, sowdinlas personis
recibicron manctos e 20 ocs v owinees e N cEr

] B opren 5410 en 257 billewes e a5 oy ale o 52, cCuwiabos Dilletes son
tle w31 ¥ cwanios de 529

B G 170 edomes compee 34 libeos de oo 8w dde a 7 ocolones, Q0w o
librrs compad de cada precio?

T. Un coimercionte enipled G7U0 sUcres en oomal rajes & 575 Sucres ¥ M
Breros w brom b s alel pmero e teajes v ocb nomero de smbineios
U comprn oes B fOminios Laes comprd ¥ cudnios sombrerosy

|I32€I' S0 A le ddw o B 32 ambos tendein jgeal soma, v si B le odaa A S5,
ST A endsd el riple de lo que e queda a B pJCwinto tiene cada uno?
T xo=losquelisne, 1

v o o tiene 4.

S bedaop B3 A s ol con 3y — 2

; ; S T el
v fewendrd Sv-42) v osemin las condiciones it
wimbsos tienen cotonces ol soms boepo, " T
S0 beodda o A 500 B se guedl oo Sl — 0 v
% 2o o) : . | Ak . 1-¥ a.-_+i’.=~'r-[:|?-'h'-:l.
bemelin Sy =1y ALTHn Fos condiciones cotomees o
tiene el ariploode Joogue le guoeda o 8 Toepo, o

| x—2 =yt

Benmiende (10 v (2, tesemos ol sistema 4 i ik
’ {32 =lp—

Kesolviendo! este sistemin se hallpoo= 10y =67 boego, A fiee SH Y
i nene 35, R,

P LT L

(

i
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Hace B aios la edad de A era triple que la de B, y dentro de & afios
la edad de B scra los I—rl de la de A, Halliar las edades actuales,
Sea 2 = edad actual de A

y=edad actual de B.

Hace & afios A tenia x —8 afios v

x—B=ap—8. i)

tenia y— & afios; sepun a3 condiciones:

B tendrd +4 afios y segan las condiciones; —

10,

Dentro de 4 afios, A tendrd %+ 4 afios ¥ » )
x—H=0{y =&

Reuniendo (1) y {2), tenemos ¢l sistema: | }*1-4='ﬁ(r¢+-‘=}-
Resolviendo el sistema se halla x =32, y =16

A tiene 52 afios. y B, 16 afivs.  R.

EJERCICIO 200

Gi oA le daoa B 51, ambos tienen lo misoo, ¥ s 8 le da u "‘n $1, A tendri
el triple de lo gue le quede a B, Alwinte Ueng cadin o

i i le dan A 2 sales, ambos ticnen lo masmo, y siod le da a B 2 soles,
B tiene el doble de lo que le queda o Ao gLaanto tiene el wnot

S0 Pedio le da a Juan $3, ambos tenen igual swma, pero si juan le da
a Pedroe 53, désue ‘Lene 4 veoes Lo P b oqued o Juan. Cwinta tiene
cada una? .
Hace 10 afos la cdad de A era doble gue Ly de B; dentro de 10 anos
la cdad de 8 serh Loz % dela de Ao Hallar s edades actuales.

Hace 6 afios Ja edad de d era doble gue 1o de & demiro de G oanos sera
los 2 dde b edad de . Hallar las edades actuales.

La edad de 4 hace 5 afos ema los & de la de 8 dentro de 10 afios la
ecdagl e B serd los —: e L e 4. Hallar las cdades actwales.

L eddind actual de un hombre es los % e fa cdad de suesposi, v odentro
de 4 afos la edad de su esposa serd los % e I suya. Flallar las edades
actuales.

A v #oempiven a jugar, §i A4 pierde 25 lempiras, # endrd igual suma
que A, v s B oplerde 35 lempiras, e gue le quoeda es los % de lo que
tendrd entonces. A, Mon cudng empesd o jogar cida uno?

s - = : I .
- Un padre le dice a su Bijo: Hace 5 atos il edad era — de o min: dentro

e 0 oafes serd los T Hallar armabas cdades actuales,

Pedro le dice a Juan: Si me das 15 cs tended 5 veees [o que o, y Juan
le dice a Pedreo: S5 odo mee das 200 ces tended 3 oveoes o e T e TR T
tiene ciacla wnor

FROBLEMAS SOERE ECUACHONTS SIMULTAMEAS @ 365

11. A le dice a #: Dame ln mitad de lo que tiencs, ¥ 60 cts. mds, ¥ tendré
4 veces lo que wd, ¥ B le contesta; Dame BD cts, v tended 5510 mads que
th, JRunto ticne cads uno?

12, Flace G aiios la edad de Enrigue era los % de la edad de su hermana,

y demtro de B afios, cuitro veres la edad ode Enrique serd § oveces la
ciad de su bermana. Hallar las cdades actuales,

Un bote gque navega por un rio recorre 16 kildmetros en I% horas
a favor de la corviente y 12 kildmetras en 2 horas contra la corviente,
Hallar Ia velocidad del hote en agua ranguila v la velocidad del rio.

Sea x=la velocidad, en Km por hora, del bote
en agua ranguila.
y=la velocidad, on K por hora, el rio.

Entonces x4y =velocidad del bote a Givar de la corviente,

x—y=velocidad del bote conra la corrience.
El viempo es jgoal al espacio partido por la velo-
cidad; luego, ¢l tiempo empleado en recorrer los 15 1 1)
15 Km a Favor de la corriente, 13 horas, es igual al :.:+j,|” g
AN vecorrido, 15 Km, dividido entee Lo velocidad
el bote, x + ¥, o sea: : 3

e

El tiempo empleads en recorrer los 12 Km coneren 19
it b = =)
a corriente, 2 horas, es igual al espacio recorrido, x—y
12 km, dividido entre la velocidad del Loe, x—¥, a0
o

Reuniendo (1) y (2), tenemos ¢l sistema:

Sl
Resolviendo se halla = =8, y=2; luego, la velocidad del bote en agua
trandueila es 8 Km por hora, ¥ la velocidad del rio, 2 Km por hora, R,

- EJERCICIO 201

. Uwp hombre rema vio abajo 10 Kmoen ung bora v orio arriba 4 Km oen
una hina, Hallar fa velocidad del bote en agua wnguila y Ia velocidid
del rio,

Una tripulacidn rema #28 Kim oen 14 howas ric i|hq|j|::| v o2 Km on 4 horis

rio arriba, Hallar In velocidad del bote en agua eranguila v la velocida
el rie,

1 Un bote emplea & horas en recorrer 20 Km, rlo abajo v en regresir,
En recorrer 30 Kmo rio abajo cimplea el mismo tiempo que e recormes

2 km rio arrils, Hollar @l elempe :'rrlr:tcm_ln en ir v oel emplendo g
vislvier,



356 @  ALGEBRA

4, U tripulacidn emplea 23 horis i Fecorror 40 K rioc abiga v I) !-:1-33:-;.
e el remresos Hallar Ly velocidiul del hote:en agtii tranguiln v b ve
Y STE

cickued del rio. N

a 17 [ ;,'Ii'l o oW ‘.||'I

. Uaa wipolacion emplea 6 horad cn pecoire 1 kan upl 1 ]“:_P o
. popresar. Lo remar 1 Km rio arriba emplea cl mmamo tefitpo Gic

i T awy i ' e,
conur @ K rio abajo. Huollar el tigmpo cinpleado e ey e ".l'.l-|.l.
i a K rin arriba,

s ] por 53 K vin abago v o]
_ Un hote emplen 5 horas cn recorrer 3§ Lxiger 3 i i
S Frn remuy .|t K rig abajo €] borero emplea el mismn UCHIPRD qjue -5_]11

1%:11:..: 1 K viooarriba Flallar laovelocidad del bt e agud trancguka

y L et Tio.

Iﬁ;‘;" o suma de tres nimeros &5 160, Un cuarto de L st dlel mayor v

¢l mediano uiuiwIL al menor disminuido en 830, ¥ 518 3 e Ia dife

rencia entre el mayor v el menor se suma el nomero del medio. ¢l resul-

taddo es 57, Hallar los nimeros.

S = N e
¥ IINETo lid medin
= IR TN,
s+ p4 2= 1
KLy Xt a 4
Segun las comdiciones el ] I = 5w )
problema, tencmos el osisteimi
H=1 L
ot i AL
4

i

i i 12 =, = A : ik 11-
2 osalvictdn of sistema se halla x =62, y=0, z=+45 quc son I

La sumr e ocibra
de la cifva de Las
allar «l

mmeros Dugeackns, K

@ La suma de las tres cifras de un numere s lﬁ,_
de Tas centenas v la cilva de s decemas es el riplo

unidades, v si al nimero se le vesta 99, Ias cilras se invierien.

LTI RR
Sei v=la cilra e las. centcnas

p=ln cifra de las decenas

r=la cilra de las unidades,

Seann las conciciones, ba svmia de das rres cifras es 160 Toego:

X4aydz=10
1 s de b cif de las centenas x con L eilra de fas
decenas vy os el wiplo de la cifea de Lug omidades =2 luego,

o e=01

Fl mimere seri 10 + 1y -z 5

100% 10y 2 =10 = 1004 10y -+ X,
restambg 90 al ndmern, las o ilyals 8¢

.Irh

pviorieins loego, —

tencemos o sistema:

sl e 574,

{3

(

@ 36

PROBLEMAS LOHRE ECUMSIOMES SIMULTAHEAS

’ i +5+z=14
Reuniende (1), (2) ¢ 13, | it
¥ a3k | Xp=3
| 100x + 10y + 5 — 99 = 1002+ Juy o x.
Resolviendo el sistema se Iiml]u x=0, y=T,2=d; luego, el nimero

R.

EJERCICIO 202

Lo suma de tres odmeeros es 37 El menor disminuide en | -q_'qu:i\-'nl_r_- L
i

de la suma del mayor y el mediane; la diferencia enre el mediano ¥
el menor equiviele ] sy disminoido en 13, Flalkar los nlmeros.

G kilos e awdcar, 3 de calé v 4 de rijoles cuestan $1.18; 4 de azdear,
a de eafé y 3 de frijoles cucstan §$1.45: 2 de axbcar, 1 de calé v 2 de
frigeodes oo 3 cs Hallar el precio de un kilo de cads mercancii.
Lo sima de las res cilees obe um mdmere es 150 Lo suma de b colen e
Lan contemas con la eifra de 1as decenas es tos 2 de la cilra de las unidades,
yosioal miern se leovesti 9%, las cileas se invierten, Hallar el sdmero,
Sioa ln miatad del menor se afade
i el sl v % del mayaor, la suma e 48 y ol mayor excede en |
a e mitaed e Taoswma del micdiane v el menor. Hallae los fomieris

La swma e s tres cifras de un pimero e 6 51 ol ndmero se o divide
o L sumn de l:L_ cilva de las centenas ¥ ola el de Jas decenas, el
covicinte g8 31,y stoal nomero se le afade 198 las cifras se imvienoi,
Flalbery ol piomere.

Lo suima de tres nmeros es 197,

Lav swnna ele fos cres dngulos de un L]'j;‘inuuhp es 130% EI mayor excede
al menom en 357 ¥ el menor exeede en 207 a Ja diferencia gntre el mayor
voul mediane, Hallay las dogulos,

Un hombre tene 110 animales entre vacas, caballos y terncros, — el
5 1 i "
e e wicns s 3 el ot de caballos mis L del nimero de

terneros cquivilens o 15 v I3 suma del pimero de werneros con el de
vy es G cCwineos animales de cada clase vienep

La suma de Jas tees cifras de un mdmers es 10, La swma de la cifra de
las centenas v la cifra de las decenas excede en 4 o4 la cifra de las uni-
dades, ¥ la suma de Ja cifra de las centenas ¥ la cifra de las unidades
excede en 6 oo la clra de las decenas. Hallar ¢l nimern,

Ia sama e fos tes dngulos de un :ri:k:n[i,::l]u ex 1B07. La suma del mayor
v ool mediinn es 1357, v [n suma del mediano v ¢l menor e 110°, Hallur
lews simpulos,

Emcre oA, H

¥OO tienen 140 balivaves. © tiene 1o mitad de lo (ke Hene
P R e B LT

0 mdds que & gCwinto ciene cadi weod

caid e da 21 a @ ambos tienen lo misme; st B wviers 5 1 menos, tendela

fo mismo que €, y st 4 tuviern 35 mds, tendrfa tanto eomo ¢l doble de
bey e trene £, JOwiknie tiene cada uno?

1
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Determinar un nimero entre 300 y 400 sabiendo que la suma de sus
cifras es § y quc leide ol revds es % del nimero primitivo.
Sid le da a B 9 guetsales, ambos ticnen lo mismeo. 5i 8 leda a © 1 guetzal,
ambus tiencn lo misme, 5i 4 tiene los = de lo gue tiene G, qcwinte ticne
cadda uno?
Hallar un mimern mayvor que 400 y menor gque 500 sabiemde que sus
cifris suman 8y que leido al reves €3 E del nimero primitivo.

i i ik ! iene | edad de
§i al doble de la edad de A s sima laedad de B, s obiiene

{'.EI .':I,l_[|_11_'1|l:!lj:t crp 39 afkos, 5ioal cercio de T edad dee & ose suma 5_-] deabsle
de la de €, s obtiene la de d sumentada en 9 afs, v ool terco de la

anma de las edmles de A y B o5 1 afio menos que la edad de G Hallar
bas edades respectivis,

EJERCICIO 203

MISCELARMES BE PROBLEMAS QUE SE RESUDELVEN POR ECUACIDNES
SIMULTAMEAS )
El perimetro de un coarto rectangular es 18 m, ¥ 4 yEGes el largo egul
vale a & veces el ancho, Hallar las dimensiones el cuarto,

A tiene doble dinero que £ 5 A4 le da a # 12 halboas, wenheos tendrin
o mismn. pudnto cene cada uno?

C8i uma sala tuviera 1 metro mas de largo y 1 m. mis de ancho, el drea

werin 26 m? mds de lo que es ahors, y s taviera 3 m menos e laggo ¥
o mmas de anche, el dres serian 1% m® mayor que ahora. Hallar las
dimensiones de la sala.

. Compré un. carro, wn caballo y sus. arrcos pov o0, Ll careo v o los

arrens costaron 520 mas gque el caballe, ¥ €l caballo ¥ s arreos costaromn
B4y mads que el carro, Gndnte costd el carro, cudnea ¢l caballo ¥ cudnto
low avreosy

Hallar tres naeicros tales que la smma del 19 3 el 29 excede en 18 al
tercern: da suma del 12 v el 39 excede en T8 al sepundo, ¥ la sumi dlel
a0 y gl 3% excede en 102 al 1%

Lo suma de las dos cifras de un nomers o G, ¥ sioal onmero s le resta
A6, las cifras s inviercen. Hallar el nimero,

Ln pdjaro, volands a fovor del wiento recorre 55 _Iim en 1 hora, H- Crt
contre del vicnto 25 Em en 1 hora. Hallar Ja velocidad en Km por hor
del pdjaro en aire tranguile y del viento. _ i
Un hombre comprd cierto ndmero d"". libros, 5 F_mlumrﬂ comprads &
libros weis por el mismo dinero, cada libro le habria costidn. §2 menos,
v 4i hubicra comprado § libros menos par ¢l masma ihnr‘.‘ruu t:lﬂﬂ I]lbrﬂ_
e habria costade 34 mis. Cudntos libros comprd ¥ cuinto pago por
caddie uno?

5 kilos e calé y 6 de 1 cucstan 54500 D kilos de té y B de calé cucstan
56,46, Cudnto cuesta un kilo de café y cuwinto un kile de ofd

Un comcrciante empled $1010 en comprar 50 trajes de a $40 ¥ de a 536,
Cudnios trajes e el precio COIMPEGT
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PECOBLEMAS SOBRE ECUAGITNES SIMUETAHEAS

Sical numerador de una Iraccidn se resta 1, el valor de la D@ecidn ﬁ.%,

¥ si al denominador se resta 3, el valor de la [raceidn - es ;- Eladlar la
fracociom,

Dos bodsas cienen 200 soles: 5ide la bolsa que tene mds dinero seosacin
15 soles ¥ se ponen’ en la otra, ambas tendeian lo misme, omlnto tene
el haolsay

Compré un caballe, un coche y un perro. El perro me oostd $20, El
calallo ¥y el perro costaron el wiplo que el mtﬁ::; el perro v el coclie

Im% de lo que costd ¢l caballo. Hallar ¢l precio del caballo y del coche.

Un pimero de des cifras equivale a § veces la suma de sus cifras, y o
al mrnera se e resta 8, las cifras ose invierten. Hallar el nidmess,
Cierte ntimers de personas alguild un dmnibiis para una excursidi,
%1 hubieran ide 10 personas mes, cada una habeda papgade 50 bolivares
menos, ¥ osi hubicran ido § personas menos, cada una habrian pagudo
B bolivares meis, Cudntas personas iban en la excursidn y |:_:1.1.5.:'|L-|:.|_ E:IIIHIII'
cada una?

Entre A4 v & tienen 1080 sucres, 514 gasta los % de su dinero y % il
suym, ambos temwdoian jgpeal suma, Cwinto tene cada wno?

Ayer pand $10 mds que hoy. 5i lo que gané hoy os los :— de lo gue
pand ayer, cpeuante pand cads diap

Do nimeras estdn en b relacidn de 3 a 5. 51 cada nidmere se disminuye
en 16, L relscidn s de 1 oa 2. [Hallar los ndimeros.

A le dice o fi; S5i me das 4 lempiras tendremos lo mismo, y B le contesia;
S0k ame alas 4 lempices tended % e [o que 10 tengas. (Cudnto thene
canilan wemer

Hace 20 afos la cdad de A cra el doble que [a de B deatro de 300 aios
serd los = de la edad de 8, Hallar las edades actuales,

fna rripulacidn emplea o a5 e 11 K i i -
Una weipulac emplea 5 horas en remar 16 Ko vio abajooy en i
gresar. En remar 2 Km rio arriba emplea el mismo tiempo que en remas

4 Km, rio abajo, Hallar I svelocidad del bote en agua anguila y I
velocidad del ric.

1[' ln edad de A cxcede en 2 afios a TJ de la edad de I, v el doble de

la edad de I equivale a la edad gue tenia 4 hace 15 afios. Hallar las
edades actuales.

En 5 horas A camina ¢ Km mds que B en 4 horas, ¥ A4 en 7 horas caming
2 Km mds que B en § horas. (Cuwdntos Km amda cada uno en cada
hara?

La dilerencia cotre ta cifra de las onidades v lo cifra de las decenas de
up nomero es b v ostoel ndmers se osuma con el ndmero que resulo de
ivertir sus cifras, Inosuma es 66 Hallar cl nimero,

El perimeire de un rectdnguido es 58 m. 5 el largo se aumenta en 2 om
y ¢l ancho se disminuye en 2 m, el drea se disminuye en 46 m?. Hallar
Ins dimensiones del rectingulo.

El perimetro de una sla rectangular es 56 m. 51 el largo: se disminuye
en ¥ m y el ancho se aumenia en 2 m, o sala se hace coadrada, Hallog
las dimensiones de L sila
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£STHDIC ELEMENTAL DE LA TEORIA COORDINATORIA

LA TEORIA COORDIMATORIA estudin 1o ordenucidn de las cosas O

clementos.
La distinta ordenacion de las cosas o elementos origina las coordin-
ciones, permutaciones y combinaciones.

MES O ARREGLOS som Jos grapos que se pucden for-
mar con vavios elementos (letras, objetos, personas}, romandolas ung
a unw, dos a dos, tres a tres, ete., de medlo que dos grupos del mi,-muT -
mero de clementos se diferencien por lo menos én un elemento o, 51 G-
nen los mismos elementos, por €l orden en que estin colocados.
Vamos a [ormar coordinaciones omn bas letras a, &, oo
Las coordinadas monarias de esas cuatro fetras somn Jos
prupos de una letra gue podemos formayr con elias, o sear "
. ly, @, riet
Las coordinacioncs binarias sc forman ST R
de cada lewa 3 R e
| da, _db, de.|

el ELRILIEE Lheiigs

COORDIMACIO

escribiendo o la derech:s
todas las demds, una a una, ¥ oserin:

Vésse mue dos grupos abop oge sedilerowann en un clemieniii [arnjise | ;
{ i L, | segumel - Heoe ¢ guc. o tiene ol :||||IIL1.'r|=-i lisa gwipeas il v ool sn

ve o tiene 6l segunclo ¥ o ; ; . :
3|h'lnui:u:| o1 dlos clementos: lon grupos @l b se aliferendian en €l prdon de B chonendog).

To

L by

SOORNIMHATIDNEY @ 371

Las conrdinaciones ternarias se format escribiendo o 1o devecha e
cada biparia, una a una, todas las leiras que no entren en clla y serdn:

abe,  abd, actr,  acid, adb, e,
bee,  lad, brea,  bed, bda,  bde,
calt,  oad, ci, &b, cda, ool
dol,  duc, dba, dbe, dea,  deh.

o Wéase que Jow gropos abe v obid se diferencian enoun dlemenio] los grapos abc y bac e
diferencian en el -nlﬂEn}.
L.as coordinaciones cuaternarias s formarian escribiendo a la derecha

de cada ternaria la letra que no entra en ella.
Fl simbole de las coordinaciones es A, con un subindice que indica
el nimero de clementos ¥ un exponente que indica cuantos elementas ¢

tran en cada grupo (orden de las coordinaciones),
Asl, en ol caso anterior, las coordinaciones monarias. de o, & o, d7 e
expresan 'Ay; las binarias, 4, las tornarias, "4 las cugternarias, Y.

[’?:% CALCULD DEL MUMERD DE COCORDIMACIOMNES
=" DE m ELEMENTOS TOMADOS n A n
Con om oelemencos, omados de une en une, s
pueden formar s coordinaciones monarias; luego,
Para formar las binarias, a la derecha de cada uno de los @ elementos
se escriben, ung a uno, los demds m =1 elementos; luego, cadiy, elemento
origina m — 1 coordinaciones binarias y los m elementos darin mim = 1]

coordinaciones binarias; luego,
A =mim—1),

Vi

o

g A =tdu(m—1),
porque m =14

Para formar las termarias o la derecha de cada binaria |5y gy (1
escribimos, uno a uno, log m - & clementos gque no entran en - .
ella; luepo, eada binaria produce m — 2 ternarias y tendremos,

Para Fovmar las coaternariag, a la derccha de cada
peefiaria, eswribimos, une g uno, los m—3 elementos
que no entran en ella; luego, cada ternaria produce
wi — 3 cuaternarias y tendremos: R

b P T

Il"i.m =
u-"'Iu. = 1_..*"{1'” rar. -I-.:l
:I-l'gm L ull'.Ilulrﬂ‘:I 2:'

Continuando el procedimiento,
=340 m—=3)

dbtendripmos la serie de [drondas: —
nA =l =1

Multiplicando miembro a miembro estas igualdades y suprimienda los

lactores comunes a los dos miembros, se tiene:
A, mm(m =10 m =2 .. i {m=mn-1}) {1}
que es la formula de las coordinaciones de m elementos tomados de noen n.
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I (1) iCufintes nimesos distintos, de 4 cifras se puarlen tar-
mar-can los ndmeres 1, 2, 2, 4, 5, 8, 7, By ¥

Ejem plos

Aplicomos la Térmula (1),
Agui m =%, n=4, _ :
=0 Bx . H[9—d+ 1) =T R BN K E=3024 R
{2) sCudalas seficles distintas pueden hacerse con 7 bonderss izonde 3 de codo
wezd

Los senoles pueden ser diginias por diferenciorse uno de ohia en uno o ML
handeras o por el ordan en gque s= izon los bonderas.

Aplicomes la férmuln (1), Aqui m=7, n=3. Tendremas:
3#1=?:-v:..-.:-ﬁ[:-'—:3+1:|=?:~:¢x5=-2mmﬁuin. ’.

5i se establece la condicién de que cierto nimero de elementos tienen

que ocupar lugares fijos en los grupos que se formen, al Ephm la
formula, m y n se disminuyen en el nimero de clementos fijos. FPor
ejempla: :

Con 10 jugadores de basket, gde cudntos modos se puede disponer ¢l
team de 5 jugacdores si los dos forwards han de ser siempre los mismosr

Agui bay dos jugadores que ocupan bugares fijos: m =10 ¥ =4, pere
tenemos que disminuir m y 1 en 2 porque habiendo 2 jugadores fijos en
dos posiciones. quedan 8 jugadores para ocupar las 3 posiciones gie que-
dan: luego, los mreglos de 3 que podemas formar con los B jugadores son:

d g s =0y = Ex T = b =346 mocdod. R._

@3 PERMUTACIOMES son los grupos que se pueden formar con vavios
elementos entrande todos en cada grapo, de modo que un grupo se
diferencie de otro cualquiera en el orden en que estin coloculos los ele-
mEnios.
Asl, las permutaciones que se pueden - ab v b
formar con las letras a y b son— —

Las permutaciones de las letras a, b y ¢ se obtienen formandao las per-
mutaciones de a ¥ &, que son ab y ba, ¥ haciendo que la ¢ ccupe todos los
lugares {detrds, en el medio, delante) en cada una de ellas y SCTAN:

i, el il
frae, b, £

Las permutaciones de a, b, ¢ ¥ d se obtienen haciendo que en cada
una de las anteriores la d ocupe todos los lugares v asi sucesivamente.

ﬁ:fj CALCULO DEL MUMERD DE PERMUTACIOMES
" DE m ELEMEMNTOS

Las permutaciones son un cise pnr:icular de las eoordinaciones; el
¢aso en que todos loy elementos entran en cada. grupo.  Por taneo, la for-

prasutacionts @373

mula del nimero de permutaciones de n elementos, Py, se obtiene de la
fdrmula que nos da el ndinero de coordinaciones

fdn=mim—1)m—2). ... im=u41)
haciendo m =n. 5i hacemos m=n el factor m—n+1=1, y quedari:
Pa=mim=1)m=20.... %1,
0 5ed, Fam 1 B Sl m/ =

La expresidn m/! se llama una factorial e indica el produc- Pa=ml |
to de los nameros enteros consecutivos de 1 a m. Por tanto, 7

(1F  aDe cudnios medos pueden colocorse en un edonbe 5

E jﬂn[, p.‘,ps litaros?
En cada arregle que se hoga han de entrar Tos 5 hibros,
luege aplicando la férmula (2} tenemes:
Po=51=1% 2% 3%4 % 5=120 modes. R
[2) aDe cudnlos medos pusdon seniorse & personas a un mismo ledo da una mesod
Po =6l =78 modes. R

— h

{338) Si se establece la condicion de que determinados elementos han de
ocupar lugares fijos, el ndmero total de permutaciones es el que

puede formar con los dem:s elementos.

o Con 9 jugodores, sde cudnlos modos so puede disponer une
E_"'E"I-PLD‘ nevena §ioal pilcher y ol cotcher fon slempre los mismoat

Hoy dos elementes fijos, quedon § — 2 =7 ‘para permulal,
lwege Py = 1= 5040 modes. R

';éig;} PERMUTACIOMNES CIRCULARES

Cuande m elementos se disponen alrededor de un clrculo, el ndmero
de permutaciones es (m—1) s se cuenta siempre en el mismo sentido a
partir de un mismo elemento,

;Do cuantos modos pusden senlarse & personas en una mesd
Ejemph} redendd, contando er un solo sentide, o partis de dno de eflos?
— Paoy = Pp = 8 = 120 modas,

(340) COMBIMACIONES son los grupos que se pueden formar con varios

elementos tomandolos uno a uno, dos a dos, tres a tres, etc., de modo
que dos grupos que tengan el mismo nimero de elementos se diferencien
por lo menos en un elemento,

Vamas a bormar combinaciones con las letras o, b, ¢, d;
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Las combinaciones binarias se forman escribiendo a la derecha de cada
letra, una a una, todas las letras siguientes y serdin:

b, He, ail,
fie, bul,
il

Las combinaciones ternarias se forman escribiendo
a 1a derecha de cada binaria, una a una, las letras que
siguen a la dltima de cada binaria; serin:———

En los ejemplos anteriores se ve que no hay dos grupos que tengan
los mismos clementos: todos se difgrencian por lo menos en un elemento,

% CALCULO DEL MUMERD DE COMBIMACIONES
'@fD DE m ELEMENTOS TOMADOS n & n

abre, abid, acd, bed.

8i en las combinaciones binarias anteriores pérmutamaos los elementos
de cada combinacion, obtendremes las coordinaciones binarias; si en las
combinaciones 1ernarias anlerionss permuiamos las elemnentos de cada com-
hinacién, obtendremos las coordinaciones ternarias; pere al permutar Laxs
elementos de cada combinacian, el numero de grapos {f.fmrl.iiﬂm'mu::s}.qnn
se obtiene es igual al producto del nimero de combinaciones por el nime-
1o de pq:rn:nua;icmc—.s de los clementos de cads combinacien. Foy  tanio,
desipmnando por "G, las combinaciones de m cosas tomadas »oa 1, por I
las permuriciones que se pucden formar con los # clementos de cada gripo
y por “d,, Ias coordinaciones e s abticnen al permutar los o elomenios
de cada grupo, tendremos;

"lﬁll.l
"'ﬂmKPg_:"ﬂm “ﬂm [ {3}
3 P"
lo que dice que cl nimere de combinaciones de m elementos toamidos
5 a m es igual al numero de coordinaciones de los w clementos Lomados

2 a2 n dividido entre el nomere de permutaciones de los n elementos de

cada gropo.

(11 Enire 7 personos, pde cudntos modes peede formanse un
comifi de 4 perienas?

Aplicamas la tarmula 131,

\ E _}em plos

Ao m=7F, n=d
it = d_'A_T . T K&' F .I:?__d' +u - ! '.:.:'.“"‘_.\I\{_ﬁ"d;'-:1 =5 l'l'l-'i:"dl:lil. R
T ity A 1M2KaNA
(21 En un examen s¢ ponen B tomas poro que el alumno escojo 5. plwamas se-
lpccionos puede hacer el alumno? .
A, BHTH ... W(B—541) BNTHEMNGHA

W =——r3" = IRy ., 3
Py ! BT e B

= 5, 'K,

1.

11.

12

L4

1]
A I

pi
didi

MISCELAHEA e 175

EJERCICIO 204

Jouantos nomeros distineos de B ocilvas se pueden formar con Lo nis
meros 4, 5, 6, ¥, B v 02

Con 5 jugnlores, gde cwincos modos s¢ puede disponer un wam de basket
de & hambresg

Cun 7 personas, goudnios comicds distintos de 5 personas pueden [ormarses
Entre Ja Guairs v Liverpool hay § bavcos hacicndo Jos viajes. gil‘.l-n (HIRTE
Lo rnodos ]{}ucd: hacer el viaje de ida y vuelta una persona: si el viaje
de voelen debe bacerls e un baroo distinte al de iday

¢De owdintos modos pueden smtarse § personas en § o osillas?

De 12 libros, gcudintas selecciones de § libros pueden hacerser

¢De cudneos modos pueden disponerse las letras de la palabra Ecuador,
entrambo wdas en cada prapo

fabdntas selecciones de d letras pueden bacerse con las letras de Iz palas
bra Alfreds

Se viene wn Lbro de Aritmdtics, uno de Algebra, uno de Geometris,
uno de Fisicn v wne de Choimden, (Do cwineos modos pueden disponere
en un estante s el de Geometria siempre estd en ol mediod

fCuincos nimeros distintos de § cifras pueden formarse con los ni
meros 1, 2, 8, 4, § y &

¢De cudintos modos pucden disponerse en una fila un sarpgento ¥y 6 osols
daddos sl sargente siempie ed el primero?, giocl sargento no ooupa L
Fijo?

e cuwintos modos pueden sentarse un padre, su ciposa ¥ sUs CUEENG
hijos cn un bancot, jen una mesa redonds, contande siempre o pantie
I:[J:JJ patdre?

cCudntas sefiales distintas pueden hacerse con % banderas, iando e
cada vei?

JCudntos nimeros, mayores que 2000 ¥ menores que 2000, se pueden
formar ¢on los ndmeros 2,03 5 v 6

Cudntas selecciones de 3 monecdas pucden hacerse con una piera de
G centavos, ura de 10, una de Bo. o una de 30 ¥ wna de o peso?

Jhe cuineos modos puedes disponerse una tripulacidn de § hombres ul
el timonel y el stroke son siempre lod mismos?

Hay 7 hombres para formar una tripulacidn de 5 pero el timonel y
el stroke son sismpre los mismos. ¢De cuintos modos se puede disponer
la wripulacidn?

:De cudnios modes pueden disponerse 11 muchachos para formar una
ruedar

De entre § candidatos, goudntas ternas se pucden cscoper?

Audntos nlmeres de 5 cifras que empiecen por 1 y acaben por B ose
pueden formar con los nidmeros 1. 2, 84, 5 6 T, 8

Con § consonantes v tres vocales, qouinis palabras distingas de B letras
pueden formarser, jewdmeas, si Ias vocales son Fijast

D cudinios midlos 48 puedys disponer un tepm e Buskher de 5 hombines
eon [ jugadores i el centre es fijo?



POTENCIACION

@ POTEMCIA de una exprosion algebraica € la misma expresion o el
= resultado de tonarla como factor dos o mas veces,

La primera potencia de una expresidn es 1a misma expresion.

Asi {Za)! = L,

La segunda potencia o cuadrado de una expresion es el resultado de
tomarla como factor dos veces.  Asi, (Za)® = 20 2 20 = 4o

El cubo de una expresion es el resultado de tomarla como factor tres

veces. Al (2e)° = 2a X 20 K 2o = St
Lu general, {(2a)" =g X 2ax2a. .. ... 1 Veces,

SIGHO DE LAS POTEMCIAS

Cualguier potencia de una cantidad positiva evidentemente < positi-
va, porque equivale a un producto en que todos los factores son positivos.
En cuanto a las potencias de una cantidad negativa, ya se vio (BB} que:

1} Toddiy potencia par de una cantidad nepativa es positiva,
2 Toda potencia impar de una cantidad cegativa es negativa,
Asl,  {—2a)¥=(—2a) ¥ {—-2u)=4da*

{— Ba)? = (= 2a) x (— 2u) ¥ {— 2a) = — Ba’

(= Ba)* = {— Ba) % (—2a) % (— 2a) X (— 2a) = 1Ga!, et

376
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@ POTEMCIA DE UN MOMOMIO

Para clevar un monomio a una potencia se eleva su coeficiente o esa
potencia ¥ se multiplica el exponente de cada letra por el exponente que
indica Ia potencia,

8i ¢l monomio es negativo, el signo de la potencia es + cuando el
cxponente ¢s par, ¥ €8 — cuando el exponente e impar.

. (1) Desarrollor { Job?) 2
Ejemplos l { Bab¥) s = 3001 BB = 270360, R,
En ofecto:
| 3ab?] ¢ = 30b? X Job® X Job® = Fa®b",

12} Desorrollor |= 2272
[~ 3o?hl| 2 =37 o2 hEE =90k, R,

1= 308 2= —3o?b?] x| — It | =%ab0 R

En afecta;

(3) Desarroltar |— SxByt @
| = Sxly® = — 195022 R,

Ix a4

(4) Desaroliar {‘Tﬁ}
Cuondo ol monomio es una freccidn, pore elevorlo o uno pofencia cualguiens,

s eleve so aumerodor y su donominadar o esa potencio.  Asi, en esto cow,

fanemos; [:r r -IE“‘
£ i X
APy = _— . R.
(=53 ) == mp

(5) Desamollar {—:;: aip j
I:— %n“ﬁ‘ }az - %ﬂl!ﬂbﬂ. R.

@ EJIERCICIO 205

Diesarrollar:
1. :4&2}2 . {Embn:lxl : __,E’E:_ ] . H‘I-'"_ E
2. (—Gan. 10, (=2xdyeep 1 =)+ ( it
b 25 L 11, (—dmtm)E, e 4 5
4. (—Ba*h). 12. (g*bie)=, 18. {aﬁ-—) ; o, {:—a—ﬂ“b‘) ;
fi, (=Dxiypn, 13, [—m*nxdi 2 2 3
0. (daspigsy, 14 (-SaEP. o (~3-) e (—gme).
T. (=fatyby, 16. (Txoytzh. 4y -
). =Tahah . S T ‘ ettt R T
B (=Tab3c) 16 {: ‘..!_1.-:] ’ 0. ( el S L { i [ ]
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45! CUADRADO DE UM BINOMID
Sabemos (87 v 88) que: o+ bl =a <+ Jaly - b
{o— b)F =a* — Zab -
Aunque en los productos notables ya hermos tn’:bma-rl-l:r con estas for-
nas, trabajaremos algunos casos nis, dada su Importancia,

: { 11 Desarrcllar | 30" — Sctht |7
E;ew:.plns { 3ab — Sa%ht] == { 3a® 2 — 2 [ 3o ) | Sa¥h? | + [ S?b? P
= i? — 0kt o 25a105 R,

.

[ 20 Drasarredlar LERE & = gt ::|
! u
(Bredr)=(3) 1 GG+ ()

9
—_-':T_:l-i- iy 4 — ¥y R

16
[ ) Desarrablar { 10 — %n"—bi \.' :
{mc.l—;ﬁ:ﬂj"—lmuﬂ-—zn:lnuﬂ: ai-J:F] (d"b”]
WA

= 1006® — Mokt + et R

kb Gyt
() Desarrollor I: s EF']
T: EEF( )_ )&"] {
i u_L+?5r‘ k.

T00T e 3
I  EJIERCICIO 206

Tresarmallar: g q
P Byond ; 2x _3NF
L (ab+TbYR. o (#-3%)- o 0 Sy
B [Bwe—dxy"ph da® 4 ®
s o et 15.
e R R (aﬁ
3 2=
oyt gxiyd) 1. [ler— Eﬂ;bv} w8 L
B (oabe+hasbte. CH s
[ 2
N F e 19, (gm._;ina}‘ A E‘}'_‘_-HF
T t_-‘}'—ﬂli-'i}!- u

=

By U s 18 E’“m
(2r+:1T}' gk
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CUBD BE UM BIMOMID
Sabomos (80) que:

{a+ b)' = af + Ja?b 4 Bab® - bY,
(a— b)# =a? — 3a7b -+ Jab® — b,

‘ Ejemplos

(1] Desorrcllar | 4084 5062 P
[do? + SofhE | = {4a® |7 4 E‘hal'j[h?br]+3t"|ﬂa:l[5ﬂ”b=]”+|5n”b“:||
= 6da® + 240ah? + 30ab? -+ 125a°65. K.

3 5 n
(21 Desarrollor |:' ri E}-"J'I

{gréﬂliirﬂiirﬁfpﬂﬁh(%ﬁiﬁﬁﬂ
—%x“—m—-x"}r’ﬂ- .:E?".— ]-"" R

210
{31 Desarrollar {5——-—?"}

-%—%==%9rﬂuﬁw )+ (5 ) S

B ]m'.'l-

i 8 2 RREC
Ty *“r’*'"““ ok
EJERCICIO 207
Tresarroatlar:
[ a il = |
Loy o Ce). (SR
2, {da—Jh7R, '
T T sy
3. {Bai+hphi, 1k (EE“--ETEJE} ; 16. {4#"—}7) '
4, (3"l 11 {Eﬂz_!_,_ib-:)k L3 (E{-ﬂ
5, {Trt—pasity, Mg T Sy
[ i i B 12, (E,-.;;—.%}.ﬂ}a. L7. [:E-—x*:.l":}".
o {qu__?x:e}m]u_ P
n
bt K G (’_}' L;:?] v i {:E‘ T }
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CUADRADD DE UM POLIHOMIO

@DEDHEEIQH DE LA REGLA PARA ELEVAR
UM POLINOMEID AL CUADRADO

1) Vamos a ¢levar al cuadrade el trinomio a + &+ . Laribiéndolo
i+ &)+ ¢ podemos considerarlo come un binemio cuyo primer wrmino
es (4 + &), v el segunde, ¢ Tendremos:

fa+b+er=[la+b+eli={a+ b +2at bt
=da? + 2ab + b2+ 2ac + 2he+ 2
{ordenando) =a® & b* o+ £2 + Zab + Bac + 2he. (1)

7 Sea ol trinomio (g— D +6). Tendremos:
fa=b+cpr=ia—bi+elf=(a—bF+2a— L+
== b - 4 B — Bl 4 08
{ordenando) =e*+ b2+ ¢* — 2ab 4 2ac — e, (8)

3 Sea ¢l polinomio a4+ b+ c—d. Tendremos:
fa+b+c—df =a+ )+ e—d)*=(a+b)"+ Ha+ b)ie=d) +ic—dff
= - Bal R Bac 4 Qe — Bad — 2 o % = Bedd + o0F
fordenando) = g+ b 4 of 4+ d® 4 2k + 2ac— Zad + 20e = 20d — 2od. ()

Los resultados (1), (2) y (3) nos permiten establecer Ia siguicnte:

REGLA @

El cuadedo de un polinomio es igual 2 la suma de los coadrados de
cada uno de sus términos mds el duplo de las combinaciones binarias que
con ellos pueden formarse,

Esta regla se cumple, cualquiera que sea el nimero de térninos del
polinomio, :

Las combinacicnes binarias se entienden productes tomados con el sig-

no que resulte de multiplicar. :
Obsérvese que los cuadrados de fedos 1os drminos son posiiaues.

‘ Ejenlp]:ﬂs ! {1} Elevar ol condrado =% — 35 4+ 4,
Aplicande la regla anfericr, fenemos:

[ ek A= o [ = B P A2+ 2= 32071 (4] F 21— 3x) [ 4)
= bf P 4 18— Sx o Bx® — 2w
=l — gt 1T =2+ 14, R
Obsérvese gue las combinociones binarios se formane 17 ¢ &, 1% ¥ itk T
cada Mrmino cen los siguientes, nunca con los anteriores y que al formar fas
combinaciones cada término se eicribe con su propio Higno.

POTEMCIACIG M 2 381

{2} Desarollar |35 — 5 —F 1%
[ =Sl =TP =13 P+ | =P+ | =7 + 2 [ I | {— &x¥)
+ 2=+ [ =SB =2
= s+ 2hacl + 4F — 305 — 420 4 FlE
= Pt — B0E o 258 — BT e Pl a9 R

(3] Elevar ol copdrodo o — 3o0° <4 da =1,
fa? = 3o+ do = 1P = [a® P+ | — 3P+ {do P+ [— 1 F+ 2 a* |~ %)
+ 20 da )+ 2(a? H—=1]1+21—3% 4o+ 2 =3} =1 )+ 2{da][—1}
= gl o Ot o 18a® 1 = dof + Bo? — Jof — Dda® £ dad —
= ab — fof + 170" — 260® + 220® —Ba+ 1. R,
-  EJERCICIO ZO&

Elevar al cuadrado:

) I!;!
1. x8—8x41. B Ru?-Bal—dle Li, 5}——$+~5.
47N
AR e o [l s =220l 17, zie=xfdexd1,
B ad—hau. . E 18, =E—gxi-2x-td
7 1L, —==—b
4 ARt +"_T" 10 =idnd—dx4h
S = 1. %—::l_'l-"l'il e i TR B B LI
F. dad—Lad+h. 2 'ﬁ 81, J—fa-raf=al
13 —xF—x—.
e it ey 22, Ly—xtpdyin,
5 1 W 1 L:
T J=x3=xt, T T b L MM ity MR L
a i (] ]
B Gat=Txfgx, H % "“%.,;4.“? .t DR s gL el NP

CUBD DE UM FOLIMNOMID

[iiﬁ} DEDUCCION DE LA REGLA PARA ELEVAR
—" UM POLINOMIO AL CUBOD

1y Sea el trinomio a-+ 6+, Tendromos:
ladb4e=liat+b)+d ={a+ P+ Ha+ b+ 3a+ e +
= (@ D) o Bla® 4 2ab + ¥ + 3o+ D)ek 4 o8
= af 4+ da*h + Bak? + b* + 3ac - Gabe - 34 - et 4 A 4
{ordenando) = o+ B8+ 2+ Ba2h + 302 + 3b% + 3% + 3% + 3D + Gabe. (1)
4} Elevando a+ b4 c+d al cubo por el procedimiento anterior, se
abtiene:
tatbtotdl' =a® + 0+ 0 4 d" - Jadh 4 Satc + Bad + 30%a A Ab4e 4 Al
o+ Befa < Beth o Dl + By + Bd2h 4 3d%c 4 Babe - Gabad
+ Bued + Blicd, (3)
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Los resultados (1) ¥ (2) nos permiten establecer la siguiente:
Eﬂmlm de un polinomio es igual a Ia suma de los cubos de ol uno
e sus términos més el triplo del cuadrado de cada uno por cada uno de
sy demis wes el séxtuplo de las combinaciones ternarias (productos) gue
ueden formarse con sus CETTINGS,
1} Elevar al cubo g% =—x + L
Aplicando la regla anterior, tenemos:
(—Ex I ={xP+ (= 2E ik o) g
' + Biat{— 20+ 3{xT1)
4 B¢~ Bx)3(%) -+ 3(— BxP(1)
= A1V + SO = ) + Bl — 2x) (1)
jordenando =% —8x7+1 - Gaf + et 4 19y 4 1250 - AxT — G — 12x%
y reduciendo) = 7 — fia* + 1ox* — 20x% + 1oa= — fix + .
Témgaze hien presente que todas las cantidades negativas al cuadrado
lan signo mas. i i :
Fn los trinomios sélo hay una combinacidn tevnaria: 1o, 20. ¥ do.
2} Flevar al cubo x¥—x® 4 2x —dl,
(3% = w2 4 B = B = (370 (— ¥R (B (-
+ %) — x¥) + B{xNF(2a) A T~ 3)
Ly R e
) b 20— x) o+ B 8)
£ i — A2} + B(— B a7 o+ B(— 322 o
b () (— X¥H(2x) + B8] (= 0% (— 8]+ B(xTH{2x) (~ B+ 6(— ¥ (2%} (= H)
= 53 — xb - Bic® — 97 — 3B + 27 — 9x0 -+ BT - Gaf — Iaf 5 1dx
— 19l — JhxE o= 0T — 2Tx= 4 bdx — 1250 183> = Bixt 4 S
— 2l — At DT — 2255 - DT —5Txb 4 TIx? — 6357 4 S4x — 27, H.

@ EJERCICIO 209

Flevar al colw:

-
I atbxtl. 4 it % n3+%—§- 1, x—2xix—3,
& - Br=a—T. B, xd—lIx*=i [ PR P 11, x—dx¥42x=3.
3 1=-3xrlxE R L 0. a*=—aita—1. i, 1—xp2xi—at,

BENOMIO DE HEWTON

GA5)ELEVAR UN BINOMIO A UMA POTENCIA
-~ EMTERA Y FOSITIVA
Sea ¢l binomlo g+ b La multiplicacion da gque
e o R (@ 4 f3¥ = -1 Dol A Aal® 4 L8
fi 4 I8 = g% 4 4= Gn*h? + dal® -+ £,

FoTEHCIACION @ 3JE3

En estos desarrollos se enmplen las siguientes leyes:

1) Cada desarrolle tiene un términe mis que el exponente del bi
NG,

2) El exponentc de o en ¢l primer térming del desarrollo es igual al
exponente el binomio, ¥ en cada término posterior al primero, dismi-
nuye 1.

4y El exponente de b en el segundo término del desarrolio o3 1, v en
cada término posterior a déste, aumenta 1.

43 El coeficiente del primer térming del desarrollo es 1 ¥ el coelicien.
te del segundo térming e igual al exponente de o en el primer Wrming
del desarrollo.

5) El cocficdente de coalquier érmine se obtiene multiplicands ¢l
coeliciente del término antevior por ol exponente de a en dicho térming
anterior y dividiendoe este producto por el exponente de & en ese mismo
término avmentude en 1,

i) El altimo término Jdel desarrollo es & elevada al exponente del
binomio.

L.os resultadns anteriores constituyen la Ley del Binomio, que se ounme
ple para cualquier exponente entero ¥ positivo como probaremos en aeguls
da. Esta Ley gencral se représenta por medio de la siguicnte formnla

nin—11 nin—Lim—=%
{il:'l hi* =an nat e '1 3 ar-2hdg — 1_'.- :.‘:_LE_ L ﬂIMBIJ,EI
mn=—1in=%{n—35

b s e DR 1
1.2.3.4 S (1)

Esta Fdrmula descubievia por Newton nos permite clevar un binomio
a una potencia cualguiers, directamenie, sin tener que hallar Tas potencias
ATEETLIOTES,

@PHUEB& FOR INDUCCIOMN MATEMATICA
DE LA LEY DEL BIMOMIO

Vamos a probar que la Ley del Binomio se cumple para cualquier ex-
poRente entero ¥ psitiva.

Admitamos que la Ley se cample para (o4 b)* y obtendremos el re
suliado {13

Multiplicando ambos miembros de la Frmula (1) por a+ b (se mul
tiplica primero por 4, despuds por by se suman los productes) y comba-
wande los drminos semejantes, se tendei:

nind 1)
et bt s gt (e 1)abd R BT at-the
filnit 1M =1} fooret L =10 =38

(el il 8 e L0 HJ)
| PR R R | L
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ALGIRRA
Este desarrollo (2) es similar al desarvollo (1), teniendo 4+ 1 donde ¢l {2) Desarrollor o= 2x |\ ©
ATECTIOT LIENE. A, Como el 2 terming o5 negative los signos altarnen:

Vemos, pues, que la Ley del Binomio se cumple para (2 + b)*** igual
que se cumple para {a+ b)"; (=2} =0 — St [2c} + 10a® [ 2xFF— W | 2P -+ 5o [2x ) — f2x )

Por tanto, si la Ley se cumple para un exponente entero ¥ positivo | efectuondn ) = o — 10a%x - 400%x® — G000 -+ Blox®— 3265 R
cuslguiera n también se cumple para = 1. Ahora bien, en el namerc 349
probamos, por medio de la multiplicacién, que la Ley se cumple para

Los coeficientes se obfienen del mismo mode que se explicd en el ejampls

L beriar.
(a+ &4 Iuego, se cumple para (o -+ b)%; si se cumple para {2+ b}, se cum- g
ple para {a+b)" si se cumple para {a-+B)5, se cumple para (a-+b)7 y asi OUSERYACION
succstvamente; luego, la Ley se comple para cualquier exponente entero
¥ positivo. En lo practics, bosta hallor le mitod o Jo mited mds 1 de los coeficientes, sa.
% ain que of exponente del binomio sea impor o par, puos les cocficienies L
@ DESARROLLO DE (a—bie | repafen; on cuontn se repile une se repiben los demas.
Cuando el sepundo térming del binomio ; [
; ; | A, 31D flar | 27 7
es negativo, los signos del desarrollo son alter- Gl Ll )| [ i
mativamente + ¥ —. En efecto: e | 26% 3y} F= (3P SE2EIA 3] A V02 P (3t P A 100 20E (38 )2 - S 20 ) [t [

= 3251+ 2a0Py? 1 RO L 0S4 SNOKSE - 2L R,

v al desarrellar [o+{— &))" los términos 2o., 40., Go., ctc, de acuerde con
la formula (1) contendran el segundo términe (— b) elevado a un cxponente fifty #
impar y como toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa, (41 Desarrollar |:'L o — T} 4
dichos términos scrdn negativos y los términos Jo,, 50, To., ctc.. contendrin ‘g
a (=B elevada a un cxponente par ¥ oome toda potencia par de una can- ! gi, 1 SRR 1 Jafiid el
tidad negativa es positiva, dichos términos serdn positivos.  Por tanto, po- |L F _?} =(al|'— &[] (}-:JI 15[ { ?.} —20{a" (EE]
demos escribir A
! =1 ps 4 i LR 1 CRRL
m=hp =g — oy — —— g2 sl Bl — | — & a® TR B it e
: 1.8 “lﬂ{z) i":'{z] (z)
in—1iin—28) :
i El_- i,; - — BRI 4 {= him T e T Ecl:‘-"h':' = E'u'l-f-hu - Eﬂ“ﬂ:‘ﬂ; — iaﬁhil'-" + a_-:!'-.l,;?'!-. E,
: . : ¥l i i) 14 14 ; A
El tiltimo vérmino serd positivo si # es par, ¥ negativo si n o5 impar.
En el deswrrollo de una potencia cualquiera de un binomio los dene- - EJERCICIO 210
minadores de los coeficientes pueden escribivse, st se desea, como [actoria Mg
les, Asi, 1.2 puede cscribirse 21; 1.2.3 =381, ctc. | 5 :
2 L (x=2y, 1k {xt=—Gyh)E, 16. (x®2phF.
Fi I 1 1) Desarrollar [ 5 + v 4. 2 (as ) Wy ® 17, (x?—1)"
jﬂmp 05 Apliconda ln loy dal bincmio, lenemo- . ol 11. {E:r—T ' i
e— Lty 4= 8 oy 4 6a® + At 4yt R b gap. o 18 (2-1).
El coeficiente del primer términe es 1; el del segundo térming o5 4, igunl que b (x4t 18 [:,_.I__A':L')" 2
¢l exponente de 5 en el primer férmine del desorsolla, B {30, o 19, (Bmd—nyT.
El coeficients del tarcer térming & se halle mulliplicandn ol cocficionte del ter- . {Za—by E PR
ming anterior 4 por él exponentc que fione x en ese Emine 3, o sea 4% 3=12 i _"'" ; % 18, (2e—igahl, na | ;!
¥ dividicndo oste products por el exponente de v en diche 2 tmmino oumen- L e i e 14, (x2—1yT o {:x L '.5'-| } H
tade an 1, @ sea por 2 ¥ so tione 125 2 =4 Be [xd-410% s i :
El I:::I@]Ff-:il:lnm dal 4% término se holla mulbplicands ol cosficienie del trming 0. (as_npin T : fEn B 21 I Jay®
alerior & por el exponente da x en ese lomine: & 3 2 = 12 v dividiendo oste ey e 5 {'m_?] H o r:_. HT) ;

producte por ol exponente de y en edo términe oumentodo on 1, o sea pos 3
¥ so liens 124+ 3=4, y mi weasivamente,
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(852) TRIANGULO DE PASCAL
— Los coeficientes de los téeminos del desarrollo de cuealgitier potencia

de un binomic los da en seguida el siguiente tridngulo lamado Triingulo
e Pascal:

1
i i
1 ] 1
1 3 3 1
1 4 [ 4 1
i -3 10 o 5 1
1 ] 15 20 15 5 I
1 7 21 35 .38 71 ¥ 3

| g 36 &4 126 126 84 36 2 1

Ll mode de formar csee iridingulo es el sipuicente:

En la primera fila horizoneal se pone 1.

En la segunda fila se pone 1y 1

Desde la tercera en adelante se empieza por 1 v cada nimero poste-
tior al 1 se obliene sumando en la fila anterior ¢l ler. némere con el 2o,
el 2. con el Zo, el S0 con el 4o, el 400 con el o, erc, ¥ se terming pr 1.

Los coeficientes del desarrollo de cualquier potencia de un binomio
son los nuimeros que se hallan en la fila horizontal en que después del 1
esti ¢l exponente del binomic.

Asi, los cocficientes del desarrollo de (x + %) son los ndmeros que es-
tan en la fila horizontal en qhe después del 1 estd el 4, o sea, 1, 4, 6, 4, 1.

Los coeficientes del desarrollo de (m + n)® son los nimeros de la fila
horizontal en que después del 1 esid el 5, o sea, 1, 3, 10, 10, 5, 1.

Los coeficientes del desarrollo de i2x — 337 son los nimeros de la fila
hartzontal en que después del 1 estd el 7, o sea, 1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1.

En la practica, basta formar el wridngulo hasta la fila hovizontal en
que despuds del 1 viene el exponente del binomio. Los nimeros de esta
ultima fila son los coeficientes que se necesitan.

Este oridngule es atribuido por algunes al matemdtico Tartaglia,

3 Dasarrellar {3% — 55 por el Idngule de Pascal,
E }rzmpln Sp forma el Iridnguln hasto b filn herizontol en que despuds
del 1 viene ¢l 6 o 0o

1
1 1
1 2 I
1 3 3 1
! 1 6 4 |

POTEMCEACIGH @ 387

Enlonces, tomands los coelicientes de osta dlHma fila, lenemos
[ il — _3}.5 I,ﬂ — | P P] —é I‘!-]:-lj,r.'- !, =15 1 u ]{[3}':' :,3 —) [ e Iill:.l;f.}]l
15 (2 (3F =6 EH TP 4 (P
R [ e L T e L Tt [ s o Pl = iy el B Ayl LRl

@ EJERCICIO 211

Desarrollinr, hallando los coeficientes por el ridingulo de Pascal:

L. {at+20)" 7. (If_i)“l i1. (x“rl-a:;lj“.u
L Bt 1 (3-=).
8. (a2 8. (1—x%. S
4. (A—9 ~ (E._;i ; 15. {1-;.) ;
B (2ai—Jy) Gx 2y 14, (2mE—5nYE
1 ] LR e T.
B. {Eﬂ+:ﬁ-‘). 10. E_?)' 15. (4 4)

(353) TERMING GEMERAL .
P La Tarpuls del términe peneral gque vames a establecer nos periite
hallar directamente un términe cualquiera del desarrotla de un binomi,

sin hallar los 1érminos anterions.
Considerandn loa términos del desarvollo

n—1) nln—=1){n —2) o
(& + b} =g" -+ na1h el L-ELIE-'-__'—I.E.H —t"=3hE

ohservamos que se cumplen las leyes siguienees:

1) El numerador del coeficiente de un [I!':!I'I:'Is'tirl.{b ciglipuiera w.t:jl_p:.:--
ducro que empicza por el exponente del Linoming cada Izu.lurl .|*.-n.e.u :.m: |
fste es 1 menos que el anterior y hay tanios {actores como (ETmings pre
ceiden al wérmine de que seoate, o : .

2y Fl denominador del cocticiente de un e cratlepeivra es
Factorial de igual niumern de actores que el nu:qur:uim. £

a1 El exponente de g en un aL'-nr|jnr:ft:ue!lquu-ru s Li'| n-».pmu-nlcl- I-|c
Liomin disminuide en el nfmero de térmmaos gue preceden a dichio
LOF IS, . : -

41 Fl exponente de O cn un (érmino cualquicra o ipual ol ninmero
e términas que la preceden,

e aenerdo con las leyes anteriores, vamos a hallar el téoming gud
eiipa el e & en ¢l desarrallo de {r:' I f.l]‘. "

Al térming v lo preeeden r—1 términos.  Tendremos:

1) El numerador del cocliciente del rérming v es nin=1){n =) o
lasta qque haya =1 faciores
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21 El denominador es una factorial 1.2.3... que tiene r—1 factores.

3} El exponente de a es el exponente del binomio » menos v —1, o
sea, 1= (r—1).

i) Ll exponente de b es r—1.
For tanto, tendremaos:

rin—1){n—4)... hasta r—1 Factores
o= in s - e grelr- -t
IXE2xIX.. ¥ir=1)

que es la frmula del términe general,

Ei I {71} Hollar el 5 término del desarrelle de |30+ BT,
-‘I’Em'P a5 Aguir= 5 Al 5 ferming lo precadan 4 1érminos; ¢ — 1
=4, Tendremos;
f = :Ir Kﬁ.x.?_x_d_[a :-1&1 S ? i 5 :iﬂ 4
R o e L

= 35[27a" |bt = 9450767, R

{2} Hallor el & término dol desarralia de | % — 2y 7,
Al & términe le proceden 5 términos,  Teadremos:
hz'lﬂ- Mo ML MT G
T 5P W3 %45

= 252 | = 357 ) = = BG40 R

Cuando el seguada término del binomio es negative, como en este oo — Ty,
el signo del firmine que se busca serd + si en el planles esle segunde Krmine
liene exponents poar y serd — i liene exponente impor, como sucede en el
casg gnberiar,

1' “?]m-ﬁ r ] -E:I,JL

m EIERCICIO 212

Hallar el
L. e tdrmina de (x—y)8, T .r.{::n:uirm die [x2<8y)n,
A 4 térming de {a—448)7. L gP térming de (x—pEt, -
A M idrmmng de (14-x)0 310% térmmeno de {ﬂ2-|-||_r:|“.
4 4 virming de (Sx—2yyh I 99 wérmina de [1=x=)1%,
B. 5% términe de (g*—20). 11. El pendltinen térming de {2e— b,
fl. G¥ 1érmine de, [H.u—-:-]“- Li- El término del medio de {3x%—5%5,

CAEN, - PARS

PIERRE-SIMOM LAPLACE (1749-TB27) Matemitico por su famosa teorin sobre ol origen dol chitama sels
¥ astrémomo francés. Partenscia o la nobloxa francesa  expuesta maglstralmants on su sbra "Exposlelin
son ¢ titule do marqués. Fue profesor do In Escucls  Sistoma del Munde®, que s una condenesclin "
blitar do Pare Ovganizd In Escuels Politicnica ¥ b ""Mecénles Celosta”, Ewno ol ardom maakamd din
Eacuals Mormal Superior. Ex cilabra eomo ssivdnome  demostracidn completa del Teorsma da D'Alen

aarmo XX

RADICACION
I:EIEJ!} RAIZ de una expresion algebraica es toda expresion algebraica que
= elevada a una potencia reproduce la expresion dada.

Asi 2 es raiz cuadrada de de? parque (20)® =40 ¥y — 22 también s ral;
cupdrada de 4a® porgue (- 2e) = 4a®.

dx os raix cibica de 287x* porgque {3x) =27

El signo de raiz s ", llamado signo radical.  Debajo de este signo
se colora la cantidad o Ja cual se extrae la valz lamada por eso cantidad
subradical.

El signo " leva un indice gue indica la potencia a que hay que ele-
var | raiz para gue reproduzea la cantidad subradical. Por convencidn ¢
indice 2 se suprime y coando el signo v no leva indice se entiende que
el indice es 2.

Asf, va© significa una cantidad que elevada al cuadrado reproduce
cantidad subradical #'; esta aiz ¢s a? y —o® porque (@ =at y (—a') =a'

&t sipnilica una cantidad que elevada al cubo veproduce la canti:
dladd subradical 8x"; esta rafr es 2x porgue (2x) = Ax.

o = a2t significa una cantidad que elevada a la gquint: potencia ve.
produce la cantidad subradical — 32" esta rale es —Z2a porque (—2a)"

— g

389
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—
"Eiﬁj EXPRESIOM RADICAL O RADICAL es toda rafz indicada de un ni-

mere o de una expresidn algebraica.  Asl, /&, 4523, ¥166% son ex-
presiones radicales.

A1 la vaiz indicada es exacta, la expresion es racional; 51 no es exacta,
es irracional.

Las expresiones irracionales como v2, ¥83:% son las que comfinmente
e llaman radicales.

El grado de un radical lo indica su indice.  Asi, v22 es un radical de
segundo grado; ¥5a* e un radical de tercer grado; ¥x es un radical de
cuarto grado.

@SJEHGS DE LAS RAICES

Iy L vames impares de ong cancidiad tienen el mismo signg (TR0 FLEE
vatitaelecd - sohead ical.
Asi, ¥ajgn = ¢ porque (da'=270
Frli
Y—mipt="1s porque (—3af=— 2741
VX = 3 porque xTP=x1"
Wl == X% porque (=xtP= = al,
) Las v prars ale g comdibieed  premsiiva tesiern chealide sigid

Asf, V2x®=0x o —Ix porque (5x)?=26x* y [—0x)® =25

Fsto se indica de este modo: 2857 =& Gy,

Del propio modo, + I6e* =22 v — 21 porque (290 = 162 v (— 220 = Tha's

Esto se indica: “ 1hat =% 0,
é@ CANTIDAD IMAGINARIA

L.as raices pares de una cantidad negativa no se pueden extracr, por-
que toda cantidad, va sea positiva o negativa, elevada o una potencia par.
da un resulipdo positive,  Esias rafces se llaman cantidades imaginarias.

Asi, v —4 no se puede extraer.  La miz coadiada de —4 nooes 2 por
que =4y no —4, y ampoco es =2 porque (=2 =4 yno -4, V=4 s
una cantidad imaginaria.

el propio modo, v =% +'—a¥, ¥ — 16" son cantidades imaginarias
(:iﬁ_ﬂj CANTIDAD REAL o5 yna expresion que no contiene ninguna canti-
dad imaginaria,  Asi, 3g, 8 V5 son cantidades reales.

.:‘35:_?} VALOR ALGEERAICDO ¥ ARITMETICO DE UM RADICAL

En general, una cantelad tiene tants rafces de un grado dado coma
unidades tiene el grado de b tafe Asi, toda cantidad tiene dos ralces oua

mapicacion B 391

dradas, res raices cibicas, cuatro raices cuartas, etc., pero gencralments
una o mas rajces de éstas son imaginarias. Mis adelante hallaremos las
tres rafces cibicas de la unidad, dos de las cuples son imagimarias. .
El valor real ¥ positivo de un radical, si existe, o ¢l valor real negativi
si o existe el positivo, es lo gue se Hama valor aritmético del vadical.  Asl,
4 9==3: ¢l valor ariemético de V9 es +
STe=+2 el valor aritmético de 16 es © =

Al tratar de radicales, siempre nos referimos a su valor aritmético.

3@ RAIZ DE UMA POTEMCIA

Para extrer una raiz a una potencia se divide ¢l exponente de la po-
tencia por el indice de la raiz

g

Decimos gque
a1l e}

Eﬂ. {:Eﬁ'tl:l: I;ﬂ.: J:I =ﬂ:l i :=ﬂh|- can[idad 5|_|'|_'|.|':_!u!'1i.|::il.

Aplicando esta regla, lenemos: .
5 -
vl =a"=ad T A=y E,
5i el exponente de la potencia no ey divisible por ] indice de la rals,
se deja indicada fa division, origindndose de este mada el exponente fre
cinnario,

Asl, va=a. Pt =
Fn ¢l capitulo siguiente se trata ampliamente del exponente frac
Clonaris,
fé:ﬂj RAIZ DE UN PRODUCTO DE VARIOS FACTORES
" Para extraer una raiz a un producto de varios factores se extrae dicha
rafz a cada uno de los facrores.
Asi, ¥abe=Wa. ¥0. ¥, porgue
(g, o, epl v=terg, LRh Y, W = cantidad subradical.

i, RAIZ DE UN MONOMIO

'362) De acuerdo con lo anterior, para exiTacr una raiz a un monamio s
= sigue la signiente:
REGLA
Se extrae 1n raiz del coeficiente y se divide ¢l exponente de enda letra
por el indice de la raiz
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St el indice del radical o5 impar, la raiz tiene el mismo signo que la
cantidad subradical, ¥ si el indice &5 par y la cantidad subradical positiva,
bn raix tiene ¢l doble signo =

EjEmpIDS l {11 Hallor lo reiz cuodroda de Fo®b.

(2] Hallar o roiz cibico de — doTty, .
[ .ﬂn’_ﬂuﬂ.‘eur-}ﬂ_.‘?gixirll R.

131 Hallar la raiz cuorta de 16abtmbeie,

ﬁ’-iﬁa_’maf'_ = T ]

(4] Hallar la raiz quinto de — 243"t
H = 24AmTn It = — Imin®. R,

h_
151 Hallar la raiz euadrada de —,
s

Cuonde ol monomio o5 une froccion, come en ede caso, so oxbroc o roiz
al numerador ¥ denomimodar,
o —
1.-' do® ' dao- Ia

3

E}:n
| i s :
(6} Hallar Ja raiz cobizn de S
lce vam o
Fodml®  Zomt
B EJERCICIO 213
Hallar las sipuientes radoes:
1. v/ 4a, 18, BT, T
B EhhE 4. v dabin, ' PR
s R A LT 15, =y, :
4, ¥ _ga bt Tt 51, Fhm L
—— lu_ : w k. ¥ P an
B, Gidatptd, Ty 131y
38

=]

H TGa LT, R e 2 125x%
Fordi e HigH vt SR e
¥ g M 2 88 - L 2 e
L L ¥ Sy Y " zi6me

B —hdaixyTa,

e R |
. I HR 18. V__ athih ai. 1/_:‘__"_
10 VB, a2 in! Pt
11, ¥ 1000N%TH, A T gy Eam
12, & BT, ; RfAets " i 1(kayts

AT CUADRADA @ 143

I, RAILL CUADRADA DE PFOLIMOMICS

RAIZ CUADRADA DE POLINOMICOS ENTEROS

Para extraer la radz coadrada de un polinoimio se aplica I sigiiente
repla prictica:

IIJ Sc¢ ovdena el polinomio dado,

41 Se halla la vaiz coadrada de su primer érmine, que sevi el primer
termine de Ta rafz coadrada del polinomio; se eleva al cumdrado esta rals
¥ se resta del polinomio dado.

41 Se bajan los dos términes siguientes del polinomio dado v se divis
de el primero de dstos por el duplo del primer término de la vaie. El o
ciente es el sepundo térming de la iz, Este 20, términe de Ja raiz con su
propia signo se escribe al lado del duplo del primer términe de la raiz v
s forma un hinomio; este binomio se multiplica por dicho 20, térming y
el prodlucto se resta de los dos términos que habinmos bajado.

£1 Sebajan los terminos necesarios para tener § tbrminos. Se duplics
Ia parwe de raiz ya hallada y se divide el primer término del residuo entre
el primero de cste duplo.  El cociente es el 3er, términe de la rain

Este 3er. térming, con su propio signo, se escribe al lado del duplo
dlét T pertes ale vz hallada ¥ so forma un orinomiog este rinomio se malii-
plica por diche 3er. tdrming de la raiz y el producto se resta del residug,

B} 5S¢ continga el procedimiento anteriov, dividienda siempre ¢l prl
mer téemino del residuo entre ¢ primer tbrmine del duplo de la parie de
raiz hallada, hasta obtener residus cero.

e
| Ejﬂ mPIﬂS {1} Hallor la raiz cusdrada de ot - 29a® — 10a® — 2a + 4.

Crdenondo el polinamio se chlicna

v g— 10a%) gi— o+ 4| of — S
T ety [ 20t~ Sa)[— S0} = —100% - 250
— 10at+ 29ad

100%—-250% | { 2% — 10042} 2= da¥ —20a | 4

do® 2o 4|

— Aoty Mo d|

t |

EXPLICACION

Hallamos la raiz cuadrada de of que es o esle es el primer Frmino de lg
raiz del polinemio. o 5o clova ol cusdrode v do o¥% oste cuodrode 5o fes
o del primer Brming dal palinemio ¥ bajpmos los dog l@rmines siguiania
= 100" < 2#a®.  Hallamo: el duplo de o quo o 2o,
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Cividimas — 100° + 20° = = 5a, edle es @l segundo férming de lo rojz, Bs
cribimes — 5a ol lado de 20 v formamos el binomio 20 — S0 osle binomio
lo multiplicames por — 53 y nos da - 10a* + 35a%,  Este products lo restomos
[ cambidndole los signos) de — 100? 4+ 20 lo diferancio es 40 Bojamos
los dos términes siguientes y tenemos do® — 200 + 4, 5o duplica la parle de
raiz hofloda 2|0 — 5] =20 — 100. Dividimos 4o + 2* =2, esto o5 «f
lereer ferming de e roiz.

Esle 2 zo escribo ol lode de 20— 100 v formomes el irinomic ot — 10a - 2,
aua so multiplico per 2 ¥ nes do 40 + 3o + 4. Este producto se resta | com-
bitndale las signos) del residun de® — 200+ 4 y nos da &

FRUEDRA

S aleve al cuodrodo o raiz cvadrade of — Sa 4 2 v &0 lo operocidn eshd co-
rrects debe dor o conlidod sebrodical.

{ 21 Hazltar ko reiz ceodrada de
Sl o D5t b — At I0EA S+ PE — T,

Ordenands el pelinomic y aplicando lo regla doda, se fene:

o BV gy T 25kY - O0x8 =0k = 6% A | T — x¥ e di = 2

.E_ ; S, jhaE — B el = g
— gl |- 25t
A —  xt H-E et LR TR
= Pt —Eu? -
Bdxt —20x* - 20n
— Dyt gxd — 16 | (éx® —2x% | Bx 2|~ 2]

190 + dx® — 1éx +4 |
PR BRI G )

Tdx®

G Y P S e

|:.

B EJERCICIO 214

Fiallar Ia raiz cuadrada de
o iy, 11, dabtBetb—da®hi—12ab- Gb1,
ik - e tx s, I8, x8—2x04-3xi4- 1+l —x3
it —fxBemdn 1, 1% Sal—fas4x041 Gxl—Rnt —And,
R dat =142, T, wS=Ont—BrtE 10 —Bdactfd e f— 425,
22—k 4= Tt 16, 16x"—BxTH25 20wt dx - B da® =] Zx-|-4,
< 10t A 1 B F— Gl T . 16, 9=3Ba--42a0%+18at—2at—1Had-+a.
8- i — B —2d @25, 17. Yttt —Dand L] Bx3—qx4+1:
|--j:;3-|-32-| dxp—Uxr—dys. 1R, Thxt—d i Tt =B nt-F Bh = B0 -0,
e P o 10, mt—dmintdm it —Lm it dns
BTt IO a2, 80 SxT—Bxyb 13T — 1Ry Bty By Sy,

210 16e04- 250t =t —0a b4 100 — dal B4 b,

22 Bk —Bhoe -l Bty = 1549 — 2 Sy * -+ Bt — 1 By Hd ¥,
. Bhatat - dik x4 2500 Mty b4 1 Tod ol —daxh - dx,

M gat—13aT—16a*+ 14et 41 Ta— 1 (a4 hat=2a+1,

T e e o P R o S Bl e o s e 5 B

RAalE CUAGRADA @ 39

{:5:6-1 RAIZ CUADRADA DE POLIMOMIOS COM
— TERMINOS FRACCIOMARIOS

‘ E jem p!ﬂs
o' Yofk?  afb ok BY

(11 Hallar lo reiz cuadesda de. | — etk A el o
TRE. VR, I et 75 e

Ordenande en ceden descendenle con relacidn o la o, ¥ aplicendn o misma
raglo del cose onberics, lenemos:

Sat ot vott L R b
(AT T 7 L3 BTt
u‘ 1 @
ET = l;— nb} = ot == -EEJ—JI ok
_%h'l' ?c];h‘ | at PRy gt afb® 2aht
3BT e e e
hrieem i
et b L2
10 5 15
o Zabd b
R

Dglha IE:rHI.-Irsr: ﬁgid{:dn de simplificar coda vez que se pucdo,  Asi, ol duplo de
a a= L]

—— Y — =
4 4 2
=T b E i
La divisian de =i anlre o se werifico —?----.5{ —— = = af, simplificendn,
: E 2 e
Lo oparocidn = a®h? sa verifica conviriends — o'b® en [roecidn equi-

9o~ R 1 BLE ol Pl
valente de dencminadar 10 ¥ 5o fiane -HT:_ - Isacts ol

G 1
il a?b? a® L el
La divitién de ——— entie — e verificn = —— % — = — =, simplificando,
= -

et 3 2w 1%a 4
(Z)" Mallar |o rofz cuadida i — = e — m s e
R K Pol

Yomos a ordenar an orden descendente con relacidn @ lo e, Come hay dos 1
minas que tienen @ en ol numarador, un éming independiente ¥ dos ldiminos



395 @  ALOERRA
que lienen o en ol denominodor, la monera de erdanor este polinomio en
crden descendente esn relacifn o lo o es o siguienle:
4 Wa A W
(5 T R
| AN Fs
porqua, como e verd on of copitulo siguiente, e efuivale a ?-::f',- i arjui-
i 5 a
vale o Joly ¥ v equivale o 5 (Juego se guarde el orden descendente de
L
los patencias de o, Tondremos:
gt 1%a 3] . 2| 2 A
; e e e e— L — -3 +—
i" K2 " e P ¥ 3 |
Aer? e 120
~— —".3)-'-3:= g
§2 ¥ = =
—E-fﬂ Air 7 N h_|£
e PEe i) i T
12a
= _y
i
— i % 7|
2Rl
4} W
3 M TR
HOTA
Lo raiz cundrada de un pelinomic fraccionario preds extraerse pasanco las
leteqs que estan en jos denominodores o los numeradeses cambiandole gl
signo o sus exponentes. En el copitule siguiente, despuds de estudiar bos expa-
nentes nogativos, se exiraon roices cuedrados por este procodimiento.
@ EJERCICIO 215
Hallar lp iz coadeada de;
xh 1 F:IAI= A 4 x? dx 31: 0 5 i +2."’ ]
R RO T H e e _— 1 e o e — —— i 2
o T T T
B u * » [h ot 1
T, ﬂ__‘!_x..ﬂL_‘_';'E.p.i__ 7. “__il?*’+'3'“’x__3"_ﬂ+f_
R R B H 4 15 a 25
3 : 2 i et 9 athr  zhE
W o L L e
4 4 A M ;R 14 1+ Al
£)gd ¥ gt i S
g e e g wffdxd B =
14k i 20 o Bh .
¥ 3 da3bd bt i 1« B 1 F SRR
I, - +-ﬂ-§?—uh’-+l + — i, s ol s i e e e ey

16 2 K i

L) el Jer q xt

AT CuapEapa @ 39T

at :.'I-ﬂ £} i :1}::2'].'2 _-CE:'_. x}|ll :F"
— — . —fa? + 20+ —, B e ot T
A b YR e ST
gf Sgd. g2 Hnx L dathe 2gh B1 Faylligfxiyd
18 o pam— Bk 1] et b
b3 ax Xx= 3 a* $x3pE Jaep 2 Aale  95a30#
Ga* = 66 da <= fa®x?  dmm hax 23 damnd
e & S o R e e e
25 Hg o 16 Bx o ha® Pamn® 4hex 2Hmn FH Blefx®
o0 25 1 b 2 a2 B
. Ot BT S M e e e e T
14, fx¥ 4 Blke® o F"I-Iit e 18 T Eﬂ: E-'-= o 3
da® ; ha® B 3 2 4
16 ot + 11—E i + _2.:1: . 2 ———d -Iﬂ' T — —? — —gf o
95xF M %a hx G4t TR LR m

I1l- RAIZ CUBICA DE FPOLINOMIOS

(365) RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS ENTEROS
" Para extraer la vafz cibica de un polinomio se aplica la signiente re-

gla prdctica: i}

1} Sc ordena el polinomin.

# Se extrae la raiz cibica de su primer téErmin, gue serd el primer
térming de la raiz; este térming se eleva al cubo y se vesta del palinomio,

9 Se bajan los tres términos siguicntes del polinomio y se divide ¢l
primero de ellos por el triplo del cuadrdo del términe ya hallado de I
raiz: el cociente de esta division e el sepundo término de la raiz

4 Se forman tres productes: 1o, Triplo del cugdrado del primer
término de la raiz por el segundo término. 2o, Triplo del primer término
por ¢l cundrado del segundo. 3o, Cubo del segundo términe de la raiz.
Estos productos se restan (cambiandoles los signos) de los tres términos del
polinemio que s¢ habian bajado,

0 Se bajan los términos que faltan del polinomio y se divide el pri-
mer térming del residuo por el triplo del cuadrado de Ia parte ya hallada
ide la raiz.  El cociente es el wercer térming de I maiz.

Se forman wes productes: 1o, Triplo del coadrado del binomio que
forman el 1o, y 20, términe de la raiz por el Ser, término. 2o, Triplo de
dicho binomio por el cuadrado del tercer término. 3o, Cuboodel tercer
térming de In raiz.  Estos productos se restan (reduciendo antes términos
semejantes si los hay) del residuo del polinomio. 5 la diferencin es cero,
ln operacion ha terminado.  §i atdn quedan wérminos en el residuo, se con-
timia ¢l procedimicnio anterior,
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e 121 Hallgr la roiz cibica de
Ejemplos B of: 120t F d50hi — 3507H7 — A00*B% - 27abt — F7HY,

Ordendndelo en erden doscendente con relacidn o lo o ¥ oplicando lo regla
anterics, fanemos;

011 Haollar lo raoiz cobica de % —Fxb 4 23t —83ef btad — 3ix - 3,

288 1+ 170%h — Jotht — 3503 + 450701 4 okl — LS| 25% + ab — 3R

Bl polinomio esla ordenado,  Apliconds la realn anterior, teremos: _HD'J - 3l et ;._12:*
: P [ RaE e T2a?h — Aath? — 25alb?
S TR T R L TR - o P
& ; Pt o 3t — 83x" < G — Db + 6| & — s .:'_ — 12t — gl kA 3l 2e®1® .ab = 170"h i
= T = 4 —— o ] 2] | EI:!: Eﬂ.
S e ha R )  36olb? — 36atb? — 45l Wb TE| 0 | oplie e
O D78 27 a2 —3x) = — 9D SULES setthie il R R 20 ahl® il
e b S s SRR = 4 : e oy
St — Bha® G0y — 2oz +B [ =g 13— maTed = 12a%: 1268k 4 .']:r’rh'
— Gt 36T - 6T B — — T
-— -3 AR E= 3 1 = A 9 H n 4
B St Al To obl-— ab®]

=  36alpt Jebt - Rolht

LB TR | o I % By At ol sl

) o = EpETahY
A —3x| 2= 126 —~36x | %
F= 4§ | ( —32 = Tk
EXPLICACION El segunda férmine de o raiz ab se obfiene dividienda T2ath + 120! = ab,
El tercer térming de fa raiz — 35 se obhene dividiendo —360'h% + 1200 = — 147

%o halla la roiz cibics de %% que es x%; esle es el primer lerming de fo oz, Las productos se forman come 18 explichd en ol sjemplo anberior.

5! o clova ol cubo y e rosta de 0 Bojemos los fres lérmings siguientes del Ohstrvese gue an los F'||Iirn-:h5 producios fenemps — Pofl! mmci_unfc con Sdeathl,

polinemis: se holla ol tipla del cuodiods de ¥* que es Jut - y-its. - dhiyicle P ,E[j._..;en ¥ -r.||:|r! Aiﬂn‘f:ri: combidndele el signo resulio = 450”EF que oporeto

- Pyt Gl = — Bk, Este es el segundo término de la roiz, debaio de + 430767,

Sa forman tres produectes: 1] Triple del cvadrodo de x® por —3x que da

—=5, 9] Triplo de x% por [—3x)® que da 27¢* 3} Cubo de —3x que @ EJERCICIO 216

Ao T Flallar la rade cibica de;

Estos preductos se resten | combiondoles los signes | de — % & 3% — &3x% 1. B—3F+hdps—Rryl

nos queda dx' — 34x7 y bajomes los términos que falon del polinemic, o Gt A00rE A S 105 B0 B (at

%o halla ef fiple del cvadredn de la porte ya holloda de la roiz que os ol bi- e b

namio 2% — 3% y segin se detalla arribe el triple del cvadrodo de este bino- d.  Axf-12x0+ 110! —Gx-Axt 1.

mic nos do el frinomio 3xt — 18x% + 277, B Ladda= et Bl —Gda® — Rt Bt

. iy i — 2 - Gl — G el — Dt ®

Dividimos e primes Mrmino del residuo 6x% enlre el primer trmino do este ?- i:-fg::.:mTf:fﬁ':n::.ﬁs—ix&tiiaxﬂ—sw—5-1.

frinomio ¥ lenemeos bx? = 3kt =2, Esle es el ferser fermine de la raiz. ﬂ. 113—:31-5—{;:.-10+1ix'+1 11:"-—-11’,1:5'—&.

Se forman tres productas: 1] Triple del cvadrado del binemio «* = 3x por 2 & Glcle (ot — 04802 At —Ux 1.

que nas de x* — 36 + 5447, 3 Triplo del binomio x® = 3x por 22 que nos 10 2-;;,..,__13'[“,:.,5_]1-4-uq_ﬁﬂﬁ,ﬂ:nu.mm{_g.mn.—m_

do iy . 3 Cubo de 2 que nos da B Estas productos sa rostan, com- 11, @"—Gath+15athi— a0 3b3 - 15u2 it —Geb b0,

bisndoles los signos, del residus del pelinomio ¥ ned do cera, [ 12, xPqhiya—] 1Txps—Hxty 421 DxEd—3T5xp"+1 aowh,

Obsdrvesn gque en los producios feniomos 346° somejonfe con 12x%, sp redu- 13, ple—galogheh ikt —4Ra®=Rhat+-Gd.

cen y do 66x% combidndale el signo para restor do — 687 qua aparece de- 14,  at=ihrtx+2TaT =210 — A6t H-idate®+ 2ot -3 Ga " T-H BT

bojo de + 6daF, 16 at=3a%+GaT—100%+ 1207120 100 — G+ Ja=1.

16, eP—]8xtphdaT=12]x0 TH == QO AL 1T =14 d ¥ -G x =27,
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RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS COM TERMINGS FRACCIOMARIOS
Se aplica la misma regla empleada anteriormente,

s Hallar la raiz cobica da
Ejemplo O o L LT [ i .- TR | o
— A e T T T dn et
Ordenanda en orden descondente o I 0. tendramos:
3 1 Vot x| %
i_’ﬁﬂ .|_]53n_-1m.-E__._-|-..L el
i 2% 4o do® Ba? | = 2a
B ay? 37
i |(,)- e & il o A
il '| B - ; s TR ]
15a% 1583a K ot |~ §| = —— . F i i :
e x o O - il =
L Ty (;} ;E:r ; ﬁ = 4 M = . P B2 i: b . .
15° 5o 2 |::—} i e —— i CARL FRIEDERICH GAUSS (17771855} Matemitico 1o Hevaron a dojar eonstituida Iy Aritmitica Suped
—— 125 | 4 X wlemin, HNamade ol “Principy de las Matematicas™. Demostrd primers que nadie ol Marada Teoarama P
x x |—@*=—125 By tne de los catns s cxbraordinaries de precocidad damental dal Algebra. Dirigic el Observatorio da Ge
2 ; gt s s historla de las ciemciss, Protegido por of Dugue  tinga, donde murid, Su obrz principal fue ol “0
9 BT % P a ¥ at 1o e Brumswick puds realitar profundos esfudios que sitiane Arithmeticae, gque o5 wn trabaje o
E“ 134 ? ot E:E 3{:_5] =3|:E_,H_...25] 2t
= h. 15 _]'53': .E_!a —E..;E-rl?j "
2 g e = * X : CAPITULO XXI
: = S | 154 LT
el it o s TEORIA DE 10S EXPONENTES
3‘_ e ] 5 X " 3‘! 15!’2 ——
—— e gy — ——
i I e Sl (367) EXPONENTE CERO. ORIGEN |
{"x_)':i El exponente cero proviene de dividir potencias iguales de la mismia
20 Baf loiese. s,
Lt - l.:iuu 3a® a3 -+ |':|-: — it = ':I'II I.l_..'. o= I.ll._:.-:: =
El segundo térming de o roiz e obficne dividiendo — 7 enliy — ©pera
: ;5 | L7 R IMTERPRETACION DEL EXPOHEMTE CERD
cidn que se veritico - W= = ; :
o 13':'}: % Toda contidad elevada a cero eguivale a L
Bl tercer 1&rmine de lo roiz — se obtiene dividiende —— ealre —= operacion Devimos que
o 2x x av=1,
que se verifica it simplificonds. En electa: Sciin Tas leyes de la divisiin, a® =+ q" = a""=a", y por otta
Hoy gue fener cuidndo de simplificar cada vez gque se haga una multiplicacién. rarte, ru;nn tonla cantidad dividida por si misma equivale a 1, se Liene
it atel
B EJERCICIO 217 _ ;
Hallar la 1ais cobica de: Ahora bien, dos cosas {o® ¥ 13 igiales o una _a =]
0 x bt Ghet o B0x? ] n 15e & :Ja”+15b !!bt+ [ teveera [at ey son jguales entre st luego, ; =gk
Ty e s g Gt Ep 2 4kt Bn de? Be? —
g | B g T i o R R e u._a}a_qj EXPOMENTE FRACCIOMARIO. ORIGEM
e e T T I b o Toxt 1Bx 24  B6a  Go®  27ab : El exponinte frccionario proviene de extraer una raid i uha polen:
b Oxt GO 36 & A  3a 49 27h  oTbA 27DR cia cuando el exponente de ln cantidad subradical no es divisible por el in-
e e L i = e B, o o i o o e o s T ¥
B4 P R atis | b 403 Ba | 044" 1Ga® dice de In iz

401
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Sabemos (3603 que para extraer una raiz a una potencia se divide el
exponente de la potencia por el indice de la rafe. 5i el expancnte no es
divisible por el indice, hay que dejar indicada la division y se origina el
exponente fraccionario.  Asi:

oA ;
e u_-’.'_ 1}."&_?2 -!-I'I:'.
INTERPRETACION DEL EXPOMEMTE FRACCIONARIO
. ‘Toda cantidad elevada a un exponente {raccionario equivale a una
raiz cuyo indice es el denomimador del exponente y la cantidad subradical
Ia misma cantidad elevada a la potencia que indica el numerador del ex-
I.'Iﬂnﬁl'lt[‘_'.

Decimas que o5 = 4 o™,
En efecta: Se ha probado (300} gue

m
Fam=g": luepo, reciprocamente, 8" = a",

I jemplas

i i ]
(1) Expresor con signe radical &%, 20%, o1yt

1

1] 1 -1
Food | wE=IvE SR =VEYER

{2} Exprosar con expenenle froccionario ¥, 24 ot el Wyt
B 4.

I R B o

B EJERCICIO 218

Expresar con signo radical:

1 1 i ]
1. ;;'E. & x:.]ﬂ_ T- i-'__ll_u-'l,tl.i_ 14, Bppmais,
a 11 zag T
2 mh 9. Rt £ Tyt LTI PLET)
2 ¥ i 1 For R
b P B ySyEgs, 0. gpiA 18- sinnbss,
Fxpresar con exponente fraccionario:
3. a5 16 ¢'m, 19. g3 50 S gemt e
14 9. 17. 94/, 2. 2yl 2 g

16, /3 18, /3 VB, 81, pee/h, M YaVBVE

TEOGIA DL LOG EXPOHENTES @ -‘14]3

(369) EXPOMENTE NEGATIVD. ORIGEM
" El exponente negativo proviene de dividir dos potencias de la misma
base cuando el exponente del dividendo cs menor que el exponente del
divisor. Asi,

g degh= gt =gk, e e At o i

INTERPRETACION DEL EXPOMEMTE HEGATIVO

Toda cantidad elevada a un cxponente negative equivale a una frac
cidn cuyo numerador es 1, y su denominador, la misma cantidad con el
cxponente positivo.

2 1
Decimos que art==
a
ﬂ_hl
Ln efecto; = qe-imsal o gm-a-0 = =0
e
. ar a' 1
y también e AR e

gun  guxgh gn

i a" :

y como dos cosas «® v — ) iguales a una tercera | —— ) son jguales
o 2

: 1
enere s, CEermnos l:.]l.llﬂ gl = s
a

D acuerdo con lo anterior, 32 tiene que:
1

a3 = o -E:L e -£=
i pr o ,51‘1- x5y

1

x*}l'}r

(370) PASAR LOS FACTORES DEL NUMERADOR DE UMA
— EXPRESION AL DEMOMINADOR O VICEVERSA

Cualgquier [actor del numerador de una expresion se puede piasar al

denominadaor ¥ viceversa con tal de cambiarle el signo @ su exponente,
a-th-E

Sea la expresion De acuerdo con el significado del exponen:

x—l ]
b negative, tendremos:
1 1 1
gt gt R R % xigt  xhy

ziyb T 1 i 1 __]____ GGER T T gl

,,;-1 :Fn .,‘-_1.},!-

Asi, que nos gueda que

ot et M ok S ]

(1} y reciprocamente .5 5:_-‘-}_-_5. 2

X --I.:ll-J L3 ﬂﬂé;il

En I igualdad (1) vemos que los [actores o y b que estan en el
pmerador del primer miembro con exponentes negativos, pasan al denomi-
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midor del segundo miembro can exponentes positivos ¥ los [actores x4 e 378

que estan en ¢l denominador del primer miembroe con cxponentes negati-
vos, pasan il numerador del segundo con exponenles positivos,

En la igualdad {2) vemos que los [actores x* e 9% que escin cnel mi-
merador del primer micmbro con exponentes positivos, pasan al denomi-
mador del segundo miembro con exponentes negatives y los factores of ¥ ft
que estin con exponentes positives en ¢l depommador del primer micm-
bro, pasan al numerador del sepundo miembro con exponentes negativos.

TRAMSFORMAR UNA EXPRESION CON EXPOMEMTES
MEGATIVOS EM UNA EXPRESIOM EQUIVALENTE
COM EXPOMEMWTES POSITIVOS

Ejemplos |

(1) Expresor con cxponentes paositivas - x "1y v Jab i,
Sogin el ndmers anberion,. bonomes:

1 da
Ayt=— R bt =, R
xly e tb e o
2 x
(2] Expresar con exponontes posibives Ererert Sy
h-ﬁ:f.—l *
ardp o x 2 ’)
Ex-i:.r" A

Obsdrvese que ol posor wn Factor. del nemeraders ol denominador o vicoverso
el copficienle numbnos no e oo,

3 E.: cg hEb-ﬁl:o-T
{3} Expresor con exponenfes posilives —".l:-'*‘r'f
) o, R * " g gu_" "
S Ohtcd | G Bbe
2
xy Sr-%
(%} Expresar con exponentes posilivos G
BT
i -0 X
L S . L
el TN LR g o

B~ EJERCICIO 219

rranls DE LOs EMFoMEMTES @ 405

Expresir con exponentes positives y simplificir:

1.
a.

3

ath-s,
doc-6,

2l
a b ¥,

L
R TN

i
i

1.

]
moEnE,

adfeip,

oz

Axty

EJERCICIO 220

Fisar

Prasar

B. 5a 8L

1ik

ot
L Togl

E
11—

14

am-

1
i
13, o 1.

Harri %)

b [actores literales el nuomerador al depomimsdor:

u?

Fl

e

¥

et

Fd

=L =il
| gt
3
i
e L
i
i
2‘-,‘7
. L
oy

Expresar sin denominador:

Ankh?
aly

2L

ad.

dxypezt

alyr it

sl
7. S 10.
g P 11,

‘.-I

.S
A 1

|m|.

17, e
'I-r'-'"}"_l
1

38, —— 2.

a-ify 3

[

e

L Hgih

min-tx-d

die® 18-

1%,

1

ol el

ara s pp®
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@ EJERCICIOS SOBRE EXPRESIOMES COM EXPOMEMNTES Expresar €on cXponcntes positivos;
CERD, MEGATIVOS O FRACCIONARIOS &% me 1
1. 1% : 20,
3 E PP =]
1 ot 1T 20 3
Ejﬂnlphs (1] Exprosar —7 en signo. radical ¥ exponenfes posifivas, v s gy ¥
T i 3 2. 7 T EA 23. =T
- e = 21. x3v'xT, 84 Vmidnd
SRR e PRy
Ry by Hallar ¢ valor de:
i 2 ; otk L
S 6. 16 ¥V 4 i
(2} Luproar i con exponentes froccionarios positives, P 32, {?) d8. { Gl 40. {3'}}
3 X u 26. E'a_' 1 i
A 17 S et 3 -t
o 3 3 1 i i S o
—— == & o1, 8. s (L) a. (5%) "
VT Bt 5. § ¥ : 3 2 3
2 il [iﬁ}‘_ > {ﬂ} + 42, EEx 4%
12} Hallar ef voler de 1257, 8. (—IN . el L ' 1
=:‘I_ P e T— 0 , - . l,13. Ei}i BT-TI
¥ =1 === R 3. (—32)5, - -5
ey 52 a3 4
Bw % [5* posomos @ 5 porque el expenente 3 y la raiz cobico se dostruyen, . 49 %_ k. {m) ; 3. {:_' E : 44, 280 %Hlﬂt
{4) Hallar el valae de {i)_i
-, J 373) VALOR MUMERICO DE EXPRESIOMES ALGEBRAICAS CON
e A i 1 N i i g —" EXPOMENTES CERO, MEGATIVOS O FRACCIOMARIOS
GVTe——e—— . e
o4 T e R T .
FF VG ¢v&E) Q) = Ejemplos
Wéase que los cxponenies 2y o rolz cvodrada se destruyen. i3
11} Volor numérica de o %h +o®b* 4 & porg o=4, =14 s=1
B EJERCICIO 221 Sustituyende dos letras por sus valores, tendremos:
JENEY
Expresar con signo radical y exponentes positivos: 42018 + 4%, 145 4 a0,
L .28 X 1Yy 3 Ahora, o cxponente negalive lo hocomos posilive, los exponentes froccio-
Lo« 2 @ 2m tnd, g, om *® 12 {1‘!— E) parios los n:ufmlirnns en raices v feniendo presente que toda contidad ele-
1 i 1 vado o cers equivale o |, bendremos:
A o 2y 2
i e 1 s {"‘] - jT-lé-l-ﬂ.fmﬂ1=1-|-:-~a:-“[:-F-|-1=1+:r_2=-|-1=1—1¢—1=1H. R
n I el
o o a 1
y & i (2)* 3 b owF
&"math ; A M. AT/ . (2) Volor umérico de —— +x% " = 5=+ r— para
gt pr A 10, < ; a o
1 i 2 148 ! =1 =
x ¥ y ¥ 11, gidpm-ty B, 10, {.'-'_'_‘} i b M Al
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Sustiluyends, fendremes:

3 1 I ]
L oagE e L
L 2 v pER
45 BE
Ahora hocemes posifivos los exponenies negativos:
1 1

3 7 #
2 A oRgE g IR
Be aE

Los pxponentes fraccionorios los converhimos en oroices y recordonds que fodo
confidod efevodo a cero eguivale o 1, tendremeos:

S B
V. YIE 9.54 1.6
< SO 2 1

= |
SR FPR 2,64 VP

B EJERCICIO 222

Flallar el walor numdrico  de:

i
1. a2 a-1hT 4 x para a=4, f=4.
1 i
2, dx T Al opann x=4, y=1,
.|I_'| i =

3, Eu'ﬂ&+F+n?b_’_ para a=4, b=16

:
_l.:T ek X

& E,,-'_-'H+x By F—xiyl 4 — para x=16, y=8.
5

a :ll-a‘ =0 g 2 3
B. .-c_-l+?“”+d't +xty® para x =8l ¥ =4

1- 1 i 1
B. @*xl+a %% Y4——-+dx" para g=16 x=§

a it v
a R, | i@ ? :.' bR it — e 1Y

T : 1-:—3.-:1&':-— o para a=o0=16 c=2,
e

|'_.E':--I

TEGRIA DF LOS ExronedTEs @ 409

xe 3 A 5=
g — 4+ =yt 4y para x=8 y=i
iyt ¥
L I
.8 I——4atb—V7 IP—— pam a=2i, & =245
BT a’?

@ MULTIPLICACION DE MOMOMIOS CON EXPOMEMNTES
MEGATIVOS ¥ FRACCIOMARIOS
La Ley de los exponentes en la multiplicacion, que nos dice que para
multiplicar poencias de la misma base se suman los exponentes es gi:t_'ln!h'll.
v se aplica igualmente cuando las cantidades que se multiplican tiencn
exponentcs negativos o fraccionarios,

1) aux o =au =ah
] EIEIHPIM 12 op X os=0n .n S0 = ol
[3) guxoe=eajs =g,
H-]' [« A B R N =m=1
i 3 L]
(5] &7 wai =i’y =ol
i 1 ol A
B aTxdar =ai’s =ak
@ EJERCICIO 213
Musltiplicar: : 3 ¥ N
1. »® por %2, 7. Gm% por m b 13, =97 por x5
: ! A ik
SRR L 5. 1'.-1';- por a 14, 3etbE por fa-dh 9
g xt por xi, - 15, @il por asbeE

- ]
8 xF porox . i o

: 16, @ 0 por aibv,

4, g% ] i
at por g 10, ant por n *

¥ 13
o o 1 TR T
B x¥ por ol 11, daepes o 17, “3 por B B
d —
B at por el 18, a-1b-2 por ok’ 18, e Vb por alrd.

(375) MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES
“—' MEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

Ll 1A=l

| j‘Em F[ﬂs 11} Multipliear 251+ 3x By 2ok yt por wd —x By T el
Les polinomics. estin ordenados on orden oscondinto
con relacien a x porque el exponante de ® en el segun-
des Hrming == &f mayol que el oxponenie de x en el primer lérmino = |

y ol tarcar tieming y' equivale o 5™yt ¥ O s mayor que — ;
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1 X
Tondremos: 2wl 4 3x 2y T4y
1 1

al— X By Byl

R
b ol RS R oy

1
Iely*l 4 B Ty
SRl B g
R R fiw fyp 2 g, R
L £ 5 L
12) Multiplicar ob™ —oh + o® por 0?b 31— b —a S
Cirdenanda en orden descendente con relacion @ lo o, tendremos:
ek
ab '+ = o'b
1
u'l&'h-:l - e —g Bl
LY e
bt o abt — u:h'” .
—ab*— afb + bt
3 ]

— oh® = aibt 41

Bk e S
—_ T 1}: n_h'lrl —_ Er ]
a

ot — ekt +1. R
El 1 dltimo se obliene porgqua ol produchs
.1 _1
(=o)X [—athlj=cMt=1x1=1.

- EJERCICIO 224
Muleiplicar, erdenande previamente:

] L 1 X sk
1., apB-da-t por ad—aiyL 4. Bol—a*a2g por al—a 41
i 2 o e S
2, xfelgxt por 9k 8—e, 5. @—2+4% ¥ por 3+a T—da O
1 = i o e St A et
3. x4xi4Ixt por xi+x 2D g wielxi—x 1 por x¥=ex

7. afb-izadb por afb-tga—a-diel
B, x-Sy-ibxlyplpa-tyed por xty-S—x-byridariyd
a i ¥ A wik
B. .-Jm.'.-"'+.|1‘_ll'“—n“ hfy-u et rJ“J',F_' L—Z4 50 5,
1 ] 1 1

10, a- 420 2 42 por at—a ¥h Epbe

Ak Sk han
11.  dxd—xfyteyiy@ixy por xdpyd

TEGRIA DE LOS EXFOMEMTES @ 411

AR Sl o 28
1% x—Bextpate?—3u por x-42ele4JaTyd

13, Se?+td—3a—-2a-' por Ja—fa-1-2.
14. x—8+x-t+dx? por xl—Px-tpxn,

3.5 11 15 24 1
16 m—mnttn—m *n® por mEdnitm O
My i 1l
16, a*—a S4+24* por o®—2—a 5,
% - 1 :
17, w3+ 2md por 2—3m +8m 3,

1 51 3

_aa pIpl.X i okt |
18 = Yipax Sy—xBF por ¥ HEogy g G T
19, «%yl4+Gety S 2ty por xbyd—x-Typda-iy-

CRh i z

gk Bl k] H= 4 -
A0 @ NEELDg M-l por dath 4144 ab’i‘l

r:.ﬁs"ﬂ DIVISION DE MOMOMIOS CON EXPOMEMTES
—~ MEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

 La Ley de los exponentes en la division, que nos dice que para divi.
dir potencias de la misma base se resta el exponente del divisor del expir
nente del dividendo, se aplica igualmente cuando los exponentes de lag
cantidades que se dividen son negativos o fraccionarios. ;

Eiemvplos ) el g =g"? =g
I P 2} = g =€"'1:'-—-.;|=+’ =g
13) ol = =87 b 2
e T
‘4’ ﬂ'l-. ':Eﬂ'lf J:}E_T
Ll I =
Bior o =a =alfTeF
i L i E
Blaelsd=d "=g7
B EIERCICID 225
Ihividlie;
) 2 1 11
o oentre atE g at entre a 5 id.  a*B? entre ol
2 =t eobre-oxs, _H i 15 a*hk% entre a-li.
1 1 . oA entre 1.8 i
& mf entre mo T i W x Ty T eptre x Ty,
R e o 10. w" entic m, {3 ) =it
B : 17,  m*n ¥ cntre m Inh,
B x° entre 277, 11, 4x° eptre 2x T 2 e L
. ; 18.  Hx-%* entre 4xy &,
. at entre . 148 T, AT R 1 1
x # A oentre g N, 1. ey T r.l_“"'h".

L -

To x Ventrex T 1L ¥%Yenire x %8 80, Xy ontre xfy-
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Ty 1A 1 I 1

377)DIVISION DE POLINOMIOS CON EXPOMENTES 4 AT L e e T
MEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

kL P L L
Sinl—S4-10m S—Smd entre 34m B—dmm L

: Bt g 1 ! 1 1
E}EI’MFIHSJ . B—dg*4da Y=a b entre of-04a E

0
T

i
TR I T SO T gt TR S e .
(11 Dividir o-th® — 20b°F 4+ a8 7 enfre o % — 2o 4 ol R S B eSO W G S PR SR W
Dividonde ¥ divisor esdan ordensdos en orden oscendente con relocidn o lo o &, -1l g Bh-T 4 a4bT pntre @ h-Seg-th-tha-2h-2,
LEL B wmtndmtrtent entre meoitanei—m il
Ljy=% — 2ok " % a'h~T #h~2 — 2aiih™? 4 oh : e u iz
! ':-..b.x J O - Eb-n 5 5 L 10, 1ae—19+0+17—2a+10e* entre Ja--2—3at,
a o e o glbl Ll B o el el i s - et ¢ § 5 ,1 % i
Zh = okt I_-Ib--l R ey R SR R T LT P
5 u 11, a¥A—a®by-Sa h-1=8e * entre @fb-l=843a A
— 2b' * + Aok ® — 2ath gl o
abi'® — 20%h% 4+ ab 7 12 xf4x Bp TExlely0y? enive xol—x By Eppel,
— lb e TRl e gif-T = e & b sk
% E 18 m—lmitm oentre mb+lmi—m I
Al dirvidir 26~ enire 0*B™ coma en el dividendn no hay a ¥ en el divisar hay ; % 3 i
o” cebe fenerse presente que 2hY equivele o 2e%B v dividiendo esle con- 14, Fx4dx PR 44T entie 452y T,
fidod entre o®E tenemaos: L % - ; HG
iﬂuh-‘l = Uﬂh-'l = :'ﬂ"':h_*'u = k= 15, 4,-21'.”;'.‘.-';\.-?_ x-'_:i!'.:l LT _l.:T+:||E_
que es el segundp termino del cocienie, : 1 i L ou A 1 FL
< I.. 1 1 - 1. 1. b A= IHI_E .I -] _II? e E+:;'I'EE1:—“-ITT.'€?
(20 Diwidir 4+ 11— 2476 = 2ot endro 45— 1+ 5 & - 1r-| I:M n""’-’ u” g 1 I1 i
Crdenandn on orden descendenie con relacion o la x, tenemos: 17, @b egibE pntre atbb24a 2k
X B £ 3 e o 13
dx + F’xt b R Tt ol Ll B 18, mSi=11m w1 entre @ Yadam Tne—mied
e e ;L,-H_ IE R 19, & WErd 4 13x%y LGty entre e Mpiex-yd Bx-ly-l,
yre o ; LA | A e Eih
{h:%+ W= §= 80 B+Ta WiaShd—a A0 enoe Jeth H1ta N
L 1
—Eff 2= {_ﬁ?ﬂ} POTEMNCIAS DE MOMOMIOS COM EXFOMENTES
i oy — MEGATIVOS O FRACCIONARIOS
% I_LI * La regla establecida anteriormente (344) para elevar un monomio &
— 12+ 3x 2 — 3x-! A potencia s aplica igualmente en el caso que las leiras del IO i

i estén afectadas de exponentes negatives o fraccionarios,

A efectuar lo divisién de 17 endre 457 podemes considerar que 12 Feno =®

Ll A Lt S i 4 famlt = oy Qe el
¥ iondromas: 12 e dx® = 12::“'”-" qx* = 3::" gt | S EJEIH'PI{IS th "Ir Ty e
O sea gue sioen el divisor hay una letra que no do hay oo el dividendo, e ’ :.llr l;'| A L T
lotrn aporece en el cociente con Sy esponente con el sges canbiado. 2Hhof : - .
At Do ey L 22
W EJERCICIO 226 3 ikl S o8

Inwidiv, ordepande previamente:
1. xHadp @yt e pi—xd4- 1
SRR L
B ar=giep ] enire a4 2an,
B, om0 ettt pplre o =14mE

0
_:'.JII 1 13
(4] {'Jn" 2 =fn'"'b' = Ho%h,




414 @  sicEema | TEGRIA BE LOG EXpomEHT: @ 415
£ T i =
m- EJERCICIO 227 41 Elevor al cuodrada x* — x% +x L
Hallar ¢l walor det ) Aplicande o regle del ndmera {347], tenemos:
BwB - L 1
1. (e 4, {xT)~ 7. (;—-}-i) 10. '::xT}'__} - ""‘"‘j = {f““} l I;_“ } 1 'l-ﬁ
I - a : —
4. (a2b)", B. (m_‘} i i ﬂ‘.&;b;) [3&1‘&"") Sl {:-:") {—x‘ b2 Lx'} [.:: 0 )y E{ —xt ]' [
B %2 3 %3 ] a 1
3. {ﬂﬁ) - G, (ET ' B, (it 13, [Em e ;') =::2+:r?+:“—-‘.!'x+.'¢"x -1
8 i 1
FOTEMCIAS DE POLINOMIOS CON EXPOMEMTES et o e o e
MEGATIVOS ¥ FRACCIOMNARIOS 1 5%
Aplicaremos las reglas estudiadas para elevar un binomio a una po- {5) Elevar al cubo ol = 2+ha
tencia cualquiera ¥ un polinomio al cuadrado o al cubo.a casos en que Aplicands la reglo del ndmers {348), fendremos:

haya exponentes negativos y fraccionarios.

(Feseas) = (@) s Co) s (3) 2ol (20) o (1R
Ejemplos l 43 —2}'{:5} 13l -2) Iid;'_]—zf_u'?izﬂ o)

- B S L
(1) Desarroller {30 + b #)? +al "} (=2)selam) (~2) (53]
3) e (aes) o g ) () o (67 ot = do 6 T g — o B o — P30 120 12 T 430 T R g
3n4+h*} = 432 2\t AR ApRE S =0 fo e Y5 ) R a 0 a
g
2 3 =0 -d-:f‘--l-lﬁa%—20+|5_-] b RS
(2] Desarellar {.’1“—4}-"‘}
il - g @ EJERCICIO 228
(Feae)'=(3) a(5) (a2) 3{ ) (a2 ) fayr ) Desarrolla:
2
= o — 1 23Tp-F o+ dlxbyt — Gy, R, L (,ﬁ.,.,;,?:l : 10, (¥ xE—gp-t, 19, (x4,
i & % BY B B e
l:: -2 )E' T I'—}‘l} = s ol {m?-l-lln'_:'} : U G
i3} Desarcalior Yo 8 —wE) . B L AW e {x%—x%+2x_% 1
Canvirliends b roiz en exponente Traccioneric ¥ oplicande 1o farmulo del g ("l dm ) - 19, (Eu-i—uh_i) ; 3 A
Bincmio de Mewlon, lendromos 4, (A3l — a2y 3, (VE=ETP 22 (rl_ Tatet) -
Yo G hore s o it
n*-w’_ = g, \al=3b ¥ ) . i (-fq- g,?). 2. \m+2mi=amt/ -
o e S A e i S e _ W v L_l_ it ’.
= \a ’] 5{.1‘1“} Lhn J 410 {l:r":'l {.|:|E r 1% 5 15, (x-!_}_%)i. e ('E:b 41 E-H:I ?Erl')
_.E.m 1 i _E_] { l :I-u {J;j- l]'r' I|'. {ﬁ_}l-i} 3 1 a E{I. {xj.l._-.:T_]) b
1E|{:rlr 'ir.h*]' +5& ':mﬂ, b - — ( A of :JE 1. |:,,,-'='+:,,'T 2 Cayi
i _-I i " # _!I . L TI'L,' A ) i, Fr:'”:r:l:'—:r:in 13 7. r.'t—ﬁ]ﬁ. ai, [.-]I?H+ulﬁ): n
- R U la-2t— 100957 4 S b — b= L Ao
s | e B 0 f | a0 1 i c ) 0, {Eh'l rﬁ] LB, {"H_E\‘fﬁr}ﬂl Qe (m-ﬁ:|'ﬂﬂ'l“"|'1ﬂ!:' ¥




415 @ sLcERRA ! TEORIADE LOS ENPANEMTIS @ 4177
(is@} RAICES DE POLIMOMIOS COM EXPOMEMTES Ejemplo
— MEGATIVOS O FRACCIONMARIOS
AcE i g 2y
: iz cundradn deoa — == - & = —,
E}Emplﬂ Hallor | raiz coodroda de TRl + 14 i
x g 1 i 1 Fasonde les Factores literales de los denominodores o los numerodores cambidn
Hallar 1o raiz cusdrada de'g— 2a* = 4+ da * + dal + o, dodes al signo o sus exponentes (3700, teadremes:
Crdanonds el pelinemie y opliconds lo mismo regio establecida en el namere Aot = ot = Té— 120 Lr ok Yamiacs,

13631, lendremes Ahore extroemes o miz cuadradn de este polinomic

15 T -2 | g gt VAot Bax ¥ 16— Vo x otk dow! = 2o AnT
i —2ot gt bdet—d a0t —athda e ;
el s 3 = A ldoxt~ 2 )i~ 2 i=— Baxih 4
* Faot] | i N = ' — 8o+ 14 _
B (258 -7) (o) = —2a" be" Baxl— 4 L el B 1o
o ekl B L S e 5 R e R =12~ 120 x+ Fa3?,
20t =" = {207 —2a% 4247 ) 26 T=4a® 4 +4a %, — 124 120 2x— Fo-3E
T I
dg% —4 fapt
] W EJERCICIO 230
Sdalahdastnt Exeraer la raiz cundrada de los polinomios siguientes pasando los Gctores
hierades de los denormiadores o los oumeradores:
EJERCICIO 229 o o u G0 95
ad LR LR 7. Owd ok 90m® 4 55 4 - 22
Hallar la raiz cuadrada de: o Ba L IS U i R
q = 3 P g I
1. xS Lt fe 4 120 4. a%idat-fpt-1%a 14 ba. PO AR i 4 gl g Jetb? b B Txy EE
t 1 2 i1 e i T R Sy Txy o B0 Bal25athE
8 wee114+HGee d-Gmdmel, B min —dan®n Lpfie-dan Enidm e 95 a4 1 L abg R
£ B 1 I O T B =i e . 5 B
B 0@ 2R —Gat 1 -3, A PR [ e N PR i C A L
A L RRE Ty Sl B a8 4 H] Le o a®
Hallar In vale edlbica e : F —— — S Ty x a2 ; Eﬁ”+T Gh-x 1
5 a e e . sk pbe
T. ai—fia p2la-t-e FHGdal—Gda ¥4-27, g, 4 1 9y 2 Bhy® e 2 g At
a) . b anp? 12 @x Sy Okt x a;.'u;“ Hx"‘i' :
8 G 1A-201 155 St Frach g e ot dar chor e S e S
R e TP | Sty il = - =
i & 1 || o 5 ]
L L SR e 9 - F )
B, 0P Rai 54143491, B o a : RS 1

{53_1\) RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO COM TERMINOS
— FRACCIONARIOS USAMDO LA FORMA DE
EXPOMEMTES MEGATIVOS

El wso de los exponenles negatives nos evit teaer gue rralijar con
[racciones algebraicas al extracr una raiz it polinemios con ermmnas -
CIOTELE s,




ON dl CALCULO T: |

-
Er

APLicac

YIS CAUCHY (1789-18571 Matemi-  la Reveluchin, Fue profesor de matemiticas en Turin,
Su vida wstuva semotida a los azares  Fue uno do los procursores de o corriente rigorists an
icionus y contrarreveluciones que prima- et discipling, Comenzs la creacidn sistemitica de la
ompo. Legitimista cenvemcido, no acepba tearia de fos grupos, Ben mruﬂ:fndiblu an la matas
4 Academia pars no tenes gus jurar ante matica maderma. Dio una definicidn de las funciomes,

CAPITHLO xxxn

LADICALES

@ RADICAL, en general, s toda raiz indicada de una cantidad.

5i una raiz indicada es exacta, tenemos una cantidad raciomal, y 51 no
o s, Irracionl,

Asi, v 3% o5 una cantidad racional y +3a es una cantidad irracional,

Las raices indicadas inexactas o cantidades irracionales son los radica-
s propiamente dichos,

El grado de un radical es el indice de la rajz.  Asl, v'x ¢ un radical
le segundo grado, ¥ Ba es un radical de rercer grado.

@ RADICALES SEMEIAMTES son radicales del mismo grado y que tie
" nen la misma cantidad subradical.

Asi, 2+/8, 5+ 3 y § V7T son radicales semejantes; 23 y 542 no son

I jATILES.

LEDUCCION DE RADICALES

384 REDUCIE UM RADICAL es cambiar su forma sin cambiar su valor.

418

RADICALES o 4 19

i. SIMPLIFICACION DE RADICALES

(385) SIMPLIFICAR UN RADICAL e reducirlo a su mis simple expresion,

Un radical estd reducido a su mas simple expresion cuando 1a canti
dad subradical es entera v del menor grado posible.

Para simplificar vadicales debe tenerse muy pre
sente (361) que para extraer una vaiz a un producte
e pxtrac dicha taiz a cada une de sus Bwctores, o sea,

Fn la simplificacion de radicales consideraremos los dos casos i
EuieTres:

Wabr = ¥, V. ¥,

CASO |
Cuando 12 cantidad subradical contiene factores cuyo exponenie es
idivisible por el imdice.

(1) Simplificar %o,
__.'E} =x-'_:_|_u ,-r.l"l_l-:r ___-\._."'-"-;!:IL'-\.-'HTJ! r‘n._."_l:;: Al B

l Ejemplos

(2] Simplificor 2+ '.'-"_‘_'rf‘].-a_ hlng :
g Thpigt = 38 3 5 bty =2 B AN gy
=258 00 3y =1V By, R

En lo préctica no e indican las raices, sing gue uno ver arreglodas los Ful:hj:ld:l
de la contidad subradical, oquelles cuyo exponenin sen dividbe por ol Indice,
0 socan del radicol dividicndo o exponents por el indice,

(3) Simplifiear 3 30T,
%“-‘I APty = ;‘b'_?“,_x“.x_}"‘_.:,' = :—,.’3{ Tyt "\'_x}"=?"'!-':' voap. R

(4) Simplificor 4 9 T80k,
4 aEnatnt = 47 3,50, ot bbb = 4,50kt 2h4 =Tabt T HE R,

(5) Simplificar 3 4 T2mnt.

b ot = 237 et = 3¢ 20 ¢ 2 = 30 A, R

{61 Simplificar ' #a — Boh.

' dat —Bath =+ 40" [0 — b=+ 2 ot.a :.-u — 2k ] =2 vaT — 20b_ R

{ 7h Simplificar " 3x* —12x + 12, ;i
."-j;,-;]'_12.:.,,.':.15:“"3[:{-1_‘!“+‘1:=-\__l"3[x....2F,= !j:--:' :l'\.'RI R-

@ EJIERCICIO 231
Simplificar:
1. 1R 3. ¥718. b 24, T B BIxW 0, ;ﬂgﬁr‘;{“ﬁ.
R LY [ 8 4, —¥748 6 E0eh. B SvT0Ra"nT. 10 A P A



420 @  sicEERa

11. 29163 17, 2xyd IZEaS, 22/ FOb R,
12 2 ET, 18, 2 UTeme. 2. SERSE Gy
18 Be¥TEOERES, gy dymear MR T
14, & ElaIbiC, Z 8.~ Te=BHA—T)
15, 34 Ry, 20. = ¢'Fl1a%b. o1 R e e T
16. 2 473EHT, 1. ~Oa+186. 27. o/ et —ifa raka.

@ sttt /2
B Simplificar =

Cuande ko contidad subradical o5 una fraccién v el denominador es inacia-
nal hoy que mulliplicer ambas larmines de lo froccion por o confidod racoso-
rin pora que ol denominodor feago rofc cxacta, A,

e _r'.
¥ 2 i 2.3 F I5 I \‘I.-__
A T B — = &

‘I\_." 3 -\"-\.||II 33 -i"l. 3'1 1 [ R.

r
(%) Simplificar 2\/;g
Bt N

[Bat Pk 28 e S0 o
%"—vmr%=muwﬂv%wn-l

EJERCICIO Z32

simplificar;

CASD Nl

Cuamndo los Factores de la cantidad subradical y el indice fienen un
divisor comiin,

i (1) Simplificar ¥ 4o,
Ejemplos ) ;

Vhgt= V2 gl P b =90 af = V3o R,

Lo gque se noce, pricticamente, oz dividic ef idice y los exponentes de los foc-
jores por su divisar comia 2
[2) Simplificar & 9ot
i T i N . ot 4
VPt = VI gt s W e = :"I::r]:-—v“*. R,
Le gue hemos hecho, pracicamente, et dividie el indice & y los exponontos de
log fochares enira 2,

mapicaLes B 421

{11 Simplificar N ET I
S TR R

Hemos dividido e indice 15 ¥ los exponentes de los foctores per 3.

@ EJERCICIO 233

Simplificar: : :
1. W 4. VB 7. 5 a5, 10. N Bdmtnin,
o &4 e TV ¥ R YR 11. & 33545,
5. AL 6. & 25a%hY B, N RREIyIE, 12, N mily iy,

1. INTRODUCCION DE CAMTIDADES
BAJO EL SIGHNO RADICAL

-éﬁ} Fara operacién es inversa a la simplificacion de radicales,

Para introducir el cocficiente de un radical bajo el signo radical se
eleva dicho coeficiente a la patencia que indique el indice del radical.

o g=n 2 oa=vEn, B

Ejﬂlllp![ls I {1} Intraducir &t coeliciente de 70 baje ol signo rodicdl,

-
frE ":l- B
,-"}/'I- ;T l. r E\/L_..- LI {/:‘ 13. ape® .1&.._
ilj' G <k i }3 o -H'.l'-
i 1 \/’i \/*a_ : ,’E 8 5/ Tix
— B, == — B, T i T L sty
8 :l : 4 : fim® N 3V 16
T - -
ﬁ'l". f 1Z. %, 16. -I? :f LRSS,

24x? 0 4:3;;

Cuando el coeficiente de un rodical es 1 el rodicel os enfero. Asl, v
un radical entero.

(2} Hocer enlero el rﬂdlc{ﬂ Tg gl 2
i a ‘»?'I:Ja::li b= o, R,

1+a
(30 Hacer emlero |[1—al —,
=y
i :'—mi1+u+ -
~H, — ViT=alll+al=v1—0o% R
L I — ""4""" 1—a
- EJERCICIO 2134
Hacer enterns los riadicales:
il
i 4 238 T abdath 1o, fad m
H| .
S s o I
T oAb [T {1 B Wl 8 B damsd TmE 11 {x-+1) ;-I i-.
R T L el g 4 e P = ;'.;.:-"!
hav i, B Gxfy/ 0 D Bahi, 12, (x=1)~ f —=.



322 @ ALGEBILA
Il. REDUCCION DE RADICALES AL MINMIMO COMUM IHDICE

387 Esta operacion tiene por objeto convertir radiciles de distinto indice
en radicales equivalentes que tengan ¢l mismo indice. Para ello, se
iplica la siguiente:
REGLA
Se halla el m. c. m. de los indices, que serd el indice comim, ¥ se eleva

cacla eanticdid subradical a la potencia que resulia de dividic el indice
comin entre el indice de su radical.

| i I {1} Reducir ol minimo comin indice 3, &5, &7,
jﬁﬂlp 05 Bl m.c. m. de los indices 2, 3 ¢ 4 es 12, Edle es ol indis

o comdn,  Tendrames:

VI=VT= VI

VB =B = EE

Vi=vB="E p
Dividimos el indice comin 12 entre el indice de '3 que es 2, nos de de
cociente & y elovamos lo contidad svbrodical 3 o lo sexta polencio; dividimos
12+3=4 y elevamos lo confidod subradical 5 o la cuorla petercio: divi-
dinos 1?‘.'1::3 ¥ elevomos ko conlided subrodical 2 al cube.
Los rodicales obtenides son oquivalentes a los radicales dodos.  En afecho

Expresando Ios rodicales con exponentes froccionarics v reduciendo esles ex-
ponentes froccionarios ol minimo comdn derominador, tenemaos:

e e T "
WA =l = T =TT
u i iz ey e -
WE= P =51 = 5 =5

i u 1z
T = i i SRV P
{2} Reducir ol minime comin indice 20, ¥ 306 v ¥ 1500
El m, o, m. de los indices 2, 3 v & es & Dividiondo & enfre codo indice, fen-
draros:
Vvia =¥Zap =10
ﬁ: r_m - 4}-'[3:2]: Pe — f.l."";ljihﬁ
W TG = o Tha*s® k.
# EJERCICIO 235

Reducir al minima comin indice:

Ve B VER, VA, VT@R 0 A, WEE, VAR,
¥ . B. = Fal, 4 3aix, :-"ﬁﬂ-":r“. 10- Eﬁ'":{"*‘w_ﬂ 44 G,
LTI 7. ' Bated O Hame, 11, gofal, 10703, 4450

V8 A5 0T B. ¥xE, Vol ¢t 12 O, 3@, 2T

nanlcaies B A23

fﬂﬂﬂ Lo anterior nos permile conocer las magnitudes relativas de varios ra-

dicales de discinto indice.

‘ E jemplﬂ l !
Ordenar 7, %3 v &5 en orden decreciente do magnitudas.

Los reducimes &l minimo comin indice ¥ una vez hecho esto, los magniludes relg-
fivas de los confidodes subrodicoles nos don los magnitudes ralotivas de los ra-

dimhr-: ] e
*,:;."?': \r"?' = 343
VI=vP= Ve
YF= V= Ve

Lluegn o orden decreciente de magnitudes es +'3, Y5y A7
EJERCICIO 2386

Eseribir en orden decreciente e mapgnitudes:

1. 5, &% & 411, ¥45. 5. 8 T VAL
b A 4 3, Y5 $In 6 0TI

(aﬁ} REDUCCION DE RADICALES SEMEJANTES

Los radicales semejantes, o sea los radicales del mismo grado gque tie

nen dgual cantidad subradical, se reducen como términos semejantes que
sot, hallande 1a suma algebraica de los coelicientes y poniendo esta suini
como cocficiente de la parte radical comin.

l Ejemplos

0 v 24 5V I={34 5T =B VI IR

2y v 3- Y a=[p=1)va=—2aR

3] & =R VI =TV EI==2VE R
& B w3 a '__l o |

(@) BT VT =3V T =V R

. T (RO (PP R LU
(5) P 2= 2 24 o 3 == 7, R
(6) o0 5— b S (b—Jo) B=(30~b+2b—3a)VE=kL 5] R

EJERCICIO 237

Heducir:

L, 7 E=16+'8 4, I=0vEHI0 =40V
2 4vE-20vE410vE b PVI-3VE

1. vE—22vE-8vE & 3vI—-+1



424 @  aALcERRs

T, 2E—-3 V]G, 11, (=D FH{x—3vI+43E

8 VE+HVE—IVEL 12, J¥T—-g 3T 40U

B evb—3avh+ie b 13, I¥T—31D449E

10, BxvyH{a—x) v r—2e vy 14, o ed—(a—0x) ¥ a B gx) ¥ a,

DPERACIOMNES COM RADICALES
I, SUMA"Y RESTA DE RADICALES

390) REGLA

Se simplifican los radicales dados; se veducen los wadicales semejamies

¥ # continuacion se escriben los radicales no semejantes con su propio signo.

: (11 Simplificor 2+ 850 + 9 12 = 7 v 3 — 36,
EIE]‘HPIDS Simplificande, Tendramos:
IS0 = 2 RN = 30T

IV =9 v PEI=18vE
7l =7V R3=28VF
IVT =3VITE=01vT

Entomces:
2 VAS0+ % V12— 7 VB~ 3 VI =30V I 4 18V I — 28I =21 VT
=(3 =2 VTF[B—28vI=FvT—10 VT R
(21 Sinplificar /B0 — 1o/ — 1 +/T40,
S =fv’i’i:§ =eRAVE= VT

PVET =0VET =lxavT=INT

a2

Entances:

{31 Simplificar J§—¢E+ JE

Hay que recicoclizar los dencmirodores;

rabicatts @ 425
Entonces:

A

1
" E '
(4] Simplificer 2+ Zeb® + v 1807 — o - 26 v Ta.
2+ 2ab? = 2b v T0

VB = 3a v Ta

V3 2y By v - oVE B

Entonces:
2 b T80~ (a4 2 B0 =2b B0 + 30 v e — (o + 2b 1V 0
=|2b+3og—o—2b | Po=0"Tn) R
MOTA

Radicales no. semajonies no se pueden redecir. Pora sumar rodicales o seme-
jantes, simplemente se forma  con elles uno artpr-:sién‘-llg_l_?ubruu:u quer - las

conlenga o lodos sin alicrarles los signos. Asi, lo spma de — 2 TyanE
— 2 E 35
@ EJERCICIO 238
simplificar:
VAR = 3T — /20. 0 1 1
i = . Lo L
VITE+ VIE — VET — 1 V7. b VEVEVERTVE
s 5 T :
WV — 2R 4 3V — 3500, TG ANE L s

7 3/ AB0 — 4 30 -+ 380 — 5 /B
L8 - TE 4+ D VIR 4 LT
L TT6 — 235+ 2 VAR + 2 VETE. 13, /05?4405 — o/ Baxt,

1 1 i
1. 5V -1 /I 5B/

= '-."FI &7 — = "'.-'"_ 4= ‘u-'"_EI e L /TIRT. 14, 2w — T 4+ VTimn® = o dinnt

15, avIE0x — Ty hatx — (a— 48] v s,
\»G'vf?"'\f?' 16 ix—0+vidx—d=hvx—=1

17, 23w Ry — T T I/ Btk - Thay.
18, Snﬁﬂ—w4a-l-4+{u+1}~.frﬂ.
1. {a—b) e B e — 2

(5) Simpiificar 3~.*:“mu+1in~3~'525+§&"1?15—4~ef 7.
Simplificonde:

308 = 3V P =9V
& £35 =-'—~3"s‘.—s!ﬂ’-~af§
VI = ;xi-"_ﬁﬁ 7 5
VT = gV =W

17, ST - 15y /% +dy /B~ BN



G5 @ ALGETRA

Enlonces:
3 4700 4% ¥E25 + L4718 ~4 V=9 ¥4 VT VT8 VE

=V A EVE R,

(6) Simplificar ,e.f’?_@ﬁ;‘ + g‘g

Hay que racieaclizar los deneminadores:

\VE =\=/E={/ﬂ_-,=aﬂ

4 i g 3

: f_\./T_\:./'ff=_1 =

\/?_ FN T

VA B
14 H [

. e ™ l -y I. 1y ]

Enioncaoss

1B
i

32
W ¥

@ EJERCICIO 239
fimplificar:

EC O ey U e
04 TOE 525

i 1 3
I — 4 9 — 60 Th+ Y ITT. i} ”‘E**E‘Hra-
- T AR IR
AT — 5 IS — 2438 + 4T 15, LA L S
VBT — 33075 + ¢ B0+ 2 96IE

] e ] : Logfl, 9 oL . L
AT 2 ST+ TR VT, 0. Lo Y YT

E—wﬂﬁ—%ﬁa"[ﬁﬁ+}ﬂﬂﬁ—§m‘ﬁ. 12, 39—y =Rl ¥=475.
13, 4 — T30 — 104 =0 = 24 —54 -+ 39— 1034,
14. 1 Erzu—t.-e-’l'ﬁ’s'+|:4b—3nj_ﬁ:f§.
16, e TR — ¥ Babt — 59 Zatk + 30 3,

1. MULTIPLICACION DE RADICALES

o

(591} MULTIPLICACION DE RADICALES DEL MISMO INDICE

~ REGLA
Se mubiiplican los

simplilica el resuluido,

coclicientes entre si y las cantidades subradicales
entre si, colocande este iltimo producio bajo el signo radical comun y s¢

RADIGALLY @ 427

famos a probar que e Wm0 b Ve = ab Y me
1 1 L. 1

En  cleckor  awmx b % = am® % ban = abmext = ab(mx)" = ab Y ix,

(1) Meliplicar 2+ T8 por 3710
VTE R 3VTI=2x 3V 15 TH =6 150
=6+ 235 =30VE R

Ejemplos

12} Multiplicor 2478 por $47E
..%ﬂx_§ﬂ=;'x‘:ﬁ=-;ﬁ“25.3='ﬂ. R.
= EJERCICID 240

Lo VARV, B xv'%ax - Vi 1 g T x o VI5 % 4 ¥
L R 5 I T- s T1Zx s im 4l iy B | i
q. .1 = a ) et u‘\»"!?_xu_vf‘;_"
ids ;mtﬁ: T"‘.."'E.[. i ?'-.’?Fh::” A HI:-I-E'
18 L R
[T TR T B 9w = Id x 24780, a, gV

5 L &TE w1 . 2w LT e T :
5 S TEx18¥E0. 10 oWk VEEx VIR 4. = T,}qﬁ\;"‘%

@ MULTIPLICACION DE RADICALES COMPUESTOS

El producto de wn radical compuesto por uno simple se halla como
el pri<lucto de un polinemio por un moncemio, y el producee de dos radi
cales compuestos se halla como el producto de dos polinomios,

(E) mMultiplicar 337% =2 por wa.
(3VE—2]va=3vaE—2VE=3—2vE R
(27 Multiplicar 3v2 — 5T par 4V E4+ 5
IVE — 53
L A
12+ 28 — 6
+ 3VE-5vE :
W—1TVE—=15="—IF Vo g
(31 Mubiplicar ¥ xF 1+ 2% por 3V +T =%
v+l +2vx
VIR — N
<AVATE R NLE 3 BT
= Maltx—2vad

Yyt Db BV R — = T EEE hk p

Ejemplos l
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= EJERCICIO 241

Multiplicir:

F—d por VI 10, WA—33+F por 2+ 2 T—0.
Ca+0T por 2473 1L B +T por VE+VE+H3VE
S+ VE—GVE por 4y Th. 12, v Fl por Va+2va+T,
T por VE+2VE. 18. 2+va—-3vu—1 por 3va+va=b.
G+5%T por 2vE+AVE 14 A T—"+x por 2x+1—x%

ST =23 por BvT4HEVT. 15 ~vaFi+va—1 por VaFI+Evor—1
a—2vx por Ava+vr 16 2522 pot Vx+2-5
VH=11T por 5vI—8vT. 1T, #va—8vatx por 2w aveta
Tk B+ 5 por VE=E 18 vatz—va—x por Vatx—dva—x

@MULTIFLIEACJDH DE RADICALES DE DISTINTO IMDICE
= REGLA R
S¢ reducen los radicales al minimo comim indice y se multiplicain
coma radicales del mismo indice.

Ejemplo I

Multiplicor 5 2a por  do*h.
Beducicndn los radicales al minimo comin indice {3871, fendremos
5 Zo=5¥[20} =5V8°
A’ = YAk = ¥ 16n'b.
Entonces 5 20 % ¥ doth=5THal x ¥ Tea'h" = 54 T28076%,
=540 7 gl o BF = Ilia -klll'i\'_'l.l: R

B EIERCICIO 242

Multiplicar: '
AT G, ¥R 12 B VIR X WAR R
o Bl v 4 __-?in- g Ayamta o Thmon. i, i \J@ i %{fﬂ;_
!'-"""JT:’{{:"'H']- X%, = 3 ] T . 4 %0
"22h2 ¢ 24 5a 7D, (R s L 10, Ly/Exda/xdiaia

111, DIVISION DE RADICALES

(394} DIVISION DE RADICALES DEL MISMO INDICE
il

REGLA ..
S¢ dividen los coeficientes entre si v las cantidades subwadicales entre

si, colocando este altimo, cociente bajo ¢l signo radical comin y se sim-
plifics el resuliado.

rapicALEs W 429

@ Fim
Vamos a probar que a¥'m + HI-'?:E b

X

En efectr: El cociente multiplicado por el divisor reproduce el di-
videndeo:

it T o @D e At
T4/ TrbVE=— 4 =al@
W o b X

Ejemplo '

Dividir 2% B1x" entre 39 3

T
2B+ 30 B =y SR =LY TRV EE A= R

=

@ EJERCICIO 243
Dividir:
L avEsevE & VISREELEVEG. T dn/AREsovaER
8 2vTa-+10vE B. 39 That 49Tk, B SHETL G
— - b 1 .10 Ed | By p T

B TYBREIVE b VIRV . EEVE

(ﬁ;j'_j}nwlﬁmﬂ DE RADICALES DE DISTINTO IMDICE

REGLA
S¢ reducen los radicales al minimo comin indice y se dividen como
radicales del mismo indice,

Diividir % 40 entre ¥ 20,
o At = v AP = 2
Yo =[]l =vVES
Entonces: - da?— g = V560 - \-ﬁ"ﬁ‘ = "-&;‘j—= Vatas R,

Ejemplo

B EJERCICID 244

Driviglir:
1: AT . &Gmon -+ ¥ mint,
Y TR T . OTExTyit 4 W dactydat,
3 ¥Hal -+ Hdak 7. ¥Hmt 4+ Y 3TmE,

4, L+ LT B. S ¥dab 4 ST
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Y POTEMCIACION DE RADICALES

P,

.‘?915 REGLA

" para elevar un radical a una potencia se eleva a dicha potencia
ficiente v la cantidad subradical, v se simplifica el resultado.

Vamos a probar que {s# & =am b

el coe-

1 m o
En cfeceo: (8% by = {aki) = anf® =q™ 3 i
{1} Bevar 5v7F y 433 al cuodrada,
E]ﬂmPIﬂﬁ (5D =5 P =252=00 R
\ WVEPE =gV =153=4 R

Ohsérviste que ba ralz cuadrada y el exponenta 7 se degfruven,

{21 Elgwnr H 4a al cuba, .
Dot = A = et = I E g =" Y L
{31 Elavar al cuadrade 5 — 3 a
%e desorrolla como of cuadrado de un binomio:
S =3 aP = (VER - 2V IVT 3V
=5—6v i+ 18=23—6:/10 ¢

= EJERCICIO 245

Dresatrallur: ;
L (avER 4. (P . (VBlatrp. 10 (@WERLE

2. (2VER B (392t & (WIBP. 1L (3 x—wp.

3 (5P 6. (¢ Ex™A. 0 eV ExE 12 (44 0T
Elevar al cuadrado:

15 ~T=T 16, 57— 19 VEFi-va—1.
14 4vE+ VI 7. vx+vx—=1 g e EE=1+ It 1
15, +V5—vT 18 VEFI—d4n =

Y. RADICACION DE RADICALES

(s;ij REGLA

0 rafz a un radical se muliiplica el indice del radical

Para exiracy wma
por el indice de la raiz y se simplifica el resuliado.

1] min
Vamos a probar que /@ = v,
....I .I. =S 1]

P
m#n P m
auhn | ol

Loy efector A’ w @ =5

pAbICALES @ 471

| EjEmPIﬂﬁ—l 11} Hallar la raiz cvedroda de 3 4ot

Vil =V ErE =V ot =" 20, R,

121 Hallar o roiz cobico de 5475,

Como ol corficiente 8 pa fiene relz cibico exacta lo introducima: bojo el signo
de lo raiz cundroda y tendremos:.

Vi s= ¥ v E= YR =Y E |,

B EJERCICIO 2146
Simplilicar: sao e
1L Tk 4 v o 7. v Zoat 10, ¥ a'he,
2. ¥VE B VIR A TR S
3. AL 6 V2o 5. ~Vava 18 W a+ b

¥1. RACIOMALIZACION

r.’r?E RACIOMALIZAR EL DEMOMIMNADOR DE UMA FRACCIOM es conl
vertiv una {raccion cuye denominador sea irracichal. en una Eraccidn
eqquivalente cuyo denominador séa vacional.
Cuando se racionalica ¢l denominador irmcional de una fraceion, des-
aparece tde signo radical del denominador.
Consideraremos dos casos:
e

@mﬁu I

Racionalizar el denominador de una fraccion cuando el denominador
5 I,

REGLA

Se multiplican los dos términoes de la fraccidn por el radical, del mis-
ma indice que el denominador, que multiplicade por éite dé como produc-
o uma cantithad macional.

EIEIHPIUS l 11 1 Racionalizer ol denomimador de 2 5

Multiplicames ombos términes de lo froccién por + 5 y tenemos:

i ey
; V e
B Al e R B g

Vax Vo VI YEe B B
12} Recienolizer el denominodor de ﬁ'
Bl denominadaer ¥ %a =33 .0, Para que en el denominador quede una rok
svacta hay que multiplicor %37, por ¥ 30" ¥ paro que lo froccién no vorle
1a mulliplica también ol numeradar por ¥ 3a%.  Tendremos:

e L I e

% Ba & Xy, v Jat 30" di du
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(31 Hocenalizar ¢l densminodse de

EEE

e |1'||,:I|ru.1||q:u|| ambes trmines per ¥ 28 47 porque esla cantidad mulliplcoda
par ¥ 2x%, da una roiz exocto ¥ fenomos:

5 [ T 5 '-.Ex- 5 '-.!-3.(* 4
S i e T R T — e R
3902 AWRE WAL 3 T Y
B EJERCICIO 247

Racionabizar o denominador e

i 7 4 Rt
&, A ok e R g R
v 4VE s Wi S B m
s ' 1
Lk Tl L e Al R R 1 o8
3 T LT 593% & Has B BRxA

Gnuj EXPRESIONES CONIUGADAS

Dias expresiones que contienen radicales de 2o, grado como VaEND
vva—wh oo atvl oy e—h que difieren solamente en ol signo gue
une sus rerminos, se o dice que son conjugadas.

Asi, lo comjugada de 83 — T es 3T 5] la conjugada de 43 VB
es 4+ 3V

El produdio e dlons expresiones -|'-::u'|il:1;'.|i1.’!5 e racional.  Asi,

A B BHAVE VR = (BVEF - (VB =18 —5=13,

401) CASO 11

Racionalizar ¢l denominadeor de una fraccidn cuando el denominador
es un binomio que contiene rmdicales de segundo grade,

REGLA

Se multiplican ambos términos de la fraccién por la conjugada del
denominador v s simplifica el resultado.

rE}EmPﬁ?S ‘ R AT GO e R ralt
T4+awTE

pMultiplicondo ambos tirmines de la froccitn por 2 — 52 fenemos:
4= _ l4a=v712-5sv1]  B-:V2410 _18-2 V2

24572 [245VaH2—5vEl 2—{5v2F 450
—'I _..2?1 E —1 "-."'E 1 "-r'l‘_'l_p
1 BYR it = TR = AT

Come el dencminadar — 23 era negative Je camblames el signo ol numera-

dor y ¢l depominador de lo froccian.  También podia haberse ﬂﬂl'll'l.'-lhdi-:- el
P — 11w

signa dal denominader ¥ do o froccion y hubiera quededo. — __?,Ij

papicaLs @ 433

(21 Rocionalizor o denommador de IF?_+E\.-’T
AVE—3IVT
Mullipliconde ambos fermmes por e cuniug_qdn del denominador, benemoss
Vis4avr _ IVER2TI Y ‘-'-I w7 f20 4+ 100 35 4 42
IVE_3V7 AvE—avillavaravil 4V SE-13v7lE
- R | RV B T
SR
- EJERCICIO 248
Raciooalizar el denominador de:
sﬁv’::l = IVE : o Vi kox
1+vE T T -G R e
. .'"r_-l-%_*_u_"_-i_ = ;}ﬁ--:;u“ﬁf_ L uf‘uv?l‘Il
4 =3 B 3T Vix+E=1
5 VWE—E g v 2 —GE e v — _ﬂm-l-_m
VI+VE S AVE—avE YA EEL
\.-"""’-l&x"":p VT 4311 VETEFVE
4, e 1dh, —_— 18 e
Vi—-a5 BT 411 War g —g
& ».-'T—J\,-"'E'. 11 LH—».-‘E - um—ﬁl
RANTELE T4V e S
oo A8 SWE-GVE L Vel i
VT —avT T A " warbEva=h

o L

@ Para racionalizar el denominador de una expresion que contiene (res

radicales de sepundo grado hay que verificar dos operaciones como W
indica ¢n el siguiente

- W=
Elemph} | Bocionalizar el denominoder de _;“'-

W=

Consideremes ol denominoder come un binomio {2+ WY =6 5o miulli-
plican los dos térmings de la fraccién por lo conjugade de esta exprasion que &
{VZ+V D+ VEy tendremos:

W Wy IV — 5V Va4 Vi

V4V E=VE (V24 V5= vellVat Vit Vgl
2v3-vm-3 _2vi-a-3

arvsleaIv¥ar 142 ¥
[ midtipliconds ombos ténminos Agevomenie por Io fﬂ'l'lluﬁﬂdﬂ del dEm'“'“ﬂd“”
_-fz--a—w'ii:r alt)—2v10)_22¥3-5 V30 —3+6 V10
T liaay il -r":|::!- ~ i-dD
MV = BV 30— 3 6 0 _ :?_—_E'*_.'!D'-.I.-E"-ﬂl'.l—?ﬁ"‘-:! .
17 a



CCUACIDHES DT FRIMER GRADD COH RADICALES @ 935
|34 @  suGeERa

Fasol | i T4+t x—1=5
+ EJERCICIO 249 (2) msolver, o acuocion VX Vx
Wi ¥ I d A i Aislondo un redical: Vet dz=5—vx—1
acionalizar el demominador dei tale . MRS S T
i} 2 - AR E VT ; L e i e
I e T 2 ol P o & _f[_‘-.-'r_i_— = pren xtd=5—2HEVi—1+v{x—1]
‘\"'-E'l'::rﬁ—'-.-.a J-J.:lll: { ".\;- WL |-2 : JI__:. “E —— R G
3, _E_._ 4. ;"H S A Alslando el radicals  a+4—25—=x+1==10VE~=T
i e ; R
VEE VBV VEFVIHTD VE+VE= 10 bt i ey
103 DIVISION DE RADICALES CUAMDO EL DIVISOR =10+ x—1
= ES COMPUESTO Dividiendo par 10¢ 2=+"x—1
Cuando el divisor es compuesto, la division de radicales se efectia ex- Elevands al cundrade: : et il
sresando el cociente en Forma de frccion y racionalizando el denominador x=5 R

le esin ITaceidon.

[3) Resolver lo ecuncian v x 7 +vx—1—2vx+2=0.

Ei Dividie . V3 5 enlre 2T — 5, Aidande un radical: et 7w — I =2%w g T2
IE""PI{} _ e AR AR Elevando al cvadrodo: vix+ 7 E+2 (v AV E— 1)1+ {x—1F =d[s 4}
ke 0ol o Bl e e Efectuanda; a7+ IV E b =T +x—1=dx+8
(VA VEIR VT VT Va3 IE Aislonda ef rodical: 3V AT T B —T=Ax+B—x—7 —x+]
QT e P R T Reduciendo 2F TG T=m 42
Dividicndo por 7: vVt tor—F=x1
- ?;.EFII.:IEID 0 Elevando ol cundrodo; x4 bx =7 ={x+ 1§
I IIr:

osen xfLgx—F=xtbdx

1. T entve VE24HVE B, 2T —~T entre w1+ R T
%V entre =25, B WE4 245 entre 230 —475, dx =B
24+ E entre 1— 5 7. BVE4 3T entre 3VZ =4 R
VEEVE entre W8 — . =211 entre 20T 40011,
B EJIERCICIO 251
RESOLUCIOM DE ECUACIONES COM RADICALES
PUE SE REDUCEN A PRIMER GRADO .
£ Resolver las comaciomes:
404 Vamos a estudiar la resoluciom de couaciones en las onales la inedg- i, W E—B=0. 11, vhx—I—hz=-1,
= nitn aparece bajo of signo radical. 8 G ir =0, 18 W R—T4 5= X+ oo
[ e BV J T4 ¥hx—T=4 18. vIz—Ti=3+vx+10-4
EjGIHPI{IH 1) Besolver la ecopcign » 4x® — 15— 2= —1. b =l e § 14 =T R
; Aislando el rodical: /4 — T8 =12¢— 1, PR o e (B 15 VEE—T4+3=TK T
Elevando ol cuadrade ambes miombeos pora eliminar el radical: 6 15— 0Tr=]=10 16, 13=+vIa+tax=2+v=%
"..-'E-iae“—iﬁ:lE:[?x--”hn&bﬂix!—ﬁ:-ﬂ:tt—ﬂ.l!-f']. 1. VELVEERT=T 17, wx=d 4+ vxEd=0~x—1.
Sueprimicnda A7 enoombos misimbros: B VIR =04 vIx— 14=1 18, Vix b7 =vx—vIox—1=1
T e ' B, vVEFI0=vxFii=—1 1M, ViEFIl—-2vRFa=vaE—L
dx =14

=4 K 10, vEx=11=T+Tx~ 5, g0, VIiex—B—vIx—d—-2vix+1=0
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. WEr =TIl F i+ v B+ T=10. 84
4 wWrx—H—wx—h=s4x — &}, Bh.
23 WEFB—wix FT0=—2vx 0.

SLGEARA

Ve—at+verde=vizr—1I
Ve —dab = — L4 %
an. veatda—vxFh—1=1.

@) ECUACIONES COM RADICALES EM LOS DENOMINADORES
' Ejempln_]

Rezalver la ecuacion

z
e
Vixdtdx—T)—+[x—1TF=2
VF-Hh—-&—{;.-—” =2
Vil g —d— w41 =2
Waxtlhdx—d4 =541
=4 =y e

ViFi-vi=l=

Suprimiendo denominodores:
Efeciuande:

Elevanda al cundraode;

I—Tx=4 41
=5 K
- EJERCICID 252
Resolver las ccuaciones:
5 1
1. wWx4vETh =-—I?-, 0 wxe—3+ i =z,
W x+
’ 5% Vad Va1
2 ViET+nEm———— 7. = 1
Wi —11 ViE=2  E—]
] 4 g
3 VERT=o : _ =
. = 8. SEFE—Vdx—8 i
5 Va=2 vxil vE—32 Bva—§
VEHE VEF1R % VEFE V-1
i
. =vx b VET1d :
3 yosr x+E—vx 0. VEFId—vm= A

MICOLAS LOBATCHEWSKI (1793-18561 Matemi- In relatividad de esta necién, Igualmente cos

flew ruse, Estudié on la Universidad de Kaxin, do la Geometria de Ewelldes, inconmoviblo cuerpe d
que Tue posteriarmants profezor y Decano de su Fa- dades que se mankiens intacta porF mis do 22
sultad de Malemdticas y Rector, Lobatehewski com- Puede considerdracle el precursar de lo f
bate |s idea que dul ospacio tiend Kant, y establoce la relativided y do las geomatrise o ewel

CANTIDADES IMAGINARIAS eanruto XX

'51;;:} CAMTIDADES IMAGIMARIAS son las raices indicadas pares de cantis
— dades negativas. TEE

Asi, v —1, v =8, ¥—3& son cantidades Imagmarias,

Cantidades reales son todas las cantidades, racionales o irradionales,
que no son imaginarias,

@ UMIDAD IMAGINARIA oo, e e
La cantidad imaginaria +'— 1 es lamada umdad imaginara.

HMOTACION

La unidad imaginaria s¢ representa 7 = -
por la letra i Por tanto,
Fn Electricidad, +"—1 se representa por g,
408) POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA
Vamaos a hallar las potencias de v — 1L
(W—=1)=v= 1 e |
{‘-.-"'—_].:I-:=—'|.. = =1
(VeI V=T e =1 =(—1) ¥v=ls—v=l =T 1
[‘b.f: 1} 1= {'-...-":1}= .-.{\-"T'I}"'EE—]} ‘.‘{{ — I}::I__ fr=1
(V=11 =1 =1 #v=1 =v-=1 M=y ™1
f".-"?l'll “:{'-.-"?1}‘.-'{\.-"___1!,-'=1 '-:|:-'_|_':| =—1, el = — 1 e

437
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Véase que las cuatro primeras potencias de v =1 son v =1, =1,
- =1, 1 v este orden se continda en las potencias sucesivas.

=
0% IMAGIMARIAS PURAS

Toda expresion de la forma ¥ — a4 donde noes par y —a s una canti-
ad real negativa, es una imaginaria pura.  Asi, V=% =5 son imagina-
145 I'.Il'llTﬂi.

ﬁ SIMPLIFICACION DE LAS IMAGINARIAS PURAS
Taoda raiz imaginaria puede reducirse a la forma de una cantidad real
nultiplicada por la unidad imaginaria +'— 1.
En efcceo:
—h =B T =V v =T =bv— = lii.
T 2‘\4"1?{—_]:\-"1 My =1 =0T =M.
=3 =VE R (=1 =vT 2 v=l=viv=1=i/5
—8 =VE R (—L=vVE Xxvol=vE BV —I=0vE v =T=0 VD

y» EJERCICIO 253

Reducir a la [orma de una cantidad veal mu[L[!:u-l:ir.n:Ln. frar W =1 o i

1. v —at 4 v —AlL [ S VP - 10, W — .
= = = i

2. W —4, B _E B =T 11- ”"'—;_.

. 2 =1 8 =% B. =27 13, W —at— %,

FERACIOMES COM IMAGINARIAS PURAS

1) SUMA Y RESTA

S¢ reducen a la forma de una cantidad real multiplicada por =7 y
¢ reducen como vadicales semejantes.

e ) SrliBenr. o AL
E}ETHFIES Ve =vAx[=1]=2v=1.
' V9=V ER[—T)=3vV—1.
Entancns:

Ve Ve T 4 A T =23V =T=5 =T=5. R

{2} Simplificar 2v =38 —v — 25+ v —12.
I =3=2.86v—=1 =12+v—1.
W —da=5v—1,
g Sl TRV RV W —

Entonces
L g, 7 S T SN B T E R T S e e gy N B B
=[12=54+2vV AV =1=(7+2vV3)v=1=(7+2% 3]l R

EAHTIDARES IMaGIHARLIAS 8 436

B EJERCICIO 254
Simpliticars
1. =T+ =18 B v — v —al 43 —ah
2- V=08 v =Bl—v—i% B W= I8+v—8+2v =0l
. 94 =48 =100, To 3w =80 —2+ =40 4 3= 10
L gV EE -5 — 18+ 3= TEL 8. W=t dv—Bat— 3= Ao,

413 MULTIPLICACION

Se reducen las imaginavias a la forma tipica av'=1 y sc procede como
se indica a continuacion, teniendo muy presente s potencias de faunidad
imnaginaria {408).

E'jﬂmp!ns
(1) Multiplicar v — 4 por v —%.

AR VRV M AV = =23V =T se R (= ==6 |

1Z} Multiplicar +"=5 por v = 2.
S SR S S b AR
=BV =T E=vT0%{—1)== "0 K
13} multiplicar +— 18, v — 25 y + —EL.
VEAE X Ve 25 MVE A=Ay =T RS — T R =
=180V —1F=180]—v—1|=— 180 —1=—TH3% F

{4} Multiphicar vV —F+ 5 —2 par vV — 4=V —1

te reduce @ lo fermo o' — 1 coda imaginaria y se mulliplicen come 1adics:
les compuestos teniendo muy presente que [V —T[F=—1:

3 v =1 4 SV v=1
2 =1 — VI v=1
SV =T+ 10VE[V=T
— VRV —IR=20 VT
&l;—l}+-d.-.-"E[—‘:}—F!I:I[-ﬂH=—6—4\.-"":3'+2I:|ﬂ|'1—*: AR,

- EIERCICID 255
Multeplicar:

L =16 x v — 2. B v —dhix v —dxv—h

4 V=Bl x =4l B v =ExIv=hxv—10

4. pyv=anx 4 -0 1 v —=TEx v =8 ®w=5xv— bl

b y=3xv—5 I, — G =axidv—y

b 8 =Fxav=T. 18 (V=E o= V=T

B =H s =10, 13 (=T aV e V=26V =Tk
T g =T x 3 =i, . (2= 40w =H (V=F =4V =001
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@ DivISION

Se veducen las imaginarias a la forma a v =1 y se expresa el cocienie
como una fraccidn, que se stimplifica.

(1) Dividir v =84 entre v =7,
TR VBT NV T =3
b0 I "-B_-_d_,__l =" __-ﬂ—l:"=-\r_.-'.'B'4="-.-'l?=2 b i 2
w7 7

Ejemplo

VT WTA—
% — 1 2e concela en el numerodor y deneminadar igual que una cantidad real,

- EJERCICIO 256

Diwiedir:
1. v —=1h++v—4. 4 V=T =" —5. T. 2 —J84+v—5.
1 T ) b =150 ++v—a4. B A =JIE=v =1
SRRV gy § TSN e A 10% =36+ 5+ — 4, B, ¥ =0T w3,

1M =300 - =18,
CANTIDADES COMPLEJAS ()

@ CANTIDADES COMPLEJAS son expresiones que constan de una par-
te real ¥y una parte imaginaria, _
Las cantidades complejas son de la forma 6+ 5 Y—1, o sex 0+ i,
donde a y b son cantidades reales cualesyuiera.

Asf, 243V =1 6 2+ 3 y 6—6v~1 & 5— 6i son cantidades complejas.

&Eﬁ::l CANTIDADES COMPLEJAS COMJUGADAS son dos cantidades cam-
plejas que difieven solamente en el signo de la parte imaginaria.
Asi, & L bv'=T1 y 2~ b+=T son cantidades complcjas conjugadas. Del
propio mode, la conjugada de 5— 2+v=7 e5 54+ 21,

OPERACIOMES COM CANTIDADES COMPLEJAS

316 | SUMA

Para sumar cantidades complejas se suman las partes reales entre si y
las partes imaginarias entre si.

(£} En las notas sobee el Conceptn de Mimero que apamce en of Capiluby prelimimr,
vites Cdne el caitipa el buos niinscros se amplaba o omedids g Lo exigian s necesicdades
del wilcwln matcedition. Abova, Iegado 5 ese nivel e conacimicnies, airoducimas i e
cnte mmdrice, el avmers cooeplejo, gee sl Eenmado por wie par de wdmeros dadus en
un arddem, en el gual unc es opeal ¥ el ot pesde ser fmaginario.

Ann cuanmda bBoya antecedentes  histdricos iy temotes el odgen de o los plmeros
mn-'-pl:im. ¢ tlene comp verdaders precarser de Ja teorfa de estos Bienetos o Bl Ti
Fighe XV iraliane). M ande, Deseastes Tamd noamens imaginarie ol mamers ao real onan-
F-nm:nrr: de un cnepleje. Sin embanggo, o pear de haberse desarlbdo tela i ool soline
od pimers cmplejes, Sees no. adguirienon vigencia en las matemdticns hasia fiee Enber o
ancimnd i usr e qiaien mds contribioyd noque Jus ndmeros omplejos - se incuTparaimn
lefiniiivanente 3 Ja clencia motemiticn e ©, Wessel {1786-1508, dandsd, gue Lebald uea
i-uuqrrnru:h‘m _g:li-:llbl'.‘l:l'in’.:l. o los  nidmeras |:|:h|||.|:-||,--J|:|1I Ex dedr, lales enbe o At pih
FEpreseiilar un pune ca el plane, Con loa imercs com Hejus poademos dbelinds  woidas s
ApEraciones ariimdlican ¥ algebraicas aaf fenbcrnon F!];Hl_'ar exiraccicn e raiges de dmlloe

e e bos mdmerns negativneg b logaritmacidn de ndmeros negativos; los soluclones @ uns
cuatiin de oo grados, el

CAHTIBADES COMELEIAS - B A4
(1} Sumor 245+ —T y 3—2+v—1,
|24 5% = 1)+ [2=2V =11 =243+ 5 =1 =203 = |
=24 3)k 5=V =T1=564+3=1=5+3 R
(2} Sumor S=83 =T, =3 =T, 4d—8+v—1T

Ejemplos

L= & =1
-3+ =1
4— =T
=13 v —=1=6—1% &
- EIERCICIO 257
Sumar; .
1. 8-Fd+=1, 6—2+—1. B B— 20 5— &, =10+ L
2 —d=0v=1, —248+v =1 & 1=1¢ 44 3, -J’:Eiau.
3 12=11v—=1, 847w —1. T. 24w —3 4—v—1 3
4 GEv—=1 T+2V =1 94+7v—1 B 740 VI =0 s =1l

[;1:1) SUMA DE CANTIDADES COMPLEJAS COMJUGADAS
7 La suma de dos cantidades complejas conjugadas es una cantidad yeal

En efecto: fa+bv =11+ (a—bv—1)=(a+a)+ib=b)v—T=2a

Sumor S+3% — 1 y §—3w=1T_
ISV ) (5=3v=1 =2 x 5=10FK

Ejemplo

B EIERCICIO 258

Sunsar:
Lo 7=8+"=1, TF2v—1. £ =T7—5v-1 --T+J-.-'_—1-
B —=G=fv—1, —5+3+ =1 B g—gn =1 S+';I1.-'I =t
d oa4wE 8—iviE 6 VI4iVE VI=INT

'::@ RESTA |

7 Para restar cantidades complejas se restan las partes reales entre 860y

las partes imaginarias entre si.

(1} D 547V —1 restar &2V —1.
| 5478 == 42y =8k 2= 1 —d=2y=]
=[5—4)+(F—2]v=T1=1 +E5 —T=1-+5 R

() Restar —3=7v =T de 8—11+—1.

Escribimos el sustracnde con los signes cambiados debajo del minuenda ¥

l Ejemplos

larEmss: H.—]i'\,"—‘
J4 T —1
11— 43 =T1=11=4d R
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B EJERCICIO 259
L e 3—2+—1 restar 543+ —1 8. Restar 3-50+—1 de 11+ 80+—1.
2. Il A4dv—=1 restar J—10%=T. T. Ik G—+—35 restar S--6i
4 pe —1—+—1 resur —=7—8—T. 8. De 44+ =5 rostar 24 =5
d Resvir G—3w—1 de 4—7=1, % Restar wI+6v—1 de v I=6v—=1.
5. Restar §—7+—1 de 15—4—1. 10, Restar =74+ =3 de 8——T.

. DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES COMPLEIAS CONJUGADAS

La diferencia de dos cantidades complejos conjugadas es una fmagi-
naria pura.
En efecto: {a+dv=1—{e—bv—=a+b=T—a+bv=7
=fa—a)+(b+ vV —T=2bv—1=2bi

EmeP!uJ (5439 =1|—15=32=T)=15-5}+{3+3)v=1

=.|5.=.,."T'I="§". E.

[ EJERCICIO 260

C e B—' 7T restar B4+ —1.

i 4 Restar —H—+=2 de — 54— 8
3. e 743w =1 resear T—3v=1.
g

B Mestar wB—w= de VB4 =L

CDe —3—Tv=T restar —3+7v—=1. & Restar —v34+4v =2 de = vi—dv -0

MULTIPLICACIOM

Las cantidades complejas se multiplican como expresiones compuestas.
a =1 ¥ 2]
pera teniendo presente que (v 1) =1L

Ejemplo J

i1y Mulhiplicar 345 =1 por 4— 3+ —1.
3+ 5v—1
4= 3T
124 5w =1
g i G o, 3
124NV =T =15]=1=12+ =1+ 15=F+11,F1 g

B EJERCICIO 261
Mluleiplicir:

d—dv—1 por 5—2v—1.
14T =1 por —4-—2y—1.
T=w=q por G4v=1
B—+'=0 por 114+=00

A+ —F por h—y/—L
4+v—F por H=v=2.
VI =5 por VE4V=E
vE+V=1 por V42V,

i

o Bl Bl

CANTIDADES cOMPLEsAs @ 4|48

@Pmnucm DE CAMTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS

El producto de dos cantidades complejas conjugadas &5 uni cantis
dad real,

: En Ef:E‘Ctu. CLTL :El I.'I-!.'L“H]lll::b:} de la suma PoT la difepencia de dos cans
tidades es igual a Ia diferencia de sus cuadrados, se tiene:

(b =Tla—bv=Ti=a— (b V=1 =0 = (b3 =1)
Eat =[] =at = (= bY) = a4 b

E jemplos

LB—3 =183 =T | =0 — 3V =T P=fd + 9 =73
VISV =TV I—5v—T|=[vVIF = |5V =% =34 25 =1
B EJERCICIO 252
Multiplicar;
L 1— por. I+4 S 2V por 2vE—dl,
2 $4+2v=1 por B=2v"1. o GB—v=F por 54=F
A WE—G por T A —8—=F por —94+3=H
Euz:lmwsmhl
— Para dividiv expresiones complejas, se expresa el cociente en [orma

de fraccidn y se racionaliza el denominador de esta fraceion, multiplicando
ambos términes de la fraccion por la conjugada del denominadon

Ejemplo

Dividir 5--2+"=7 entre 4 — 3 —1.

52 =1 (542v—=11144+3v 1} 04+2Wv—1—4
=3V =1 4—3v=T)l443v=T] #-3v=1)°

423 =7 14423 =1  H-28

“B+e 25 25 fi
B EIERCICIO 263
Freviclir:
L 1+ V=T +{1=v=1). B (BB (T )
A (1R V=T A=), B (44 v=D)+{h—4v=1).

B (=BT (3R =T, B (WEHBVEE) = (4B~ h)
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REFRESENTACION GRAFICA

(423) REPRESENTACION GRAFICA DE LAS IMAGINARIAS PURAS

" Para representar pribicamente las cantidades imaginariag se traza un

sistema de cjes coordenados rectangulares XOX" ¢ YOV {(higura 67) ¥ o
mando como uttidad wana medida escogida arbi-

Y trariamente s procede asi:

Las cantidades reales positivas se represcos
AN E tn aobre el semicje positiva OX, Hevandoe sobve
“‘J'_l este semicje, de O hacia X, ln unidad escogida
i tancas veces como onidades renga la cantidad real
Wit pusitiva que se representa. En la figura aparecen
T R X representadas sobre X las cantidades veales y

o !m:n'r.l'.'nﬁ_ M .H, i, :
* Las cantilades reales pegalivas se represen
:i tan sobre ol semicje negativa QX Hevando solire
este semicje, de € hacie X% la-vmidad cscogidi
X tantas veces como unidades enga 1a contidad real

negativa que sc representa. Fu la ligura aparecen
I FEGURA &T | 1':_']}1'|:5|:[|1_i|_rj;,:5 sobre O2X Ls cantlacdes reales ne
T e graLivas — 1, — &, —1, —i4,

Las imaginarias puras pasitivas s¢ representan solwe of semic)e positi-
va O F, llevando sobre este semicje, de © hacia ¥, la unidad elegida tantas
veces commo unidades tenga el coeficiente real de la imaginaria pura que se
representa.  En la ligura aparecen representadas sobre OF las imaginarias
puras puositivas v —1, 2+ =T, 5% =1, 45 =1,

Las imaginarias pacas negativas se representan sobre el semicje nega-
tivo O, llevando Ia unidad elegida sobre este semieje, de O hacia ¥, 'tin-
tas veces como unidades tenga el coeficiente real (e la imaginaria pura gue
St TEpresenla.

Fn la ligura aparecen represensadas sobre OF las imaginarias puras
negativas —v —1, —23v —1, =3+ =1, =4+ -1,

El arigen (2 vepresenta ¢l cero.

l&:t} REPRESEMTACION GRAFICA DE LAS CAMTIDADES COMFLEJAS

Vimos o represeniar grificamente la cantidad compleja 548 =1
Como consta de una parte real 5y de una parie imaginaria 3+ =1, el pro
cedimiento consiste en veprescitar ambas ¥ luege hallar su suma geomd
tricy. (Figuea GA).

La parte real 3 estd representada en la ligura por 04 v la parte s
pinaria 3V =1 estd representada por Of,  En A se levanta una linea AG
igual v paralela a 08, Uniendo el origen con el punto € obtenemaos ¢l
vieclor O rue os It suiamas gl."l'brhl:“l'i'l."'.]. deCrd =y Abisdv =1,

El veclor Q0 representa la cantidiel eompleja 5433 =1,

REPKESEHTACION GRAFICA @ 45

El punto € es el afijo de la expresion 53+ =1

El vector ©C representa en magnitud el médulo o valor de la expre
sidn compleja.

El ingulo COA que forma el vector OC con el semieje OX se llama
argumenio 0 amplited,

¥ A
i
-
H s |
L - __
ot | 2 b
e Twi=1 o | R
D 2o el A

X O e 4 e ey %
;.,;ql /..(/U b2 £ =31
e
.--_.-".
v c h,
l FIEURA &3 : FIGAURA &9

En la figura 69 aparece representada en ¢l primer cuadrante la expre-
sidn 6+ 5+ —1, su afijo es el punto A; en el segundo cuadrante estd repre
sentada — 443+ =1, su afijo s ¢l punto B; en ¢l tercer cuadrante cstl
representada — 6 — 8+ =1, el afijo ez ¢l punto C; en el cuarto cuadriante

estd representada 4—8+' —1 con su afijo en D,

(425)PLAND GAUSSIANO, UNIDADES GAUSSIANAS

Podemos resumir 1o visto anteriormente de este modo:

1} Las cantidades reales se representan sobre el eje de las x; sobre OX
si son positivas, sobre QX' si son negativas.

%) Las imaginarias puras s representan sobre el eje de las 5 sobre O
si son positivas, sobre OY' si son negativas.

41 En el resio del plano que determinan los ejes se representan las
cantidades complejas; cada expresion compleja tiene su afijo y cada punio
del plano determina una expresion compleja.

Este plano ha recibido el nombre de Plano Gaussiano en honor del
ctlebre matemitico aleman Carlos Federico Gauss, que impulsi cn Europa
este método de representacion grifica de las cantidades imaginarias y com-

plejas,  Por andloga razon, las unidades tomadas sobre los ejes de este plano
son Hamadas unidades ganssianas.

- EJERCICIO 2164
]Irr!:l'::wul:ar Eri'i[il:illt'l{.‘ll[lﬂ:

L 24+2v=T. 4 7-3v=l. T 8—6u. 10 —53+6v'=1.
B SR =T, T Y : P R 1. <1 =-2v=1
. —4—nv=1. fl. —1=ff, 4 =-7v=1. 12 =104 104
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ECUACIOMES COMPLETAS

{‘E;F) METODO DE COMPLETAR EL CUADRADD PARA RESOLWER LA
ECUACIOM DE 2° GRADOD ax? +bx +e=0

Para comprender mejor este métdo,

considerernos primero la ecuacion del tipo R
Podemos escribir esta ccuacion del siguiente modo: 0 af S hiky
51 observiomos el primer miembro veremos gue al binomio x4 by

le falia wen término para ser un trinomio cuddradeo perfecto, Tal término

es el cnadrado de la mitad del coeliciente del segundo érming {%)"n
\ iFed 3
o que es lo mismo i

ik

; HEMRIK ABEL 11802-1829F Matemitico mo- Ros. au "iuhh -;I:rn rlln'l:@“m;.?:;“i'l'i F;n
: ¥ivid durante toda zu vids ¢m exiremn pobre- e fox miz grendes algebristas o = g En efecto, Formainos asi oun trinomic o Firm términ
raté deo abrirse paso entre los matematieay del tro ol beorema gencral del Blnomdo. Llewd a cabo I8 ' e : yo primer tér o o5 el

wnte, pore Ao lo legrd, Obtuve con Jacdhi ol demostrackin de la imposibilidad du. fa reielueidn da i

Premio de Matemiticas dal Ingtituto de Francia,  las ecuaciones de quinte grado. Marid desconocids

CAPITULD xxxll I

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON HNA INCOGHITA

ECUACION DE SEGUMDO GRADO s toda ecoacidn en la cual, una
@wﬂ. simplificada, el mayor exponente de la incognita es 2.

Al T P
i una couacion de segundo: grado,

Ecuaciones completas de 2o, grado son ecoaciones de la forma
ax?+ frx + ¢ =10, gue tienen un tirmino en 2%, un érmino en % ¥ un T
mino independiente de x. ;

Asi; 2x® 4 Tx—16=0'y a? —Bx =~ 15 0 x" —dx + 16 =0 son ecuaciones
completas des 2o, grado,

Ecuaciones incompletas de 2o, prado son ecuaciones de la Forma
axt + ¢ =10 gue carecen del wrmino en x o de la forma ax® + bx =0 que ca-
recen del érmino independiente,

Asf, x5—=16 =0 y 85" 4 5x =0 son ecuaciones incompletas de 2o, grado.

@@ RAICES DE UMA ECUACION DE 2° GRADO son los valores de fa in:
= cdpmita gque satislacen la ecuacion,

Taoda conacion de 2o, grado tiene dos raices, Asi, las rafees de fa ecua-

cin x*—2x—d=0 son %, =8 ¥ ¥:=—1; ambos valores satisfagen st ecuaciaon,

Resolver una ecuacion de 2o, grado cs hallar las radces de la ecuacian,

446

cuadrada de %1 s segundo términe es el doble producta de x por =y

st tereer termino es el cuadrado de la mitad, del coeficiente del segundo
: t te? .
[Erming (.—J)? L SPs Para que no se aliere Ta ecuacidn le agregamos

al segunde miembro la misma cantidad que “le agregamos al primes

bl e,

Al tendremos:

=0 .:c“l+!.l.t+|:'l_:l.]'={'l' }1
|

En el primer micmbro de esta ecoacion tencmos un inomio o
irado perfecto,

| W ) L — [:,;4-

Farrpemos Lie rade cuadrada
d amilis micmbrog:

P b ¥ i s — i

o R 7 Bk i s e
Lunndo el copficiente de 2 es mayor que 1, ¢ procedimiento es esens

clalmente el mismo, sélo que como primer paso dividimos los tres términos

ile ln ecuncidn entre a, coeficlente de x*, Pondremos un ejemplo numérico.
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Ejemplo

Len e ecuncién dg® 43 — 22 =0

% DEDUCCICOM DE LA FORMULA FARA RESOLYER

LEE

Tranzponiendo &l férmina |nd=pend|errle L T S

Divediendo por el coeficicnle del primer 3
Terming - s K — = —

8 4
Agregonda el cuodrodo 4 G o709 F AN
do lo mitad de —3-: s i R {E} S {\E\j

Factorandn el primer migmben; -

Exlrayende  la. raiz

cundroda o los dos -' Homn g
migebros: . -.U,."r _:q+—) 1"«.-".. ..é_ -I.E
: 361
Fesalvicndn- i T o _-"r s
i T e
3 P
¥o= —— .
BTN g
$ 3 _I_'l‘?
G e
4 S 14
=——dt—=——= i
ST T e n=2
) 3 R ,.,.__zi
:1'1_————-=---..—--_?_ 4
8 g i 4 |

LA ECUACION GEMERAL DE 27 GRADO ax?+bx+c=0

La ecuacion cs — ax*bx 4=
Multiplicando por 4a: atx? - dabx + dos =1
Sumando b* a los dos micmbros: da?x® - Sl b dee - BE = ]2
Pasando dae al 2o. miembro; —— + 4a®x® pdabx + b¥= b — dar
Descomponiendo ¢l primer micmbro,
es un trinomic cnadeado perfecto:

— i {fax+ P =hT--dac
Fxrravendo la rai: coadvadsa a los dos miembros: —  2as ==+ = dac
Transponienda (i ke . Bax=— =y b =dac
—b=vh~o

K="= 2;

Despejando x:

EEUACIOHES BE SEGUMDD Grapo @ 40

RESOLUCION DE ECUACIOMES COMPLETAS DE 2% GRADD 5IH
DEMOMINADORES APLICAMDO LA FORMULA GEMERAL

l Ejemplos

(1) Ressdver la ecuocihn By — Fx o 2 =00
B P T L T

Aplicomos o idomulo x=

7a

Agui o =13, b = =7, c =2, luego ssfiluyendo y tenicndo presente que of fuy

Hitwir & s pone con signo combizdo, rendremas:

_7=NTIALA)2) _PEVE M TNV 7S

i 213] 5 7 T
Enlonceos: 1
x:=?—+5zE=2. ( % = &
& i R 0
b i o iR,
Wi = - :
G & 3

7 v L soa Jos roices de lo oroocién doda ¢ embos onulon o eoeacidn.
Sustituyendn x por 2 en la eewacidn doda 30® — Y- 2= 0, se Henes

3(22) 7] +2=12=14+2=0.
Sustituyrad ¥ por & 3EE -7l +2=1—1+2=0,
(21 Resolver ko ocwocion by — x" =¥ =10,
Ordapands y combinndo signos: % = éx -9 =10,

Yomos o aplicor 1o férmulo tenicndo presente gue n:|.. f:uafu:lrnh* de x* -!! 11

B T 0 0 6= 36— a=-.-’_ &

=i

20} 2 TR
Entonces x fiene un solo wolar 3 los dos rafces sen igueales:
A= =3, "k
= EJERCICIO 265

Besnlver lus siguientes eouaciones por la fdrmuela gencral:
1, dx2—Hx+E=l. T. fxt=x--290, 18. 1T6x=121+64x%
2. dxi-Gx—R2e=ih g 11=10x2 14, Ax-+H=d6x%
3 =t llx=—0d. 0. 49x*—T0x-L25=0, 15, E8Tx*12x=T=1L
4, x2=Thx—63 10 12x—Tx2d-A4=1), 16 Hie=25x2 2
G, 12— =0x%=0(), 11, x*=—1hx—D0i- 17, Bx?—le—3=I.

il Fx?—Tx—al=(. 17. 32x*41Rx—17=0,  1B. 105=x-r3x%
(3] Besolver In couocien (st AP =i —1)—=F[le—2]

sranuba que me da las dos raices de 13 ecoacion ax® + bx + ¢ =0 (porque
v esta fdrmula salen dos valores de x segn se tome 0F —dac con
e + o =} en funcidn de @, cocliciente del término en ¥® en la écuoa-
wm, b coeficiente del wemino en x ¥ ¢ ¢l térming independiente,

Obsérvese que en la [drmuly aparece el coeficiente del 2o, término
e la ecuacidn b con signo distinto al que tiene en la ecuacion,

Para aplicar | farmula hay que llevarlo o lo forme ox® + B 4 c =10
¥ B 16 = V0u? — 2 — 7 4 14
B 16— 102 I b Fr = 14=10
—od 4+ 17x42=0
Pyt — Fu=2=10

Electuande
Trandponigndn:
Feducianeop
Combéondo signon
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Apliconde o férmula:
PN TE=A [T =2]  FEERIETE 17 EWEE 1719

X

il 18 18 18
Enfonceos:
1F4+19 da i =
= B =ﬁ E—t J ul—z.
L
T A=y 1 s _i-
b T T A T L

- EJERCICIO 266

Resalver las ecuaciones signicntes [evandolas a la forma ex®+bx4e=0
y aplicande la firmula general;

1. xx+3)=bx+3. T, Tx—3)—=hix=1=a"=hix-E2).
HAx—2)=(x 4)d—x). g. [x=5E—{x—G)t=(2x—3F—114.

k=B (r—Sat 2 0 (Bx—d {1t 0=
(25 —3)*—{x+5)°=—23. 0. [xHA)—(x—3)1=343.

2o x+E)P=(x—T)*—E1. L. {24+2¥-(x=1V=x{dx4)+&
dx{x—2)—(x—H)=23(x—j). 12, (Gr—4)2—{Ax 462 —D1=20x{x— 2+ 2T.

O e 0

@ DEDUCCION DE LA FORMULA PARTICULAR PARA RESOLVER
ECUACIOMES DE LA FORMA x*+mx+n=0
Las ecuaciones de esta forma como x? + 6x + 6 =10 s¢ caurclerican. por-
que el coeficiente del témmino en x* es 1. Estas ecuaciones pueden resol-
verse por la Bsrmula general con solo suponer en ésta que 2= 1, pero existe
para ellas una fdrmula particalar, que vamos a deduocir,

La evuaciomn es gl ime Eor=1
Transponiendo n: ¥t me=—1i
me A mE
Surmaticdo T i los dos miembros: x° 4 mx - W e
2
l]nsc:cnmp{m:ic-:ndn el primer micm bra, {_1; +£ = i n
que es un trinomio cuadrade perfecto: Z 4
T
Extrayendo laorafe cundradn gl g ‘, IR
a los dos miembros: . 2 4
i 1] J"r.m-' )
T g e e T
ransponiendo T e 'l, !

Obsérvese que m y noaparecen en la frmula con signos distintos a
L. f(ue tienen en la ecuacion,

LCUACIOMES DE EEGUMDD GRApo @ 451

Ejﬂmplﬂ l Resalver 3 — 2k (x — 4} = x — 12 por ba T&rmiulal pariicular,
= Simplificando o ecuacian: At =t B =x— 172
2+Fr+12=10
Agui m =7, n=12, leoge aplicando la farmula porticelor:

R 7 \/‘T Tt
===t ) e Ty e
P 4 7 Fr i

Fiman]

==3 Hy=—3.
K.

Entoncos:

Ey ==,

B EJERCICIO 267
Fesolver las sipuientes ecupciones aplicando la Idemula parcicular:

1, x®—Zx--2=0, T —(Txt+i)=x+0,

2. *—2x—15=0. T. {2=1+11x--100=3x2—{x—2)8

3, xT=10x—58. B (x—2){x+2—Tix—1j=21.

4o xE-dx=BR0. B Bt =UWaA-Eh=Tlx 44

B. fxfx—1)—2{2xt=Ta)=—4, 10, (x—1Hx+2)—(2x—FHx+4)—x+14=(,

(43 ﬂ RESOLUCION DE ECUACIOMES DE 2° GRADO
— CON DENMOMIMADORES

Ejemplo x Fr M

Rosolwer lo ecvacidn — = — == =

I S M
Hay quo quiter denominodores, El m, ¢ m, de 3x, 5% y 60 e 606 Tendreman
M =84 — 115*
Tronsponiondeo: 1107 - 20w — B4 =10,
Aplicande lo Frmula se obtiene s = & xa= — 3:‘, E.
i EIERCICIO 268
Resolver lns sipuientes couaciones:
4 i —14 10 [y
o el gy 1g 200
BB 10 R X xi
: i it L
L e L ' e
sl TR x X xX—=3 X a2
) &, ox—1 4x3  1=dx S
[ x__izﬂ{x_;'}}l 4. __j_'_ pEs =i 14, - —
s o Ax-kd x-1 x—1 4 a
1 2 1 | 1 dx=] 2x T
| ¥ s} el = .—id H rm—— — — T — J:‘!h . i ikl A LR
i b P T e PR P [
= 1 (x2— G, 1 IR _2?‘-‘3 = oS y 14 bRl = '{x-—:l
b x40 10 g=1. xR
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3. Oeel 17 .t+-l_=t-12 e | " x—1 x4+l @%AD

Br—1 dx+T e x+5  xd T TS 41 x—1 o w3
[ [ F

s R e AL I M o M s

j—x 6 =+l -1 ozl H x+2 k=2 x+1

433) RESOLUCION DE ECUACIONES DE 2" GRADO POR
“— DESCOMPOSICION EM FACTORES

Descomponiendo en factores el primer miembro de una ecuacidn de
la forma x®+mx + 0 =0 0 ax®+ bz c=0 se obticne un método muy ri
pido para resolver la ccuacion.

Resalver x o) 5x — 24 =0 por descomposicicn en faclores,
Foctorando el Irincmio [T45), se lenm
4 (4 +Bl{x=3)=0
Parn que el producio (x 4 B)[x—3) sca cero es necosario que por |z me-
nos ung de eslos foctores sea coro, es decir; lo eouscidn se sehisfocs porn
k+B=0yx—3=0
Pocdemos, puos, suponer que cualguisra de oz loclores e core.

G x4+ B=10, e liens que x=—8
y s x—3=0, se tiens que x =3

Ejemplo

La anferior pes dice que  peade tener los valores —8 & 3, Por lante, —B ¥
% wan los rojces de la couacitn dado.

_' L = = E-
Tl e
Por tente, para resalver una ecuncidn de 2° grade por doscomposicion en foc-

loroes:

(Al Se simplifica o ecuncidn y se pone en fo ferma Hermeta=0 o
axZ - by +o=10

(B Se foctorn el tinomio del primer miembio de fo ecwocion,

(€1 Se igualan o ceta codo wno de los foctores ¥ e rasuah s acuaciones Sim-
ples que so oblienen de este moda.

=  EIERCICIO 2169
Resolver por descomposicidn en Factores:

ey — =00, 3 BO=Bx*+15Tx- L. i g 31+l€t
x—0 4
x4 Ta=14. 10 x{x--l}—ﬁ{x —=2, 10 ...E— i E i & _i'l:_
Rx—ho=—x% 1 (@B =D 3 i U
xr=10E—dx, . ) L7, (x—@P—(x—3)"=37
13. E.-R: _E. {f .E—_l_q_x-l-E
Bep Tx—d =0 P b =
fxf=10-11x, 1%, =2 4o _E 16 i L
At e=14. X * LU B R (1
Tx=15-00%, PRUTTR Rl PR i R e

3 i ' 195

EEUACIOMES D SEoUMDD Grana @ 453

ECUACIONES LITERALES DE 27 GRADOD

@La.s cenaciones literales de 29 grado pueden resolverse, como las nu-

méricas, por la Formula general o por descomposicion en Eactores,  En
snuchas cenaciones literales la resolucion por Factores es muy rapida, mien-
teas que por la Bormula vesulta mucho mis laboriosa.

\ EIEmpIﬂs 1) Besslver lo ocuocitn E—Q—EI—= L
O .

Chitondo densminodores: T
Fo¥ — I = ax
2+ ax = 3o = 0.
Aplicands lo farmula. Agui a=12, b=a, ¢= — 3, lvego:
—g=+of = 42— —a=vat+i4a® — gt 3507 —akbo

T 4 i3 4 A =
h=%j'=°: ‘33=n. (x;=a.
.
_—n:l—5|:r_ & B Ko == =,
¥y = i T T l 1

(2] Resalvor o ccuocidn 2x® — dox + bx = Zob.

La solucidn de los ecuaciones de ede fipo por lo farmula es bastante laboridan,
sin embarge, por descompuosicisn en factores es muy ripida.,
Parn resolver por focores se posan lodos fos confidades ol pamer mismbio
de modoe que quede cero en el segundo,  Asi, en este onse, fransponiando
2ab, tenomos:

258 — dox + bx = 2ok =10

Descomponienda el primer miembre [facler comin per agrupacinl, se fiene
ox lx =20 |+ b (x—2a =0

o se0 (= 2al[2x+bl=0
igualends o coro coda factor, se fiene:
5 k=g =1, x = 2a, e TR ¥
|
] H' ] Ii
t+E =0, A= [ Ma=—=,

z

- EJERCICIO 270
Besolver lus ecuaciones:

|, &t Sax—d s =], A. =Yfax=m02 0, xf=fgx=fab—30x,

B T0xd=dfia*=4 ax. {5 Oxf=plxt-Ea*hd. 1ik H2xd—mx) A —=dmn=ll
i x -ahx ==, T, IExlySahiy="1a% 11, xl—gi=bxp=gh=0,

4. Bhilec=qixt- 2209 B xdd-ax=—bx=al, 1%, alrgt=g—Ual=E
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13, xf=Jax4at—LE=() 1R, ®1—Bx=mid-Dm. oy aka + ﬂ_h=—4,
e a—x atx
14, dx(x—b)+bF=4m= 16, x=-Fmix{m—2="m, o 2
P I, 24, o
15, f’—l'-f’+'iﬂ=—4|!:~.'=l}. E";}. hx hrﬂ.t—ﬂﬁ'x ﬁﬂ-b- x—1 El:ﬂ_.a-\:r
dx a %P : lyes |
a4 Zpw=— Rlierhomae =0 L Eh o=l
16. x*~{a+2jx=—2a. 4 8 B 25 ST s
oy £ Zx=b  Fhx—h* s r
17. x242x(1—3a)=4Ba. o i O R
2 &x & x4+ db

ECUACIOMES INCOMPLETAS

@ Las ecuaciones incompletas de 2% prado son de Ja forma ax® 4 ¢ = 0,

que carecen del término en x, o de la forma ax? -+ bx = 0, que carecen
del término independiente.

@ ECUACIOMES IMCOMPLETAS DE LA FORMA ax?+c=0
31 en la ecuacidn ax®+c=10 pasamos ¢ al 2o, miembro, se tiene:

UxE = — o _\-=2—£ e —E,
i a

: Siay ¢ tenen el mismo signo, las raices son nnaginarias por ser la

radz coadrada de una cantidad negariva; si tenen signo distinto, las raices
som reales.

A igual resultado se llega aplicando la formula general a esta ecuacion

fa_x3+r=r.: teniendo presente que =10, ya que el término bx es nulo. Se

Lienae;

A L1 .";-I:m_ p

Al et R
‘ EIEIHPI{H" (1) Resolver lo scuacidn x4+ 1= ?2 £

=

Suprimiendo denominodores; Bl = I 07
Tromponiendn; Dy — Tt =gF — 9
E=18
=g
Exlrayenda lo rofz cuadeeda: ¥ = %g
k==3 R

Lot dos raices +3 y =3 son reofes ¥ rocionales,
12) Resolver ko ecuacidn x2 -+ 5=7,
Transponiondo v reducicndoy  x2 =2
X o=+ g R

Las dos raless V7 y — ' san roales e irrocionales.

[
FCUACHOMES DE EEGUMDD GRADO @ 155

(3} Resolver la ecwondn Sx* 4 12 = Jx% — B

Transponiendo: Sp? = Baf = — 30— 12
E=—132
M=—14

Extrayende la roiz cundroda: x=2v" 14

x=dV=T, = Eadp,
Los dot raices son imagikarios.

@~ EIERCICIO 271

Resolver lis ecuaciones:

1. Bx=4E, g, (Bx—1){x+2p—(x ) (x—1)Ha=0,
P ) 1 7
5. bxi-9=16. R .
TR L
9. Ta*4l4=0. Sx_n 1_.2.
4. Owtept=i. L1. R = .'I!-—l.
h. (x+5){x=6)=—T. i =5 i drf=1 14x7—] o
P . H | 1]
B (2x—3)(2x 43— 186=0. 3 :‘H '
x0T L]
7, B2 e —t=(x—4)E s 14 Bx—3-— 4 =
1 1 1 d
s o —— Y : 3 Al 1
b (=rp)emg) =5 T A

ECUACIGHE‘S IMCOMPLETAS DE LA FORMA a*+bx=0

Vamos a resolver la ecuacion ax? -+ bx =0 xlax -+ b)»
por descomposicion. Descomponiende se tiene: i
Igualando a cero ambos factores;

x=0
' t
azkb=0 .- ST
Se ve que on estas ccuaciones siémpre una raiz es cero ¥ la owra es el
coeficiente del término en x con signo cambiado partido por el coeficiente
del térming en x%
Igual resultado se obtiene aplicando la formula general a esta ecua-

ey ey 1

citn tenicndo presente que ¢=0, Se tiene: x = ST
2t =t
— b4 b L
e =1 | §
v de aqui Xy = "
wrctar st =l o 0
S S AR iR
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. . 1T Besolver lo ecuocidn 5x8 = — Ix.
‘ EfemF'[ﬂS | Tramspeniando: Exf4-3x =0
Descomponiendo:  x(Sx+3)=10
lguolands o cero ="

S F=0 = -
Loz raices son Oy —i—'. R.

Ay 4 2
{2} Rewolver lo ecuncién 3k —1= o
e
Clutands denomingdores: [(Ja— 1} |x—2)=5c+7
dx® = Fy 4 Z=0x+ 2
Transponiénda y reduciendo: Zxf = 12w =10
Descomponiendo: Ix|x=dj=0

=0 .. ;:E:I'_:
|

=d =0 .. xg=4
Los rafces sen 0y 4, R,
B EJERCICIO 272
Pesalver las ecuacioness;

1. x3=5%. B (x=—=R)"—(2x+5)%=~=1%
O o R

. Axte . —— ==

2 dx $2x 2 5 i 2

R T (dx =12+ E)=(x-+)x~1).

& Brird=g(x+2). gritamth
el R w1

{43;} ECUACIOMES COMN RADICALES QUE SE REDUCEM
" A 2" GRADO, SOLUCIOMES EXTRAMAS

Las couaciones con radicales se resuelven como sabemos, destruyendo
los radicales mediante la elevacion de los dos miembros a fa Proencia que
indique el indice del madical.

Cuande I ecuacion que resulta es de 2o, grado, al resolverla obien.
dremos Las dos raices de la ecuacion, perg es necesario hacer 13 verilicacion
com ambas raices en la ecuacidn dada, comprobar si ambas raices satisfacen
la ecuacién dada, porgque cuando los dos miembros de una ecuacon se
elevan a una misma potencia genemlmente se introducen nueyas soluciones
que no satisfacen Ly ecuacion dada.  Fstas soluciones se Haman soluciones
extrafiag o ingdmisibles,

ECUACITNES DE SEGUNDD . SRALD CON mapicsizs @ 57

Por tanto, es necesario en cada caso hacer la verificacion para aceplar

las soluciones que satisfacen la ecuacidn dada v rechazar las soluciones ex.
trinias,

Al hacer Ia verificacion se ticne en cuenta solamente el valor positivis

el radical,

Ejemplo

Resolver lo ecoacién v dx — 3 — 5 — 7 =+ 3x — &,

4]

Elevando al cradrada;
VIdr =3P —2va—avx— 2+ Vx— 2P =[G =58 ]

o 500 dx—3—2v T —Nx+b4x—2=3—5

Adslande el radical: — VAT — N T A=Oxr—5—dx+3 = x4 2
Reducicnde: — VA Ta T = —2x

Dividienda por — 2, Vit = TTa+6=x

Elovendo al cwadrado; A = 1o = x*

Tronsponiendo ¥ reduciende; IF—T1lx46=0

Descomponiendo: fa=3)[Ax=2})=0;

Igualondo o cgre: x=3=0 % x=3.

Ix—2=0 . =

Ll pa < Eadl
f

Haciendo In varificocidn se ve que of wolor x =3 solidfoce la eevacién doda, [
el valor = § no sofisface la ecuocidn.  Entonces, x = § o5 una solucidn exlron,
que e rechazo,

Lo solucibn correcta de lo ecuncidn es v =3, B

EJIERCICIO 273

Resolver las ecuaciones siguientes haciendo la verificacion con ambas rafoes:

vl F =5 8 Voxtvix—3=3
B —va=T=x—1. 1, ».rm+_f.'_‘__i=;,.
Wi —14wEFa=d Xk
BT —VEFE=1. i Lty

x

@:'I'ﬁ;ﬂ:ﬂ_
Vi T4 VIR FI—gvi=0 1% 2VE=VEFTH =
VIEST-VISR=vE. g5 VATVETE=2VE

vaax 414 "q.l"lﬁ;:'= 1hx 1. 14 "-"rﬁ—f+\.-"r-'t+"|’—'-..'r12x-|:'i=|:h

(438) REPRESENTACION Y SOLUCION GRAFICA DE ECUACIOMES

BE SEGUMDD GRADO

Toda eevacion de segundo grado con una sola incagnita en x repres

senta una pardbola cuyo eje es paralelo al eje de las ordenadas,
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Ejemplos l

11} RBepresentar v resolver groficomente o couocidn &% — Sy 44 =10k

El primer miembre de eslo ecvocidn ez una funcidn de segunde grade doox,
Hacienda la funcién igual o p, fenemes:

FeEa—mt 4

A code waler de x corresponde un va-
I[l—l"f - --”— lor de la fupcidn.  Demos volores @ a2
-- {Fig, 70}

I

=
i
b

|

=

=l Fara

P
1

Il
(L]
N -
:

~L

Il

|

L]

="
HoRx  moo
¥

I
B

_..
=
=
Il
LAy

]
|
|

| |

=
inu
| s

]

iz

' i
Ly 4
[ B 11X Representonde estos valores de y corres-
/ pondientes o los que hemes dedo o x, ob-
o B fenomas o serie de puntos que opanscen
: - —Ij 7 senafodes en ol grofiro,  Uniendo eshos
o Bl punios Qo unn curvo sudiva Se ohliene o
i , pardboly ABC, que es lo represaniocidn
grafica del primer micmbre de lo aoun-
| cion dodo.
El punta infarior de fo curva, en esle coso
corresponde al valor. x =24,
El punta infericr de la cuve |o el supericr segin se varé después) se obliens

siempre cugndo o x se le do oun valor igual o —;':- En esta cceacida gue

-5 6.1
hemos reprosentado b=—35 y 0=1, y por tante — = ;=125

Los obscisos de Jos puntos en que o cwrva corle ol gje de oz x son los raicos
de lo ecuocidn,  En esbe eoso lo curva corda al eje de o x en dos punios
cuyas abscisos son 1w 4 v éstos son Jos roices de lo ecvacidn 5% — Sx+ A4 =1L
Véose que en o foblo de volores onferior pora s =1y x =4, ¥y =0 Las raices
aaulcr la ecuscida.

Cuonds ombaos roices son reales ¥ desiguoles lo curva corto ol eje do los & en
dos punles dislinlos.

Por tonle, para resobver gréficomente wma ecuacidn de segunde: gradoen ¥
basta hallar lo: pimio: en que o curva corta of sfe de los 5,

EEFRISEMTACION GRAFICA @ 455

12) Representar y reselver graficomente la couacidn x% —d&x +% =10,

Tendromeos:
¥ =x= = bx + 7,
Demos vobores a 5. [Fig. T1|
fi= o i |
Pora x=0, ll ¥ |
=1  y¥y= !
g=3 p=1
=3, y =0
x=4, y=1
x=5 y=4
X=4, y =%, akc
Representonds estos punfes ¥ uniéndeolos
resulfa o pordbola ABC que as langente

ol gje da los x. Este curvo as o repre-
sentacion grafica del primer miembre de
lo scuacibn xF — b2 + 7 == 10,

La curvn boca ol eje de las x en un solo
punte & cuyvo obsciso es 3, luego los dos
raices de fo ocuodion son iguoles ¥ vae
len 3. Chhsérvese que en la tablo de vo- !
lores & =3 onula lo funcidn,

HOTA

Cuande ol aplicar lo Frmula g una ecuscian de 2° grodo lo canlidad subra
dical de — 4o o5 negoliva, ombos rolces son imoginovios,

Ly pordbelo gue reprasento wno ecoocion de ¥ grodo cuyos roicos son mogls
parias na corta ol eje de los K.

- EJERCICIO 274

Representar grificamente las funciones:
. a¥pdx=—d 3 xF—fxtf 5 x22Ox—B, T #f—gatlG B Oxi-Ox]
2 afHdedd & xtpix—B B D 8 witded. 10 GxF—dwe]

Resplver graticamente las couaciones:
1. xf—dx43=0, 1% 044e4a=0. IV K0 bBx+16=0. 200 xi—dx=—d,
1% xT—Gx+H=0, 15 x2=g— . 18, x2_4=p. 21, Zxi=Dx-1 0=
14 x1—2x—a=(h 16, p3=0e_1, 19, x3=8x+10. 28, 2xi-hx=Tall
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PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES DE
SEGIINDO GRADO. PROBLEMA DE LAS LUCES

639 Cuanda el plantea de un problema da origen a una ecuacion de se-
asunde grado, al resolver esta couacidn se obtienen dos valores para

Ia incognica.

dolamente s¢ aceptan como soluciones del problema los valores de la
mcognita que satisfagan L condiciones del problema y se vechazan los que

no las cumplan.

@ A vy dos afios mayor que 12 vy la suma de los coadrados de ambas eda.
des es 180 afios. Hallar ambas edades,

Sea x=1Ia edad de A.
Entonces x=2=la edad de B,
Segan las condiciones: xE o (Kl 2= 1),
Simplificando, se obtiéne: »° —2x =63 =10
Roesolvicndo: (% =Mz T)p=1.
x=Y¥=0 "0 x=18
X+T=0. 0 x= =1
S¢ rechaza In solucidn x=-—17 porque la edad de A no puede  gey
=T aiiog y se acepla x =8 Entonces A tiene 8 afos y B tene x =2=7 arips, R,

460

FROBLEMAS SOPBRE ECUACIOMES DE SEGUMBO GRabD @ 46

f;Hi"l A comprd clerio nimero de sacos de [rijoles por 5240. 5 hubiera
— compradae 3 sacos mds por el mismo dinero, cada saco e habria cosia-
div 54 menns. (CudANios S0Ds OMTPrS ¥ oa {!né Pn:u:in?

Sea x=el nimero de sacos qie comprd,
5i comprd x sacos por 3240, cada saco le costd ST
5i hubiera comprade 3 sicos mds, 243 swcos, por el mismo dinero

249
5240, cada saco saldria a i'_-‘:-_':-ﬂ-, pero scgin las condiciones el precio de

&1 ; .
cada uno de estos sacos, ——, seria 3 menor que el precio de cada uno

i
de los sacos anteriores, l_Tj luego, se tiene la ecuacidn:
il 240
..... . R + |:L
X wmad
Resolviendo esta ecuacidn se obtiene x =12 v x=— 16
Se rechaza Ia solucidn x =15 ¥ se acepta x=12; lucgo, compro
. 240 240
12 sacos ¥ cacla saco le cosid —1_—= e =§uk R,

IL*H La longitud de un terreno rectangular es doble que el ancho. Si la
= longitud se gumenta en 40 m v el anche en & m, ¢l drea se haee
daoble. Hailar las dimensiones del terrenn.

Sea x=¢l ancho del terreno.
Entonces 2x =la longitud del terrenc.

El iirea del terreno es x 3 2x = 2x*

Aumentando fa longitud en 40 m, désta seria (2x - 40) m, y aumen:
tanido el ancho en 6 m, dste sevia {x +6) m. El drea ahora seria (2% 4 40)
(% + 6) = 2x% + 52% -+ 240 m*, pero segin las condiciones esta nueva drea
seria doble gue la anterior 2x%; lucgo, tenemos In ecuacion:

x4+ Hix + 240 =4x2,
Transponicndo v reduciendo:
= 2x® + 02x + 20 =L
Cambiando signes y dividiendo por 2:
x%—20x —120= 1.

Resolviendo esta ecuacion se halla x =10y x =—4,

Aceptando la solucidn x =M, ¢l ancho del terreno es 90 m y la lon:
gitiad s Pe =00 m. (K.

Il"l"’l'il Una persona vende un caballo en 524, perdiendo un o) sobre el cos.
< 1o del caballo igual al niimero de pesos que le costd el eaballo, (Cudn:
to le habia costado ¢l caballo?

Sea x=el niimero de pesos que le habla costaco el caballo,
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Entonces x =% de ganancia sobre el costo.
La pérdida obtenida es ¢l x% de 3x. Ln Aritmética, para hallar el

UHE--_ﬂ_ﬁ_- |-'|.1E ' E! 17 ‘-I.E = TR o KA—':Ei_
== E ' o X ST ]|:|I:l F ll:lﬂ

100 1007
; A Jr- :
Lntonces, como la pérdida i la diferencia entre el costo x y el

% de §6 procedemos asi:

procio de venta $24, se tiene la ecuacion:

o

=y O,
100
Resolviendo escp ecuacion se halla x= Ay == 6

Ambas soluciones satisfacen las condiciones del problema; luego, el ca-
ballo habra costade 34000 §60, I,

@ EIERCICIO 275

Lo Ea s de ddos ndmeros es Doy Loosuwma de sus coadeados 53, Hallar las
TGy

0 Un neners positive es los § ode oo v osu productos ez 21600 Flallar Jos
ninheroE.

d. A ticne § afios mads que 8y el ooadado de leedid de 4 aomentado en
el cuadrade de o edad de 8 equivale a 317 ados. Hallar ambas edades,

4, Un nimere o5 el eriplo de otro y In diferencin de sus cuadrados s 1800,
Hallgr los niimeros.

G. El cupdrado e un odmere disminuide en § equivale a 8 veces el exoeso
del numero sobre 20 Hallar ¢l ndfimero.

G Hallar dos sdmeros consecutivos tailes que el cusdeade del mayor exceds
cn 57 Al wiplo del menor,

T La longitud de uma sala excede 2 suancho en 4 m. 51 cada dimensién
sooaumentk en 4 omoel dren serd dobile, Flallar bas dimensiones de g sala,

B Un comerciante COmEpTG cierto nimers de dacos de aeionr por 100 bo-
Itvares. 5i hubicra compradoe 10 swoos mds por el mismo dincro, cada saco
le habwin costado § bolivires menos. (Cudntos saens comprd v owdnto le
costdh cada uno?

T Un eaballo costd 4 veces lo que sus arvcos ¥ la suma de los cuadrades del
precio del caballe ¥ ol precio de los arceos es 860625 sucres. (Cwintn costd
cl |'.:1_h:'||[r'|- ¥ ocudnto los wrmeos?

It La diterencia de dos ndmeros e 7y su suma multiplicada por €l mimero
menar equivale o 154 Hallar los mimerns.

L. La suma de las edades de A ¥ B es 28 adfios y su producto 102, Hallar
amlas codales,

1% Upa porsona comprd clerts nimera de libros por 5180, 5 hubiers. com-
rado § libros menos por ¢l mismo diners, cada libee e habria costado
1 mas, (Cwidntos Hbros comprd v codinto e costéd cada unap

Una compaiiin de 180 hombres estd djx]11qu5ta ci filas, El ndmero de

soldados de cada fila es § mis que el mimero de filas que hiy, 1Cudneas

filas hay y cwintos soldados en cada unap el

Lo5e vende wn reloj en 75 soles ganando un thosobre el comao igual ol -

mere di soles que costd el relo). Hallar el costo del reloj. '

1%

1,

L
ik

24

o

25

12
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Entre gierto midimere de personas compran un auto que vale 51200, [l
dinero que paga cada persona excede en 194 al nimers de PEABnas,
,l_:’_'.‘l.mm:u. persomas eomprivon ¢l aua?

Lu;rlpr-!f fi:rz[rr.u nimers de yelojes por $199 i el precio de cada relo)
;“ n;lé}a l:*ml;ﬂmnm de relojes, seuintos relojes compré y cudnto pagie
Se ha comprado cierto mimero de liliros por 150, 5 ocada lilwo Bubiceri
I:Jm'lil._du $1 mis, se habrian comprida 5 lilos menos con Los 150, 2Cuhn.
tos libros se compraron v cuwdnto costd o cadn uno?

Por 200 lempirvas compré cierto nimero de libros, $i cada e me hubicr
cﬂ:ﬁLa.-l'l-::l 10 u_rnpir.iﬁ menns, ol precio de cada libro hobiera sido ipual al
numera de libros que compré. jCudintes libros compré?

Compe cierto nimers e plumas por $24, 5i cada Muma me hubiery
costido 1 menos, ]]JcH:II:L haber comprado 4 plumas mds por el mismo
dinera. Cudintas plumas compré y 2 qué preciod

Un tren emplea cierto tiempo en recarrer 240 Km, 51 ln velocidad hobiers
sido 200 K por hora mds que 1a que Hevaba hubiers tardado 9 horas
menos ¢n recorrer dicha distancia, jEn qué Liempo recorsid los 240 Kmd
Un hombre comprd ciero nimero de :;?lmllus por 3000, Se le murieron
2 ﬁ:ﬁb:l!]t;!r ¥ oven it:}du cada IJnu de los Testantes w360 mas de lo que e
COsldy Cida uno, cand en 3 SR i i 0w 1
e Gy “mﬁga en tatal 280, Cwintes caballos comprd v cudnto e

Hallar tres mimeros consecutivos wales qué el cociente del MAYOr entie

el menor equivale o los & del nimero intermedio.

El products de dos ndmeros o3 180 ¥ su cociente 14 Hallar Ios nimeros,
Un ]'.IDI:'I:I.hI:-I‘. coanprd cierto pimero de naranjas por $1.650. S¢ comid & naramn.
jas ¥ vendliendo las restantes a 1 covo. mis de lo que le costd cada una recii.
pert lo que habia gastado. (Cudntas naranjas comprd ¥ oa queé precind
Cuanda vendo un caballo en 171 quetzales mano un o sobre el costo ignl
':I_l numers de () ue me costd el caballe, Cudnto costd el caballod
El praducio de dos nimeros cs 352, v si el mayor se divide par el menor
el cocicnte es 2 y el residug 10, Hallar los nimeros. I
Sc han comprado dos piezas de tels fue juntas miden 20 m. Bl metro
de cada pieza costd un mdmers de pesos dgoal al ndmere de metros e
la piesa, 5i una pieza costd 9 veces ]':::-1“% la alra, qoudl era la tun;,rilmi
de cada picza;
Un tren ha recorrido 200 Km en cierto tiempo, Para haber recorrido
esa distancia en 1 hora menos, la velocidad debia haber sido 10 Km
or hara mids. Hallar la velocidad del tren.

i hombre ha panado 84 colones trabajando cierte nimero de diag,
stosu jurnal diario hubicra sido 1 colon menes, tendria que haber tra:
Ll:ljut[u._ S olias s Para ganar 84 colones, ;Cuincos dias :rub;[jc} ookl
eh s jormald

Los pastos de una excursion son $90. Si desisten de ir 1 ersonas, eda
una de las restantes tendria que pagar $1 mibs. Cudntas PETSEas vian
en la excursion ¥ cudnto paga cada uma?

El cociente de dividiv 84 cotre cierto nimero excede en 5 2 este niimers
Hallar ¢l nidimero, .
La ecdad de 4 hace § afios cra 1i rafe cundeads de la edad gue tendri
dentro de 6 oanos. Hallar 1 edad acuual,

Compre cierto. nimero de libres por $40 ¥ cicrto nimero de plumng
jrar Sdih Celn Mums . me costd §1 mds oque codn libro, dlmintos libaos

roompre oo qud o precio ol el nfmers de libros exeede al de plumas en 92
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PROBLEMA DE LAS LUCES

[':H}* £l Problema de las Luces consiste en hallar el punto de la linca gue
“— une dos focos luminosos que esdh igualmente iluminado por ambos
focos,

Sean dos focos luminosos A § B {figura 72). Sea [ la intensidad lumi-
noea del foco A ¢ I la intensidad del foco B, {Intensidad o potencia fumi-
nost de un foco es una magnitud que se mide por la cantidad de luz yue
arroja un fuco normalmente sobre la unidad de superficie colocada a la
unidad de distancia).

1
pitlen e el
LT
S o ot
Ix'ul" 'll- -'-. Fg : i | 'I " T
5‘_“3\,}1-'.l Ui A '\-\.:"E\.?::.::I'II I
B = I-"'rﬁ“\ = P = _:I = B
_____ 3= = - - = g - - T e -
T e e % -
ff":' [ '.\hx ""'..-'".'E.?'l, 3
[ L !
I r

] FLGURA r:___']

Se trata de hallae el ponto de Ia linea A8 que une ambaos focos, que
st igualmente iluminade por ambos [ooos,

Supongamos que el punto iluminado gualmente ¢z el punto P, Sea d
ba distancia entre ambos focos ¥ * Ja distancia del foco A al punto igual
mente iuminade; la distancia del foco B a dicho punto serd d — x.

Existe un principio en Fisica que dice: La iluminaciim gque produce
un focn luminoso sobre un punte en la direccidn del rayo ¢ directamente
proporcional a o intensidad del fooo e inversamente proporcional al cua-
drade de Ia distancia del foco al punto. Entonces, la iluminacion gue pro-

duce ¢l foco A sobre el E:I]rl.t-rj £, ﬂgﬁt‘l cl Pl'iﬂtipi.l::l wrLberior, Ell.‘l'.:'l -:T b la
iluminacién que produce el foco B sobre el punto £ serd o e

cstas iluminaciones son ignales por ser P el punto igualmente iluminado,

i | o i I i Xt
tendremos fa ecuacidn: — = —=—7, 0 &8 =—m——
TR P e s e R |
Fsta cs una ecuacion de 2o, grado que puede ponerse en la forma
ax® & bx + e =10 y resolverse aplicando la Frmula general, pero este proce

dimiento os bastante laborioso,  Mis sencillo es extraer la valz cuadrada a

FROBLEMA Bi LAS LUcrs @ 465

; v
los dos miembros de esta igualdad y se tiene: —== o
VI d—x

da una ecuacion de primer grado. Resolviendo esta ecuacion:
(d=xnT=xvT
dvT—xvT=xvT
Transponiendo:  —avT—xv T =—dvT

con lo que que

0 sed: VT eV =dvT
VT + VT =dvT
AT
TATHNVT
y considerando el doble signo deV' T, se tiene finalmente:
L e AR B Gl
x—.\;+ 1.-:!-.? o 5= "'\-'.-j—"'-\-llF:

fdrmula que da la distancia del foce A al punto igualmente iluminado ¢n
funcién de la distancia entre los dos focos ¥ de las intensidades luminosas
de los focos, cantidades todas conocidas, con lo cual dicho punto gueda
determinado.

DISCUSION
Considerarcmos tres casos, observando la figura:

1y ¢~ . Siendo I>F se tiene que vT=T; luego, vT+4T e
: I
mavor que v pero menor que 2T nto, ————— €5 menor que 1

d~v1 VT
mayor que ;1 &l primer valor de x, que s ———=d{——"" ),
e T E T A e
es igual a d multiplicada por una cantidad positiva, menor que 1y Mayur
que i luego, x es menor que d y mayor que o, lo gque significa que el
punto igualmente iluminado esti a la derecha de A, entre A ¥ B, mis cer-
ca de B que de 4, como estd el punto P, Es evidente que el punto igual-
mente iluminado tiene que estar mds cerca de la luz mids débil.
En el segundo valor de x siendo vT>3/1" el denominador, VT—T"

es positivo, pero menor que VI luego, i es una cantidad positi-
VI—-~T

vin y mayor que 1; luego, x es ignal a d multiplicada por una cantidad po-
sitiva mayor que 1; luego, x serd positiva y mayor que d, lo que significa
que hay otro punto igualmente iluminado que estd situado a la derecha
de A, como el punto Fy.

9y [=1'. En este caso VI=+vT; luego, vT+vT =2+ T y el primer

: dv T _d S
valor de x se convierte en x=- = lo que significa que el punto
v 2

lgualmente iluminado serd el punto medio de la Hnea AH.
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: AT
El sepundo valor de x, siendo v T=+'F, se convierte en x=———=m

o que significa gque el otro punto igualmente iluminado estd a una distan-
ia infinita del foco A, o sea, que no existe,
Entences, siendo J =" no hay mds que una solucion,

3y I=1" En este caso VT<+T, o sea ¥ T >V luepo, vT+T

VT
erd mayor que 27, y U'T—-.‘.-"I_ seri menor que 3; luego, x serd igual
+ r

L d multiplicada por una cantidad mener que 3, o sea que x es positiva y
Ly BT lo que significa que ¢l punto igualmente iluminado cstd a

a derecha de A, mds cerca de A que de B, como ¢s ldgico que suceda por
er el foco 4 mids deébil que el foco B en este caso,
En el segunde valor de =, siendo vT <+ F ¢l denominador, +77 =T

s negative; luego, T A cantidad negativa y % es igual a d
nultiplicada por una cantidad negativa; luego, = es pegativa, lo que sig-
ifica que hay otro punto igualmente iluminado y sitwado a la izquierda

le A como ¢l punto Py

] (1} 3o tiens un foco lumincse A de 100 bujios ¥ obio foro B
E}EHIFIQS che 25 bujing, stuado o 3 moa la derecha de A, |Hallar ¢
punic de ko lingo AR igualments ilumineds por ambos,
hqui d =3, =100, I' =25. El primer valoar de & send
it [t i
VIi+VT VI+~28 1045 15

lege hay un penicoen lo lines A8 igualmente luminods sitvads o0 2 m a la
derecho de A B segundeo velor sera:
= o R " [ - [ R Bt
x-"'_—-'-..-"'_' 100 - ‘\.-"E D=5 "5
lvege by ofre punbo sgualmente luminode en o linea AE silvode a & m
a lo derecha de A

|2} 5o tienen dos focos lwninoses, A de 36 bujias y 8 de 100 bujios, estondo B 4 m
a lo derecho de A, Haollar el punte igealmente iluminado de la recia AB.
Aqui d=4, 1 =38 I'=100. El primer volor de x sords

d T AXVIE X6 Mo
VIHVT V3Vt 610 16

luego hay un pende de lo linco A8 iguolmente dluminods steode o 1,50 m,oo
io derecha de A, El segundo valos de x derd:
d/T dxg Axé M

= e = WL

\.-"'_ *.-"'_"' =10 —4 —d

luega hay olra punte de lo linea AR igualmente luminads siteedo o 6 moo la
izquicrdo do A,

EVARISTE GALDIS (1B11-1632} Matemitice Fran=
chr. Dospods de realirar ostedios en we Liecs, ingrata
@n ln Excuely Moemal, Acesado do poligroso republi-
wano va a parar a la circel. Mo fue la dnien vaz que
wsituvo en prisidn, Acabado de solir muere da un pis-

toletaze en un dieclo, cuando apenzs tomla X1 il.".|
adad, A posar do esta corta vida Galsiz defh ume
tela profunda en la historla de las melemirioss, n
Ia damostracion def feorema gue leva s nomibie
bre la resoleclés de b ecusclancs da primer

aemmo XXXV

TEORIA DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADY.
ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDO -GRADO

(445 CARACTER DE LAS RAICES DE LA ECUACION

= DpE SEGUNDO GRADOD

La ecuacién general de segundo grado ax® 4 e+ c=0 tiene dos rai-

ves y solo dos, cuyos valores son:

—h 4+t —dge
ridrd

X{=

— b v hF—dar

My =
g b

El cavicter de estas raices depende del valor del binomio 6 — dae que
estd bajo el signo tadical; por esa razdn b® —dac se llama discriminante de

la ecuacidn general de segundo grado.

Consideraremos tres casos:

1y 5% dag am gy, chntickil positive. En este caso las raices son rens

les v clesiguales.

51 * —dac es cundrado perfecto, las raices son racionales, y 5i no o es,

a0l - irracionales,

AT
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2y b —|r4.15 es cern En este caso las rafces son reales e iguales. Su
3

atlor g =——
2

3) i — dar es una cantidad negativa  En este caso las ralces son ima-
rinarias y desiguales.

Ejemplos

(1) Detorminar el cordcker de los roices de 30 —Fu +2=10.
Hallemos of valor de b* —4dac, Aqul e =3, b=—7, ¢=12, luego
bt —dac= =7 F—4(3](2|=4p—24 =135,
Come b — doc =125 gs positiva, las roices son reales ¥ deosigunles ¥ come 25
a5 cundrode perfects ombas roices son racionales,

{2} Determinar el coracker de los roices de 3x® + 2w =6 =0,
Aaui o=3, b=2, c=—6, luego
B —doe=3=4 3| —6l=4472=/0
Coma bE — dac = 74 es positiva, las raices zon recles y desiguales y como Té
e e cundrade perfects lae rofces son irracionnlins.
{3} Doterminar ol carficter de los roices de 4x® —12x+ 5 =10,
b= dpe=—121"—4{4{F1 =14 — 144 =0
Come b* — doc =0, les roices son reoles e iguales.

(3] Determinar el cordcter de las roices de =+ a=0
B — o= | —217 =4[ 1) 3] =d=12=—k

Como b* = dese =—Bes negativa, kas raices son imaginarics.

B EJERCICIO 276

Determinar ol crdcter de las raices de las ecoaciones sigwicntes, sin re-
sl werlas:

1 Bt pGx—0=0. 4 Saf—Zeih=0 7 2xf—8x+7=0. 10, x¥4x—1=0.
o Zrf—dat1=(. 5. xi—10x4+26=0. B S6x3+12x41=0. 11 Sx*—Tx+8=0.
3. dxf—dxt+i=0. 6 **—Hx—5=0. 8. 4xi-br+i=0. 12 x*—-1l0x—11=0.

*'HE) PROPIEDADES DE LAS RAICES DE LA ECUACION
DE SEGUNDO GRADOD
La ecuacién general de 2o, grado es ax®+bx+c=07y sus rafces
—b+vB—dac —b —/bE—dac

20 2a
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Fstas raices tienen dos propiedades:

11 Suma de las mices. Sumando las ralces, tenemos
— b4 b —dac o et

Xy -k ®a= :
s 2a
bV am b= VE e
T 24
-abh —b b
= Eﬂ"'= & ¢ O 5ER M+x==_;

luego, la suma de las raices es igual al cocliciente del sepundo término de
ls ecuacion con el signo cambiado partide por el coeficicnte del primer
términdg,

%} Producto de las raices. Multiplicando las raices, tenemaos:

b+ br—dae b=V b —dac
i 7 R . ‘ Y
(bR b= — dac){— b — 17 —4ac)
- o
(plem{VEi—dadt b—(0¥—tad) H—bi4dac dac ¢
5 4y w7 da? i 42 Y P
o
O 0A MyNoa =
a

luego, el producto de las raices €3 igual al tercer término de la geuaciin
con su propio signo partido per el coeficiente del primero.

(H} La ecuacion ax® + bx+c=10 puede escribimse x* -+ %.': + lT =1, divi-
: diendo todos sus términos por a.  Entofices, como

b il
:\:;.-Irx:.—-ﬂ—— 2 R L

podemos decir que €n toda ecuacién de la forma :-.'“+ll:n: -1-—:' =0 o
w4 mx+n=0, es decir, en toda ecuacion de segundo grado en gue el
cocliciente del primer térming es 1, la suma de las rafces es igual al coells
ciente del segundo término con el signo cambiado y el producio de las i
ces e igual al tercer término con su propio signo.
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48) DADAS LAS RAICES DE UMA ECUACIOM DE SEGUNDO

Efﬂmplﬂs | 11} Hallor ’if:azﬁ’]"l‘]"_'“; raices de lo ecuacién GRADD, DETERMINAR LA ECUACION

s {1} Los roices de uno ecvocidn de 2° grodo son 3y — 5 Do
E}Emplﬂﬁ berminar le ecuncién,

Hallemos la sumo ¥ el producta de los raices,

Suma: 3+ |—5=1—4=—23
Proglucto; 3 = [—5 = =15

S5i 2w —5 son los rolces de esla ecuocian, su sumo Hens aue seroigual al
cosficionte dol sogunde Mrmine 3 con el signs combisde, — 3 v s producte
fiene que ser el fercer férmino = 10 con su propio signe,  Yeomos si cemplan
cstos condicionos:

Suma: 2 [=5}=2=5=—=3 cocf. do x con ol signo combiodo,
Producte: 2 X [= 5] = = W, tercer férming con su propes signo.

Luege 2 ¥ = 5 son los roices de Jo eceocién g2 - Ox — 10=1, Sabiemes que lo suma de los ralces de fedo ccuacidn de lo formd «® +metnsd
os igual ol corficients del 2% f&rmine concel signo combicde ¥ ol producto s
igwal al fercer Momins con 50 propic signo.,

e

: 1 ! v e
{Z} Hallar 5§ =3 ¥ == son los raices de Jo covacién 24 +7x + 3 =0, Aqul, o suma da los rakcss o5 — 3, lusgo ef coeficiante’ dal sogindd rming
Fongomos lo covacian on o forma 2 4+ mx + =0 dividiendo por 2, gue- de o ecuacidn serd 2 el producio de los rokces os — 15, luege = 15 sord ol fre
dard: cer Hrming de lo econcion,
7 | Fos tanka, ko ecuacidn seri:
g+..2.:+;z:}_ [ty = 15=0. R
Suma: [—3i+[—:ﬂ=—3—§=—l—: coef. da x con el signo combiode. (21 Los rojces de unn ccuncidn son 3oy “i—'. Determinor la ecuocidn.
: e oo B__n
Preducio: 1—3][—$r=5, fefcer frming con W proplo sgno, Suma do los raicos: dil o= gt s,
x ¥ n, | PR
Luege —3 ¥ —E gon bas roices de lo ecuocisn 2ef 4 Tx -3 =0, Producka de bas raices: 23 [—7f=—1=—%
s La suma con el signe cembiodo se pone de cooficiente del 2 término de lo
{3) Hallor 5i 1 y —3 son los roices de lo ecvacién 3x? +x—2 =10, ecuacion ¥ ol products con su propio signe e pone de tercer térming, luegoe
< : la eouncitn serd:
r ! PRNTE S 5 3
Dividiendo por 3 s& fiene x +:|:t == :“—;::1_-E=ﬂ-n e —
Suma: 1+I—;F=1—§3§- %
La sumao da el cocficiznte del segundo {érming con su propic signo ¥ noocon {3} Hollar lo ecuacidn cuyos raices son —d4 y — 3.
3 ] =F
ol signo cambiado, lvege 1 ¥ —E no son los roices de le eouncidn dodo. Sumas [=4 |+ (—5 j=—d—r=—"
Prod T e
= EJERCICIO 277 wetoy (=4 )% (=2 =1
Determinar, por bas propiedades de las ralces, si: La ecuocidn ferd:

i M e S ) Y =0 o wa Sk 23120, R,

2. 1y 5 son las mices de x*—4x—5=0h g 5

do 1oy =} somclag raices de Sxf—x—1=I0.

do =3 ¥ § son las radces de Jxd4Bx—3=0. IR e e

. 2y —4 son las ralces de 5x®—11x42=0 Determinar la ecuacidn guyis rices son:

6. —4 y —4 son las r‘a:ictq de dx=4H 17 4-4=0, 14y 4. 4. =10y 11- TRy —— 10 ~5 y =

T. —5 vy —1 som las raices de Bxf+2dx—b=0. . :

B 4 v =7 com las radces de x¥4-3x—28={). _ 4 —1y 3 B 1y .y B =2y _E_, 11. @'y _%,

P Joy —§ son las raices de Gxdx—2=(), 3

10, § v —j son las radces: de Ex®—2x—8=(0, i Jioy =T g =2y T | X ¥ -;- L3 =2 ¥ '_";‘-
3 ft
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A8, 1,
13 18y =5 18 3y -1 pp. 8y 2 P s m EJERCICIO 279
18 —15 ¥y -1l .. . ¥ 7. T — W =y Encontrar dos nimeros sabiendo que:
J.E- ﬂ }I H o s ; 23- 1+ﬁ Tf' 1_ﬂr % I I:I'd t '-].{] i [_ SLLITA G5 E .:1 'ﬂl:!ul:tﬂ—l
10 0y —5 g ik e W —T¥Y T 9 a4vEy i . Lasuma es 11 y ef producto 30, 1. La 7Y £l Pt W
17. & ¥ —b. 91, _% _%‘ 2. m y _% 30 34wl y 8——L 7. La suma es —33 v el producto 260- 12, La sum e5 —é ¥ el producto =2,
; = cedncto —d06. 4 La L v el producto = =,
49 DADA LA SUMA ¥ EL PRODUCTG DE DOS MUMEROS, 3 Lasma es =1 yel pracucio ety T i
HALLAR LOS MUMEROS 4. Lasuma es —48 y ¢l prodocto 294, 14 La suma es 45 y. el producto =4,
' - . I 1
‘ Ejemprﬂs t‘] La sema dﬂ dm rILrI:IﬂI:'I'ﬂ! o 4 ¥ r.'l'l'-ﬂd.‘llli'l'l'.'t - R . La sumis &5 El }' E'J Fl'ﬂ'du'l:m =247, 15. La suma ¢s %:‘I f']. I:m.'JtILI-\'.Tﬂ -;.
Hallar les nbmeras.

) : ke Ly =il
. La swam es E ¥ el producto —1. 16, La suma es 2 y el proditcto —4

Por las propiedodes de los rofces de lo ecuocién de 2* grodo, 5 lo sumo de 17, Lasuma s 1 v el producta -—"—:.

los dos nimercs que se buscan es 4 y w producte — 376, bos dos ndmeros son 7. La suma es —-ti-' y el producto 8.
las raices de una ecvacién de segundo grade de lo forma P 4 mx+n=10 - 5 18, La suma es —12 y el producto "l!-
on o cwal el coclficiente del segundo 1érmino es — 4 o suma con el signo oem- B Lasuma es 3 ¥ el producte —. S @ s e
biads] ¥ el tercer Mrmine a5 — 396 [al productoe con sv propio signo) leego : 10, Lasuma es a ¥ el producto —da®,
b mbiu gt st xE— gy — I =0, B. Lasuma es =13- ¥ el producto —G. 20, La sumia ¢s —76 y el producto 1004
Los roices de esta eceacidn son los ndmercs que buscomos.  Resolviendo esta 10, La s es —31' v ¢l producto 1. 91, La sum £3 % y el producta — 3—::
ecuEcin
| =21 x+18] =0,
LT ana o e ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO ax?+hx+e
¥+8=0/,. x=—18 x==18,

Luege los ndmeros buscados son 22 y = 18. R. (450) DESCOMPOSICION EM FACTORES-DEL TRINOMIO

s ; " DE SEGUNDD GRADO
(2) Lo suma de dos nimmeros es = — ¥ st producto 6. Hallor los mipmercs. Sy 4 . 2 s
Los dos nbmeros que buscomos son los roices de mo ecvacién de 7 grodo El trinomio de segundo grado ax®+ bx + ¢ puede escribirse

cuve primer Mrming es 5%, on Io cwal ol cocficiente del 2 Kermine es ;E [P

syma con el signo combiods] ¥ cuye lercer terming os & [0l producio con su

b
axt+bx+e=a {x=+—.t P :I (1)
a a
propio signol lwege lo souncién os

TR TIgualando a cero el rinomio del segundo miembro se tiene
x! +Tl+-ﬁ= 0. 5 .
Las roices de esta eceocidn son los nimeros gue buscomos. Resolviendo (o Lo '!"Ex_fl‘:'_=ﬂ o ax?tbx+e=0,
e S i T Skt deneral de 20 saade:
35— BT (2] 9= VHE- 384 que s la ecuacion g . gT
- e et T 2 Sabemos (448) gue las vaices x; y %z de esta ecuaciomn tienen las dos
=35 =841 —35:4029 propiedades siguientes:
B g 8 B _
_lﬁ'l"ﬁ -'& -3 -‘L+I_'t=__ . "‘='—-:-\:|+xu':|
Wi = e - e = s
i B 4 2
e e %1%y =
2 5 3 it

Luoge los ndmeros buscades son —B ¥ —E. R
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¥ fueceios
Ahors, sioen el rinomio ::=+£x +E en lugar de I pOnEmOs 51 Entances, al frinomic se descompans:
i i 4 1 % 4 [5 iy
igual — (s, %) y en lugar de - poncmos su igual x, tenemos: ot +sxoa=6( x=g )[x=(=3) ]=6 (x=5) (s+3)
| i ."2"_‘.'{ Sctd,  6l2—1113+4)
==*+;x+;=x=—{.n+xa]nr=l-::1x= =EL 2 }l G T
(multiplicando) = x? — x% — X2% + %1% Sl3e—11T3Ix 44 R
(Fctorando por agrupacion) = xx — %) — aa¥ — ¥ [Z} Descomponer en foctores 24x® + 26x 4 5,
= % — %)% — X2k Igualonde o cere of trinomio, o bene:
bt 24+ M+ 5=0,
L , en definitiva, nos queda gque x*4+—x+—={x = %)X — Xz} ;
B M 4 q' & o { i } Fezolviendo esta ecuacion:
Sustituyendo el valor de este trinomio en (1), se tiene: g -';'FT{:M:I'E_—E.& i..‘fl.';:'é____?@ =14
ax? b bk o= af— X)) (X — Xz) e a8 T Aedarse S 3 APl

lo que me dice que ¢l trinomio de segundo grado se descompone en 3 fac 3 =—2.5-[—14 _=—'|2 LY |
LOTCS: . 48 4B a

1) El cocficiente de x%, que es 0. %) x menos una de Tas raices de la et
ecuacion que se obtiene ipualando ¢l winomio a cero. ¥ x menos la Lo bk R gy
QL Faie Enfonces

B P 5= | J [ 511—:;;1' +]' i

451) DESCOMPONER UM TRINOMIO EN FACTORES b 5224 [ = (=) o= (=) J=24 (2 7) (24 )

-~ HALLAMDO LAS RAICES

3 ; £ A L o Y
Visto lo anterior, para descomponer un trinomio de 2o, grado en fac - =

[ ek VY| bx 5] R

; 24
tores hallando las rajces, se procede asi:
1 Se iguala el trinomio a cero ¥ se hallan las dos rafces de esta {3} Descomponer en foctores 4+ 7 — 15",
ecurcion, Ordenomos en orden descendente con relacién a x v o igualomeos o cero
2 5S¢ descompone el trinomio en 3 factores: Fl coelicienie de x®, — 152+ Fe+4=0
x menos una de las rajces y x menos la otra raiz. 15— T — 4 =0
Resslvienda: ?’ e L, W =17
- A G — i 7w —4(15)[—4] TV T=
L}‘EHI-PIHS [ 1) Descomponer en foctores l5 +5f: i L15]1 l: gl
Igualends a cero of frinomio, e lene: a0 ] an
&tk 5x = 4 =0, 7417 24
===
Haollemes las roices de eifo eceacida: an 3k
—S A B~ ~5= VBT =5 T —520 B L T
- 12 T AT Al gy " Tmp R
—54+11 4 [ Enloncas: e a2y
n= Tt - 14y _ — 1508 —4q){3x-+
2 - 4 Tx— 1607 = !5!.:;—;}{:4;]: e i
e ) P 4 : [ ; R :
Py e = {8 = | 311 =1 d=5x0 | 1 4+ 3] g,

12 2 3
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@ EJERCICIO 2BO

Descomponet en factoves, ballando las rojoes:

b} El tringmio tiene signo contrario-al signo de @ para todos los v
loees de x compremwdidos entre ambas raices,

216268, 7. Ex2-Te—10. 10, B—x—x1, 10, 10%2-+207x—63. ; Si. & CE Maor gque una de las mices ¥ menor gque I otra, uno de los
e S |1 T, B 19x%—86x-12, 14 S—Ox—3xt, 8. 100~—15x—x2, fl:lrlﬂ'ﬂllm de (:T-J es positivo y el otro negative; luego, su producto es nega
A-hx—156. 0. Bx*450x-H63. 1 15+4x—4x®. g1, 1Bx*+3Le—40, tivo y al muliplicar & por una cantidad negativa su signo cambiard; luego,
PR 10, BTx430x4+T. 16, 4+ 13x—12x2, 20, Bxt—ax—gat, ¢l trinomio tiene signo contrario al signo de a,

! - S " W) et r £
2334 e B 11. d0x%—F1x+30. L77 T2t —fifia 1. 23. Sx-+E2ny—15y%, 2) b'—dac=0. Las rafces del trinomio son jpuales. En este caso)

x4 1x+4-R. 12, 11x%—158x—180. 13, 6-4+31x—30x2, a4, 15x2=32mx—Tmt

VARIACIOMES DEL TRINGOMIO DE SEGUNDO GRADO

o

@ El trinomio de segundo grado ax® - bx + ¢ es funcidn de segundo gra-
do de x, Designando por y el valor de la funcion, se tiene:

y=axidbxte
A cada valor de = corvesponde un valor de la funcidn o del trinomio.
Asl, en gl trinomio y=x*+ 2% = 1 tenemos:

Para =1 =3
m=1 y=0
g e O p=d
F = | | |
e | e 1

Aqul vemos que a cada valor de x corresponde un valor de 9, o sen
del trinomio.

A continuacion vamos a estudiar las vaviaciones del signo del winomio
¥ del valor del trinomio que corresponden a las variaciones del valor de =.

@ VARIACIONES DEL SIGHMO DEL TRIMNOMID

Sabemos (460) que el trinomio de segundo grado se descompone de
este modo: y=ax?+ bx +c=afx —x)(x —x2). (1)

Consideraremos tres casos:

1) b —dac positive . Las maices del trinomio son reales y desipuales.
En cste caso:

a) El irinpmio tiene ¢l mismo signo de o para toedos bsovalkores de x
ITIRLY TRNE S I:]II\'_' 'g'lrrl.l_lg'l_ﬁ [iii-l'_'l_‘", 0 TR TIATES 1]'.“_" .i|:|11|_l.i|.‘-i Fili’l.'l"'i

51 x es mayor que g, ¥ que X los dos binomios de (1) son positivos;
Inego, su producto os positivo y si % es menor que x; ¥ que 5y, ambos bino-
migd son negativos; luego, su producto es positivo; entonces, el signo de
(% — xy){x — x3) serd igual al signo de a, y como este producto s igual al
trincinio, el trinomic tiene el mismo signo que a.

El trinomin tienc ¢l mismo signo que o para todo valor de x distinio
de b raix

Como x; =xg, para cualguier valor de x distinto de esta raiz los dos
binomios de (1) serin positivos ambos o negativos ambos, y su producto
serd positivo; luego, ol signo que resulte de multiplicar a por este producio
serd siempre igual al signo de a; luego, el winomio tendrd igual signo que o,

3) b — &ac pemmtive.  Las rafces del winomio son imaginariay, En
este casos Para cnalguier valor de x el tdnomio tiene el mismo signa g Leer i
Si b2 —dar es negativo, dac= 5% es positivo.  Entonces en p=ax*+ bx 4 ¢,
multiplicando vy dividiendo el sepundo miembro por 4, se tiene
_ da®x?® - dabx 4 dac
i
Sumando y restando b* al numerador del 2o, miembro:

_ Aax® o dabx 4 8P+ doe— b

o

B e s
A
Descomponiendo el trinomio cuadrado perfecto d4ax® +dabx+ b4, se
EieTie: Zax + B + dac— b3
¢ S *

El numerador de esta fraccidn siempre es positivo porque (Zax + b)
siempre es positivo (todo coadrado es positive) y 4ec — b* también cs posic
tive por ser B — dac negativo; luego, el sipno de esta fraccidn serd igual al
signo del denominador da y este signo es igual al signo de a, y como ¥, 0
sea el trinomio, es igual a esta fraccidn, el signo del trinomio serd igual al
signo de a para cualguier valor de x.

@"FAL[}H MAXIMO O MIMIMO DEL TRINOMIO

Para calcular el valor mdixime o minimo del trinomio, usaremos la exe

presidon (3] (2ax + B * + dac — b2

da

) Coando o es positiva . En la fraccidn del segundo miembro, que
es el valor de y, o sea del wrinomio, el denominador 4a es positivo ¥ tiene

¥
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un valor fijo (porque lo que varia es x, ¥ da no contiene x); heego, ol vaboy
de esta Braccidn depende del valor del numerador.  En el numersador,
dac— 6 tiene un valor fijo porque neo contiene x; luego, el valor del nu-
merador depende del valor de (Zax + )% El valor de csta expresion es el
que varia porque contiene a la x. Ahora bien, el menor valor qug puede

tener {2ax + B es cero, y esta expresion vale cero cuando x=——o—, por:
: i1 o
que entonces se Lene; 2ax - b ='.5EI:——)+B=—£?+J': =0 y la expresion
dac— b* 2a

s¢ooonvierte en = S

Luego, si y, o sea el trinomio, ¢ igual a la fraccion del 2o. miﬂﬂh{:’n
¥ esta fraccion, cuando @ es positiva, tiene un villﬂg minimo para .t:u:Eﬂ—J
el trincmio tiene un ﬁlﬁ-]ﬂiﬂ?aimn para. x ===, cuando & 5 positiva,
y cste valor minimo es e

) Cuando o es negativa,  Entonces, el denominador d4a €3 n_r_'g:ui:.ru
y al dividir ¢l numerador por 4o cambiard su signo; luego, la fraccion fe

ne su mayor valor cuando (Zax+ 6 =0, lo que ocurre cuando s
¥ como ¢ es igual a esta fraccidn, ¥, o sea ol trinomio, tendri uih:a;lcg:: -

mo pari ¥ == - cuando @ es negativo, cuye maxime vale =

En resumen:
Si a cs positiva, €l rrinomic tiene un valor minime.
Si o es negativa, el trinomio tiene un valor mdximo.
i ;
El miiximo o minimo Em’rmpund: al valor: de . S ¥ Cste mExl-
dae—
mo o minimo vale A P

rE jemplos

{1} Sea el rinomio y=2"—2x+ 3.

Como a= -1, positiva, el frinomie tiene un valor minime parg

o - K=o
:=—-§Tp-=——§=lreum minimo vnlam‘uh:l:‘ j =L
Frn efecio:  Paro x=—2 y=1
r=—1, y= 6
Fr—p y= 3
= 1, ¥ Z
=l y= 3
= by y=

TRIHOMIG DE FEGUHDG BRARD

8 479

(21 Zen el frinomic v =— x4+ dx — 1. Come a==—1, o drinomig tono un vales
: b 4 i
Mdsime pora X == === = —— =3 v psbe mowimo vale
2o =2
doc=b* A{—1)|—=1)—14 d—16 =12
da —4 =4 =4
En ofector Paro x==1, =4
x= 0, y==1
x= 1, y= 2
n— 2.-
¥= 3
x.==1 CH r= 1
= 4 y=—1
x= & y=—4

-'i_\-'\.\\l
|:L45_§,-' REPRESEMTACIOM GRAFICA DE LAS VARIACIOMES

DEL TRIMNOMIG DE 2* GRADD

Ejemplos

{1} Representor grificomente ot variociones de x® — éx 4+ &,

Por sor b® — doc = 34 — 20 = 14, positiva, Ios raices sonc reoles v deiigiolan

Representamos el trincmio coma se via on
al nomero {438), hocienda:

gobre las variociones del rinomio,

il Ay
Tenomos [fig, 73, que ‘il ]"_ =
Para x==1, y= 12 Il- [ -

g IR !II. HI

e |

= I, y== 3 |

x= 3, y = 4 |Irn:||i|n|:|| ik ;|

k= 4, y=—3 o[-

= 5; 0 I ¥ | i

"I =

K= ¥y = 5 X0 !'l.\" _/ ""{

= 7 p=' 2 ) f."' |_
Foprasentorde codo wne de estos punbos -~
¥ unigndolos por medio de wno curva fo- &'d -
nemas lo pordbola de lo figero 73 en
la gque g8 va todo lo guee hemos dicho [

FIGUREA TH
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En &llo se we:

Que la curva corfa el cje de los x en dos puntos cuyas obseizos son 1 ¥ 3
que son los raices del Winomios, El Minomio o soa el valer de la erderadn
e gnulo pora x=1y x=35

El trinomio (o ordenada] es pesitiva pors fedo wobor de k. moyor gque 5 ¥
menar que | porque sabemos (453, 1°, al que cuando las raices son reales
y desiguales el Irinomio fiene el mismo signo que a [equi o, el cosficiente de
2 g5 + 1) pora todes les walores de x moyores o mencres QuUe ambas raloes.

El frinomic os negativo para todo valor de x mayor gue 1 y menor que 5
porque sohemes (453, 1%, b] que al inemic fiene signo coniraric al signo
de o paro fedo volor de x comprondide entre ambos roices.

B valor minimo del trinomio [al volor minimo de la ordenodal corresponde ol
volor de x =13 que cs el valor de x——'wE , ¥ ole minimo vale —4 que

dac = bB?
@y @l volor d¢ ——
dia

Porg fodos los wolores de x aquidistanles de =13, es docir pora. x=2 ¥

y=d, parax=1yx=5x=0yx= 6 e, ¢l trinomio [lo erdeneda) fiene
valores iguales.

“HE

cionos de xf — dx + 4,

” [ {7} Representar grificomente las waria-

Tepemds:

y=af—dxt+ 4

Par ser BE — dor =16 —16=0, los rai-
cos son reoles e igquoles.

to Hene [fig. 74 que poro:

yewr=le ¥V
= y=+4
i= L v=1
& z, y=90 | iR,
g A
A=l y=4
RS N E o

Ropresentando. eslos pUnios, ¥ unitndolos
ahtenamas lo pordbola de la fig. 4.

E FIGURA T4 |

o

rd

3l

41

1]

2)

3]

REFRESEMNTACION amarica @ <181

En lo figera chiersamos:

Lo curva es fangente ol eje de los x y bo toco en el punte cuyo abacisa as ¥
que o5 ol valer de los raices del frinomio: 2; = 2s = 2. Wease que of frinomia
[la ordenado) se onula paro x =2

El trinomie es positive para todo valor de x distinto de x = 2, porque sabemos
{453, 2%} que cuando los raices son iguales o Irinomio fiene &l mismo spgno
de a loqui o, o cooficiente de x* es -k 1) pora tedo walor de x distinte de lo
raiz.

El minima del frinomio [de lo ordenada) se obliene pora x =1 que o8 el walor
g

b i
de x = R y este minime vale 0 que es el volor de

Poro todos los waoloros de x equidistontes de k=2 como x=1 ¥ k=1
k=0 y x =4, olc, ¢l Winomia liene valores iguales.

{3) Representar graficamenta los varia-
ciones de ¥kt =2k 3 T \ Y -
Coamo b —dopc=4—12=—8, negati- '.,‘
wa, los raices son imoginosios, o

Tenemes [fig 75 que pars

l-|-|...._|_

=gl =l R |
.l:=_.ll Y= 6 e pwy . e T
= 0 y= 3 - : o B A A
= 1 ¢= 1 |Minimo] 1 s3] JO 1

= 2, y=3
k= 3 y= &
x= 4, y=I1L U S S

= - o
Representands ostos puntos ¥ uniéndolos }E' I Mo x
I

fenemos o pardbola de o fig, 75,

FIGURA TS5

En In figera chsoreomos

La curva mo toca el eje de los & porque i 7
los raices son imoaginarios.

El rinomio {lo ordenada) es posilive pora todo valor de x porque sabemos
(453, 3%) que cuando las raices son imoginarios el trinomio liena ol mismo
signo que @, cooficiente de &%, para todo valor de &y oqui o=+ L

et i —b?

El minimo del Irinomio es y =2 que e &l valor de y oste minima

corresponda @l valor ¥ =1 que os of valor de :'r="---l-l*.

4] Pora tedos los volores de x equidistontes de x=1 como x=0 y =1

w=-=1v%x=3 el lrinomio fiene volores iguales,
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(41 Represontar graficomente los variociones da y= —x* + x4 8,

ot ‘f|—| Aqui b*—doc=d4—-d[—=1}B=4- 32
[ ' : = 3, posliva, luego los roices son reo-

| les v desiguales, pero come o =—1, ne-

gofiva, la pordbola estard ioeerdido.

Tenemos {fig, 76) que para

K== y = =7

¥x=—2; ¥= 0

=1 =T
w= & = s s . 1
o il Y HIL WJLHE 'rus.utmn WEIERSTRASS [1EI5--. aberdé ol preblema de los mumeros Fr;i:_m"auﬁ'_:
e il 1897 Matemitico slomin, Fus msestro de sscuela  luego se dedich duranta el reste de su ¥ids |
s Ty y mis tarde, Profesor de la Universidad de Berdin, tudin de [as Funciones de variabler compls
e e Pusdp considersrie a Weisrstrazs ‘el verdadera padre variahlus redles, Sa nombre ciinseparablo ol de
i iy dol Anilisis Modsrio, En sus primaras investigaciones  disclpula Somia Wowalowski, valiers watimdlite i
x= 4 y= 0
1y RE, Tl aemuro XXXV
|

Heprosentondo estos puntos ¥ uniéndolos

riouns 76 | ot ECHACIONES BINOMIAS ¥ TRINOMIAS

; rﬁEé‘ ECUACION BINOMIA ¢ una ecuacidn que consta de dos términos,
A 9L et a5 e oare " uno de los cuales es independiente de la incognita,

11 Lo curva corfo el oje de los x en dos punios euvos obscisos son — 2 v 4 que L= 1
son las roices del trinomic. La fdrmula general de MBS

-t las ecuaciones binomias es
Z) Pora x =1 que a5 el walor ;|:‘=E ol trinomig (o cedenada) Hene un volor

doc —b? . (457) RESOLUCION DE ECUACIOMES BINOMIAS SENCILLAS
mﬂl:ﬂ:mU, :.f:g' Ui B el walor ".“;ﬂ_- En E'{ﬂlﬂl?_. Eﬂl'.ll:m'q.r. [454; E?F h S va]nm 5 mﬂsidt‘]’ﬂl’ E.IE“I‘.HE- Eﬂllﬂ.'l:im'lf"l hi“r_"“[“s q-ue e IE:“J.‘EI"!'E". E:i-
gua cuonde o es negativa el kinomio fiene wn mbzimo, cilmente por descomposicion en factores.
= EJERCICIO 281 Ejemphs {1} Resolver ko couacién x* —16=0,
Fepresentar los siguicnoes inomios y estudiar sus variaciones: Demmp-}niundq;;* = 16 sg fiones
Loat=tx42 . doatreedde o Toosstedobs A0 x5, Heh el L=
L R B i Oy B 23 | e e lqualonds o coro coda vmo de estos foctores: A
L L ¥ : e ! : i T A= st =4y =F == 4,
3. adpav—10.  Booatpaxds I PR (S | At L R VR T T v 2

B A= s = =g Y Y =R
Esta ecuacion fiene 4 rajces: 2, — 2, 3 y — 2, dos reales ¥ dos imoginonas. R,
(21 Rogalverlo pcuacion o =X =10,

Descomponiendo  x* = 27 5o fieno:
[a—=3fxt 3=

483
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lgualendo o cere coda wno de estos foclores, so fiono

H=3=0 . x=3
cH+Ix+r=0

Resolvamos bo ecuacion x% 4 3¢ + 9 =10 por la formuka:

LTI VEAS -39 3= T

? 2 )
L 3E VA | — e A

=

e it o L S S AT

2z z
Lo ecuacion fene 3 roices: vno roal, 3 y des imoginarios
T2 B B LR B R T
2 Y i

@NUMERG DE RAICES DE UMA ECUACION
El grade de una ecuacidn indica el ndmero de raices que tiene.  Asi,
una ecuacion de 2o, grado tiene 2 raices; una ecoacidn de 3er. grado, como

el ejemplo apterior 2, tiene 3 rafees; una ecuacidn de 4o. grado, como el
pjemplo anterior 1, tiene 4 raices, etc.

i@ RAICES CUBICAS DE LA UNIDAD
7 La unidad tiene tres raices cibicas, una real ¥ dos imaginarias.
En efecto: Siendo x la raiz cibica de la wnidad, esta raiz elevada al
ubw tiene gue darnos 1, ¥ tenemos la ecnacidn binomia:
x =1,
D SE, At =1 =il

Vamos a resolver esta ecuacion,

D=L ER =00
lescomponiendo %7 = 1. Tendremos: o i

Igualando a cero cstos factores, se tiene: x—1=0 .. x=1.
xtdxk1=0

Resolvamos esta ecuacidn por la Brmula:
s = v PF=HI} =1l —1= =1 1=Vl
2 2 i 3 Al i
Entonees, las raices clbicas de la vnidad som tres: una real, 1 y dos

: . IR 0 [ o B — T = adh
maginarias

'

Estas dos raices imaginarias tienen la propicdad de que si una de ellas
e eleva al cuadrado, se obtiene la otra.  Entonces, siendo 1 la rafz real y
lesignando una de las imaginarias por =, la otra raiz imaginaria serd o2
(hra propiedad de estas raices es que la suma de las tres ¢s igual a
T, f‘hﬁ-[. 1=

A :“,

ECUACIBHES TRIHOMLAS & AHE

- EJERCICIO 282

RBesolver las covaciones;

1. xf—1=(. i ad—fRh=l,
. x041=0, . x-+fd=0.
& x'=H1. B. x®—T20=(.
. xi—=0pG=0. {1, Hallar las raices cibicas de 8.
b xB+E=0. 10, Hallar Ins radces cuartas de 64,

@ ECUACIOMES TRINODMIAS son ecuaciones gue constan de tres térmi-
nos de la forma ax® + bx"+c=10, donde se ve que, después de or-
denada la ecuacion en orden descendente con velacién a x, en el primer
términe la x tiene un exponente doble que en el segundo término ¥ el ter-
cer térming os independiente de x.

Bon ocuaciones rinomias:
S =0, %0 67— T=0,2xF + 9x' — =10, crc.

Las ecuaciones trinomias en que el primer términe tiene x* y ¢l e
gundo x* s aman ecuaciones bicoadradas,

(-!:; ECUACIOMES DE GRADO SUPERIDR AL SEGUNDO
QUE SE RESUELYEW POR LA FORMULA
DE LA ECUACION DE 2° GRADD

Toda ecuacién trinomia puede escribirse a(x*)® + bx® +e=10.

Aplicando la frmula de la ecuacion de 2o, grado se halla el valor
de x" y, luego, extrayendo la rafz endsima, se hallan los valores de x.

También pueden resolverse, como las de 2o. grado, por descomposi-
ciom cn factores.

11 Rewslver Io coeacidn Ax? — 3 4 P =0

Esta s ung peuncién bicvodroda, Esla ecuacidn pueda
ascribirse

‘ Ejemplos I t

AP -T2 =0.
Aplicanda e femula de la ecuadidn de 2° grade se halla of valor de x®
L W IPRAA) ) _ T 13—V e 1S W3S

g B g B 8
435 712
=—=—=%
a ]
a7 —35 A |
o P by Je = e
L3} | 4
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Hemos oblanido los valoros de »%, Ahoro, poro hollor bos valores de s, ex-
traemos la raiz cuadrada a eada une, ¥ lendremes:

i e SR TR R T

=l

: i
H=slin=% v&:i

=

, o 1 1
Los evaleo raices de lo ecvacidn son: 3, — 3, § ¥ — 5, todos reales. R

(2} Roselver ba covacion 3x® — déw® = 32 =10,

Esta a5 otra ecuncion hicundredo.  Yoames a resolverla por deseomposicicn la
cque swele ser mas ropide gue oplicor lo farmula,  Descompeniondes el trinomis,

e memas: Fad
BRI s =0

Igualonds a cera les foclores, tenamos

W —16=10
=l =

PE42=0
B =—2 -
x==—§,‘,3r£ j:'-_.'d;::.'t_;'&

! oy - I . = N e
Las cisatra raices son: 4, — 4, r'.",l';, i R dos reales y dos imagimaeias, <R

- EJERCICIO 283

Resolver las ecnaciones sipuicntes, hallando todas las raices:

1. xi—10x*- =0, 6. st FlAx2—205=0,  11. 2hxt-pOxE—-16=10.

B, x—15x5 4 36=0 T x1—d3x?—15=0. 1% dxt+11x2—3=0.

3, =20k 100=10. 8. xi—Gxi4-5=10. 13 (Bx*41)—(x*—3)*=R0.
4. xA—G1x0H000=0. 0. da'—E7xEH0=0. 14 *%{Bx=p2)=4(x"—3}+13.
B xi+dxi—4=0. 10, Hxi—d0xE+16=0.

(3] Resolvers ba ecuocecien x%—19%1— 214 =0.
Aplicondo la fermula de lo ecvocidn de 2 grode, obtenemos 5™
NIRRT e TEY. 1983
T 2 - I
835 5
i = e '2?'
: 2 2
127—35% —1b
= =—=—8
| 2 s
Entonces, pare hallor x, exfroemos o raiz cibico:
o= X . l.ox=v F= 3
P=— gl = V=8=—2
3oy —2 son los' roices priveloles, Hu:.r ademas otras 4 roices imoginarios
gue e chbiienen resolviendo, como se vio onles, los ecvociones binomiod
= =0y 8=

FCUACionEE TRiNoMIAE @ AHT

Por descompaosician, se resuclve mucho mds pronfo b ecugcicn #1192 =340,
En afects, demmp-}nmndn

_,{_.-:* E’]E:ﬂ: "I'EIF—E_I

A=07=0 - ??.'-x:ﬂ-' = :3
24 B=0 =—ﬂ.'-x_—~e —f=-
i 2
{4 Resolver lo ecuocidn x? = Get 4 8=10,
Yomos o descomponer el trinomic,  Tendremoss
& Lk )
{E—E } l::x“-—-ﬂ =1l
a
lguaiondo a eero x" — 1 se tanc;
)3 =10
$=2
Wat =1
Elevondn ol cubs
1 k- =4
p=3B= =27
o
lgualonde o core x® — 4 50 hene
F—4=D
2
¥ =
W =d
Elavanda ol cubos
IE = Ed e
g = '\.:5._.|:|=-_|_HI R. o R Tl e o
- EIERCICIO 284
Resalver lis @cunciones! -
1. ¥ _Th—B=IL B, att—dEaEa2=1), 8. .wx—nt,-.-"-'"-w:u.
2, s ANEEL =k f. x—1Ax-2+a6=0. 10, x+x=A.
3, xRt —2=lL T ahpdhafi=—1016 11. 3.‘-:1=|I5x;'f.13—$:.
4, =41zl +400=0. 8 x-10=Di3x-h4 240 12, SxI—Hxi2=0.

I;‘i':ﬁ_i TRAMSFORMACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA
W axvb EM SUMA DE RADICALES S!HPLES
Hagamaos ".-"nl-i";E '1.-"'_-!-\-"— 1)
Va=VE=vE- v"'" (2

y tendremos un sistema de dos r_l.lm-r.mm.ﬁ con dos incognitas x ey Resal:
varnos el sistemas
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Sumande (1) v (2} se tene:

e e Dy VeV g
'\I_."ﬂ-l-'i‘-"_&l'vﬂ—v ﬂﬁ&y‘r“‘tl'_‘-"‘ = fET 2
Elevando al cuadrado ambos miembros de esta dltima igualdad, se
ienc:
» u+v £.-+E*F::+ b ‘-f;_xf ,{.+E___~.= b
L E?+2'“"|:n-|-“1-’_b_]_ll.u—"¢'_ﬁ rg=v p
= = e |
at/ bb2 —bta—b_2a+2 @b _atV ety
T - ot o = wlfizg
a+' a*—b
uego, nos queda 2
¢ designando va®—b por 7 se tiene:
= T
x =...__I ,E
o (3)

Restando (1) y (3) sc tiene:
,"'-_.-":':--‘.-‘-r_-ﬁ_ \ru__.\\_l'!;__a“.l' I_-L-vr'.?_. B bl - A

Elevando al cuadmdt: =
a-l-‘u h— J*-'a-|-"~; "-"rn v !.r+f1 ‘*"r_é

4
_atVb-2vVa-bta—Vb _2m-2Ve-b _a-Ve-b
4 4 A
i a—h ) - 11
luepo, queda: :I-"-ﬂ— f; o seas F=— 2_. (2}

Sustituyendo los valores hallados para x (8) ¢ 3 (4) en las ecuaciones
1) ¥ {(2), se tiene: % it
ey Soat L i i — 7

\.a.+‘-"h = "'I_r & 2 L @
¥ e 00 EI..-’I“_“_'ZE - .ﬂ.f_-' _,.:—E_i

Tiéngase presente en esta transformacion que m=v'a"—b.

S5i a?— b tiene raiz cuadrada exacta, el radical doble se convierte en la
mma algebraica de dos radicales simples, pero si 4*— b no tiene rafz cua-
drada cxacta, ¢l radical doble se convierte en la suma de dos radicales do-
hles, lo que no trae ninguna ventaja, pues lejos de simplificar, complica,

THAHIFORMACIGH DE RARICALES DopLEd @ 4IBG

Ejemplos

{11} Transformar /& + /20 en suma de radicales simples,
Aqui o=4& b=2, m=vVeE—b=v3E—0=+16=4, luego:

ATy
f+xf"-.-~‘r_f§~+-4 ,fﬁ B =14 Y, B

{2} Tronsformar ' ¥ — 2+ 10 en suma algebroica de radicales simples.
Infrodisciendn 2 bajo el signe rodicol, pora ko cunl hoy que elevarle ol cua-
drado, tencmos:

i

Vi b= v’:-r—v’I':?:'m= L T
.-".qui.u=? b =40, 11-:=1..-"'|:Ti v'd-'? 40 =13, lvego:

B EJERCICIO 2385

Transformar en suma algebraica de radicales simples:
1. v5++v' 2. 8. /134 8. i1. /14— 4% 16, »,,r"%-:.:. ;‘Ii'
2. v E— Bl TTTEEVE0. 12 554 30VE. BBlch
8 VB VER, 8.+/E-18v3. 13 va—12vEs. ] T_V‘_r_'i"
4. /FENTTO0. 9. +/21 4610, sv'_ 14 /253 — G0/T. 18, [ Y

B vid4v182 10 +/364- 148 15, /295 — A0 20, Gl
Hallar la raiz cuadrada de;
19. g 442 22. 10+ 221, Z6. 30— 2049,
20, 74 4+/5, 25 18+ 6vE. 26 94-avE
21, g 42T, 24, 24 .2+/T43, 7. 9p—24 /%
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PROGRESONES

{EEJ SERIE €5 una sucesidn de términos formades de acuerdo coen una ley.

. Y] i i ey N es una serie cuya ley es que cada tbrminog se obtiene
stmando 2 al whnnino anterdor: 1, 2, 4, B, ., es una scric cuya ley es que
cada térming se obtiene multiplicande por 2 ¢l wrmino anterior.

Las serics que estudiaremos en Algebra elemental son las progre-
siones.

Las progresiones se clasifican en progresiones aritméticas y geomé-
tricas.

I. PROGRESIONES ARITMETICAS

oE T
@Ey PROGRESION ARITMETICA €5 toda serie en la cual cada término des-
pués del primero se obtiene sumandole al término anterior una can-
ticdadd - conistante Hamada mreon o diferencia,

HOTACION

El signo de progresion aritmética es + y entre cada término y el si-
ruicnte s¢ escribe un punto,

A= 1od e 5 u|:|¢| prrrgm;i{m aritmética creciente cuya razon
es- 2 porgque 1+2=3; 8-+2=05; 5+ 2=T, cte,

450

PROGRESIGHES ARITMETICAT @ 431

o SLE es una progresion aritmética decreciente cuya razdn
es —4 porque Bk{~d)=8—d=4 4+(—4=0, 0-+{=4}==4, et

En toda progresidn aritmética L raeon se halla vestandole 2 o 16
ininn cuitlguicrn ¢l wrmino anterior,

2 1.3 B alice w1
Asi, e T I 7 ——m
si, #n g L la wardn es Filelr iy
g o a
En =2, I=_1=___ . la razdn es 1——2=E—~2=—-E.
& - h ] b 5

(465) DEDUCCION DE LA FORMULA DEL TERMINO EMESIMO

© Sea la propresion :
v L PT E‘T .I-i—_ﬂ_..b‘-l.'.d__.f.n.uq.--i-u?

e la que u es el términe enésimo ¥y cuya Tazon os 1.
En toda Jrogresion aritmética, cada términe es igual al anterior mds
In wazan; luegn, tendremos:
=47
c=htr=la+ rfj+r=a+ir
d=ct+r={a+dqr)+r=a+ir
e=dtr={atiNtr=a+tdr....
Acgqui vemos gue cada término € igual al primer-térming de [a pro-
presion o mus tantas veoes la razdn come términos le preceden; luego, como
eata ley se cumple para todos los términos, tendremos que o sert igual al

primer érming e mds tantas veces la razdn como términos le preceden, y
como # es el térming endsimo, le preceden n—1 tdrminos; luego:

w=a+{n—1r

Ejﬂ]npzm I {1} Hollar el 15 Wermino de <= 4.7,010, ...
Agui a=d4, n=15 r=7F =4 =47, luego

v=ofin—=1lr=4d 4 15=11a=4+{HI3=4+ 2 =4a L
{21 Hollar el 23" tErmino de %4, —1....
Aoui o=, p=23 r=4—F=—15 luogo
veEatln=1r=0 423 =1=5 =9 4(22 -5 =9 - 110 = — 10I. R

o e Py
13} Hallor ol 38° 12 | B
ar ¢ rrrunu [ 3'92°3
2
B = :'IH..r:E"—E— luego
2. 1H5 LA i
i B B R T ke || R
. 3kl -
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2 4
{ &) Hallr el £2° tErmine de =+ —2,— 1-5. —g
2 7 3
I'——'1-E“‘ E“‘!:]——E'{'E—EF
3 = Gl 1 S
=—2 | (fl)|==—13 j—=—= 23 R,
v )3 == 2}
B EIERCICIO 286
Hallar el
1. 9% término de = 7.10.13.... 16, 27% término de +3%.5}....
2. 12% término de + 5.10.15.... : i
2 opd e =
3 489 iSrmino de < B.12.16.... 18 367 temuno. de-+2.3
4, 639 término de <+ 3.10.17.... 17. 169 térming de +2.2....
. I2% término de +11.6.1.... ] Mk
L' e 4 i
R LR S 1B, 21% térmmino de - R
7, 139 uvirming de +3.—1.=5.... 19. 139 término de +—}.—2§,
B, 84% tdrming de + 8.4 .. 5 R S
B 319 wérming de = —T. —%.1.... B8 - ot Re UEI 0 e g =i
10, 17% términe de + —5.2.14,... 1. 339 tdrmino de +3§.2%_.__
- 18
11, 18% tirming de +3.5.1.... 28, 419 término de +22.81
. i ;
13, 17 término de TE'_t'j'"“ an. 989 rmino de +—E.T:.-
i < 3 11 ;
L. 5% terming de .=, 24. 199 términe de +—4.—2....
14. 199 término de —1“'-! 25. 399 término de +3.—1%....

@EE} DEDUCCIOM DE LAS FORMULAS DEL PRIMER TERMIND,
~ DE LA RAZON Y DEL NUMERO DE TERMIMNDS

Hemos hallado que u=a+n—"1r. ().

Vamos a despejar &, v ¥ » en esta Krmula.
Dgspejando a, se tiene: =T
Para despejar r en (1) transponcmos @ § tenemos:
U il

u—g=(m-=Lr . . r R

Para despejar n en (1) efectuamos el producto indicado y tenemos:
U=y =T,
Transponiendo a y —r:
u=—gn-r

g—~a+r=nr.. n=———
¥

PEOGREMAMES ARITMITCAS @ 493

J Ejemplos I
{11 Hallar el primer término de uno progresidn arftmélica sobiende que e 11% térn
ming o5 10 ¥ lo razdn 4.
a=u={n=1lr=10-(N=1J{}I= W= (Wj{Hi=10-5=5 &
{2) Hallar la razén do ma progresién arimélco cuyo primer tmmie ¢5 — 1 ¥ of

8* Mrmino 3.
1 3 - NN S | |
s—-—( —_— = —
L i B LT EAGE S .
n—1 B—1 Tl
{3) zCuéntos términcs tiene la progresidn
2 1
a8 (TR =4
3 3
O NS . S, L
Blr=]——32=—u :
3 3 mhanons:
1 -B 1
v—gfr_ 3_2+|:_h3“,:' —?hz_g _231
n= _- - — V= "= e R
r _'I_ A 1
a 3 3

B EJERCICIO ZB7

El 15% término de una progresidn aritmética cs 20 y la razdn :— Hallar
el 1er térming.

2 El 32% término de una progresidn aritmética es —15 y la razin 4. Hallar
el Ien tdrmino,

4. Hallar el Ier. término de wna progresidn aritmética sabiendo que el
BY térming s § v ol 9 wérming 1.

4. El 5% término de una progresidn artmética es 7 y el 7% término B
Hallar ¢l primer bérmino.

6. Hallar Ja razdm de +3.... 8 donde B es el 69 término,
. Hallar 1a razén de + =1.... —4 donde —4 e el 107 término
7. Hallar la rasin de +3.... —g donde —§ e el 17 tdrmino

& El 1ev. pfrming de ung 51t iEmeLi el germing —a0,
Hallar Ja tastn. I progr n aritmetsn o5 § ¥ 15¢

B El 932 wérming de una residn aritmética s 105 el 1ef BTG
=43, Hallar Ia razdn, P M-y

10 ¢Cudntos términos tiene la progresidn -+ 4.6.... 307
L. Cudntos términos tiene la progresidn +5.54... 167

12. El Jer términnﬁ de una progresidn arivmética es Gj, el 29 frming @y
el dltimo tdrming 16, Hallar el ndmers de términos.
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467) En tuda progresion aritmetca la suma de dos términes equidistantes
; de los extremos es igual a la suma de los extremos,

Sea la progresion e, ..o e 1, CUYA TAZOTL e§ T, Supon-
pamos que entre @ y m hay # términos y entre p ¥ @ también hay n omi-
nos, s decit, que m y f son términos equidistances de los extromos, o ¥ il
Vamos a demostrar que e p=at

En efecto: Habiendo n términos entre a v o, al térming m le prece-
den n41 térmings (contando la o) luego, podemos escribir (468) que

m=a+ m+lr.. (1

Del propio modo, habiendo n wrminos entre oy u, tendremmnos:

w= g+ m+ilr.  (2h

Restanda (21 de (1), tenemaos: m= e+ (ped)r
—u= —f— (et
ME—H = = i

v pasando foal primer mismbro de esta ipualdad y o al segundo, gueda:
map=atu
que era lo que queriamos demostrar.

OOSERYACION

Cuande el numero de términes de una progresion aritmérica es im-
par. el término medio equidista de los extremos y por tanta, sepun lo que
reabamnas de demostrar, € duplo del términe medio serd igual a la suma
de los extremos.

@ DEDUCCION DE LA FORMULA PARA HALLAR LA SUMA DE LOS
TERMINGS DE UNMA PROGRESION ARITMETICA

Nea la progresion +ade....oooodomen, que Consta de n téyminos,
Designanda por 5 la suma de odos los términos de esta progresion,
tendremos: s=n -b—cJ-........-I-H-m_-Iu
v tamhicen: B=udmdld. et bifa

Sumande cstas igealdades, tenemas:
28 =fa+u) + b+ m) 4-{5+I}+....+{I+5j (o b+ ()
Aliora bien, todos estos binomios son iguales a {2+ u) pm-quelhlurnas
demosteado en el namern anterior que la suma de dos términos equidistan-
tes e los cxtremos es igual a la suma de los extremos, y como hay tantos
binomios como términos tiene la progresion, tendremaos:
{3

B = |:r|'J+ wln y deéaqui  §=- i

pPROGIEESIOHES ARITMETICAT @ 408

F- I (11 Hallor lo suma de los 12 primerss Fermines de =7 . 13,1%, ..,
_JIEH‘LF 08 En la férmula de la sumo entra v, Aqui v es el 12 tmine
que no o conccemos. Vomos a hallarfs;

u=n+1n-—1jr:.'-"+[_12—_I']|5=?+[]l"}d-=.'-"3,
Endances, aplicando o famwla de sumoa: tendremos:
atun F+7312 BOXI12

= = =480, R
2 2
: : |
(21 Hallor o suma de les 13 primeros términos do Bty
15 3h K] S
La razén es ——=—=— = Huollemos el 13° término:
12 & 4
5 3 5 49
=pg+in=lpr=—4 12 (== === —
Lt ko .[ 4) 5 =

Apliconde ohora bo Frmelo de suma, tendremps:

[ D

__ln-i-uir]_ B
TR - el ) 2
7 g4
vk, 65, N
_{ :‘r.j.____f*_'_"ﬂ'é‘{*.-__.-i "
- 2 T &

@ EJERCICIO 188
Hallar Ia suma de los:
1. B primecros términos de = 16:1%9.23. ...

2. 18 ]Jﬁ111:m lermings de = 31.588.45. ...

d- 24 primeros tdrminos de = 42,832,232, -

4. B primeros términes de =+ —10.—6.—2...,

6. 60 primeros términos de = 11.1.=8....

#. 5§50 primergs términos de - —5.—18.—21....

: . : e

L0 primeros termings de o012

% 14 primeros términos de —%E&
L o

0. 19 primeros tbrmings de < 2.oc0o

L0 34 primeros términos de +§.%

1L 11 primeros términos de = E.ﬂ%....

i : [Loes i . gt gl

L. 46 primeros términos de -+ 3= 35,

18, 17 prinieras tdrminos de 4+ —2 E

14. 12 primeros Wrminos de 4 =8, ]It—: S
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P e ¥
E‘f‘f) MEDIOS ARITMETICOS

Se llama medios aritnéticos a los términes de una progresidn aritmé.
tica que se hallan entre el primero y el dltimo término de Ia progresidn.

Asi, en la progresion +3.5.7.9.11 los términos 6, 7 y 9 son medios
aritméticos,

rﬁ@ INTERPOLACION
N

Interpolar medios aritméticos entre dos nimeros dados es formar una
progresidn aritmética cuyos extremos sean los dos nimeros dados.

k (1} Interpolar 4 medios aritméticos entre 1 v
E}Emplﬂﬂ 1 ¥ 3 son los exiremos de lo progrosin,  Tendremes:
=4 1 (LR S o B CLA BT WG ) T R

Hary que hallar los 4 términos de la progrosién que hay entre 1y 3. 5i bo-
lamos ko razdn y se lo stmamas o 1 tendremes of 2 térming de lo progresicn;
sumando edte ¥ término con bo razdn tendremos of Jer. términe; sumoando ef
der. término con la razdn obtendremos el 47 Mrmino v osi sucesivamente,

La rozén ka hallamaes por lo farmula ya eonocida r= i

ta que n es el nivmero do larminos de Jo progresidn o sea los medie: que e
van o inlevpolar mds fos dos exfremes,
En este coso, lo rozdn serd:

u=a
r=

teniendo en cuen-

=3

B e TG
P T T Fr

Sumando esto roxdn con eoda término obtenemos el siguiente.  Enfonces:

2ol &
I+E=E, T Mreing
T sl
— = _ Bt
5-I'5 5 Jar. ino
S S |
—fe—=— 4"
5'{'—5 Z FITHNAD
11
= 1=1-E 5 jErmino.
LR T
lnderpolonde estos medios en (1) lenemos lo progresidn:
F 1113
G O ol
1 3
7 ] 1 i-—z- ]i_!—_".i—:i R
575 5

B

I
&

FROSEESIOHES ARITMETICAY @ 497

HOTA
Fara hallar la razdn puode emplearse tombién la férmaulo i r-n"—.-:
en o cual m representa el ndmere do medies que se von @ interpakar, -
Asi, on ol cose anterior en que interpolamos 4 medias, m= 4 lvepge aplicanda
asla fdrmulo se fiene:
SR ek e |
=y
rasultade  idéntico al obtonide con la farmula general de la razén.
{2} Interpolar 5 medios aritméticos enfre — 2 y 5§,
T, e R R
Hallando lo rozdm
PO e s e 00 53,--!-'2__:5-:1!?
n—1 =1 & R
semonde la rezén con coda mine, obtencmos el siguiente:
28 1%
T e s
Fe M
19 29 10
TN T T
1o 2¥ 2 52
24 W
32 T a8
YT iy
ek
24 M 2’
Interpalands en (1), tenomos:
L, PR maw .
24 M OM MM
¥ simplificando, quedn;
PR ol
24 12 8 & M4 A
EJERCICIO 289
Interpolar:
3 mediog aritmdlions erdre % ¥y 11 25 medios aritméticos entre =4 ¥ .
7 medios aritméticos entre 19 y ~5. 0.5 medios aripméticos enire : ¥ :
Lood medios aritméticos entre —138 ¥ =T 10, . & medios aritméticos entre =1y &,

oo medios aritméticos entre —81 y =0,
4 8 medios aritméticos entre 1 y 3.

1. 4 medios aritméticos entre —4%9 y G2,

- 5 ] i
11, & medios arieméticns entre =¥ ==

12, T mediod aritméticos entre =2y =[.
1

4 medios aritmétions entre § y 13, 125 B mediosd aritméticos entre .IJ ¥y
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a0 B3 B

N

i1.

i '

13

it

16
1,

1.

16,

18

a0.

A

o)

B ALGEaRA

EJERCICIO 290

, Hallar fa suma de los 20 primeros multiplos de 7.

, Hallar la swma de los 80 primeros multiplos de 5.

. Hallar la suma de los 43 primeros mEmeros lerminados en 9.
. Hallar la suma de los 100 primeros nimeros parcs,

Hallar la suma de los 100 primeros milimeros oopires mayores que j.

. Compré 50 libros, Por el primero pagud 4 cts. ¥ por cada uno de los

demas & o, mds que por el anterior, Hallar el smporte de la compra.

. Un dentista arregld o un hombre tedas las piczas de la bo gue tenia

complewas. Por la primera le cobrd 51 v por cula una de las demas 20 cts.
nuis gue por L anperior, Owineg cobrd ol dentisiar

. Hallar la suma de los 73 primeros multiplos de 11 gque siguen a GG
, iCuinto ha ahormdo un hombre en § afos si cn enero del primer ado

ahorrd ba. 2 v en cada mes posterior ahornd bs, § mads gue en el precedentes

. Un hombre avanza en el primer segundo de su carmera 6 m ¥ en cinda

sepundo posterior avanz 25 cmoomds que en el anterior. (Cwdnt avanzd
cocel 89 sepunde ¥ gud distincia habrd recoreide en 8 segsr

Los shorros de 3 afios de on hombre estin en o propgresidn ariomdtica.
S en los ves anos ha ahorrado 2400 sucres, ¥ el primer afio aborrd la
mitid e lo gque ahiorrd el sepunde, sowinto ahorrd cada ator

El 8¢ y el 47 téyminos de una progresion aritmética suman 22 y el 39
vouel 77 werminos smman 34, Cwdles son esos cuaro  erminos?

Una denda puede ser pagada en 42 semanas pagando $6 1o 13 semana,
S5 ln 2% senana, F11 1o 3% semana ¥ asi sucesivamence. Hallar el importe
de la deuda, _

Una persona viaja 50 kildmetros el lprin:ln:r dis ¥y en oo dia posterior 53
Eildametros menos de To que recorvid el dia antevior, JCudnte habrd reoo-
rrido al cabo de & diase

En una progresion aribmeética de 12 términos el 1% v ol 129 término su-
man 3. (Cuwdl es la suma del 39 y el 10¥ término

oAl s el 69 término de una propgresion ariomética de 11 términos
sioaw 1en trmine cx =2 v el dltime  —5E2

En el Tee ano de pegocios un hombee gand 600 v cn ol Gltimo gand
31000 S5i en cada afio gand 3N mas gque en el aio anterior, poadntos
anas tve el negocior

Las panancias anuales de un comerciante durapte 11 anos estdn en pro-
gresion aritmética. El primer afo gand 31180 y ¢l dltimo $6180. 1Cudinto
s gand en cuda afio o contar del seguade aio, que en el anterior?
Las pérdidas de 5 afios de una casa de comercio estin ¢n progresion
aritendticn, El altimo aie perdid 3000 soles, ¥ la pévdida de cada afo
fue de G0 soles menos que en ol afio anterior. JCwdnto perdid el primer
HITTIE

Una picdra dejada caer libremente desde la azoten de un edificio recorme
16.1 pigs en el primes sepundo ;¥ en cada sepunds posterior vocorme 32,2
pics s que en el segundo anterior, S5 la piedra tarda § segundos en
Hegar al suelo, geudl es Ia alora del edificior

2. Hallar Jaoswma de los ndmeros impares del 51 al B18.
bl

El 5% téirmino de una propresidn aritmética es 81 ¥ ¢l 99 wrmino GO
Hallar el 199 edrminn,

. Las ganancias de 3 afios de un almacén estdin en progresion aritmdtica,

El primer ano gand 12000 tolones v el wereoro 205000 20Cudl Tue [y ganian-
cia del 2% afior

FROGIESOHES CEOMETRICAT @ AF9

il. PROGRESIOMES GEOMETRICAS

@_'-"-:1:}' PROGRESION GEOMETRICA es toda serie en Ia cual cada LErming e
—' ghtiene multiplicando ¢l anterior por una cantidad constante que &

I moezdn

HOTACIOM : .

El sigha de progresion geoméirica es = § entre 1érming y LETTIATG M
eacribe

Asi, # 5:110:20:40..... s una progresion geométrica en la cual la ri
eom es 2. En cfecto, 52 2=10; 10x2=20; 20 % 3 =40, et

Una progresion geométrica es creciente cuando la razon es, €n Vi
lor absolutn, mayor que uno, ¥ es decreciente cuando la raedn cs, .en
valor absoluts, menor que uno, o sea, cuando la razon es una fraccidn
PrOpin: il 141664
£5 unad Progresion geométrica creciente cuya razon es 4, ¥

st S Sl S TR

es una progresiom geométrica decreciente cuya Tamin s .

Progresion geométrica finita cs la que ticne un nimero limitado de
términos e infinita la que tiene un nimero ilimitado de términos.

Asi, #2:4:8:15 es una progresion finita porque consta de 4 termb
nos, ¥ #4804, 00, es una progresion infinita porque consta de un ni
mero ilimitado de términos,

En toda progresion geométrica la razom se halla dividiendo un térmi-
no coalguiera por el anterior.

@nmuccmu DE LA FORMULA DEL TERMINO EMESIMO
Sea la Pmﬁrﬂiﬁn TR LA LT i R e

en que la w es cl término cnésimo y cuya razon es f.
fr = ar
c=br={ar jr=ar
. ld=cr={arPwr=ar
4 ce=dr=(aryr=ar'... |

En toda progresidn geométrica, r.adalu -
ming cs igual al wérmine anterior multiplicado
por la razin; luego:

Aqui vemos que un términe cualquicra s igual al primero a mI:I]!I-
plicado por la razén elevada a una potencia igual al nlmero de términos
que lo preceden, ]

l Esta ley se cumple siempre; luego, "comao i 3 el término n y le pre-
ceden n—1 términos, tendremos: u = art!



00 & sLomERa

‘ Ejem pIﬂS_I

12) Hallar &l 8" tdrmino de = 454, ..,

el
Aqui o=6, n=8 r=:=7, luegos

3.3
S | i Bl T [ | Ty = —
¥ T I-r:w NEF 70

{1 Haollar o 5 Feimine de #2086:16....,
Aqguio=2, n=5 r=a6+1=15, luego:
Pl =W A= T =143 R

Tl g/ gl
{3) Hallar el 7 1émine de i B e
- Lrigte il &
La razdn B — = s 1}{3— = Peor tanio:
3 i Lt e W g S
=gl (== S e——= L
iy 3 40 a7 aws MaE

Conndo la razén es negofiva, o que sucade siempre que los términos de lo
progresian son alternafivamenle posifives y negativos, hay que tener cuidodo
con el sgne que resulta de olevor lo razdn o o potencio o — 1,

Si 7 — | es per dicho resultode tendrd signo |y s es imper, sigho

- EJERCICIO 2391

1. Hallar ¢l 79 téerming e + 3063 120 ...,

2. Hallar el &% termino de + 34 1:4
4. Hallar el 02 término de =+ §:4:3
1. Hallar el 6% términe de = 1:3: %0,
. Hallar el T térming de =3 2 E
. Hallar b 67 tfrmino de = % : E
7. Hallar el 8 wirmine de # g}: sk
. Hallar ¢f 6% vdrmving de s+ =3 6 —12....
#. Hallar el # término de = §: =1 i
1 Hallar el 3% tdrming de =+ E- 3
11, Hablar el 87 términoe de == 16 —4:1....
q o Ly S L et
L3, Hallar el 89 términe de o i S
13. Hallar ¢l 5% términoe de + —=; 2; 18
= o x 4
14, Hallar el I0% téeming de —? ¥ —i; —:

|

PROGRESIONES LECMETRICAS W O

IEi-:I-.’;DEDUEEI[}H DE LA FORMULA DEL FRIMER TERMINO
— ¥ DE LA RAZON

Hemos hallado que a=art (1)

. u : :
Despejando @, se tiene: a=—, que & la Formula del primer o
r

£ i
mingo €n una progresidn geométrica.

Para hallar Ja vazdn, Despejando #* en (1) se tiene
-1y

o=t v extrayendo la rafz n—1, gqueda ¥ = 1,"'r f—.
43 (29

que es la fbrmula de la razon en una progresiin geométrica.

Ejemplos
(11 Bl & rérming de uno progresion geomélrica os ﬁ y b razén % Hallar a
primer FErmino,
Agui U= i}'u" r= %r n=4, luego
1 1
1 14
a - —— "'ﬁ—r == =? R
e %y et
\T) =
{2} El ler. tbrming de uno progresian geoméirica es 3 y el £ 1rming — 729, Hallol
Iy razém,
Aqui a=3, v =—=7IF n=4, luego
) =T o
T L L ] &y -
e B e B P faied =—3. :
= 3 = ".__-"I 3 B 243 E

m- EJERCICIO 292

' 1% : ]
i. La razfm de una progresion goroméetrici €5 % y el 7% rmino o=,
¢l primer término.

Hallny

' AL a
7 LKl 0% pérmino de una progresion goomctricn s _'1% v la razin e
Flallar ¢l primer término.
. e ) 1
1. El 59 térming de una progresidn gerométricn es % y el 69 Wérmino oo,
Hallar el 1er wérmino,

4, Hallar L razdn de = 2 : : 64 e G odrminos,

fi. Hallar la razdn de & : eemes 2348 e T términos.

G FaBar Ix razén de # =5 ¢ ... 0 G40 d¢ B términos,

LT & 1
Hallar la rapdn de # — = dle @ términos,



02 @ aLGroda

; 1 i .
8., Hallar la-rashn desefoz v :$1|<.' Tobrmmns,

1 n=1 h
g, Fhallar Lo vasdn (de it SR ool Botfrminos,

g a - " . : = uT

L EL B9 wérninn de una prooresidn geomdiricn s —— v el 108 érmino s —.

R DA £ b S yell =
Flallar la rasdn.

74| En toda progresion geomdétrica el producto de dos términos egquidis-
tamtes de los extremos es ipual al producio de Jos exiremaos.
Sea la progresion
R e e L A T
lonile entre v ¥ o hay a términos y entre # ¥« también hay n términos,
intonces, moy foson equidistantes de los extreiiios. Yamos a probar gque

weh = an
En efectn: Se tiene (472) gue; m =a.r" !
=gt
Dividiendo esas igoaldades, tencios:
by
u
pue era lo gue gqueriamos demostrar,

‘I &
- I mlf.l =
1

OBSERYACIOM

De acuerde con la demosiracidn anterior, si una progresion geoméiri-
ta tiene un numero impar de términos, ¢l ouadrade del términog medio
equivale al producio de los extremos,

Asi, en la progresion = 3:6:13:24 148 tenemos 128 =144 ¥y 343 =144,

@DEDUEEIGH DE LA FORMULA DE LA SUMA DE LOS
: TERMIMOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA

Sea la progresion

UYL THEOTE O5 F
Designando por § la suma de wdos sus términos, tendremos:

S=dat+ bt otddio .. it IR T2
Multiplicando los dos. miembros de esta iguabdad per la razdn:
dr=art+brtortdr+oiia +our. (B
Restando (1) de (8), tenemos:
Sr=ar- bt 4 crbdrd- .o our
e el el Sl e Y .

.'ﬁ'-.‘:' = :urm— a

pRoGRESIONES ciomETRicas @ 503

Al efectuar esta resta hay que tener presenee que como cada término mul:
tiplicado por la vazon da cl siguicnte, ar=10 y esta & se anula con — b
br=r¢ y esta ¢ se anula con — e er=d ¥ esta o se anula con —d, ew, En
tonwces, arviba queda wr v abajo —a, y de ahi vestlta el Bo, miembro de I
resta ur—d.

Sacando ¥ factor coman en ¢l primer micmbro de la dlima igualdad,
2 TICme:

S(r—1j=ur—a
v de aguni
ur=ga

(1) Hollor lo suma de los & primeros Krmines de 5+ 4,310,
Hallpmios el &% férmino:

‘ Ejemplos I

Eah 1
i =qar 1—-4:""';;} e-dKE—E—EI

Entonces, apliconds la fdrmula de sumna, tenomod:
1 1 ] &
@G % %

e MEARES e e B o

o s i el R Sl -
' 2 2

12} Haollor o suma de los 8 primercs términas de & 9—3:1..,.
Aqui lo rozén s r=—3 ¥ =— +. Hallemas ol 8° Frmino:

Tha 1 1
§= gl =g |[.—.-3_} =9 = (_ﬁ ;_ﬁ'

Aplicondo la Formulo de sumo, Fenemos

i) I &6
ey Yoae {’E}_?_ﬁ_g_F?ﬁ 164012
= ] . -

Pl e T

3

-

. 4
] 3

B EJERCICIO 293

Hallar la suma de Jos:
L, 6 primeros werminos de s 65 33 1; e
3 G primeics térmanes de sd 3 =83 M.
4. 7 primeros téemminos de #1214 @ I:—|. =

: L B |
4. 10 [rrimeros weriminos de 4 ;'. bk



Sl i PROGRESIONES GRomETRICAs @  S08
; ERCICIO 294
6. @ primecros términos de o 2l Tlehay - -
Aitge Interpolar;
fi. 7 primeros wirminos de s —ﬁ: ;1 --%. coe [. 8 mecdios geométricos entre § v 3125,
: ; 4 medios geoméiricos entre —7 ¥y —224
T. 10 primeros términos de # —6 1 —3 —1—:. : B : ¥
3. 6 medios peomdtricos cotre 125 v 2
. : g
9 Hoprmieeny jenuinds O bl 0 4. 4 medica geomdiricos entre -‘;E ¥ 5
: : L]
5 6 printyrosenmingy;de el H p B 6 omedios peométricos entre 2y 3 E
10, 6 pri términos e 4 B : =3: 1....
i i G 4 medios geomdtricos entng - ¥ LU
= L p=1H
I-T-E)iNTERFﬂL.ﬁ.H MEDIDS GEDMETRICOS enire dos nimeros o5 formar Voo T medios geoméiricos entre B ¥ ;1;

=" una progresidn geomdétrica cuyos extremos scan los niumeros dados.

. @suma DE UNA PROGRESIOM GEOMETRICA
Ejﬂmplﬂ ~— DECRECIENMTE IMEINITA

Inlerpolar. 4 medios geoméiricos ontro P56 ¥ 3, - e .
. ur—a ek = ey =gl e
51 en la frmule 5= T SUSLLLLILINOS 5 = { ) e ﬁ

Hay que formor uno progresion geométrica coye primer tarming son 96y

= . r—1 r—1 ¥
el dltime 3 y i por su valor w=ar*"!, tendremos: i '
e s e L
- = : y cambiando los signos a los dos términos ﬁ;uﬁ-m' ﬂf
Ic'lln:-' qu: hallas lﬂﬁfﬂlzﬁr;- Como vomos @ interpolar 4 medios y ya tonemos los ile esta ultima fraccidm, tencmos: — B =
o5 oxremas, o=, luego: ; g k] : b
o 4 S T Fnowpa progresion geométrics decreciente Ja raedn o5 uoa fraccidn
r= v“r s Vi v T propia, ¥ 5 una fraccidn propia se eleva 4 una potencia, cuanto mayor sea

el exponcnce, menor ¢i Ia porencia de Ia Iraccidn,  Por iance, cuants mas
YOr sca n, MEenor ok 1° ¥ menar seri or'; sicndo nosuficientemente grande,
ar® seTih mn pegueiia comao queramaos, o sea, qoe cuando noaumenta inde

Si la razdn es § multipliconds %8 por 4 tendremes ol 2* término; éste, multiplicado
por & dord ol 3er. Yarmine ¥ asi sucesivamente,  Tenemos:

ot = y e @ = i R
Pexd=40 finidamente, ar" tiende al limite 0y por tanto —— o sea 5, tiende al
48 % =24 limite ]—Et— Esto se expresa brevemente diciendo que cnande #, el ni-

-
=12 mere de términos de la progresidm, oz infinite, el valor de la soma es
1ExE= 6 A
! (s
Interpolendo en (1), lenemos lo progresidn a

Hog 4B 224 112 06 13 (1) Hallar lo suma de le progresidn aods 3000,

Ejemplos

HOTA Agui a=4d, r=1}, lvegs,
Pucde aplicarse lambién en cste case, pora hollar lo rezdn, lo tarmule g 4 2;123_
it Vs =k ¥
LN I o5 ¢l limite al cual tieade lo sumo, Lo sumo nunca llega o ser igual o 8

pero cuanto moyor oo el nimers de Meminos que se lomen mél o apro:

en que m os ¢l ndmero de medies que sa interpalan. R




306 B aLcERsa
{2} Hallar ko suma de la progresidn infinita 45—

Agqui a=15, p=—=2 Iy

n
5='Iir'=,|_._5 n}=,li1:i%: %: 3::
35 es ol limite de lo suma. H‘.Ir B e
B EJERCICIO 295
Hallay la suma de las progresiones iubinitas:

1- arz-.;;i..__ 4. 1r—-1-'.—%:—§.... T #2:—%:%...

& +];.]_|;!:_Fc B rl-l-:.%lla . *—1-1-:—5:—?....

d. s --;'::—2;—1;'.... L ':;.:-ir:'uﬁ""
'll-l';:_fﬂ HALLAR EL YALOR DE UMA FRACCIOM DECIMAL PERIODICA

Una fraccidn decimal periddica es 1a suma de una progresion gecme-
trica decreciente infinita ¥ su valor (su generatriz) puede hallarse por el
procedimiento anterior.

; ' (1) Haller of wolor de 0333 ...
‘E}emphwsﬂ N S
150 o o eI — it e LAY
103 - 1000

i ryls P e - £
Fsta o5 lo sumo de ma progrosion geametrica al infinite cuya rozdn & o=

Tendroemos: 3 3
a ﬁ ﬁ 3
= —_—— = R
i 1—r : 1 g .
0 1

; o3 el valer de la froccién D33, oo

{21 Hallor el valor de 0315158, .., ... -
3 14 15

SR = = e il
pEsay 100 1003 1000

Daspuds do % en el segundo miembro tonemos lo suma do uno prograsian

geamétrica ol infinile cuya rozdn es anr Fusagye:
15 15

PR 1000 1000 |

_1—;_1 e IR
100 100

Pl e g——

140

PROGRISIDMIS GEOMETRICAL 5] ﬁﬂ?
Enbonces, sumande %c-:rn i tenomos;
3 1 5
BasE . e —F—==— Kk
W &6 145

EJERCICIO 296
Hallar por la sura al infinita, ¢l valor de las fracciones decimales:

L g6, ... SR 1T B R 2 059158,
4 0a%38.. . B. 0.044144.... R 511 T
T. 018111.... B 0.21818.... g. 9181B....

EJERCICIO 297

El lunes pané 2 lempiras y cada dia después gané el doble de lo que
gant ¢l anterior, (Cudnto gané el sibado y cudnto de lunes a sibador

Un dentista arvegla 20 pieras 2 una persona cobrndole un centavo por
la primera, 2 cts, por a scpunda, 4 cts. por la tercera, B cts por la coarta,
¥ asi sucesivamente. ¢Cwiles serdn los honorarios del dentista?

Un hombre jugd durante & dias y cada dia gand ~|I-| de lo que gand el
dia anterior. 5i el 89 dia gand 1 balboa, jcudnto gand cf 1o dia?

El products del 39 y ¢l 7% término de una progresidn geométrica de
0 érminos ¢ ﬁ. fCwidl es ¢l producto del ler. término por el udltimol

En una progresion geométrica de 5 términos el cuadrado del 3% térming
es = 8 el dltimo términe e o geudl e el primerod

El 4% térming de una propgresidn peométrica es ; y el 79 térming uln
Hallar el % wérmine,

Un hombre que ahorra cada afio los ; de lo gque ahorrd el aito anterior,
ahorrd ol 5% afio 51600 ;Cwénto ha abwreado en los § oafios?

La poblagion de una ciudad ha aumentado en progresidn geomdtrica
de 59049 almas que era en 1953 a 100000 almas en 1958, (Cudl es la
razom e crecimiento por afiop

Una persona ha panado en cada afio % de lo gue gand el afio anterior,
Si el 1en afo gand 24300 bolfvarcs, sewdnto ha ganado en § afos?

Sr compra una finen e 2000 hectdreas a pagar cn 16 afos e cabe
o 5] p_l_ 1o afo, 53 ol 29 afo, $9 el Jec ado, ¥ sl sucesivamenie,
fCuil es el importe de 1o Tincad
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LOGARITMOS

[41@ LOGARITMOD de un nimero es €l EXPOTICIE d (ue hay que elevar
“— piro nimero llamado base para obtener el namero dado.  Asi,

]

1 |
o oy e
58

Ehoan onoen

£
3

lucgo, siendo Ia base 5, el logaritmo de 1 (que se escribe log 1) es O, por-
que 0 es ¢l exponente a que hay que elevar la base 5 para que dé 1; el
log 5 es 1; el log 25 es 2, el log 125 es 3, et

480) BASE i
~ Cualquier nimero positivoe s¢ puede twomar como base de un sisiema

de logarirmos.

(481) SISTEMAS DE LOGARITMOS

Pudiendo tomarse como base de un sistemna de logaritmos cualguier
nnera p::s[t:iv::u, el namero de sistemas es ilimitado. No obstante, los sis-
temas usados generalmente son dos: el sistema de logaritmos vulgares o de

a08

LoGaRiTros . @ 505

Brigps, cuya base e 10, v el sisterna de logaritmos naturales o neperianos
creados por Neper, cuya base es el mimero inconmensurable

¢ =3, 71385182845 .,
PROFIEDADES GEMERALES DE LOS5 LOGARITMOS

{EE}} Son de importancia las siguicntes propiedades de los logaritmos:
S

1) La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa, por-
que si fuera negativa, sus potencias pares serian positivas ¥ las impares ne-
gativas, ¥ tendriamos upa serie de mimeros allerpativamente positivos y
negativos, y por tanto, habria ndmeros positivos que no tendrian logaritmo,

2} Los nimeros negalivos no ticnen logaritme porque siendo 1a base
positiva, vodas sus potencias, ya scan pares o impares, son positivas y nunca
negativas.

3) En todo sistema de logariimos, el logariimo brt=bclogb el
de la base es 1, porque siendo & 1a base, tendremos: = 7
4) En todo sistema el logaritmo de 1 br=1.log 1wl

s cero, ponque siendo b la base, tendremos: -

i) Los mimeros mayores gque 1 tiemen logaritmo positive porque sien:
do log 1=10, los logaritmos de los niimeros mayores que 1 sexin mayores
gque cero; luego, serdn positivos.

#) Los mimeros menores que 1 tienen logaritmo negativo porque
siendoe log 1=0, los logaritmos de los mimeros menores que 1 serdn mend-
res que cerd; luepo, serdn negativos.

(483) LOGARITMO DE UN PRODUCTO
= El logaritmo de un prodluoceo es igual a la suma de los logaritmos dg
Lz Foiciores,

dean A y B los Bciores, Sea x=log 4 e y=1og B y sea b la base del
SISEEmA.

Vamos a probar gue

log {4 % B)=log 4 + log B.

En ctecto: Que x es el log de A signilica que x es ¢l expo-
nente a que hay que elevar la base b para que dé A, y que ¥ es
el log de ft sipnifica que ¥ es ¢l exponente a que hay que ele-
var la base b para que dé B; luego, enemos:
Multiplicando estas igualdades, tenemos:

bmr= 4 % B,

br= A
br= B



510 @ suceona

Ahora bien: Si x +y es ol exponente a que hay que elevar la base &
para que dé A% B, x+9 es el logaritmo de 4 x B luepo,

log (A% B)=x-+y
pero x =log A e y=log B; luego,
log (4 % B) = log A+ log B.
{:@ LOGARITMO DE UM COCIENTE

El Iegaritmo de un cociende o5 igual al logarivmo del dividende me-
nos el logareiimg del divisor,

Sca A el dividendo, # ¢l divisor a=log A, y=log B A , ‘Bg
] 3 - 1 i .l e y
H lﬂg 2 lﬂ.-.E-.-

siende & la base del sistema. Vamos a probar que

En elfecto; br=A.
br=R.
Dividicndo miembro a miembro aw

cslas igualdades, tenemos:
Ahora biem: Si x—y es el exponente a que hay que

A 4
A log 7 =% =1 a
clevar Ia base para que dé E_, x—¥ coel _I_gg de E; ].I.Itgl;l,,a—-'"ﬁ Fis cr

o | e,
o 500, - R s e T W L e S L i lq_ﬁ=1ﬂgﬁ —lfg'.ﬂ:l"
IEIEE} LOGARITMO DE UNA POTEMCIA

Ll logaritme de ana potencia o3 igual al exponente muliiplicado. por
ol Ioparitmmn e b hase.

Sea x=log 4 y b la base del log d® = a(log A).
sisterma, Vamos a demostrar  que -

En efecto, siendo x ¢l _ b
lox A, tencoos:

Elevando ambos miembros L
a la porencia m, tenemos: ) S S -

Ahora bien: 51 nx es el exponente i
a que hay que elevar la base para que Rremlie

A

dé: a7 e ds el dop e A inegde 2~ 7 0 -
¥ como x=log A, se tiene: Lo ﬂ."':m:lug A

=
(486) LOGARITMG DE UNA RAIZ

T El logaritma de una raiz es igual al ngarivmo de Taocntidad. sobadi-
cul alividbido endee el dwediee e Ly i,

Sea x=log A y b la base del ! log YA = log A

sistema. Vamos a probar que e "

a

LOGAHITMDS ] 51

En efecio: Siendo x bt e 4
el log A, se tienc: 2t i
Extrayendo la raiz endsima =9
a ambos miembros, tenemos: s
O/ BCA; . — = hE-=Hfﬂ

Ahora bien: Si E es el exponente
a quec hay que elevar la base para que

log VAm]
dé ¥4, % es el log de ¥d, luego, 3

y como x =log A, quedai ———— ST ]ugﬁﬂ%

LOGARITMOS YULGARES

{4&3\} Los logaritmos que psaremos en este curso elemental son los logarits

mos vulgares cuva base es 140,

@ PROPIEDADES PARTICULARES DE LDS

LOGARITMOS YULGARES
Observando la progresidn

10 =1 1

10t _ﬁ ={.1
1 =10 1

14 = P .0
10 = 140 1

: 1

L == 1000 104 =ﬁ=ﬂ'ﬂ|ﬂ'
10 = 10000, etc. - = 11?= 0000, ete.

se deducen Fcillmente las signientes propiedades de los logariimos de

bage 10:

1) En este sistema, los dnicos nomeros cuyos logaritmos son nime-
ros enterns son las potencias de 10, Asi,

log 1=l log Rl=—1.

log: 10=1 lop L0t =—2,

log 100== log G001 =-—1,

log 1000 =3 log 0LOGDL =— 4, e,

log 10000 =1, eic.
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2 1 El log de wxle mimere que no sea una potencia de 10 no es un
mimero cniero, sino una fraccién propia o un ndmere eéntero mas una
fraccidon propia.

En efecto: Como log 1=0 v log 10 =1, los nimeros comprendidos en-
tre 1 y 10 tendrédn un log mayor gque 0 y menaor que 1; luego, su log sera
una fraccidn propia,

Ast, log &= 0300030,

Como log 10=1 y log 100 =2, los namerss comprendidos entre 10 y
100 tendrin un log mayor que 1y menor que 25 Tuego, su log' serd 1 mis
una fraccidn propi.

Asi, dog 15= 1+ 0176091 = 1,17A091.

Como log 100=2 y log 1000 =3, los niimeros comprendidos entre 100
y 1000 tendrin un log mayor que 2 y menor que 35 luego, s log serd 2 mis
una [Taccion propia.

Asi, log hd=12 + 0751279 = 2.751279.

El logaritmo de un oimere comprendido entre 1000y 10000 serd 2
meds una fraccion propia.

Asi, logr 1284 =3 + 0.001515 = 2.0¢13145,

Del propio maodo, como logl=0y log 0.1 ==~1, los nimeros compren-
didos entre 1 ¥ 0.1 rendrin un logaritmo mayor que — 1y menor que cero:

luegn, su logaritme serd —1 mds una fracciém propia. Asi log 0.5 =—1

+ (LEAROTH = 1608970,  {Se pone el signo — encima de 1 para indicar que lo
que es negativa € la paree entera, pero no la paree decimaly.

Como log 0.01=—1 ¥ log 0,01 = =2, los nimeros comprendidos entre
N1 ¥ 001 eendrdn un log mavor que —2 y menor que = 1 luegn, su log
serd — 2 mils una fraccidn propia.

Asi, log 0.08 = — 2 + 0503040 = 2.903090

El logr de un nimero comprendido entre (001 y 0.001 serd mayor que
— 3 y menor que — 2 luego, serd = 3 mds una fraccidn propia; el log de un
nimero comprendido entre 0001 y 0.0001 serd mayor que —d4 ¥ menar
que = 4; luego, serd —4 méis una fraccion propia, etc.

f.;é;‘} CARACTERISTICA ¥ MAMTISA

= Acabamos de ver que el log de todo mimero que ne sea una potencia
de 10 consta de una parte entera ¥ una parte deconal.  La parte entera se
llarma caracteristica, v la parte decimal, mantis,

Jﬂlﬁ-i,
en log 25 =1.397840 la caracteristica es |y la maneisa Q200000
en log 4125  =3.615424 la caracteristica es . y Ia mantisa 0615100

en lop  0.06=2.698970 la caracteristica es 2 ¥ la mantisa QL6200

LOGARITHMOs @ 513

La mantisa siempre es positiva, pero la caracteristica puede ser cero
si el mimero estd comprendido entre 1 v 10 positiva, si ¢l mimero ¢s ma.
yor que 10 o negativa 81 ¢l mimere es menor que 1.

Las potencias de 10 solo tienen caracteristica; s mantisa es 0.

I\jﬁ'l{_}j YALOR DE LA CARACTERISTICA
T En wirtud de lo anterior, podemos decir que:

1} La caracteristica del logaritmo de un nimero comprendidoe entre
1% 10 ex oo

1) La caracteristica del logaritmo de un nimero mavor gque 10 es po-
sitivat ¥ su valor absoluto o5 1 menos que el nimero de cifras enteras del
ntimert.  Asi, 84 vene dos cifras enteras ¥ la caracteristica de su log &5 1;
612 tiene fres cifras emteras ¥ la caracteristica de su log es 2; 121566 tiene
cuatro cifras enteras v Ia caracteristica de su log es 4.

4 La caracteristica de un mimero menor que 1 cs negativa ¥ su valor
absoluto es 1 s que el nimero de ceros gue bay entre el pundo decimal
y la primera cifra significativa decimal.

Asl, la caracteristica de log 0.5 es —1; la de log 0.07 es —2; la de log
035 s — 3, ot

I:f"‘-gl':l CARACTERISTICAS MEGATIVAS
= En el log de'un nimnero menor que 1 la imcteristica ¢s negativa, pero
lin mantisa ¢ positiva.

Asi, log 0.5 =—1+0.698970.  Este log no puede escribirse — LGSS4T0,
pucs esto indica que tanto la caracteristica como la mantisa son negativas,
El modo correcto de escribirlo, indicando gue s6lo la caracteristica es nes
antiva, cs 1.G93970.

D¢l propio modo, log 0,08 = 2 + 0477121 = 2477121,

(492) COLOGARITMO. 5U USO :
" Se Hama cologaritmo de un ndmere al logaritmo de suinverso,
: : 1 :
Asi, el cologaritmoe de 2 es el logaritmo de — el cologaritmo de 54
. 1 2
es el logaritmo de —.
1 .
En general, colop x=lop— ¥ como ¢l log de un cociente es igual al
i
log del dividendo menos el log del divisor, tendremos:
it
colog x=log—=log 1=log x=0-—log x=--log x
x
luego, queda colog x=—log x, o sea, —log x=colog x

lvs que nos dice que resta el Ing de un ndmers eguivile o simar el colo

paritma del mismo numero
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Por tanto, como 1@;%: log g — log b en lugar | b
=-=lor g+ colog b
de —log b podemos poner colog &y tendremos:— B =
El cologaritmo se usa, pues, para convertiv en suma una resta de lo-
garitmos,

493) MANEIO DE LAS TABLAS

Lxisten tablas de wgaritmos de diversos autores cuyo manejo viene
explicado en la misma tabla,

Como el alumne necesitn una tabla de logaritmes y la abla general-
mente usida entre nosotroy trae una explicacion detallada de sl manejo, a
ella remitimos el alumno.

Asi, pues, antes de pasar al niimero siguiente, el alumne debe cone
cer a fondo ¢l manejo de la tabla, saber hallar el log de cualquier ndmera,
antilogaritmos ¥ toda clase de operaciones con logariemos, tode 1o cual itpa-
rece detalladamente explicado en la mhla.

699 CALCULAR EL VALOR DE EXPRESIOMES POR MEDIO
= DE LOGARITMOS

Las propiedades de los logaritimos nos permiten emplearlos para cal-
cular ¢l valor de diversas expresiones.

Ehm Lu-_ﬁ‘- (1) Hallar ol valor de 1215 % 084 por logoritmes.
j p Como el log de un producto es gunl o la sumo de les

lzgs de los foclores, tendromos:

log (1215 % 0.84] == log 1715 + log 0.84
= 30BAST6 4 T 924275,
=3 0GRS5,

Enfonces, buscande en lo tobla ol ontilogositme de 3008B55 (o sea, o ni-
moro @ gue correspondo aste legaritme | 3o encontrord gue es 102057 foega

1215 % 084 = 102059 o sea 10004, F

(2] Hallar por leg el valor de 3214.8 > 0.003 X | — 43,76,

Como un ndmere negoliva ne fiene log noseiros trobajoromes prescindiendo
del signo — de 4376 ¥ luege de hollado el preducts, de ocverde con i re-
gl de los signas, o pondremes signo —.  Tendremes;
log [3214.8 % D003 X 43761 = log 32148 + log 0,003 + lug 4374
= 3507154 + 3477121 - 1641077
=3 A25362
El antilogaritme do 2.625352 es 422,038 luego
FA4EX D003 [ — 4378 = — 4220398, K.

Losamimaos. @ 515

0785

3 I | val 3
() Hallor e 1-'1.'.||:|r-l.'.|r.'35rl111 por log
El logoritme de un cocicnte es iguol al log del dividendo menos el log o del
divizor, luege (745
lof) ——— == FaE — 14
o e fog 0765 —log 32,

pers como restar el log de wn nimere equivale o sumar se cologontme po-
demos escribir

a5
= ;
W14 og 0765+ colog 39,14

= 1.E836S1 4 2407379

=3 71040,
2291040 eorresponde al nimero 0019545, Iuegn'u'?ﬁs-.—-.{}.ﬂ't_ﬁd_ﬁ,_ R,

3704
{4} Haollor al volor de 7.5%
Como el log de uno potencio o5 igual al exponenle multiplicado por el log
de le base, tendramos:
log 7.57 =6 {log 7.5] =& | 0875041 | =5 250344,
El onfilog de =250386 es 17797551 leege 755 = 1F79F7 551 oproximadaments, B
{5} Haller el valer de €73 '
Come el log do wno rofz os iguol ol log de la contided subrodical dividide
enlre ol indice de lo roiz, se Hene:
log 3 0477121
Bt :
.095424 corresponde al nimero 1224573 luego W73 = 124573 R.
EJERCICIO 298
Hallar el wvalor de las expresiones sipuientes por medio de logaritmos)

lag

= D.085424,

1. 552 = (L184. B Tdaad0a =+ 13304 13.  1RGhY,
2. 191.73¢ 432, g 072183 14.  DOs4E
S 0.7 % 0013 0.5, Conanag ik T8
4. 7.5 3% B.16 % 0.85 % 10037 g Y114 16 3.
B 323 4.3% 753 1034 % 0.010. R L
8 9515 7.29. 1. 2, 18, ""f’r',t
T. B.125 -+ 0.8324. 12. 045" 18. Vi,
2= 4 ek a0, VUIE.
(495) COMBINACION DE LOS CASOS ANTERIORES
e
F 'EmP[ﬂs 384 > 009132 _
I {1} Hallar el valor dg ———— por logoritmas,
71584
3264 3 009132
| ..................... :' d |:|I ;l r :,f 'I
oa siias ) =lom 13204 X 009132 + colog 71554

= log 3784 -+ log D.09132 -+ calog 71584
= 35146403 + 2.980556 + 3145184
= 1 42153,
El log | .42215) correiponde al ndmero 0.41674 qua es ol valor da lo sxpra-
sin dada, hollode por log. R,
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. 100.39  0.03196
L) Hallar ol valer de ———————— log.
Fidxomez o8
100,39 = 0,02198
| et iuintn - s
og | e ﬂ.ﬂ?ﬂ_} log [100.3% ¢ 003198 ) — log | 7.74 3 0,093}
= log 100.3% + log 03196 — ( log 7.14 4 log 0093 |
= log 100.3% + log 0.03196 — log 7.14,— log 0.093
= log 100.3% + log 0.03196 + colog 7.14 + calog 0.093
= 2000490 + 2504607 + 1.146302 + 1.021517
= (1,684116.
Este log corrasponde ol ndmero 4EIIEFF, R
Ened
(3] Hallar of valor de 3* 2 5" por log.
pa A 2 :
log | 3% 5"'_,] =log 3% + log &%
b [log 3)+ = {log 5
=+ tlog 3 llog ]
2 2
=E[u,4mm j+-§[ﬂ.dﬁ'ﬂ'§'?‘t)]
= 0,190843 + 0.465980
= LA54RTE,
3. g
Este log corresponde al nimere 45370 luege 35 = 59 = 45376, K
327 % 0.006
(%) Hallar of valor dev oy f — ;
ar ef valor de T3 par log
. los ¢ 32T 0,004
o 3 327 5 0K06 \ora 97
M dldxerlr I
_log 37 4oy 0.036 - colog 0,14 4 colog BRIT
g
_ 1514548 -+ 3778151 + 0053872 + 2.049701
- i bt
2196352
i 1398704,

El ndnero que corresponde o 1396784 es 025048 ¥ oste o5 el valor de o
cxprosidn doda. R

HOTA

Dados los conocimienios que pesee ol olumno, sélo prade haollar por logoril-
mos ol valor de expresiones en que los opereciones indicedos son productos,
cocignted, polencios ¥ oroicos pore ao sweos o roshos,

LOGARITMOS ® 517

&~ EJERCICIO 299

Hallar por log el valor de las expresiones siguientes:

S15%7810 3% a4
L S15xTH 'LE. 14, : o
613 .60 e
o 2305429045 0,587
o oy 13, —, 15
B164 550 og /1B
o 8.14x9.73 2 4
DGxT.8 reaa : \tl/__r.
o B134x9.132 2} 4. 5
85,3 % 10,764 Segbe a
16, + THGX B4 . i
. 5A245X4325.6 : o] 5. (:ﬁ'}
 APRIGHULTY 16, +/TAZ.5 % BI85 = 0.005.
[ iy o 113 r. a4
5 B2EX—BLY) BRI ) ﬁ“\/;
0017 X 73214 #3573 f
7, $o46x{—014) i YT EICREn RN o VERYER
{—H:ZF.T}}';::.!I'-{FH_ A {/'i'iﬁﬁxﬂ. .. iy s
8. i_T'mx{“S'l'h], : O3B OLOT i +THB
(—0.008) < H1347 R SRS
L apn. ,.",-"'“"””, o ,.-“{_'_"f.:'.,._'_.‘.h. e
- F3117 0.07 = .60
10 GEd . s

. 5 e
T 21. (Ral : 2 AU RS
11. 98w g e 0.16157 it (00574 % 320

;;E} DADOS LOS LOGARITMOS DE CIERTOS MUMERDS, HALLAR
EL LOGARITMO DE OTRO SIN USAR LA TABLA

‘ EjEHI,FIﬂS 11} Dados log 2= 0301030 y log 3= 0477121 hallor lag
108 sin usar la labha,
Tansnos: NE=Hx 3,

logg 108 =2[lng 2} 4 3|koq 2]
=2 [0301030] -+ AT0AFF12T |
= 0405 - 14313463
=7.03%423 R.
Si s busco en la dobla log 108 se encueniro 2033434, Lo diferencio onlfe

eite log ¥ ol que hemos hollado sin wsar la tablo obedece o que Jos logo
riimeos dades de ¥ ¥ 3 no don rigerosemente axoclon
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(2} Dodo log 115= 2060698 y log 5= 0.498570 hallar log 23.
115
H=—
5
log 23 =log 115+ coleg §
= 20460498 - 1301030
= 1.3&1726, K.
B~ EJERCICIO 300

o Dados log 220301030, log 3=0477121, log 5=(LG95070, log 7=0.345008
ERILATE

L. log 36 B log 120. g lop 1.94. 13, loz 231
b T 8. log 98, 10. lop 0,875 14, I% 1:1%.
A log an. T log 0343 11 o 2005, 15. log 13
4. logp 48, B lop 225, 12, lop 44.5, 16, log 23,

17 Dado log 143 = 2156336 ¥ log 11 = 1.041393 hallar log 15.
18, Dado log 225 = 2352182 y lop 9=0.954343 hallar lnguﬁﬁ-
497) ECUACIONES EXPOMENCIALES son ecuaciones en que la incdgnia
e exponente de una caneidad.
Para resolver ecuaciones exponenciales, s¢ aplican logaritmos a los dos
micmbros de la ecnacion y se despeja la incognia,

‘ Ejﬂ]‘i“tpf{}s I (11 Resabver lo ocuncion 3% = &0,

Aplicando logoritmos, fenemos:

x|log 3} =log &0
s leg _&D'= | Byl 5 it
log 3 0477121
) Resolver lo ecuncién 521 = 126,
Apliconds logaritmas:
{25 =1)log 5=log 125

379, R,

LoGakiTios B 510

B EJERCICIO 3201

Resolver las couaciones:

1. =3 & Ov= (LT, T, gwa = o8
2. =512, B. gl o0 B ge=1=9187,
3. 0.25=(.0016. 8. p=t=gas, LU B

) DEDUCIR LA FORMULA PARA HALLAR ELI HUMERD
DE TERMIMODS DE UNA PROGRESIOM GEDMETRICA
Co L Fdrraul Ll

nocemos la [rmula TR
Siendo n la incognita, teremos una ecuacion exponencial,  Aplicando
logaritmos a los dos miembros, tencmos:

lop u=log a-+i{n—1)log r
log w—log a=(r—1}log r

log u—log o
T e
log r
log w—log a
= }E = =1
log r
lopg u+ colog a i
: - 1.
o también ] log r
‘ Ejemplo i
sCudnios Mrmunos fiene o progresion #2080, ..., 00 14588

Aqul o = 1458, o =2, r= 3, luego aplicande la férmula onfericr, fonomos

g M5B+ coleg 2 3,163756 |- 1698570

log 3 0477121
2A6ITER

= 4]

T 0472
=é+1=7. R

n

@ EJERCICIO 302

Flallar o momern de wérminos de las pmgq-a.im:m:

Lo B Bininon it 40 2 #2:8:.,..100 T T LT ) |
-L.Hﬁ::'!-1~...:=-—:F. £, +I-2:5'.-...=$-
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INTERES COMPUESTO. AMORTIZACIONES. IMPOSICIONES

INTERES COMPLUESTO

Ll interés es compuesto cuando los intereses que gana el Il:a]::it;:ﬂ pres-
tado se capitalizan periédicamente, es decir, s suman al capital presiado
a intervalos iguales de tiempo, constitnyéndose de ese modo un pucva ca-
pital al final de cada unidad de tiempo.

DEDUCCION DE LA FORMULA FUMDAMENTAL Y DERIVADAS
Sea ¢ el capital prestado a interds compuesto durante @ aiics, sienido ¥
¢l tanto por uno anual, o sea, lo que gana §1 al afo. |
Cada peso gana 7 al afio] luego, en un afio se convierte > {1l
en 14+ ¥ ¢ pesos se convertirdn, al cabo de un afio, en -
Cada peso de este nueve capital, en el seguodo Al iy {-l+ir}=';=‘{1+i'}m'
M :

ano, se convierte en 1+ luego, los el +7) pesos,
al final del segundo afio, se habrin convertido en

Aplicando 2 este nuevo capital la misina
regla, tendremos gue al final del Ser, afio se habrid
convertido en MR '

e(lF i1+ r)=o{l 47t |

520 l

faToies caspPuesto B0 53]

Este nueve capital, al final del do. afio, se babei convertide en

AL+ P+ vy = a1
y asi sucesivamente; luego, al final de ¢ anos, ¢l capital se habrl con:
vertido en

A1+ ¥,
v designandelo por O, tendremos que
C=al =1l

Formula fundamental del ingerés compuesto.

fsta Formula es caleulable por logaritmes.  Aplicando logaricmos, e
T g € =log ¢4 Elog(l +1).

FORMULAS DERIVADAS

La ecuacion (1) nos da una relacion entre cuarre cantidades; conocien:
do tres de ellas, podemos hallar la cuarta,

Despejando ¢ en (1), se tiene:

- C
_ﬁ _ |'tl "

¥ ;l[;]ir..'tndn logaritmaos:

log ¢=logC =~ ¢ log {1+7),
t puede despejarse en esta tiltima Evr.'rn:!lu]:l.. Pasando — ¢ log (1) al
primer micmbro y log ¢ al segundo, se tiene:
tlog(1+7=log C=log e,
boge 03— b ¢
y de aqui: 1= _Inlr:_: B

MY
Para hallar . En fa férmula {13, (WS r".l"“—‘:?.'
despejando {1 +7)7, se tiene:

# ll'”'-
Exwayendo la rajz £+ 14r= J"r'll .
9

I'-"f_—'- {i—lopc

y aplicando logaritmos: Lo () + 1) =- ;

Hallado ¢l valor de 147, se le resta |y se tiene v,

Ejem plus_-

{1 } 3En cudnio se convertiran $5800 ol 5% anval de inlerés
compueshe en J anos?

Hay que fener presente que rrepresenta el lanle por 1, lo que gono $1 en
la unidad do fiempo. Que el tante per cento es el 5 anval significa que
o

8100 gonan $5 ol ofio, lvege $1 gonord §——= 40,05, Por lonto, aqul

c=5800, r=005 =7,



2 @

{2}

{3

A LGEIRA

Susfituyendo edas valores on lo Frmle C=cil1 4 el o tione:
C=5R011 4+ 0.05)
o 500 C = 58004 1.05)7
Aplicondo logorilmes:
log C=log 5800+ 7 |log 104}

= A.763428 + 7| 0021189 |

= 3763428 4 0 ARIZE

= 91175

Hallande el nidmero o que correspende este log se ancuentio gue es B141,148,
o sea H1E1L15 luege el capital presfodo se corverticg oo 3816195, R,

3En cudnio se converlirdn $918.54 al 457 anual de inferés compuesto en 1 o,
capitalizands los inbereses por trimestros?

Come los inlereses se capitolizon, es decir, se sumon ol copibel por rimestres,
torepresonto ol némero de timestres gue hoy en 1 ofio o sea 4
Hoflemos el fante par 1 ancal, 5 5100 ganen %4 ol ofo, 51 goperd 30004
al afic.  Este fante por T onval hay que hocerlo Simesiral. 531 gano 3004
al ibe, en un brimestre gonaora $0.04 = £ = 3001, luego enlonces tonomos:
g H S = =
Susithuyendo en bo farmula C=c| 1 4 ¢ 1%, tendromes;
C=%1B5417 -~ 0,07 )4
cspg O=9185401.00 1,
Aplicanda logaritmes:
log Co=log P1854 + 4 (lag 1.01)
= 2963053 -+ 4 0.004327 |
= 963053 + L0172
= 2960382,

Hallonda ol enfilogariima se encuentre que es 255,83
Luege los 3918.54 se converlirdn en 395583, R

Una suma presteda ol 339% do inferés compueste duranic ¥ afics sebo eon-
verhide en 325480 socras. 5Cudl fue lo sumo presiodod
Hay que hollar ¢,

- C
:——“ T
Adui | C= 3254060, =35+ 1|:-:}=11n35, =5 luags
_ dzsa.40
“ Moy

Aplicands logaritmos:
log e = leg 3254680 + 7| colog 1005
= 3512498 4 7| 1.965060 )
= 3.512458 + 1 B&5540
= 3378034,
Hollando ol anfilogeriime se encuenira que a3 J3E0.02 Lusge lo sumo pres
tocda fus FIBR0? swcras

Pl ]

=
e

1k

FHTERES COMPUELSTO - 523

[4] :En cwdinlos afos vna suma de B34 zoles prestoda ol Bt anwal do inberés

compueoste 5o conworbird on 132346 solesd

Lo idrmula es

_leg C—log e

T leg {1+r)
Agqui o= 135144, = B34, 14+ r=1.08, liego
_ log 1323.46 — log 834 _ 3121711 — 2921166

log 1.08 0003424

=&_ﬂﬂﬁ=ﬁ aios. R

15 Una suma de 700 bolivores presiodo o inferés compuesto durante 5 aios oe

ho converfido en bs. BS1.85. A gué T onwal se prestdd
Lo Farmula es
log CT—log ¢

Iﬂﬂ l'| .Ia J'i - T . ——

Susliluyendo:
log #5165 — log 70O
log (1 =r]l=— =

_ 2730262 — 2845098

5

= 003,

Hollando el onfilogoritme se encuentro que s 1.04,
Leegn | < r = 1.04 y por banko r= 004, 5i el tanbe par 1 es 004 el &, a3 4. B,

EIERCICIO 303

Una suma de 5500 se impone al 6% de interds compuesto durante §
atios. En codnen s¢ convertird?

S¢ prestan 35300 soles al 79 de interés compuesto durante 5 ados. dEn
cldntg se convertind csa sumar

Un capital de B132 bolivares s impone al 9% durante 10 afios. ¢En
CUANEG S8 CONVETHTAF

Hallar en cuante se convertirin:

F930 al 34% anual en T afios,

$12318 al 43% anwal en 6§ afios.

24186 sucres al 63% anual en T ados.

o420 al 35% anual en & afios

JEn cudnto se convertitin $800 al 3% anual, en 2 afios, capitalimndo
los intereses por semestres?

JEn cuinto se convertriin $900 al 44 anual en 1 afio, capitalizando los
intereies o trimestres?

Una suma prestada al 5% anval de interds compuesto se ha: convertido
en $OTE.60 en 4 afos, pOud] Foe la somp prestaday
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11, Se presta cierta suma al 435 anual y en § abos s convierte en F1853.50.
¢Cudl fue la suma prestada?

12, Un suma prestada al 89 anual de interéds compuesto durante 7 afios
se¢ ha convertido en 5419814 quetsales. (Cudl fue Ja suma prestada?

19, Una suma de $600 prestada al 3% amuwal se ha convertido en FEH5.56.
fCudntos aftos estuvo  prestadar

14, 1215 colones se han convertido en 1708.61 habiendo estado impuestos al
59 anual de interés compuesto. (Cudntos afios durd la Impasiciing

16, Una suma de GO0 balboas prestada durante 4 afies a inlerés compuesto
s ha convertido en 104863 balboas, ¢A qué F anual se impuso?

16. A qué 5 anual se Ipuse U S de §6454 que en 4 afios se ha
convertido e 371514467

17. Hallar los intereses que han producido 900 lempiras colocados al 59 de
interés compuesto durante 2 afios y 4 meses sabiendo que los intereses
se han capitalizado por afios.

501) AMORTIZACION DE UNA DEUDA POR AMUALIDADES
" ln capital ¢ se presta a interés compuesto, siendo r el wnto por 1,
durante ¢ afios. ¥l capital prestado y sus inteveses compuestos durante el
tiempo que dura ¢l préstamo deben amortizarse mediante ¢ pagos iguales,
que se verifican al final de cada anio.

Se 1lama anualidad a la cantidad fija que hay que pagar al final de
cada afio para amortizar un capital prestado § sus intereses COmpuesios en
cicrio namero de anos.

s
;;lﬁﬂlzH GEDUCCION DE LA FORMULA APLICABLE

" Sea ¢ un capital prestado a interés COMPUESto, a un @nto ell + 1)t
por uno 7 durante ¢ afios. Este capital en { afios se convertird cn I

Sea a la anualidad que tiene que pagar el deudor, La primera
anualidad se paga al final del primer afio; esia anualidad produce
interés compuesto, a favor del deudor, al mismo tanio por uno
que el capital prestado, durante £—1 afos; luego, se convertira en

La segunda anualidad se paga al final del segundo afio y produ- a1+ r)
ce interés compuesta durange (—2 afios; luege, se convertird en”

La tercera anualidad, pagada al a1+ )tk
final del tercer afio, se convertich en__ iz seenae BELK

Del propio modo, la cvarta, quin- allEr) it el et e
ta, etc, anualidades se convierten en_ |

La peniltima anualidad all 1),
se convierte en
y la tltima anualidad, que se paga al final del dltimo aiio, no praduce
v interés a favor del dendor porque se paga al complirse los ¢ afios,
luega, el valor de la dlima anualidad es a

afl )

AMORTITACIOMES & 528

La suma de los valores que adquieren las diversas anualidades juneo
con el valor & de la tliima anualidad debe ser jgual al capital prestado on
su interés compuesto; luego,

P e R Gy S (L P all e Al E

Fl 20. miembro de esta igualdad es la suma de los términcs de una
progresion geométrica cuya vazin cs (1+7); luege, aplicando la fdvmula

: ur—a . SR all+ 141} —a

h —T_l ¢ berdrenos: l!.'{ + )t = 14 1_.;' 1 ¥
afl +r)f—a

0 s o147 g

Quitando denominadores: er{l +r)' =a{l +1)' —a.

S a factor comen:

cr(l -k it =af(l + 1} = 1] :
v despejando @, queda:
crdl -+ |':|I
® =-:_.'I. -1 1'j' -_'I_

que s Ia fhrmuly de las anoalidades,

compuesta, para amorfizarlo en 15 ofies.  30he anvalidod

. P Lali ] b
‘ E}'ETHPIU ! Una civdod foma un empeéshite de 3500000 al 4%, infarés
deberd pogor?

= 004 | il
Aqui, ©=500000, r=004, =15 luego - uzﬁlﬂluﬂ 0 :‘;“ﬂ'”r_

¥ : . T
filuyendn en la farmula anterior lenemos: o (104 10 =1

Hallames el valor de [1.04 5. Una 1oblo de interds compuesto nos o da en soguida,
Mosatres vamos o caleutorlo por logarfimes,  Tendremos:

log [ 1.0412 =15 log 1.04]= 15{ 0017033 = D.2554%3.
Hallonda ol anfilogariime so encuentra que 25 | 8009, luago | L0415 = 1.BOOR,
500000 5 0.04 3 1.B00%
10008 =1
SO0000 = 0,04 X 1.8009
o aed g
08009

Susfiluyende este valer on (1], tenemos: o=

Aplicando logaritmos:
log @ = log 500000 4 log 004+ log 1.6007 + colog 08007
= 5 ¢9EFT0 + 2402060 - 0255495 4 0096422
=4 457947,

Hallands el anfilogarime e encuenira que o = 4487247, R,
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.. EJERCICIO 304

1. 4Qué anualidad hay que pagar para amortizar noa denda de $40000 al
B i 10 afios?

9. Se ha tomado a préstamo una swina de BR000 soles al 89, ;Qué annalicad
habrd que pagar s amortizar la dewds enm 12 afos?

3. Una ciudad toma un empréstito de $600000 al 5%, sQué anualidad
deberii pagar para amortizar la denda en 20 afos?

4 Para amortizar un empréstito. de S000000 holivares al 6% cn 30 afios,
Jqué anualidad hay gue pagars

Resuelva los sipuientes problemas aplicando la tabla de interds come
puesto decreciente que aparece en las piginas 30530, Comprocbelos
usando la fSrmula de la anualidad. (1}

. Umna denda de 3000 bolivares con el 6%, de incerds, seodebe poagar en
5 afios, pOwil serd el importe de la anualidad?

. Se constituye una hipeteca sobre un bien inmueble por -le cntidad de
12000 bolivares al 7% de interds, pagadera en 13 afos. Determinar 1a
anualidad a pagar,

7. Una industrin tiene necesidad de comprar equipos para incrementar su
produccién, pero no tene efectivo suliciente para su adguisicion, La
gerencia decide omar un préstama del bancoe por la suma de S50000 sucres
al 442, de interés, por 4 afos. (Qué anualidad le cormesponde pagar?

8. Umna n;_'|:|-11:|'|1;|'|_|I:|_ {'x]mrmdn:ra de nitratos mecesik ilrrIF'“iI:I' sLE :I:II:'!EI:'H':iﬂ. Loema
wna hipoteca sobre 1 E;.rl;r[_riq_-n:im:l pror 425000 soles al 675 de InLETes, E:.'i.:il_':r-
do amortizick en 10 afos. (Cudl serd la anualidad gue dele pagary

9. Una compafia vendedora de bienes inmuebles o plais vende al 5. José

Antonio Arraiz una casa en la cantidad de 90750 bolivares, al 5% de

interds, amaortizable en 25 anos. 20ué anualidid deberd abonar?

10, La misma compaiiia vende al Sr. Simon Drrigori una casa a plazds con
un valor de 73550 bolivares, al 539 de interés, que deberd amontizar en
A0 ados. pA cudneo asconderd Jaoanualidad a0 pagard

11, Un homloe de pegocios invierte 473000 sucres en un prestamo hipote-
cario al 31%, de interés por 9 afos. 20ué anualidad se le deberd abonar?

1%, Se constituye wns hipoteen por la cantidad de 45800 soles al 427 e inte
réd, liquidable en 30 afios. ¢Cuil seri fa anualidad a pagare

503) FORMACION DE UM CAPITAL MEDIAMTE IMPOSICIONES
= SUCESIYAS IGLUALES

Se trata de constituir un capital ¢ en cicrto nimero. de afos imponicn-
o al principio de cada afio una cantidad Fija a interés compuesto.

(1% En alguinos de o prollemas puede habicr wan cdilercncia dle copmnyvos, cuva impog
iancia e nola: cifn diferencla la anativap loa decimzles wiados on loa cdlonloe

IMAPOSICIGHES 'B 521

DEDUCClDH DE LA FORMULA DE LAS IMPOSICIONES

Sea ¢ ¢l capital que se quiere constituir en ¢ afios.  Sea § la imposicion
annal fija que hay que hacer al principio de cada uno de los ¢ afos, 4 un
tante por une r, para constituir el capital.

la primera imposicion, hecha al principio del primer afio, Ll

produce interés compuesto durante ¢ aiios; luego, se convertini en. .~

La segunda imposicidn, hecha al principio del 2o. ano, pro-
duce interés compuesto dusante (— 1 aitos; luego, se convertivi en -

Diel propio mode, la tercera, cuarta, ete. imposiciones se CONVETHITan en
T B o R 1 B e S
v la dltima, hecha al principio del dltimo afio, s convierle en
i{1+7)
La suma de los valores de todas las imI.:m'u:iuuts al cabo de ¢ afios
tiene que ser ignal al capital que se quiere constituir; luego, tendremos:
e=i{l+ )+ oo+ L2 i1+ )0 41 4 r)

El segundo miembro de esta igualdad es la suma de los términos de
una progresion geoméirica cuya razon es 1+, luego, aplicando la Earmula

e =i
H= e ferEm0s; F = —— -|i1 ey —-
(1 4T — i1 +r)

Simplificando: ¢=— -

Quitando denominadores: ¢r= i1+t —i{1+ 7).
Sacandoe i Factor comin en el segundo miembro, tenemos:
er=i[{1+ ittt =L+ )]
Diespojandoe i, s¢ tiene;
Sk

k= {14 —{1l+r)

que s la formula de las imposiciones,

i)
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Ha

7 (1) p5ud imposicidn anual ol 59 habrd que hocer pora
Ejﬁmp!ﬂ constituir en 20 ofos un copital de $800A07

Agui c=EI0DY, r=005 =20, uego | E=M 1}
ity anden-ha Horilo e neeas i R ey
Hallemos ol walor de [ 10512, Tendremos:

log (10515 = 21 | lag 105} = 21 [(.021169] = 0.444949,
Hallanda: &l - antlagariimo 8 enchentra. que. {1,058 = 27859,
Entonces, sushituvends en (1) este valorn

278589 —1.05

[ L
BOODG x 0.05
17358

Aplicandn logoribmos:

fog 1= log 80000 + fog 0.05 + colog 1.735%
= A W00 - 2APRRD < 1 FE0LT
= 4342536

Hallando ef ontilogaritmo se encuentra que i = 5230428, R

EJERCICIO 305

dnd i:npr_m;ici;u;‘:n amual al G habed que bacer para tener en § afios Fa00e
Para constituiv un capital de 90000 sucres en 80 afios, pgqué imposicidn
samnal ol 4% habrd que hacer?

S ba constiteido - un capital de 3200000 cn 40 Tlﬁm- mediante imposi-
ciones anuales fijas al 5%, Gl ha sido la imposicidn ‘wnual?

Un padre de familia guiere gue ooando su hijo cumpla 25 afios tenga

constituido un capital de S40000. :Oué Bmposicidn anual al §5%, a partir
del nacimiento del hijo, deberd hacer para constituir diche capital?

APENDICE

il

| Tabla de interés compessia a30-331

Tahla de interis compueste decrociente 932-533

Cuadro e lis formas bidsicas

de descormposichin  factarial S34-5315

1% Tabla de potencias ¢ raices 536

@ Hemos Incluldo en este  Apéodics tees o tablas
y un cuadro que han e ser maonejidos oot
pupments por ks estudianies

@ Al vesalver ks problomas de betends compuesio
giclen preseniarse operaciones en las cuabi debis
mas conucer el vabne sdguoiridn por 21 a inienia
cumnpribat, Al cabn dle un’ oomeos deterninads
e nfics, En Ja Tabla 1 el esouclinnie emionirink
cate yalor hasiz los 50 afios, ceamde ol inienés
5 Creciemle

& & pe trata de problensns en los cuales se nplics
el incends decredente, Ta Tabla 11 es un awxiliac

pardi o,

@ Nuestra eaporieiscn profesoml nos ha o puaesio
de mnnifiesto las moltiples dificultales que s
b prosentan 3 o alumnos para comprender §
dpminar la desoomposicidn en fnciores. Por eibo
bemea incheldo wn Cimadro, gque moeme B
formas bdsices de la descompnsicldn fncierial]
medianee el cual el alumno pecbe viswalizar y
rewordar Thcilmente [os casos de Ixctoracion,

] My A memuba e las operadones  algolraicas
BC M resenlan . sk o los cinles  tencioos
que aplicar inevitablemente poleicios, mies, ¥
Lumnlkcn el inverss de on dmans . deterisinadas,
Ez por ello aque oreemos e gran otllalad s
Tabla 1V, gue conticns el ousdeado, Ia ik
cundraila, el culsy, In raie chbica y el Inveise
ke Ins cien primeres nidmerno,
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| TABLA DE

Valor adquirido por $1 a intorés compuesto,

1504

I %

R

4%

210y

3%

315 5

4 o

1.005000
1.010025
1015075
1020751
1.02525]

1.0A037E
[.03a52e
T.Oa0r0F
10453

10581140

1.0553%4
1061678
1065284
Loyaan
T.OFFEa

1082071
1.08R4ET
11093975
1,099399
1.1 0dE6

11043
1115872
1121552
112140
1132704

1130440
1044753
1149673
1.155622
[ 1aT400

1.010000
1.020100
1.030301
1.040604
1051010

1051530
1.072135
1.0EIRES
1.073685
1. 104422

1115668
1.126425
1,138093
T.1480dry
1, 140049

| 12172570

1184304
11256147
1.208109
1.220190

1.237392
1.244718
1.257143

| 1285735

1.7a2432

1.295354
1308209
1,32129]
1.334504
1247049

1.015000
12030535
1.045678
1.061364
1077504

1.05344%
1107845
1128407
1143300
1.140541

1. 1FF R
1.195414
1213552
12331754
1230232

1254984

| 1288020
| 1307341

12326851
| 248B55

1387058
1387564
1.408377
1.429503
1450945

1472710
1494800
1.517522
1.53%961

1.0a00an
100400
1041208
1062432
1104081

126162
| 1.1 40665
{E b
119505
1214974

1.243374
1268242
1.293407
1.31947%

1345844

1.37a7A4
1400241
T.43akds
T456E11
1205047

1515468
1G4S0
[ 1.57 6859
1.400437
14060

LATAA1E
| 706086
1.741024
1775045
[ 811383

1aeas000
1 a5
107609
1.10341 3
1,131 408

1, 15859
1180688
1.218403
11,243843
i1 240085

1312087
1344889
1378511
1413974
1.448258

1484506
1521618
1,559459
1598450
1436614

147582
1721571
1764611
L b
1.B53544

12700393
1547800
1. 396495
2046407
206548

1,030000
1.040500
1.092727
1,125509
1159274

1154052
1.229874
1268770
1304773
1.343914

1.384534
1455741
1.446534
1.512590

| 1557947

1404704
1,6528448
1702433
17535064
136111

1.840295
1214103
1973567
2032794
2073778

2. 155591
2271209
220790
2356544
AT

| ——

1035000
LOFEE2S
1.108718
1147523
1187484

| 1.209255

1.2ragre
1.31480%
13562857
L0557

| A5
15171049
1543754
1618435
TLE75340

1.733984
1794476
1.85745%
1.922501
1 PR97ER

T 059451
2131512
276114
2293378
2343745

24459450
2,531 567
2620172
2711878
2.B0a7e4

[ — =

| 2464718

10403000
T06B1400
T L2dBs
11486859
F.216653

1265319
1315932
1. 36E569
1423312
1.4B0244

| 1539454
1601032
465074
1.731674
1600744

187 &8
1747901
25817
2105847
209712

227ETAR
236921%

256350
2655814

27724
2. ERAEA0
2.998703
4.1 1B45]

3242378

S b

[—— =

® 531
IMTERES COMPUESTO
da 1 a 30 anos, o sea valoer de (1 + rit
ak% |7 5% | shm | sw | 7% % T 104
i
1.045000 | 1.050000 | 1.055000 | 1.0600D0 | L.OFGO00 | 1080000 | 100000 | 1100000
1.092025 | 102500 | 173025 | 11236000 | 1144500 | 1164400 | 1.188100 | 1210000
1041166 | 1157625 | 1074241 | 1191016 | 1225043 | 1258702 | 12959 1.531000
1172519 | 1215506 | 1238825 | 1262477 | 1310796 | 1360487 | 1.411582 | 1 4a4iiNl
1246182 | 1o7aeEz | 1304760 | 1238226 [1.400552 | 1449530 | 1.538534 | 1A10SID
1302250 | 1340096 | 1378843 | 1418519 | LADOTIG | 1.5BsA7 | 1677100 | 1AEISA
1260882 | 1407100 | 1454679 | 1503630 | 1205781 | 1713624 | 1.828057 | RS
L 1422101 | 1477455 | 1.534087 | 1593848 (1713184 | 1.850930 | 1592563 | O CHTH
| 1.4B&095 | 1551328 [ 1.819094 | T.4B9477 | 1836457 | 1.998005 | 207169 | SOANM
1552969 | 1.628895 | 1708144 | 1790848 | 1967151 | 2158925 | 2asded | SN
1622653 | 1710337 | 102092 | 1.Esase | 210482 | 2331439 | 2580424 | ROSIW
1.695881 | 1795854 | 1901207 | 2012196 | 2257192 | 25181700 | ZE1Z665 | 3 1AM
1772196 | 1.BBEGA? | 2005774 | 20330E | 2409845 | 2719424 | 3085805 | DMK
1851945 | 1979952 | 2114091 | 2260904 | 2578534 | 2937194 | SIFEE | A
1935082 | 207avzn | 223476 | 2ovassa | 2759032 | 3072167 | Be42482 | A1
2022370 | 2182675 | 7355243 | 2540350 | 2952164 | 3425943 | 3EF0304 | A4 HRAEE
2113377 | 2292008 | 2454802 | 2452773 | 35615 | A7D00NE | 4337633 !,_mmqu
2908479 | 2404419 | 221664 | 285339 | 3793 | 39020 | 4717120 5 550017
29070640 | 2526950 | 2745647 | 3025600 | 2616528 | 4315701 | 141681 | 611408
2411714 | 2653290 | 291777 | 3207135 | D86AE4 | 4660957 | S.A04s11 | AN
9520241 | 2785963 | 2078234 | 2379564 | 4140562 | 5.003E34 | &T0BA0B [ FADOIN
2633657 | 2925261 | 2247537 | 3603537 | 4430402 | 5436540 | 6659600 | BIADGH
2752146 | 3071524 | 3426152 | GRI19750 | 4740530 | 5871484 | 7257874 1 B S04IK
2. R76014 | 2225100 | 34145900 | 4048935 | 5072367 | 4341181 | 7911083 | SRR
3005434 | 3304355 | 3813392 | 4291671 | 5427433 | 6843475 | BATIORT | 1083440
3040679 | 3555673 | 4.02012% | 4549383 [ 5807353 | 7.396353 | £.399158 | 11O
3262010 | 373456 | 4244401 | 4E22344 | 6213868 | 7980041 | 10.245082 | 13,1079,
TAZ9700 | A9M0129 | 4477843 | SN116E7 | A54R938 | B.627106 | 11167140 | 144206,
| 3504036 | 4118136 | 4724124 | 5418348 | 7114257 | 9317275 | 12172182 | 15 B
1745318 4321942 | APEIPS] | 5743491 [ 7.6122550 (V0062657 (13267470 |17, 44040
= L —bimsa e = ————
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TABLA DE INTERES

Anualidad cuyo valor actual es $1

T3ty

1005000
[.503753
0,338672
0253133
0.203010

0165575
0, 145727
QUEaE
Q1390
L0377

[.09385%
[.0a6065
D07 P42
0074136
0,045 344

0.065189
0,061 506
0.0532312
0.055303
(053608

0.050262
iA0114
46135
0044321
0043652

MR
LOaREES
QL0AE3A2
Qoarze
03597

1.010000
0507512
0,3400%2
0255261
0, 205040

0177548
0.148528
0.130690
0116740
0105592

006454
(AR
0.0024145
0,07 8800
0072124

0067245
0.044258
00509282
0058053
0055415

(L0E3031
(050844
0.0 BRAA
O0mara
0045407

(043855
QD 2444
Q041124
0009075
(LOaE7 48

1015000
Q51153
0343363
0259445
0, 2050ER

0,17 5525
01515564
U133
QU118R410
0108434

QLo
QR 1480
0.085240
0.07%7 %3
0074944

0070745
0.0470340
0,004
06T E
(LO5ETAA

OUG5ESE

| 0L053703

QuOSs173N
LERNE il
LEEVE | ci

EEER LT b
0045315
0044000
0.042779
001 £39

1020000
0,51 5040
(L3447 55
026043
Q22159

{L17ER 25
0154512
0126580
122515
L183Er

0102178
0,094540
0.0BE8118
0082602
0077825
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COMPUESTO DECRECIEMNTE
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Il CUADRO DE LAS FORMAS BASICAS

FORMAS SIEMPRE FACTORABLES
BINOMIOS

MFEREMCIA DE CUADRADOS
o = b = [o 4 bl{a — b]
V6% — 25y = |4 + Sy2]{di — 5%)
A By
SUsia O DIFEREMCIA DE CUBDS
a® - b* = |o 4+ &)[o* — ob + B3}
of — bt = |0 — b)|o® + ab + b?|
Forl ol b = [3o o BE[[ 3] — JalbF) 4 (b2 [F ] = { 3o + b7][Foe® — 3ob® 4 B3)
af —B=|o= 2|[a* 4 2a| =] = o= 2|{a? + 2o+ 4)
SMA O DIFEREHCIA DE DO5S POTEMCIAS IMPARES IGUALES
it At = i a it = mEet = mn? 4 )
ab — b5 = (o — Blle + a%b +atb® 4 ab? - ki)
TRIMOMIGS
TRIHOMIQ CUADRADD PERFECTO
a2 + 1= [k m 1) = 4+ 1
m 1
POLIMOMIGS
FACTOR COMUN
e b ta] 4 mia 4 &)
xlo+bB) mla b}
R T e
a4 b+ mlo+b) =+ b){x + m]

MOTA PARA EL ESTUDIAMTE

Lia degseomgniciin laciorial er de pams :Imspunn:md:. e £l oatodip  del  Algebre.
Gemernlonents, o [hetosasiin e tn jpasn previo jars  cealgofer rragldn nhrebrnlos,
¥ oou daminie requirre mutha qmum Conacee Ins [ormes 'hal.IllHu ¥ kad- fermun
declvndan de dstow en Endieprzashle prrn eaber descompener cunlguisc exprosiin nlge
beale,  Querpmor reoprdary goo s egpsesiin calgwints puedn piclézmizar & vyrraas

formas bfisicna w In vex, o an parteneter o mingmon de ollssl Poro otea peels, sl
II pettonace a plgonne do caths formis un gelore datir gee ke dppcemprniblo, palvo,. nn-
toralments, qus pertemees g owne de ks ourirn formas que alempes ees factorehlas
Eurcsmezdnmos al cstidlante que al dracampaner on Incleres nnn ox slin alpcbrales,
dlga Joe wigniomtea paega; 11, Obaerve ai hay focter coming 23, ordene |n exprosids;
01, averigie el In expresitn dads portenece n olgusa de T TOTMES Goe Slemprs we
pucde descomponer: 43 o pertooess o formas gun oo wempro don deacam IBlea, 1
averlgiio o cumypdy Laa condiclonas notessriss pavk qone 1o gen] 51, al verificar wns
dracem pniicdtn, abacrye al 1os (eetoren halkbadea ann fuckorbenbles s oan vex, ee decir,
ol Bom primea s no, Kecwsrde que onibas oE[eesinnes e peeden deacampzaior dn din:
tinlas mwancrey, pern micmpre sa lepe 4 un o mismo - reealindo,
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DE DESCOMPOSICION FACTORIAL

FORMAS MO SIEMPRE FACTORABLES

BINQMICS
SUMA DE DO5 CUADRADOS
at + 4bt at + b

oL+ et et .1
ab + dotb? £ dbt — dothi = |a o dofl? + 4bt] — dnfh?
= (o - 2P — 40ib®
= |o? + 25" + 2ab)|o® + 28* — 2ab)
= o - 2ud + 202 ) [0 — 2ok - 3bF)

TRIMOMIOS
TRIHOMIO CUADRADD PERFECTD POR ADICIOM ¥ SUSTRACCIOM
xi =+ x?y" 4 y! &b B0 iy i i

4+l — Y
xb b Dty oyt — oty = o Iyt ) =yt
|focterands el Ninemio cusdrodo perfectn) = % + p?JF — oy®
(faciorando fa diferencin da cuadrados] = 5% + ¢ o ad S 4oy — )
|ordenando ) = [#2 + xy + ¥ {2 <=y + ¥

TRIHOMIO DE LA FORMA =%+ b 42

x® + Sy 4 6 e xtd (X W |
ol o o TG 1 S [
sk Sk =[x+ 2w+ 2}

TRIHOMIO DE LA FORMA ax® + bx-f e

6x*— Tx—3 Tat— 47k —18 (1) lex—Phexd 2] 13}
|6 — Fléx] — 18 (2 b
e — 9 he 2

=2 — 33+ 1] (4]
Zx 3

but — T — 3= (2x— 3}{3x -+ 1]
POLINOMIOS

POLIMOMIO EMTERD ¥ RACIDMAL EM X IEVALUACIOM |
w2t — =

Cochicensesdel polinamia 1 + 2 -1 —g |4 =l
lxl=+1 3xi=-+3 2x1=+2
Cosfisioniodal -eadienly- T +3 f: 2 0
atE =y — = =[x T 3x 1 2]
redo el Iringming =[x =T[[x+T]lx+2]
POLIMOMIO OF CUATRD O MAS TERMIMOS (AGRUPACION?
ax - bx 4+ ay + by ax + ba+ oy + by = [ox + bx| + (ay + by)
! = x|o+ b4y la+hl
= ol ][5 ¥
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15 b L0 e W 1 LI75 | dAnd | DdsdSAEAT gh | 4mE |00 AR5 | A0F | DIEIRAE1S
6 258 4,000 4,004 | 2.530 B L HLE ad | A054 | BE1M 28745 | £.041 RS R
- o {0 b L1 | LETY | DSAERESIY &5 | A409 | B0S | IODFAED ) A0E2 | O1492537
1] M 4,743 543z | 2.47 AESRE0A5E a6k | 4,42« B34 314,437 | 4.082 lLrnsaer
] 1| LAk 4,059 | 2640 | OSMETE 67 | 4061 | BN | LA | A0 | O1a4REEsd |
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] wall | S.4FF D0 | G | AnXaE B0 | 4400 | &4 | 513000 | 4.30F | 012500000
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1z | 1,024 | G5 ITFeB | 20 | A2%c000 |- i | &7 | R05S 551,548 | 4344 | OT2IPEIFZ |
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=] 1,444 &, I6& $L.802 | 2382 v D EREL .!' 24 | Frak Ec | A1 ,EF2 | 440 M IAEIATE
o I T Hee B i) I L T Fi ) |1 A9 | 7R ] AR | T04,RED | 4S5 | OTH235RES
1] 1400 | &£.325 64,000 | 3.420 HHekd e ) 51 E, 100 D457 P39 00 | 48] AR IR R

|| 1441 | 4,40 AR | 048R | DRATHIZAA t ¥ b2 [ REIR [ FRIERY | A49R | 070RESON]
2 Trad | &.4E8] A8 | 3478 OIABCRE24 1 92 | S4a84 LR TPHERH | 4504 JN0BeR5ES
13 | 18R | 455 TO507 | 2503 | EEisiie [oe3 | Sdap | wped | G04IET | 4590 | L0N0FERAAR
Ll 1,538 5,633 BE 04 | 3,530 DF2FITIR : 94 | RA3SE | F.405 S M4 | 4547 10238778 i|
15 | 1525 | 4708 P1035 | AT | mmEmm |oes | pand | wra? | BSROFS | 4583 | L00SHEL
15 | Z.01& | &.02 ora3s | 3,58 JOENFARIE " IS | BT9R Ef4,734 | 4.579 D041 E4aT !..
7 | 2,20 | 4054 LU TH: b e e e B wA0e | PR | MZ4RE | A58% | 0b0dREE
5 | 2,304 & 78 TED, 573 | 2434 i R ] b .60 A PP | 4,610 ALD40es -
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DEL TEXTO

EJERCICIO 1. 1. 4860 bs 8 —345 swcres. 5 4567, 4. <437 soles.

£, 7. =70 eolancs. B L

EJERCICIO 2. 1.-—3°,
7. =50, =79, —4°, 428
lat. <617 1L1. 460 afios

EJEECICIOD 3.
S, —48 m; 454 m.

b =%,

=

e B o T T L R T
B —49%. {. Long. —667; lat. —20¢,

G, =47, 09, 412,
10. Long. 21%;

I -85 m. 4 —Bd m.
Vo413 pi —28 ples
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I~ 16 ——a LT 2Ra. 16 36w 10 —3dm. 90 —Sath. 81 128
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EIERCICIO B, 1. 23 2. —2¢ 3. —fiel. 468 5 .00 60 7018590 HoTeNS
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i 1 w q ap =
a9, Sambt 4. O 35mxy.
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—BEy® 18 157ex. A0 2070, gL Te 22y 2 ——ath G =l
ap, —G4e. 25 B0e. 97.mn. 26 0. 29 8. 0 %# a1, -—:x. an 0, 3, aml,
34, BBa. gpo =9 gn —169a%h, 37, —=1340m3x. 38, —aﬂM s —B8a; 40
EJERCICIO 10, 1 18a—135, 2 0. 4 25x—123y—10. 4 —13m+Tr—0. L 24, 0 ~B0s
[, Bo*=12ab—11. F 2Ie—80F O —4Ba™  10.—2a—1d4. 11, Vee'= 129m5%Grin
1%. l-ix‘:l-' Tx“rz—ﬂﬂl 15, —85, ja —gsdogesd_g 15 2 Tu—B Gh—de
14, 'h-ﬂ""—ﬁ"l'—u i —Emﬂ—-:umr:, 18, I—i:ﬂ“m %ab-ﬁre. 19. _]Id .ty“—-;;y‘-rﬂﬁ.
LT E m- e -
2, = '".I*W-!" LM

v a2 Ay R | Ty gl i S

EJIERCICIO Ii'l. 1.15, R S A e et i, 8.
10,33 11— 18 18600 141 16,8 168 17 216 16—
EERCICIO 12 1.1 = 417 4-2% ol 6-% T4BS A

.1 2 S £y L i = e g L
0 =G 10, 3466 Q)= 00 33 L 14028 b3z 10046 1T 10T
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oo 10 3 PR T R e el W LT ) N el A "-'E— 814 B2 ’ EJERCICIO 19. 1. 2y—8: 0. 2: —6«™+10x=T2; 172, & —x'4-Txdy—ha¥y?10xyt—yi=i]
i % e 1" i ! i i 23411, 4 omi—dhn42 =1 8 10ns—dab—on—5; —15 6 =d4adpRabt=2004H, =4
11. 6= 1% 176 13 2= 14 2= 10162, 16412 l'i' 14—- 18 =, 18. =3 S
A i R ag Eﬂl g 1 T 2wt 2 Rt 1 2GR =6 1_ B- 3x 14 E}I"‘“uﬁm“. 1. Bt
st i Tk N B e 10, witxby—day?—piid: 2091 i1, Sgi—tabib® G 19 DmfodbmndSntbd; 2t
1 *” 3, 4,08
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iy r L GaE . L = EJERCICIO 20. 1. —14 % =11. 3 —% 4.3 & & G 22-3b. 7. Bb=0.
(i HLITH K. 12 S{n==3000. 13 (560-x) ds, 14, SBe: $1de: Fma. e e Pl Wy el TP T
eb— 16 ax b m?, 17. 23n m® LB x m¥ 1D $(Be-rGh); $lax+ion). 1B —5xtp, 16 18a¥m® 17, 0. 18 T7x%. 18.0. 20. Baxl—Gb7, 31 —dxtE-]]
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B Nat—Gm L nt

EJERCICIO 55. 1. pfene=l. a4 2etex B —GmEntdeod A xiEadl

b xF=Dx40 Gl Toad—5e8,  BOdpreay—at. 8=l 10 af=Hathdda b
11 2x+dyp - 130318y .l—l 18 207 —Rae—x% T —xd—ip—pd 0 10 nf=[inHep laisi
16 mi—dmety, 17, eltefb—Beti—glipb, L8 ot=xtypxtpiexylagl 10 gi-dyd L
Sk Anet=3mal. B, aet-Ee—1.  BE. Uxi—Oepdyi. B Sed—dat-REale iy

24, xl—wfrat—a+1, 26 atrat=Url 0 26 P =Brt=1. 2T, 0 =P Pt et
28, s"—Bxtpi—atyitet. B0 al—3eftda—6. B0 o—bde. 81 —xdpelRd B NAEYRE
33, a'—a2otafbf—ab?+ 03 34 Taolp TSy T Ty Tyl B0 Bl Rty Mty gt
LR il 2 e o iy o 5 i SO 1 [P bt U B v MR s T LT < - " L B R T

EJERCICID 56, 1. ﬂ’-ﬂ"“" fg== D gendl LSy -—'-."'4 b P LR E ERL L ST TR

f @3 -Fart ot G xVELx g, 6 gtk 8a=1. T, @%3a7' =B H, kil
i.”-n-'l-__?”lldl_ 'El. .5.':": '|'2A':'_."—?|."_"I I‘-"-'l' -I-_ 1|'_|_ ﬂ"llﬂﬂ—ﬂl"jlrll. lf RIII.I_.E;IIII .1:.: -IT"'1" |||ll |

13 Gafmtainl_fgn=d = 14, Ryt gye-dys-l j(xednByE

EIERCICIO 57, 1 oa—2h. B oxdy B ao—ly 4 —af—abb 22 B 2l

1 L ) S A 8oay ) A A S e

smn—on® B Ay = Tt ar—cat ) B eyt =yt —x‘l I-I—Ix -

2,5 d i
[k —ni*— =+ —n*,
| : . = L

EJERCICIO 58, 1. 251, 2, xdepdxt=5xEE 8 gl Tash—tatite R has e

4, wl—antf bl B ad=Bxi4d B at=3aV=Fat 10 T A0t i
HrmE—hm b dmf =m0 :'.'—-:lx‘:.'—I'::x'H.ﬁ'—-Ixi].l“--}l-'-. 1. Bpf—dptEha=9

11, wd=in2pd, 149, gxi= xty— _1_.l 13. 'l.I'I—.-I.'|"1'|'I"|-;|.'|.'I'I'|.'I"—“|.'H". 14 ™ Egmi=bap fup R
10, g2t =Tae=l, T, mv By n 17 et B g sl



o4 @ pLoEERA

% 2 et B PP P e L
CICIO 59.  1Ll4— s.at=  d3xtit—o 4 ab+2b%+——.
4 : 3 4 10 By Dx 42
thores bt BRI Bl o
5 ; 2y Bx+2
] 4 b L] ER VLR L A R R
+""'ﬁ:—y b i e i e & vy
121 20— 10
2 M o -
w2 -Gdab 4+ Th +2¢I-‘~3&I Jd, mle=Rar-3-f j”—ﬂ;‘-l:?
CICIO 60. 1.9 2.8l §8 4 - G616 -l 707 g6
08 11185 13 -2 18,605 14855 16 84 15 —21%

CICIOD &1. 1,480, =12, —49, g oy8 4 —=Ox¥lfx—G G, 2a%Gat13.
+6. 7 =2 —3xy. 5 3. 9 Sci+HRxy. !U_%al+%¢lf,_$ﬂnhn+gﬂm_%bil
s T T A N R S o M P L RS S
xi—fx—3, 18 %e—Th, 10, 16x3=0xy—¥% 0. '--%x+%:p_ i, daBp—Tayt,
et ettt 24 —0% g =B6o. 26 Lotre 42 97 33,

e xi—11x34-21x, 20 xFSxEx—E

CICIO 62, 1 m®+6m+9, 2 25-+10x+x% 3. 36a®+18ab+02 4, B1+T3m+1bmd

w2 b 10dak121. B xf2xyd42 7 1HGxIH0xY. B a1yt gty
YIHEE 1, Gath4Batbi G408 11 16m P 40mOnt 25002 g0 40atbt4

Sxd 20k, 13, 16a%ir4-40ab? 26x2y" 14, Gl 1ddmixSy4-8lmt 15 x4
}'”“l-lﬂﬂj.l“. 16 R e o du iT. Aty Bl | FBuiE 1B xh'lj_!_ﬂ:.:lily;-q+}|ﬂl-il

CICIOD 63. 1.oa%—fe+9 & 23—Ndx48. 5 Bl1—1Bat+a® 4 4e®—12ab4-50%
afxi—fax-b1.  §, af=23a0h5hS, 7 0aF_30atbE4 200, §xtZxtpl. §oxl0=
a0 al—2aVT4-EN, 1] dmE=12madnt, 19, 100kt —1E0x 3] a2,
imngxn}.uﬂﬁnl 14, P lﬂﬂ=-=+2€h l.:J- xh-:_ﬁqu-'l__l_gxﬂl.-ll

CICIQ 64, 1, =*=y% 0. mP—n% 3 o*—x® 4 x'—a'. G5 4a?=1. g n?-1.
-Qaixd,  f 4m2—81.0 g a%—bi 10, pt=Ft. 11, 1—-6dx%0. 1036 -mixd
i e T 8 Lt L S | e

CICIO 65. 1 =®4+2xy4y*—s2 3 x1—yi40ye—rl 3 x%—pi—Dpz—st,
+3mnat+ni—1. § mi=2mu4nt—=1. g x°=y>pdy-d. 7 ni-dn‘—dn—1.
R340, . Do mt—3mi41. 10 de?—dab+li—cd | 11, dxF—yHRyr—aR
I—25x1+00x—-36. 13 a'Ha®bi b, 14 x0—xi—BxTxl,

CICIO 66,  1.o%-Ba*|12a+8 2 x"dxitix—1. 3. miOmi+2Tm+E7,
—12n°4480—64. G BxSH125046x+l. 6 1—-OpHRT¥R—ET9E 7. BH12yRH6yyn
Grt12n*=An 4, Gde" 14108487 10, @®—Gafh41 202 —Rb0,

eIty -5yt 8T, 19 1—Bad-Bat—al

CICID &7. 1. @3- te42, 0 x24Axd-A. 9, 2lpdx—=1) 4, mE—=11m4-30,

Fdx=21. @ x¥x—=0 7 xi—dx4d # xF—x—00. g at—a—110. 15, n*—0n==100.

—da?—df. 19 x=-GxiT 0 15 miR1PRT=E0. 14, nf=Ent=18. ip xtExi—4B

“pTat—B. 17, al045a%—14. 15 al¥—-Bet-G3.  1p afT—ab—00  op, xFyi4axyd=108

Wit Ga2bi=T, 02, x0O42xMi—d4f. 09 af45af—24, 04, aFf—=11ait00,

CICIO 68, 1, a%pdx+4. 2 x%f8xbf 3 x%=1, 4 x¥=8x-1. [ 59360416
=0, 7. aPRab4bi-1, g, 1430480303, g at—16. 1) et —30abx?4-2ixh,
-t |2, 1-Hax+18a%E 14 a%bat—BF 14 29—y =2y—1, 14, 1-—a".
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ERE T T T e g E g, Fxt - Al bt - Bhm
éﬂﬁ- ::If‘l-i-E!crI:r—f:lJE 211? A= b- b — 1_113 A et O - B S o e SRR Al =gl
9h, Bt 120 +Gaxt+x?. g, x4 —13x74+22. 37 4re'3'—',3U|::I"'|'.r:-I-'2:;|!.i HEEL rz"—:].::-"—~1HJ::.
ng, miFdwintnt—ms, 80 2S—dx=T7. 31 121-22el+eftd  gg wtyt-2xfyi—dl,
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A%, of—13a2436.
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EJERCICIO 69. 1.%—1. Z.14x g ax—y 4.xtp. Boa-2 g bSO de o
R 5+6x% 9. Bx—3mn3 10, GeebTrx® 11 9e®—105% 12 ot ExtyR  qxf=gh .
14, @10, 16 1=3x™3 1§ x+ydz 17 1—e=b 18 2-m—nm A8y 00 e a =l

EIERCICIO 70. 1. 1—a+a® 2 ldatae® 3 x"—xy+y’ 4 4a%iletl. . dx =Gty
. Dmte1omn+25ns T 160 —2Be+49. 8 BG+30p+20y A }—m’!-_ll-ﬂ-b-. _1;_3_ EH:IL-. :
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15. 14x%x5 1@ 9x'—3x%41, 17 16a%—dali+00%  jH.a'4a® T T et o e o
afy, ml—n24-1.
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sttt et 19, EP— @ty E—a gt ot S e Tt — gt T

13, 14nentEndgnt, 14, 1aba*taitat+a® 15 1—ataef—a®d av=gbed R 1=k
e m—m®, 1T 23 xk8, 18 xi—2xthdad=BxfH16x—32. 10, 4 ll‘.h‘-l
A At 160432204, B0 et —Ba?+0a?—2Ta | B1. 31 ach et e O T S A

a0 125 0nc-lGxt—x5, 93, mT 4 2mttdmir Bt 1 Gm 3 2mAHGim 4128, ad, kt ety
Tt it 20k 4], 2. x'— SalybOaty?—BTxy?481y% 20, Bt 13ath Al .
SOTRE 07, 39mi—d48min4T2mint—108m Nt 1 3mad—24dnt, 3R, e R R T I TR
G4 x04-33x0. 1 6x R d x4 B -1 2 DEGal—128uTh+Edam b2 —B2a ki That it Ha b4
4a2bi—2g b8 E0, aB-Fdat+007+2Ta% 4 Bla-- 240,

EIERCICIO 72. L xi—x¥yifyt. 2 ab—plbipabi=it. 3 mbtmEntbntntfmint s,
LR LT W T R R N L e o ol L S .1:13—x’-'_1.l53+x":.l"—::3:p'3’+:,l'-=. e |
B mitpanSnibmtntnls, | f alt—g 2 g0he—atht 4 a bt 16 ., x1-xByRY ?r“zl"‘ wig 1B
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@bl —gilis g b 1d aMe'Smi attmidbalm 8- mEt,

EJERCICIO 73. L x"—1. 2. dm*—Bmnd+4al, 3 1+ada*ka+at. 4 xtpdxty O LR
B @2pa g at Dt A1, T J—aebat, B dxyt—Omml, S
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28xtpi4alyt, 1T a1 g 12 B gt b g gt 16, 18 gadxby. 10 l=xES-X r:-:nr -
AT b gyl B0 aTftiyhpc byl byt 0 F—Gaf 03, xTHAx0
4x5Bxd-f 16x3-H18x 6l x + 128,

EJERCICIO 74. 1.2 2 —B. 5,13 4 224 5 309 6 98 7. 288L (. 3

B. g1 10.%. 11 13 12 -2
EIERCICIO 75. 1. Coc. x—4: res. —7. 2 Coe, a—7; res 15, 3 Coco x3=2x-Hd) res, =
& Coe w21 res (0 B Coc. a®=Ge-F18; res. —i), 0, Goc, #9—Tr41dn==24; res. (),

Y ) e B e T tie, PR P S e, T o SO £ TR 1 TR IR AL 1 - B h g da 1I-H: .
pos, 4. 100 Goel gbb bbb Riat=Rle—315; mes. 1. 110 Log proi e L I P e 5 L |
Fos, C1EEG. 190 Coc xbexepd e, =2 13, Coc p¥—2a4d0 rec 0 - 14, Cot. x¥=x¥4N

. 1 1 el [yl
fitn, o WP T IR E L R D Bl - P
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IO Té. 1, Exacta. g Exacta. . B Inexacta.. 4, Inexacia.  f Exacta.

cta. 11, Exacta: cocs 2e®—Ga+8 19 Exactal coc @f—a¥+2, 13, Exacta,

oyt w4, 14, Exacti; oo @0t —=3xlHeF—dah. . 15, Incxacia; coc. gt

pes, B 16, Exacta; coc, dx5—0xEBx—4 17, Inexactp; cow, Did—fid4-du—11
18. —1b0 10, =4, o —BT 0 8108

C10 77, 1. Inexacta; res. 2, 9 Inexacta: res, 20% 3 Exacta. 4 Inexacra;
Inexacta; . res, 2b% pExacta.  Tlnexactad res. —16. gFExacta. glnexacta; res. G4,
gicts; res. —206. 11, Exacta, 12 Exacta.
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1o 78, 1. x=h Z.x=4 By=lk 4 x:-_:-, K. }u:—.;., gox=a 7 x:%_

g.x=2. 10p=—9 .= 13r=—4 Jx={ 4=l

CIOT9. L= Bw=h ga=—= gE=—2 pE=—1 ==l

B, x=d . i xﬁ%. 10 x=8" 11, s=—&

ClD 80, 1. x=— g ox==2 gox=} 4 ==7 §x=—4 g x=0

i
'

Mi —mia = ! —_l [ — —]_
gox=—. Dox==. 10 x=-1 11 x=d 12 x=—o. 5. %=d. 14 x=—

]

L dgx=—2  17.s=0. gE=3 jex=p om0 x=—5

CIg a1, L x=:—. g x=2 goax=0 4x=11. &x=1. @ x=—%.
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L. Boa=—dl B x:—%. 140 x:;-,‘
CIO B2Z. 1. 57y 40 = 236 v 254 g 4, bs B30 8, bs 324 4, 65 ¥ 41,

1 atios; B, 35 afios. g A, 1047 soles; 8, 33 seles. 7 51 v 52. g 67, 63 y 659-
A 19 v 20, 10. %6 v 98 11. 61, 62 v 63 12, Coche, 500; caballo, 3170;

365 18. 99, 67 ¥ 3. 14, En el 1%, 200; en el 29, 150: en ol 3% 185, 15 193,
193, {6 13, 1807 92 110: 9%, TO swcres. 17, 43, 24 y 22 anos. g, 3D ¥ 308,

CI0 83, 1. P.oap a; J. 10 a8 Caballo, $480; arrees, 3120. g, 1o piso,

o 2% piso, 16 hab. 4. 4, 50; 8, 100; €, 150 colones. 5 A, 1% I, 88 €, 7 sucres.
y 21. 7.4, 40y B, 30: €, 80 quetzales. g 1%, B5; 2%, 340 42425, p 11L
Fit, 48 a0 Rosa, 11 20 11, % 19 81 afos. 1% 36, 12y 48 14 P, 22 A

1 ag Jo 33 a5 Evg., 66 3.

[CID 84, 1. 42 126 y Bb. . 4, 2% B, 61; €. 46 balboas. 3 104, 4B, 5G.

e, 5136 hastdn, $106; somb., $17. 5 86, 6, 30. g 4. bs. 20; 8, bs. T4, 7, Blinco,
azul, 54 cm. B, A, §a0; R, 572 G50 g 100 1p &0 sucres. g1, 405 m
m. 13. Padre, 63 a hijo, 20 a. 13 A, 3600 votos. .14, 8.5, <Y a0os,

ICIO 85. 1. 60 v 40 g Padre, 4% a hijo, 15 a. 3, G656 v 424, 4 A, 9B
oles, &, 7% v 106% g 427 vy 113, 7. 44 vy 8, g, Perro, $48; collar, $6. g, A, 560

10, 45 senoritas, 15 {n‘m:ncs. 11 116 v 44 19, 164 v 342, 13 Estiloprdfica,
lapicero, bs. 4. 14, De negro, 44 cm: de rojo; 40 cm,

ICIO 85, 1, A, 40 afos; B, 20, o 4,152 8, 54, g, 4. §60; 8,525, 4 A, 5%
colones;, §, 1% s, 386 v, g Padre, 76 1. hijo, 25.a. 7,098 ¥y 47, g, Enrigue,

s hermano, $0.85, g D00 y 600 sucres, gp PoiB dsg E, 13 ds. 1, Pacdre,

hijo, 14 & 19, Juan, 66 . su hijo, 22 a. g3, 4, $6; 8, 538

BESPUISTAL @ 547

EJERCICIO 87. 1, 26 somb., 13 trajes. 4. 26 vacs, 32 caballos. 3. Resolyid B, no
resolvia 7. 4 Trabajé 38 ds, no twrabajo 13 ds. 528 de O30 ¢ 7 de O3 206. 0. 45 )
a5 balboas. 5, 7 cumd, 21 Mipices. 5 24 de apicar, 77 de trijoles. @ De cedro 24, de
caoba GG, pp, Mayor, 785 menor, 265,

EIERCICIO 88. g 36, 72 ¥ 88 2./, 45 afos: 8, 15 afios, 3. Traje, 250:solas;

zap., 100 soles. 4 24000 bollvaress J6 ¥ 12, §-00 ples. 7517, 8 A, 52 unoal

B, 32 afod. g, 13 monedas de 10 cts, 7 monedas de § cts.  10. ‘EEI 13- 80 1808
81, 82 y #3. 14, En auto, 103 km. o caballe, 34 km. y a pie, 14 km, 16, Hijo

é’é!m colanes;  hija, 45H colomes, 14, 15 16, 17. A, 45a: B, 15 G5 180 A 40 ahos

.ﬁ_, 10 aios, g, L. 53k om., 62 macrc., 31245 ., FR4EC v, $21E s, FE2B: M0 By LM

g1 A, $21: B, $15. gp 4, $114; B, §36; C, §19. 03 Dbs 14000 24 El mejor, $80
el peor, $30. g5 Q. 40. g5 4, con $800; B, con §400. a7, 40 cab., 10 vacas,

o, L., §6; m. §12 miére., §18; j-. 384. 2p, 90 soles. 30, Largo, 24 m; ancho 132 i,
31 P, 35 a; h. 15 a. gg 4. 32 a; B, 8 a

EIERCICIO 8§9. 1. afa+d). o H(1+E). 3 =(x+1). 4 af{in—1). 0. =¥1—dx).

& B 143m). g bla=c) g x*(y+z) o @ 2ax{eddx). 10 dm{2m—3dn). 11, DaxHaf=ily
1. 16c5d3e+4d). 13, samini—dm). 14, abe(l+eh 1k 12xyH(Bed— 3y, 16, wfadkakd
17 22xE-4x 1), 18, DyRHly-l). 10, efet—axdat). 99, ax(Ze-tix—d). 2l xi(14
oy, g Ldxtyd—2eda®) 93 1TelExEday—dpT. 24, 48(2=nrn4dnl),

a5, @b —x?+3%). 04, Samd(nte42ated-dy®). Gy latxifexy—2x2y —4). 4 s(1=84
x4=x®, ag a%a'—de'+8a—4) B0 Sxd{Sub—Taitir—1) 31, xMat—x"k2xi=d),

qo. 3a(Sa=db45atbi—Rb5. e Exty(2ap—1—dx"p—0y"). a4 12m2n{1 4 2mp=Rtmin)
dmin®,  ap Blabe(2eD—Bbekbdd—dck A4 wixi—xipat—x1), 87 af{l=Sahidats
Aa*+Ga%).  ag, elile 6—HatbBaxkdbmy. 39, A nit—pti 4l —gtepp?—1).

EJERCICIO 90. 1. (x+1o+d) g {otlix—3) & (x—1iy+3). 4 fa=lj{m+ n

5. (n=1){2x—dy). g (a+2He+1) 7, (a1){x—1} B (aF1)(1—&). B (X=SHUNS ¥
10 f:_'l—x]{!+2u .11, (memfdx—1y 1o (mtbn)(x=1). 13 (a— =1y (ad— by,

14, (et tx—1}dm-b3nm) 15 (Bepbbedr—1) 16, (FLx4y=3) 17, (a=R)lxkilp 1
ia (abliaedl. g (momietrd)  ge —B(x—Th g1 (eRR1jBel) ad Sh{A=

g, Zmin—2).  2q (x+L{min). g5 dxlx—d) 86 {a?+1)a+b—8),  af. Ja(e=dk

ag. (x—1}3x-Sy+z). op, (=+1a—b=1)  30. (a+2)(x+2). 1. (x+1Ha+4). [ SAHs i

EJERCICIO 91. 1. (a+Udet+x) g2 (a—bi(mtal 3 (x—ayia—25y 4 (a?=biate g’
g. (1+xf){Gm—=2n) & (E—a®i{x+1}. T, (e 1) {ta—1). &, (=yi(1Fx). i (Rl
{xE4p5. 10, (1—20)(Ba=0%. 11, fax—F){det—dm). 19, (Sx+1){3a+ 1) 18 (xSl
4 i —5ys 16, (2%-byerreE.  1p (2m—unh3—Tx) 17, (hatbnfiss
1. (e+1Ha0+HL). g, (m*—dn)(dam—1} 20, {la—bMax+2y), g, (1=2ab)il=x")

ga. {a+1Ha+1). g3, (Be—To%{a-lx). 24, (2a—Dyim—n+1). 85, {da—0bHxdy=2)

ag. (a*+1){a-+x3+1). . a7, (Aa—1){e*—ab-+3b2). g, (2x—-myxEH3yA42E) R (e it
{xfexy—y7). g0, (a2bt—nt(1—Bx-tat).

EIERCICIO 92. 1, {a—8% g {a+0)% 3 (x—17 4 (F+H1% b (=58 g (iex)®
L - 5 o T (1—Tal*.. B (ma+e¥ 1041 —a¥d 1, et + 0 1% [ = hyd,
(. (2x =3t 14, (B6—0a®E 1B {(1+Ta2y)2. 16, C1=af)2, 17 (imi=Gand)® 18 (108"

i
Ja'yhiE  qp. (1149=M%  gg, (e—12mEEE. (1—13x%2. oo (2005100 04 {.'. - n'l]
i be 1-  bxt yd PRES
i S LTI R ; el o E o s el — 2 N2, g, s etk )
g (142)% m (=5 P = (5o a7, ( : )2 gn. (o tiim)
an. (2a+bE g0 (L+a)s 91, (Bm—nl gp (mi—n43P 83 (a—y)t o B4, (EmokRed)t
an, 1 20—44+33 g, (b=t

EJERCICIO 93, 1 (el =ys 2 (ekl)a—1) 8 (a+2Na—2) 4 {0 =t ;
g (142m1=2m). @ (bbn)(d=n). 7 (abb)a=5G) B (149001 =), 0, (Sa4dNEa=d),



11 {1+ Tab)(1=Talb),

12, {224y S — Dy,
L (a4 T80 et —T 0.

16 5y 1105y — 110
18, famEnT - 12 (amind— 12,

15 (el yfabi—c).
17 10m g4
16 {1dxy? - 15z (T day? = :
2 (19713 10713,

10—x7%).
+17h%m =}qiﬁa"—1ib S,

9 (” 53“(1—5)

21 |:_].+3I1||'.?3{3:I’|H1 3.-;.?_;. ,-H,.il.J

-M;x*}i1ﬂmn=~—w‘1 0 @7 b, 5.1.:2x=+-}}:2x-—~:;}- g, (s2+150%)

a3, {4x4ﬂ+ :] (4::“— -
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s By lﬂﬁ min: 4, 1% ¥ 32:—l mim.  §.A lis 3y ET% min. § Alasgy 31% T
HER R ]-I].;'i min ¥ oo bas 6 ¥ 4[-Iﬁ TIRETL. B las 10 ¥ E-L% mier, g, A Jas T

min. 1004 las B v Eiﬁ min. 110 A las B v 325’- mim. ¥ a las B y Elt-:;l ifk.

ACIO 158, LGE ¥y b6 w3 3180 4 2E000 y 20 soles. 5 60 v B4
¥ 7o 7. §16, i Ropa, $48; libros, §90. 9, A, 16 adios; 8, § afos; G, 4 afos.
. A0, 118 12. 70, 15, 60, 50, 30 ¥ 1k lé.ﬂyéﬂﬁ:llin. 16 A, 05 wdios,
AT, i 15 diss. 17.600 ¥ 100, 184, 15 afios &, #, 19,23 v 22,

[} SUCKes. ), Entee 10 ax 4 hibros: S aa. A 5110, B, F140.

b, 5, A000%  culones, S GG Ll b, a7, s, g, 200 v 150.
B0, 40, 8 pesos, G piczas de W) octs v o4 de 0 oo 530 Q03000 gnod0 afios
Chesmbiees; 3061 hombres, 34, 8268, ap Coo 80 Jempirss, 36 720 a7 63
k 34 F20, 40, Pluma, §2; lapicera, 31.20. 41§24 4. F1B000.
stom; 315; somb., 345 traje, $20. 24 300 saleos, A5, 205 saltos., a6 A las 10
ik, &7 A, con hs, 000: B, cone ba GOOC, 2. 30 aina. A, 100 Hm,

b, 50 pecro, F2

SISO 159, 1,080 m. g 100 Km. g0 Ko de A4 y 160 Km de B
OFLE, 8. 60 Km; 10§ am. g. 4,45 ko B, 25 Km 7oA, 1T km;
K, g 7 horas; 420 km. B.A 53 Km.

ACID 162, L. 40 cm2, 2. 32 m?, 4. 135 m, 4, 12 sepr. f. B m,
1, T, T'H-:- m?, B. 31-:- m.  fi 37% m . | 100108 11892 w19 T,

24 il 2d ad
ICID 163, Logm=—, == gh=z—— SaT—  doam—— =
7 bR b ] R
] 4 Dttt F—F, F—r,
e E"r.f:\/;. G f P, =F—al, a= g :
! " i | it
e V.—=F ” . 2
— N T = pa=® ﬂ-.F:E, P=FD. g b=+ =c%
)
AL ¥ i ! [
gt et Qliam—, f=— 1% =N M " f;:fl_'r!_ 1B d=—, c=vid
i & p+f ¥ 1
He—if 2 I2 2V — aF 1
;. ; ]_E,J:"':_=-E|+I::I . ¥ Vs E']. 1. b=—m = —
a2y ) (] T Fex
ILE Y LR 100! K E
= i | = e T 3 1 ==, f==, 1% = \H'Er.lr.'.
iWr e il 5 i

=i = H=1}r, r1=i_f-.-{-'l:.r= :::_T i ::i'“_"".":'L' r='§/‘i, go =1, l'_%.

it

R R el R
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EJERCICIO 164, 15>l poaxd  goxEd goR>—l- BT §E<A
7.%>5  gx>1. gl 1. x>=T. 11, #<T.  1%.x>L 13 %<
14, o 1g. x=3. 1. x=2 17, Los numeros enteros menongs que 54,

EJERCICIO 165. 1. x>B g x<0, aoxzd. 4], foa20 g, g1,
godex<h g —daxs—2 9, 21<x<22 [ by 6

EIERCICIO 166. 112 236 58 45 525 62 71 g4
0. . 10 & 11, &0 -m? 18, 120 m*. 14, 206 md, 14 1584 cm,
15 lﬂl—j CITL. i@, x4,

1 aa
EJERCICIO 157. 1. 4=288. g e=ul. 5.4 ETJJ'JJ'.J". 4.4 i
44 E
B. E:?f:hn e =48, 1. Feg B.¥=2x-40. B I=rvE
L
w8 -2y fermm” o4 1
= - . fF= : ) ! i,
0= it e | = 13, h=— 14 W=Cm
aF 10 12 i3
B = ey L e i =i,
15. I 1g. % 3y 17, ¥ 18 e

EJERCICIO 173. 1.x=1, y=4; x=3, y=% x=1, v=% x=4, y=1. Z.x=g, yull)
e=h, v=9 x=Ey=1 =11, y=5 x=14; y=i »=1T. p=1. 3ox=l p=a syl
x=11, y=2. 4, x=3, y=2, x=6, y=1. K a=h, y=10; x=13, y=4d. g.-x=; ym L
T.ox=d, y=d4; x=0, y=0; x=14, =21 x=19, y=1. g x=3, y=16; x=14, y=T7. 1 x|,
y=dd; x=d, y=20; x=h y=24; x=T. y=1% =0, y=14; z=11, y=9; =14, y=l,

10, =4, ¥v=10; x=17, ¥y= 8. i1, x=2,  y=1& ==7, »=11; x=18, y=4. |0, &8,
y=22; x=2, ¥=12 x=3, ¥=2. 13 x=Z =17, x=6, y=3. 14 x=L y=1Hamld el
16, =6, ¥=34: x=18, v=1§ x=3 v=8. 16 x=06, y=18 x=19, y=58. 17, x=d, §oind]
x=12, y=21; x=20, y=10. 18 x=5 y=24; %=30, y=3 10 x=dm—1, y=dm=g|
x=i, ¥=1; x=7, y=4 x=1l, »=T. a0, x=Bim—d, y=53n—2=; x=:h, p=3 ws il gl
x=321, =13, @1, x=lim—5, ¥y=Tm—0, x=& y=1; x=21, y=0 == =16, 20 &= 10,
y=1Im; x=12, v=11; x=8, v=388; x=86, y=R3. 23, x=1Tm=5 y=14dm=i; ss];
y=8 x=29,.y=02; x=df, y=36. 24 z=11m-Hd, py=Tm—5 »=15, y=2: x=0, y=i)j
x=37, y=1§. of. x=13m-}44; y=Hm=3; ==h% y=h; ==T2 y=13; x=H5 y=il,

o5, x=20m—17, y=3m+1; x=3, y=24; »=83, y=4T, x=4}, =70, 77, s=hm=1,
y=Tm+61; x=4 y=68; x=0, y=T4; =x=14, y=H2

EJERCICIO 174. 1.1 de 52 y B de §5; Gde $2 y 6 de $5; 11 de 32 y 4 de §5 o 10
de 52 y2de $5. 9.1 de 55y 4 de $10; 3 de §5 ¥y 3 de $10; 5 ode 35 v 2 de $10 o 7 e
$y1de$l). 31y18:47 16 TvyS%0l0yd 45y 208y12e 008
yd4i Gddelylicdes; Bde Ly 12des; 13 del. y9des; 18del vy de s
o 83 de ) y 3 des g 8ad y20 niies. 7.4 cab y Bh v 26 cab. y 66 v 48 caby,
YA v.oT0 cib. vy 20 vacas. g.4 vy 2 0 2.de 25 y 16 de 10; 4 de 26 y 11 de 1
Gode 55 7 Gode 10; & ode 25 v 1 de 10

EJERCICIO 175. 91.(—1 4). 22 (2, 3). 23 (5 d) 24 (=8, =), 24 (3 =4)
26, (=5 —3). 97.(~4 5. 26.(2. 4. 29.(=5 6). 90 (=4 —B:

EJERCICID 176, 1 x=0, y=4, g ox=—4 y==h [ xz==1 y=2 4L.xm] ¥
Bx=4 y=} Bx=—L y=2 T x==§ y=T7. & x==13, y=l4. @ ¥=}, y=i

EJERCICID 177, 1. =8, y=1. g x=i y=-4. Qi x=—4 y=6. Jaxm=T, ym=ii
b, x=q, = gox==4 v==§  T.oE=§ y=§ fox=) y=—, oas=d, Yyl
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ALGEIPRA
ICIO 178, 4, =1, y=0. 3 x==8, p==1 & »=T, y=—86. 4 x=—4 =2
S F=—2. & x=L y=l. | x=—0 y=5 g x=-L y=2 g x=f y=-1
=f, p=20. 11 x=—1, y=-2 12 x=8, y=—di.
NGO 179, 1. x=3, y=1 2 x=h v=31 g, x=d, =0, 4 x=0, y=—32,
1, y=- g x=6, y=B. 7, x=8, y=7. @& ::]%, y=—2.  p ox=—1, y=—2.
2eoy=d4 AL =hoy=h 1805=—R y=—i.
-1C10 180. 1. x=6, y=2. g x=13 y=—4. g x=14 y=0. 4 x=15 y=12.
moy=4 U foas—3 y=—d 7, x==8 y=L " g x=T, y=—8. g x=8 y=d
=‘_—3. y=ti. 1l. x=16, y==1. 12 x=d, ¥=b 13, x=6, y=8. 14 x=} ¥= 5'
=T, y=8 18 x=-8, y=11. 17, s=d, y=~1 18 2=D p=3. 1 ¥=§, y=i.
6, y=10. 21 x=4, y=8. 24, %4, y=12 23, x=1, y=3. g4, x=2, yod.

==, ==
::'_I., :|'I=Hr

ACID 181,

85 =1 ¥=1}
o1 x=d0, y=—alk

1, ==u y=l,

a7, x=4 p=8. g8 x=T, y=0
af, x=—§, y==1

4, x=1, y=,

29 2=, y=1
3. a=2, p=4,

4, x=3a, y=a. 4, x=1, y=a.

E'[?p }lél:.l. E} .'l'-'=-E|l, '_'|.'=|‘||-. L S -] :l'|,|=|!,|-I B, ,:-;::—:.I :p'_—:_ B. x=m+;'h PN,

:!i‘:l.!J ‘}I:ﬂtﬂ. 11. _'q:=|'i+|rl'| :FE—I?, R x=m, :ﬂzﬂ-- ]3_ X=—q, y:f_f 14, x=a+c,

# i fﬂ%. :r‘=+- 18, x=ael? y=a2l, 17 a=I, :p-_-l_ 18. x=a—b, y=ea.

a0, y=a4-b. g, ;-.-=iu, :,-=~l:.

ACIO 132, 1. x=2 y=d. Q. x=8, y=4. § x=1, y=2 4 s=—3 y=-1

b P 8=, y=h g x=—l-:r'=—5. g x=—2, y=-8 p x=—
10 x=3 y=T.  11. x=1, y== 13 K== y==-. 14 x=a, y=b,

=2m, ¥y=2NR.

"Iﬂlﬂ 183, 108 Ro=Als R e —dk Bk g =T

R - | SR i1, & 132, —36T.

ICID 184, 1. x=3, y=1. 4, x==5 y==T. § x=—6 y=8& 4, ;.;:_:H_, :,rz%.,

%‘ y==2: & ""'=E:'- T=%- Toa=hov=E g == i. ].I‘-lj 0, x=-—f, y=-132

i B ﬁl 11, x=—1, p=—1. 14 x=2, :p—:—a 13, x=h, ¥=Ii- 4, x=h, ¥=i

adb, y=a—b. 1§ x=—10, y=—=)

ACIO 185. 1. &=d y=3. 8 x=8 y=—4 3 x=-3 y=—0 4 x=4y=-1.
L y=8.  gox=4 y=—2 7 Equivalentes. 8 x=5, y=—4 @, a=-1 y=-1.
commpatilbles, 11, Equna]mtca 18, x=d, y=—6f 183 x=4, y=hH  Id x=D1,
16 x=—1. ¥=5. 16 »=—I, y==i

1CI0 IBE R B T R T e e (L

|, y=R r=8  § x=—2 y=8 1==4. g =3, y==2 z=h. 7. x=H, y==3 1==2,
Y=, 2=—4, g x=L, y=} =}, 10 %=h, y=—8 ==8, 11, =1, y=—10,
18. =&, v=d, z==3. 18 ==, y= o z=aadl Q4 g=foy==Ole=h o (R K==,
==4, I x=} y=—0 =4 1T, x=0 y=—5h =-—3 18. =2 y=d, =—4,
1, y=d, =5, 20, x=h, y=8 ==L 9], x==F y==F, r==4 23 x=1i

=6 35 x=3, y=d, r=i.
10, y=13; 2=k,
4 y=4 2=} 51.
ICIO 187. AT
o 10 BT 14

o4, x=h, y=1¥, r=1R -~ 25 x=H, ¥=18, =04.
o7, a=R, y=6 z=} o s=10;y=8 z=4. 0f, x=f y=4 =32

k=8, y=4, =4 gn x=}, y=—}., :=—1L

g=idh. 7,14 4. =44 § 115 g =86

T =A11i
—438. 19, 878

y!

Al

|
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EJERCICIO 188.
4, x=, y=4, =5

1. x=2 y=4, z=h,
5, x=—4, y=—i, z=5.

'.-'!-. x=_jr }':"2| i -‘t.
G x=8, y=—0, I=

Boashoys] 4
u: y =t yE =]

=—8 8 x=-=2, y=G6, r=T7. " @ x=—06, y=06 2=3. 1. x==5 y==T, 1=-H

11, ==06, y=8 z=4. 12 x=0, y=5, =&

EJERCICIO 191. 1. 2=, y=2 z=3. 2 x=l y=l,a=4. 3 x= y=2, a=h
gox=8 =1 r=d box=d, ¥=0 =4 b= =i =i

EIERCICIO 192, 1. x==—8, y==3, z=4, u=d #ox=1, =3, z=8, u=ih 1. X
y=—1, z=1, u=—4, 4 ¥x==5 y=4 =—8 u=p H.ox=d, y==h 1=d, == kX

p==—q, 2=1, u=—0:. 7 x=—2, y=2, =3 u=-3. Q.
ug

EJERCICIO 193. 1.60 y 24 2 104 y 86 8. 815% 714, ofdy S DoGEY &
G690 v 60, 7.91y 48  § G4y 16 9 45 y 15

EJERCICIO 1594, 1, T 800 scles; somb,, G0 seles. o V. 5850 o, 542 3. Adull
95 et nino, 18 ¢k 4, % v 23.  6oA. 21 a; B 16a @ 4,45 a) B d00m

7. 4, Bsoa.g B, 49 a. g A, 65 4 B, 36 a

i w ] ¥ 13 L3 a
EJERCICIO 195, e 0 Ty a. =i - et b 3" i T o
EJIERCICIO 196, 1,85 v 30 2. 22y 33, 3.4V il 44 B0 i

B A, 40.a;: B, 50 @ d, 14 ados; B, 2ha- | 704, won bs, B0 B, com ba, .
a4, Mepor, TOOOU h.; mavor, 000,

EJERCICIO 197, 1.54¥ 25 o257y 10 S 27¥17 427y 35 DOSD s
EJERCICIO 198. 1. 7h. 2.-hi. 3. 1M, 4. 83 B, AT, ik, abd. ¥ i
EIERCICIO 199. 1.83 de 20 cts. v 4% de 10 cts o 4 de S5y Gl ote M

g, 300 adultes, 400 nifios, 4 e 20y cts. .."-"..E'._d-:' a5 cis, 23 B
G, 16 de 3 colones; 18 de 7 eoloncs, 713 trages v 41 somb,

EJERCICIO 200, 1.4, 55 B, %3 2.4, 10 soles; 8, 14 soles, 4, P, 31
A e B e BoA 42 B, 9w 804055026,
g, 4, 135 lempiras; 8, 85 lempiras. g, Padre, 515 hijo, 15 a.
11, A4, 51.30: 8; $5.00. 12 L, 24 s her, 18 &

EJIERCICIO 2010. 1 Bote, T Em/h; vie, 3 B T,

165 de 51 ¥ 188 da' )

I §7,
7 Hoanbre, 05 ehpsim, i
R PR T T

o Bote, 12 Km/h; rlo, 4 K

7 Bda, 2 b ovaelta, 3 h, 4, Bote, 12 Km/h: vio, 4 Km/h, 6. Ida, 2 hj vuelia, 4
g. Bote, 10 Km/h; rlo, § Km/h.

EJERCICIO 202, 1. 10, 12, 15,0 8. Az, § ctsocafé. 90 s frij, T o Kilos 3 T
a. 40, 42, 45,  p/12%  6oBOS 55, 45°. 0 40 v, 45 cab 35t ol bl W) il
G5%, 45%. 104, bs. 60; B, bsi50: C, hsi 30 11. 4. _SH: B S 65T. 14 el
14, QU168 .12 ¢, O30 14, HL I i O - R R TS ¥
EJERCICIO 203, {5 m»d m. g A, 48 balboas: B, 24 halh-u-:n 00 b

A0 Kl
L T de §0 ¥ 1IN

4, Carre, 330; cab., 3H; arreos, 3H. . 48, Ak _G. Al
157 Kmjh El. 15 a 3. o, Café, 30 cs: w, 45 s kilo,

de $35. 11 & 12 115, 85 soles. 13 Caballo, $100; coche, $40. 1.
16. 90 b 20 16, 4, 00 sucres: B, 480 sucres, |7 Ayer, §60; hoy, ﬁ.'nt}. 1 [
19, A, 24; H, B3 lemras. an. GOy 40, 71, Bote, 12 l-.:u'h. rlw, o Kl

og. A, 4578, 15 0 ar A0 &R 0 o ai. 1r L L e 11 g, 10 m =R
EJERCICIO 204, (e 1R0y e 130 b J,. ), h.60. 6703 i,
H. a6, g, 2 i(1 T 11, T2k G0, 1@ 20, 12 15, 6. 14, . il

A | 1 B 1 RO H RO i RE: v TR a0y A O 120, o 4,
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CICIO 205, L. 1deet, 2. —120a". 3. BixYyE, 4. Bhatl . —Hxt0,
aBiett, 7, ety g —343eBhRc2 g ogmbtE 1, Gxl%MaM 1 —2TmRd,
pERE, 13, mimiat, 14 —243a000%. 16 49xMyldi g 5 17: — Hﬂi:
Ea 14, E A e g,.a_ 81 -EE-EEHE 22, —alli, 23 —Im‘ﬂ-"_

m; Lhy? Blmi2 24 5x 20 16 g !

_3_2.,“1%2-1‘

CICIO 206, 1. a¥+14 @*Li+490%. 2. OxS—J0xOpS4B5x2yl. g GiADaThiy g0,

10— 118x %y - Gdatys, 6. Bladii4 000t ho+25000,

. Gxiylm g2yt 4 Oatyd
pE—Badlixytatbd. g, %ﬂ!-l—:i‘_'l-'+';‘-j'2- g :—Ba* -

z k) =
iﬁm—ﬁa"b"+—ﬂ‘a". iz ?‘ﬁmﬁmm‘n-‘-d-ﬁrrﬂ_ 11 %,_;: i .=+ﬁ§1‘ 14, l\xu_
[ a% - 1Ggt i dxd TV LY . *‘:I-’"
-—=, 10 - l"I — J. mm— Tt —, T s
2 o b i L T T
!_ Foe. a ! FLITTR
| abs o g1ian”
CICIO 207. 1. BrdAfa*h 45 dab®4-27 1. . Bdat—144ailE 4 10Hpb —27 b0

IR 1Ly T T N Pl Ly [ 4. Gax!=E4d x5+ 1 0Exty -2 Txdys, o 34FriZ—
Uh3-4-525aH1—1 2500, G, a4 2TaH 21+ 2430t teh T2 015215, 7o G12x1¥—

V11 Ty B da 018, F S7atb 155070 20500012505, 0, -:-~3+—;ﬂ”{=“+

-] 2T 126 -, i {1
+._G.!:=. 14, ma':'— i) sud—---n 11, I"‘E’""’“”’“"‘Iﬁ““&"'%{’”'
1 xY 27y EFT Ba" et
,_-,‘::lr- w100y g 1 g 1 e __|_ | : M
Q:'I 1—3:; HH:'I H}I 2_.:-.! xE la 125 GhE ¥
125 | e ghae. MER2 1068 Ew 2t 20aF  T2abt  GAD0
i i —— g . - - e,
i ¥ ¥ i g6 . o 25 123
3 147 21 1 1 jHH‘ 2l6n®
et e T Ay i e 121G S | [ S e
T s T et S T e

CICIO 208, 1oaf—dathxt—dad-1. 8 datHdxthad2n 41 3 al—10x54

-EUJi-I--!. 4, ®0—10x0-+-2hxt 41 20— Gl E+36, G, e —2d e+ et — Ala =+ 25,

|"|_‘_|-"'TI1:+'11.':|-'—'2?¢2-—‘1}'.!. T O—fxt— i d g 12 I, 20x =TS B g g b e

-EI.':.'- H At -t — g b—z—lﬂab3+9h' 10, mt=dmint+dmin?+dmEnt—Em*n4-4nb,
ac. be L1 oliy . 25 1 7

i |—— fip——s, 2. ——E:: + 25 - Q. by Tl

| 1 PR Al e T G R S

| at Wy 1 B gl Mot Je? S0gd 4x 16 il e

o M i e e J, et e

1 yE 9 85a af 15 4 1] S o Ti !l:l+

0. .26 F:‘

b e 1T B oatiiad], 58, 2" 6x5atH 100 —Bxt—Bxd,
HHOx0—Hat 1 B — B f Gt =40x 25, 2p, BT 10— o D
B, 91 9—36a+42a7—1Ha% 1804 =20t fat. 9o Lat_yigl St 2 Iyt r--.vHI:

N _;I!,,'.-.;.:TJI_ "._E""I""'%E"E_E“""E‘ 2. xtN il A w7 r:."—Hu:-’ I-'.fx' -l':-.:' I

1%,

B d 2h 1]
arbip Lt 10, Zaopetgry Loty

REZPUESTAN L t‘lﬁﬁ

EJERCICIO 209, 1. =543 4604+ Ta8H0a2dndl. 2 Bx0—19xifintp] b xtllx
de 1—Bx433xi—03x 4 Ohxt—B0a0p3x0. 4 B—I3Bx+00xt—Gax 3R —0nb gt [ Wbl
13x* =20 = dHFxb= 4 Rart-[-4 3" —Ohix?—f4. B xRt 3 1t Hxt—18x2=4,

x 1 T 1 1 i (] 1 B a6 20
T n"-+-—=a-‘—TaT-—Fﬂ‘+Eﬂ“+;¢"—Eu3. B. Ex“—71'5+;—x"—-;x’“l-;x*mdx+ﬂ-
B a'—dat+-GeT—10a+120% 120+ 1003 —6a24-3a—1. - xP—Gafel15xT—20x04 51 50—yt

Gt —Gda?+2Tx =27, 11, x"—12x3 4+ 0dxT—110 x84 1 80xt =200 x4+ 1 Toxd — 144 x 2 p il —~07,
18, 1—3x+0x'— 162042482 10 23512 G T4 G 10— x 16,

EJERCICIO 210, 1. x'—Bx*24x*—32v+16. 2 a'+120%454a%+108a+81. o 90--H0x
SN 4t 10x0 5B 4 1Gxt+ 160k y-+00x2% - 1000yt +62590. 5. ab—18u04 1 0ha b
Dd0a*+121 50 —1408a+720. G Gda—1920%h+24000 %=1 60 I B0 bA—12ah54 0,

Tt 10xty 0ty "+ 80xdy 04 B0x2y 28200, B, 184 GO 150 0L 0x %1 Bt llh o ],
9. 32af—240a6- T20a%55— 10800203 H10ab 24305 10, *2LA0x3090137 6 1y 000005 iyt
H375x8912— 18750 Yy 04 156255, 11, ﬁgxb—gﬁxawﬁnx-fumxlyu?-x&*—-}ryl-b;‘;,rl.
12. 243—136x+30x —Tatp Sato il 15 G5 GTGMIIS-2160m 100~ 412 0m 1 h
4660 It —201 GmEn®+ 7200, 14 x04—2]x12 4 TR0 — D450 - BEASKT — 5100x% 4
SUKRE—ZIHT. 16 248ei—135a'b5 2007 — Sathip Sabbe T po 16, x4 1ix i
e e S PR F L S L M L A R TR 0lst
Tox 2 —Hhxb+28x0—Hxd+1, 18 :1"—21xwy+sr;h;p=—?xﬂyﬂrr-’;—’:myt —Dlxtyhy b
a—:#*f+%i“}'“—$}l" 1m, lEEmB'—HBrH“ﬂ'+Ei'ﬂrn“rrﬁ—ﬁﬁf.llmﬂn”'fEﬂﬂm'n'" WAty

TdmPr®—as, | 3 i;Iu,-l':"+ xa}li+—.t'1].|‘+-vx" ':'+—-.1:2_;|.IH+ m-:].l":‘ L2 Iu:nﬂn—:ﬂil'l ;-1-#'-
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