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La. fu nClén exponenC|a| Funciones Exponencial y Logaritmo.
Introduccion

Recuerdo
Sabemos lo siguiente para la sucesion

an = (1+hy)"
Silimh, € (—2,0) entonces lima, = 0.
Silimh, ¢ [-2,0] entonces lim a, no existe.
Silimh, =0y limnh, = 0 entonces lima, = 1.
Silimh, =0, h, <0y lim n—ﬁn — 0 entonces lima, = 0.
Silimh, =0, h, >0ylim % = 0 entonces lim a, no existe.

A lim (1 + %)" = e, donde e es un nimero mayor que 2 y menor que 4.

Esta semana

Ahora veremos que usando un argumento similar al utilizado para h, = % es posible probar que parax € R la
sucesion (1 + X)" es convergente.
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Definicion.
La funcion exponencial

Definicion
La funcién exponencial esta definida mediante la expresion:

exp(x) = lim (1 + %)”.

n—oo

Proposicion
El dominio de la funcion exponencial es R.

Demostracion
Veremos que la sucesion (sn =(1+ %)n> es creciente a partir de no = [|—x|] + 1 y acotada superiormente. En

virtud del Teorema de las Sucesiones Monétonas, la sucesiéon (1 + %)” converge asup{sSp : n > ng}.
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Definicion.
La sucesion (sy) es creciente.

(sn) es creciente
La demostracién hace uso de las siguientes afirmaciones que son faciles de verificar.
(I+27) (n+1+x)_(n+x)(n+1)—x_17 X )
(1+%)  (n+x) (n+1) (n+x) (n+1) (n+1)(n+x)
/ 1 1
X n
= ik — < <1, paran+x >0 2
(n+1)(n+x) n+1< n+x> n+1 » P - @
Para probar que (s,) es creciente a partir de no = [|—x|] + 1 veremos que Sg—“ > 1, paran > no.

S . .
Al reemplazar los valores de sn.1 y de s, en =¢** y aplicar (1) se obtiene.

Sh+1 (1 + n%l)mrl

s (L) ‘(1‘(n+1>x<n+x)>n+l(nzx)'

Aplicando la desigualdad de Bernoulli (I) para h = — 7, que segun (2) es > —1, se obtiene

X
(n+1)(n+x

Sni1 > (1_ X )(n+x> _q
Sh n—+ X n
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Definicion.
La sucesion (s,) es acotada superiormente.

(sn) es acotada superiormente
Como ya hemos dicho, basta con probar que existen M y ny € N tal que para todo n > ng

sy, < M.

Dado x € R seak € N tal que |¥| < 1. Entonces, paratodon € N |X| < %, es decir, X € (—1, ). Aplicando la
desigualdad de Bernoulli (Ill) para u = ;- tenemos que

(”%)nﬁ 11n|2‘n a (kkx)'

Ya vimos que la sucesion es creciente a partir de no = [|—x|] + 1. Entonces, para n > ng, Sy < Skn.

k .
Tomando M = (%) concluimos que para n > no

k
1 kn k k
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Definicion.
Producto de exponenciales

Proposiciéon
Para todo x,y € R,
exp (x) -exp(y) =exp(x +y).

Demostracion
Como 1+ XY = MR g 4 X — DXy ] 4 ¥ — MY gp tiene que

L+E0" /a4 x+y)\" B Xy ”_}
(1+§)”(1+¥)”_<(n+x)(n+y)) _<1 (n+x)(n+y)> .

La igualdad se obtiene mediante manipulaciones algebraicas y la convergencia que ya fue analizada la
semana anterior. En el lado izquierdo podemos aplicar algebra de limites para concluir que

exp(x+y)
exp (x)exp(y)
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Definicion.
Acotamiento y Ceros

Proposiciéon
Para todo x € R,
exp (x) > 0.
En consecuencia la funcién exponencial es acotada inferiormente y no tiene ceros. Ademas,
m (Vx € R) exp(—x) =

1
P

m (Vx,y €R) exp(x —y) = 553,

Demostracion
Sabemos que para todo x € R, exp (x) = (exp (g))2 > 0. Siexp(a) = 0, para algiin a € R, entonces se
obtiene la siguiente contradiccién:

1=exp(0) =exp(a)exp(—a)=0.

m La igualdad exp (x) exp (—x) = exp (0) = 1 implica (exp (x)) ' = exp (—x).
m Laigualdad previa permite usar el producto de exponenciales convenientemente para obtener la
conclusion:

exp(x —y) = exp(x)exp(-y) = zzg 8;
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Definicion.
Desigualdad Fundamental

Proposiciéon
La funcién exponencial satisface lo siguiente.

Para todo x € R,
exp(x) > 1+x.
Para todo x < 1,
1

< :
exp (x) < T x

Demostracion
La sucesion (sy) es creciente a partir de no > |—x| y converge a exp (x). Entonces

exp (x) > (1+ X>n0.

No

Ademas, nio > —1. Entonces

X\ X
exp(x)2(1+) >14+np—=1+x.
No No
Como exp (X) = 55—, Parax < 1 se tiene que:
1 1
exp (x) = <

exp(—x) ~ 1—x’
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Definicién.
Propiedades

Proposiciéon
Sea (a,) — a. Entonces
limexp (a,) = exp(a).

Demostracion

Primero consideremos el caso a = 0. Usando las desigualdades fundamentales se obtiene el siguiente
acotamiento:

1+a, <expl(a, < .
+an < |0(n)_1_an

Por algebra de limites los extremos convergen a 1. Por el Teorema del Sandwich limexp (a,) = 1 = exp (0).
Para a # 0, la multiplicacién de exponenciales y lo ya visto, aplicado a (a, — a), implican:

limexp (a,) = lim(exp (a, — a)exp (a)) = limexp (a, — a)limexp (a) = exp(a).

Ejemplos
De lo anterior concluimos, en especial, que para todo x € R

limexp (%) =1.
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Definicién.
Propiedades

Proposiciéon

Sea (a,) — 0, a, # 0, ¥n € N. Entonces

exp (a,) — 1
an

lim =1.

Demostracion
Con las desigualdades fundamentales se obtiene el siguiente acotamiento:
1 an

an=1+a,—1<exp(a,) —1< —1= }
" + " - p( n) _1_an 1_an

Para a, > 0 se obtiene

Para a, < 0 se obtiene

Entonces, para a, # 0 se obtiene

1 Sexp(an)—l§ 1 '
1+’an’ an 1_‘an’

Por &lgebra de limites los extremos convergen a 1. Por el Teorema del Sandwich lim &2t — 1,
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Definicion.
Crecimiento e Inyectividad

Funciones Exponencial y Logaritmo.

Proposiciéon
Para todo x,y € R,
X<y =exp(x)<exp(y).

En consecuencia la funcién exponencial es estrictamente creciente.

Demostracion

Usando el producto de exponenciales y la desigualdad exp (y — x) > 1 +y — X, se obtiene:

exp (y) = exp(x)exp(y —x) = exp(x)(1+y —x) >exp(x).

Consecuencias

m La funcidén exponencial es inyectiva.

m Paratodo x > 0,
exp(x) > exp(0) = 1.

m Paratodo x < 0,
exp(x) < exp(0) = 1.
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Defl nlClén . Funciones Exponencial y Logaritmo.
Funcion exponencial y exponentes

Propiedad
Paratodo x € Rytodon € N, exp (nx) = (exp (x))" y sin >0, exp (%) = {/exp (x).

Demostracion

El producto de exponenciales permite probar

m Paratodo n € N, se tiene que exp (nx) = exp (X + --- +x) = (exp (x))"

= (exp (n-%))" = ((exp (£))")" =exp (%)

Sl
=

m Paratodon € N, n > 0, se tiene que (exp (X))

Consecuencias
m Paratodo x < 0, exp (x) < 1. Entonces,

lim exp (nx) = lim (exp (x))" = 0.
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Definicion.
Biyectividad

Proposiciéon
La funcién exp : R — (0, o) es sobreyectiva.

Demostracion

Paray > 0 sean
A={xeR:exp(x) <y} ys=supA.

(1) A es no vacio: como limexp (—n) = 0, sabemos que existe n tal que exp (—n) < y. Entonces, —n € A.

(2) A tiene cota superior: como limexp (—n) = 0, sabemos que existe m tal que exp (—m) < )% Six >m
entonces exp (x) > exp (m) >y, es decir, x ¢ A. Por lo tanto, m es cota superior de A.

De (1) y (2) concluimos que A tiene supremo s.

Veamos ahora que exp (s) =Y.

SeaneN,n>0.

s+ £ no pertenece a A ya que es mayor que s. Con esto exp (s + 1) > y.

S — % no es cota superior de A ya que es menor que s. Con esto existe x € Rcon s — % <xyexp(x)<y.
Por la monotonia de la funcién exponencial, exp (s — &) <.

Haciendo uso del producto de exponenciales se obtiene el siguiente acotamiento.

exp (s) exp (i) = exp (S - i) <y <exp <s + i) — exp (s)exp (i)

Sabemos que limexp () = limexp (—+) = 1. Aplicando el Teorema del Sandwich se concluye que
exp(s) =Y.
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FunC|én Logarltmo natu ral, Funciones Exponencial y Logaritmo.
Definicion de Logaritmo natural.

Definicion
La funcién exp : R — (0, c0) es inyectiva y sobreyectiva en consecuencia biyectiva. Su funcion inversa se
llama funcién logaritmo natural o de Nepper.

In:(0,0) — R
X —In(x) = exp~1(x).

Observaciones
m Para todo x € (0, c0), exp(In(x)) = X.
Para todo x € R, In(exp (x)) = x. En particular, In(e) =1y In(1) = 0.
La funcién In es estrictamente creciente pues es la inversa de una funcion estrictamente creciente.
El Unico cero de la funcion In es 1.
In no es acotada ni superior ni inferiormente: In (0, c0) = R.
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Funcién Logaritmo natural.
Suma y diferencia de logaritmos

Funciones Exponencial y Logaritmo.

Proposiciéon
vx,y € (0, 0),

In(x) +In(y) =In(xy) yIn(x) —In(y) =In (3) :

Demostracion
Seanu =In(x)yv =In(y). Al aplicar el producto de exponenciales:

In(x)+In(y) =u+v =In(exp(u+v))=In(exp(u)exp(v)) =In(xy).

Del mismo modo

In(x) —In(y)=u—v =In(exp(u—v))=In (2258;) =In (?—/) :

Observacion
Se obtiene que
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FunC|én Logarltmo natu ral, Funciones Exponencial y Logaritmo.
Desigualdad Fundamental

Proposiciéon
La funcién logaritmo natural satisface las siguientes desigualdades.
Para todo x € (0, c0),

In(x) <x -1
) 1
1—;<In(x)

Demostracion

La primera es directa al tomar x = exp (u) y aplicar la desigualdad 1 + u < exp (u).
La segunda se obtiene de la primera al evaluar In (%) < & — 1y recordar que In (5) = — In(x).
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FunC|én Logarltmo natu ral, Funciones Exponencial y Logaritmo.
Propiedades

Proposiciéon
Sea (a,) — a > 0 entonces
limin(a,) =In(a).

Demostracion
Primero consideremos el caso a = 1. Usando las desigualdades fundamentales se obtiene el siguiente
acotamiento:

1—igln(an)§an—l.

n

Por algebra de limites los extremos convergen a 0. Por el Teorema del Sandwich limIn(a,) = 0 = In(1).
Para a # 1 se aplica la suma de logaritmos y lo ya visto a la sucesion (‘%;) y se obtiene

limin(a,) = limin (% . a) = lim <In <%> +1In (a)) =In(a).

Ejemplos
Para todo x € R, y
limIn <l+ ﬁ) =0.

limIn (n%> =0
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FunC|én Logarltmo natu ral, Funciones Exponencial y Logaritmo.
Propiedades

Proposiciéon

Sea (a,) — 0, a, # 0, n € N. Entonces

In (1 ¢ an)
an

lim

Demostracion
Usando las desigualdades fundamentales se obtiene el siguiente acotamiento:

an
1+a, 1+ a,

<In(l+a,)<l+a,—1=a,.

Para a, > 0 se obtiene
1 - In(1+ an)

1+a, — an

<1.

Para a, < O se obtiene
1< In (l —+ an) < 1

- an ~1+a,

Entonces, para a, # 0 se obtiene
1 < In (1 == an) < 1

Por algebra de limites los extremos convergen a 1. Por el Teorema del Sandwich lim % =1.
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FunC|én Logarltmo natu ral, Funciones Exponencial y Logaritmo.
Definicion de exponente irracional.

Definicion
Sean a € (0,00) y @ € R. Se define

a® =exp(alna).

Consistencia

Como exp (nin(a)) = (exp (In(a)))" = a" y exp (@) — (exp (In(a)))
significado que habiamos asignado anteriormente a a*, cuando o = +n o o = i%, neN,n>0.

1
n

1 o o _op .
= an, la definicién extiende a R el

Observacion

Las siguientes propiedades son consecuencia directa de la definicion de a®.
Va € (0,00) y Va € R, In(a*) = aIn(a).
Paratodo o, 3 € R, a*** = a®a”,
Paratodo a € R, (a®) " =a .
B Paratodo o, x € R, (exp(x))* = exp(ax), en particular exp (o) = e“.
Para todo o, § € R, (a%)” = a*”.

Ejemplo
lim '”f}”) — limIn (n%) —0
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FunC|én Logarltmo natu ral, Funciones Exponencial y Logaritmo.
Funcion a*

Definicion
Para a > 0 se define la funcion a* por la férmula

a*=exp(xin(a)).

Propiedades
Su dominio es R.
Paraa > 0ya+# 1, lafuncién a* es estrictamente monotona, en particular es inyectiva.

m Paraac (0,1),In(a) < 0. Entonces la funcion a* es estrictamente decreciente.
m Paraa > 1,In(a) > 0. Entonces la funcién a* es estrictamente creciente.

La funcién a* : R — (0, ) es biyectiva: para todo y € (0, 0), X = 'I:gi satisface que a* = v.
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FunC|én Logarltmo natu ral, Funciones Exponencial y Logaritmo.
Logaritmos con base a > 0, a # 1.

Definicion
Seaa € (0,x), a # 1. Se define la funcion logaritmo en base a por:
_In(x)
log, X = (@)

Observacion

La funcion log, es estrictamente creciente si a > 1.
La funcion log, es estrictamente decreciente sia € (0,1).
La funcion log, es la inversa de la funcion a*.

Observacion

Para cualquier (x,) — x > 0 se tiene que

In(x,)  In(x)
—

In(a) In(a)

10g (n) = — log, (x).
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FunC|én Logarltmo natu ral, Funciones Exponencial y Logaritmo.
Logaritmos con base a > 0, a # 1.

Propiedades
m (Suma de Logaritmos) Para todo x,y,a € (0,00) y a # 1 se cumple que log, x + log, y = log,(xy).
m (Cambio de base) Para todo x,a,b € (0,00) y a,b # 1 se cumple que log, x =

log, x
log, b*

Demostracion
En el primer caso es suficiente con recordar la definicion de log, y usar la suma de logaritmos naturales:

—~~
<
~—

09, () = o5 = 2+ ] = log, () + log, ).

En el segundo caso, usamos que:

In(x) 1 log,(x)
In(a) n®) " log, (b)’

In(a)

—~|—
O X
~— |~

In
Iogb (X) - |n
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Funciones Exponencial y Logaritmo.

Funcién Logaritmo natural.
Resumen

Definicion
Sean (a,) y (b,) dos sucesiones. Decimos que (a,) es significativamente menor que (b,), y lo denotamos por
(an) € 0(by) 0@, =0(by), si

-
lim.— = 0.
im b,

Observacion
Note que una sucesion (a,) es nula siy solo sia, = 0 (1).

Resumen
Usando la notacion o (-), podemos resumir lo que sabemos de las sucesiones mas comunes.

) =0 (In” (n)), a < 8. En particular, In* (n) = o0 (1), a < 0.

m In® (n
u (): (n?), paratodo a € Ry 3 > 0.

m n® =o (n’), para o < §. En particular, n® = 0 (1), o < 0.
| :o(a”),paratodanRya>1.

ma"=o0(b"), paratodo 0 < a < b.

ma :o(nl),paratodoaeR.

mnl=o(n").
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