Tautologias.

Sean p,q,r proposiciones. Representaremos por F a cualquier proposiciéon cuyo valor de verdad es Falso y por V
a cualquier proposicién cuyo valor de verdad es Verdadero. Las siguientes proposiciones compuestas son siempre
verdaderas o tautologias (las demostraciones que no aparecen quedan de ejercicio).

Ya) papeF
b) (pVvE) &V
2. a) pAVep
b) pANF & F
c) pVV &V
d) pvF<p

3. Leyes de Negacion (De Morgan):
a) (pAq) = (VY
b) (pVa) & (PAT)

Dem: Anélisis via tabla de verdad:
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La ultima columna es siempre verdadera luego hemos probado que (pV¢q) < (p A q) es verdadera independien-
temente de p y gq. O
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4. Doble negacién. p < p:

Dem: Anélisis via tabla de verdad:
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luego p y P tienen siempre igual valor de verdad. O

5. Conmutatividad:
a) pAGESqAD
b) pVgeqVp



La utilidad de las expresiones anterior es que cada vez que encontramos ((proposicién 1) V (proposicion 2)) o
bien ((proposiciéon 1) A (proposicién 2)), si es util, podemos cambiar el orden sin alterar el valor de verdad de la
proposicién resultante.

Dem: Analizamos las tablas de verdad:

plallpVvalavp| Ve < (gVp) plallprglanp| (pAqg) & (gAD)
ViV \% \% \% ViV \% 1% \%
VI F \%4 \%4 \%4 VIF F F \%
FlV \%4 \%4 \%4 F|V F F 1%
F | F F F 14 F | F F F 14
Las ultimas columnas dicen que el resultado es cierto. [l

6. Asociatividad:
a) (pvVq@VrepVi(gVr)

b) A AT pA(gAT)
La utilidad de la asociatividad es que podemos decidir donde ponemos los paréntesis en una proposicién com-
puesta.

Dem: Analizamos la tabla de verdad para (a):

plalr|lpva|lveVvr|gvr|pVigvr) | pVeVrepVigvr)
VIV |V \%4 \%4 1% 1% \%4
VIV |F 1% \%4 1% 1% 1%
VI IF |V \%4 \%4 1% 1% \%4
V|F|F 1% 1% F 1% \%4
F|l|V |V \%4 \%4 1% 1% \%4
F|V|F 1% 1% 1% \% \%
F|F |V a 14 \%4 1% \%4
F|F|F F F F F \%4
O
7. Distributividad:
(a) pA(gVvr) e ((pAgVPAT)) 5 (@Vr)Ape ((gAp)V(rAp))
(b) pVgAr)=((pvaAlpVvr) 5 (@Ar)Vpe((gVp) A(rVp))
Dem: Analizamos la tabla de verdad de sélo una de las cuatro equivalencias, las otras quedan de ejercicio:
p|q|r|(q/\r)|p\/(q/\r)|p\/q|p\/r|(p\/q)/\(p\/r)|c015<:>c018
VIV |V \%4 1% \%4 1% 1% \%4
VIV |F F \%4 \%4 \%4 1% \%4
VI F|V F 1% \%4 1% 1% \%4
V| |F|F F 1% \%4 1% 1% \%4
F|V |V 1% 1% \%4 1% 1% \%4
F|V|F F F 1% F F Vv
F|F |V F F F \% F \%4
F|F | F F F F F F Vv
O
8. Idempotencias:
a) pAp<Dp.
b) pVp<&p.

9. (p=q9 = {@VY.

10. (peqg) < ((p=q9 AN(g=Dp)).



11. Reflexividades:
a) p=p.
b) pep

12. Simetria de la equivalencia:(p < q) & (¢ < p).
13. Transitividad de la equivalencia: ((p < q) A (¢ 1)) = (p & 7).
14. Transitividad del implica: [(p = ¢) A (g = 7)] = (p = 7).

15. Ley de la Contrareciproca: (p = q) < (¢ = D).

Dem: Probemos esta tautologia usando las propiedades antes demostradas. Se tiene que:

=9 < @V (9)
< (¢VD) (Conmutatividad de V)
< (qvDp) (Doble negacion)
& (@=Dp) 9)

Propiedades del algebra de conjuntos.

Propiedades: Sean A, B, C conjuntos. Las siguientes proposiciones son verdaderas.

1. Para cualquier conjunto A, A C A (propiedad refleja).

2. Sean Ay B conjuntos. Se tiene que
A=B& (ACB)A(BCA).

(propiedad antisimétrica).
3. Para conjuntos A, B, C cualquiera, (A C B) A (B C C) = (A C C) (propiedad transitiva).

4. Para cualquier conjunto A, (§ C A.

Dem:

1. Tenemos que probar que (V) ((z € A) = (x € A)) es verdadero. Luego podemos fijar un elemento z cualquiera
y probar que (z € A) = (x € A) es V. Usando las tautologias se tiene que

(zeAd=zecd)s (zeAVvaecd) sV,
de lo que se deduce el resultado.

2. Sea x un elemento cualquiera. Asi x € A y € B son proposiciones. Sabemos de las tautologias estudiadas en el
capitulo anterior que:
reAesreBle[(reA=2eB)AN(reB=z¢cA).

Luego si A = B es verdadero se tiene que para cualquier elemento x la proposicién

[z € A< x € B]esverdadera, y en consecuencia, usando la equivalencia anterior, son verdaderas [z € A = x € B
y [x € B = z € A]. Esto quiere decir que (Vz) (t e A=z € B)esVy (V) (x € B=x € A) es V. Esto prueba
que (A C B) A (B C A) es verdadero. Hemos probado A = B = (A C B)A (B C A).

La implicacion reciproca, es decir que si (A C B)A(B C A) es verdadero entonces A = B también lo es, se prueba
de manera aniloga.

Luego, como las implicaciones en ambos sentidos son ciertas, concluimos la equivalencia.



Suponemos la hipotesis (A C B) A (B C C) cierta. Como debemos probar que A C C, tomamos un elemento
cualquiera z fijo. Llamamos p < x € A, g x € By r < x € C. Por hipétesis todo elemento de A también lo es
de B,y todo elemento de B también lo es de C, en particular x € A = x € By x € B = x € C son ciertas. Pero
la transitividad de = asegura que [(p = q) A (¢ = 7)] = (p = r) (ver lista de tautologias). Asi, para cualquier
x,x € A=z € C es cierta, de donde A C C es cierta.

Dado que z € 0 es siempre falsa entonces z € ) = = € A es siempre verdadera, es decir, (Vz) x € ) = x € A es
verdadera. O

Propiedades. Sean A, B, C subconjuntos de U, nuestro conjunto de referencia o universo. Entonces,

10.
11.
12.
13.
14.

© ® N e o e W

AUA=A4; ANA=A.

AU =A; AnD=0.

AuU=U; AnU = A.

Conmutatividades: AUB=BUA; ANB=BnNA.

Asociatividades: (AUB)UC =AU (BUC); (ANB)NC =ANn(BNCQO).
Distributividades: AN (BUC) = (ANB)U(ANC); AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
A\ B=AnN B“.

Leyes de complemento de De Morgan: (AU B)° = A°N B¢ (AN B)¢ = A° U B°.
AUAS=U; AN A = 0.

Doble complemento: (A€)¢ = A.

ACB& B¢ C A

ANBCACAUB; ANBCBCAUB.

ACB& AUB=B;ACB& ANB=A; ACB& A\B=0.
AAB=(AUB)\ (AN B).

Dem: Las demostraciones que no demos quedan de ejercicio.

a) AUA = A: Hay que probar que (Vz) z € (AU A) & = € A, luego basta probar para cada elemento fijo =
que la proposicién = € (AU A) & x € A. Sea  un elemento fijo. Se tiene por definiciéon que z € (AU A) &
(x € A)V (z € A). Ademas de la tautologia p V p < p deducimos que (x € A)V (z € A) & (x € A). De la
transitividad de la equivalencia se concluye que « € (AU A) & (x € A), lo que demuestra la propiedad.

b) AN A= A: Hay que probar (Vz) z € AN A < z € A, luego basta probar para cada elemento fijo « que la
proposicion z € (AN A) & = € A es verdadera. En efecto, 2 € (ANA) & (z€ A A(zeA) & (xeA),
donde hemos usado la transitividad de la equivalencia y la tautologia p A p < p.

a) AUQ = A: Hay que probar que para cada elemento = es cierto x € (AUD) & x € A. En efecto, v €
(AUD) = (zeAV(zel) < (e A VF)s e A

b) AN® = 0: Hay que probar que para cada elemento z es cierto z € (AN Q) < x € (). En efecto, z € (AN Q) &
(xeA)AN(zel) e (e ANF S Faaxel.

AU B = BU A: Hay que probar que para cada elemento fijo = se tiene
x€(AUB)<xz e (BUA).

En efecto:
r€(AUB)e (z€A)V(zeB)& (xeB)V(reA) s xe(BUA),

donde hemos usado la propiedad (pV ¢) < (¢ V p).



10.

(AUB)UC = AU (BUC): Hay que probar que para cada elemento z se tiene z € (AUB)UC) < z €
(AU (BUC)). En efecto, de la definicién de unién tenemos

€E((AUB)UC) s 2z (AUB)VzeC & (xre AVeeB)VzeC.

Luego, usando la asociatividad del conectivo V deducimos

€e((AuB)UC) & ze€AV(xeBvzel)
& zeAvze(BUCQO)
< xzeAU(BUQO),

lo que prueba el resultado.

A\ B = AN B¢ Hay que probar que para cada elemento x se tiene = € (A\ B) & x € (AN B°). En efecto,

e(A\B)e(rzecAN(x¢B)eo(xeA)AN(zeB)s e (ANB°).

(AU B)® = A°N B°: Hay que probar que para cada elemento z se tiene x € (AU B)® < x € (A°N B°). En
efecto:

r€A°NB® & zxze€A°ANzeB° (def. N)
< w€ANz€EB (def. ()°)
& xze€eAvVzeB (De Morgan)
& € (AUB) (def. L)
& z€(AUB)S (def. ()°).

AU A® =U: En efecto, para cada elemento z se tiene v € (AUA®) @z e AVee A recAVvredeV s
x € U. (El estudiante debe justificar cada paso con las definiciones, tautologias y propiedades usadas).

(A°)° = A: Sea z un elemento fijo. Se tiene que z € (A°)° & z € A° & v € A & x € A, donde hemos usado la
definicién de complemento y tautologia de doble negacién: p < p.

A C B & B¢ C A¢: Para (=) asumimos que A C B es verdadero, entonces nuestra hipdtesis es que para todo
x fijo, x € A = x € B es verdadero. Debemos probar que para cada zx fijo, x € B¢ = z € A° es verdadero. En
efecto, se tiene que

(reB°=2eA) s (reB=rcA) & (xecA=aeB),

luego z € B® = x € A° tiene el mismo valor de verdad que z € A = x € B que es verdadero. Observemos que en
la secuencia de equivalencias anterior usamos la ley de la contrareciproca: (p = ¢) < (¢ = D). Notemos ademés
que el trabajo hecho entrega la equivalencia completa, no solo la implicacion (=).

a) AC B <& AUB = B: Para (=) asumimos que A C B es verdadero, luego para cada z fijo se tiene que
x € A = x € B es verdadero. Necesitamos probar que para cada z fijo (t € AVz € B) & x € B es
verdadera. Hagamos esta demostracién analizando los valores de verdad:

msiz € BesV,entoncesx € BVre Aes V.
= siz € Bes F, entonces « € A debe ser falso por la hipétesis, de lo que se deduce que (z € AV x € B)
es falsa.

Concluimos que (x € AV z € B) & = € B es verdadera.
Para (<), usamos la propiedad A C AU B y la hipotesis AUB=B: AC AUB=B.

b)) AC B & A\ B = (): (<) Suponiendo como hipétesis A\ B = (), debemos concluir que A C B. Pero la
hipotesis dice que para cualquier elemento x, z € (A \ B) < z € 0, lo que equivale a decir que x € AAx ¢ B

es siempre falso, o equivalentemente, su negacién: r € ANz ¢ B < (:c cAva ¢ B) & (z€eAVvereB) s

(x € A= x € B) es siempre verdadera (se usaron algunas tautologias clasicas como las leyes de De Morgan,
la doble negacion, (pV q) < (p = q), ademaés de la definicién de ¢; el estudiante deberia asegurarse que sabe
exactamente en qué lugares esto se hizo). Asi, la hip6tesis EQUIVALE a (Vz) z € A = = € B, es decir A C B.
Notar que no solo hemos probado (<), si no que hemos hecho algo mucho mejor, nos hemos mantenido con
equivalencias y en realidad hemos probado el < completo.



11. AAB es el conjunto que contiene los elementos de A que no estian en B y los elementos de B que no estan en A.

Es decir, (AAB) =

(A\B)U

(B\ A). Aca queremos probar que AAB =

(AUB)\ (AN B): Vamos a trabajar

algebraicamente usando algunas de las propiedades antes demostradas:

AAB

(
(
(
(
(
(
(

A\ B)U(B\ 4)
AN B)U (BN A9
(AUB)N(AUA®))N((B°UB)N
(AUB)NU)N (UN(B°UA9))
AUB)N(B°U A°)
AUB)N(ANB)©
AUB)\ (AN B)

(B°U A°))

(
(
(dlstrlb de U c/r N)

(prop. 9, conmut. de U)
(prop. 3, conmut. de N)
(De Morgan, conmut. de N)
(

prop. 7)



