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Problemas de l6gica
1. Sean p, q y r proposiciones. Demostrar sin usar tablas de verdad que las siguientes proposiciones son
tautologias:
)p=pVyq
i) (peq) e @AYV (~pA~q)
iif{lpegr@gen}=p@er)
v){(pA ~ q) =~ p} = (p=q)
V)~ (peq) e (~vpeq)
vi{p A (p= @)} =¢q
2. Sean p, q proposiciones. Se define la proposicién ”"ni g ni p”, la que denotamos por p | g, por la
siguiente tabla de verdad:

pla|pilg
V| V] F
V|F F
F|V| F
F|F| V

i)Probar que ~ p < (p I p) y que (pV q) &~ (p I q).
ii) Expresar las proposiciones p = ¢ y p A ¢ usando sélo || y ~.
3. Sean r, s las siguientes proposiciones:

r: (Vo) (p(z) = q)
s ((Vo)p(r)) = q

i)Niegue ambas proposiciones.

ii) De las implicancias (r = s), (s = r), indique cudl de ellas es una tautologia.
4. Sean p, q, r tres proposiciones tales que r es falsa p <~ ¢ es verdadera y ¢ = r es verdadera. Deducir
el valor de verdad de p.

5. Negar las siguientes proposiciones:

) (FzeR)(VyeR)x <y

(Ve R)(Vy e R)z >y

i)(FzeR)(MyeR)z >1Ay <1

6. a) Negar la siguiente proposicién : (Vz € Q)(Ve > 0)(Fy € Q%) < |z —y| < §
b)Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

i)(3n € N)(Vz € R)(Vm € N) n(z? — mz) <0.

ii) (Vo € A)(30 > 0) 22 > § donde A = {z € R/0 < x < 10}



Problemas sobre conjuntos
7. Pruebe que B = (AN B°) U (A°N B)

8. Recordando que se define el conjunto de las partes de A como P(A) = {X/X C A} pruebe las
siguientes propiedades de este conjunto:

a) AC B < P(A) C P(B)

b)P(AU B) O P(A) U P(B) , pruebe mediante un ejemplo que la otra inclusién es falsa.

¢)P(AN B) = P(4) N P(B)

d)ANB =0« P(A)NP(B)={0}
e)A=B < P(A) = P(B)

9. Se define la operacién diferencia simétrica entre conjuntos de la siguiente manera AAB = (A\ B) U
(B '\ A). Para esta operacién pruebe las siguientes propiedades.

a) (AAB)AC = AA(BAC) (asociatividad de A )

b)AAB =C < AANC =B

c)B=AAB & A\B=10

d)Sea C = (AU B)¢, pruebe que AABAC = AUBUC & ANB=10

10. Ahora probaremos propiedades de la resta entre conjuntos. Sean A, B y C' subconjuntos de un
conjunto universo U, pruebe que :

a.l) (A\B)U(A\C)=A\(BNC)

a.2) (A\B)N(A\C)=A\(BUCQC)

a.3) (A\C)U(B\C)=(AUB)\C

ad) (A\NC)N(B\C)=(AnB)\C

b)

b.1) {A\(B\A)}U{(B\A)\A}=AUB

b.2) (A\NC)\ (B\C) = (A\ B)\C

b.3) {(ANB)\ (ANC)} =(ANB)\ (A°UC)
c)(AUBUC)\(ANBNC)=(AAB)UJ(BAC)U(CAA)

11. a) Sea f : E — F una funcién y sean A, B subconjuntos de E. Pruebe que f(B) \ f(4) =
0= f(AUB) = f(4)

b) Sea f : E — F una funcién que satisface VA,B C F A ¢ B = f(A) # f(B). Probar que f es
inyectiva.

Indicacién. elija A, B adecuados
Problemas sobre induccién, sumas

12. Probar usando induccién las siguientes proposiciones:
a) La suma de los primeros n niimeros naturales es w
b)7"™ + 1 es divisible por 8, para todo n impar.

c) El tltimo digito del ntimero 22" 41 es 7.

d)n’®

n° — n es divisible por 5 para todo n natural.

13. La sucecién de Lucas (Anatole Lucas 1842-1891) es una sucesién de la forma: 2,1, 3, 4, 7, 11, 18, 29,



47 y esta definida por la siguiente regla inductiva: Lo =2, L1 =1, Ly = L1 + Lo, Lyyo2 = Lyt1 + Ly
Sean ahora a, b, ¢, r, s, t nimeros naturales fijos, pruebe que 7L+ = SLyyp +tLp1c, Y > 0 asumiendo
que es verdadera para n = 0,1

14. a) La sucesién a, se define por la siguiente relacién de recurrencia a,4+1 = 3a, — 2a5,-1, a1 = 0,
as = 1. Pruebe que a, =2""1 —1, ¥n € N.

b)Demuestre que la siguiente desigualdad de Bernoulli (Jacques Bernoulli, 1654-1705). (14+a)™ > 1+ na
es valida Vn € N, Va > —1.

¢) Pruebe la siguiente férmula: > ;'_; 2% =1-27"

15. a) Hallar una expresién general para la suma S, =1-114+2-21+3-3l4+....4n - nl

b)Probar que cualquier cantidad entera de pesos mayor que siete puede pagarse con monedas (si es que
existiesen) de 3 y 5 pesos.

16. Calcular las sumatorias siguientes.

- 1
a)z log(1 + %), donde n < m.

FO
b) kz m, donde n > 1.
=1

Problemas sobre Axioma del supremo y funciones

17. Sea f(x) = 2 — }il‘t; .Bosqueje el grafo de f . Para ello calcule el dominio, recorrido, signos,

paridad y crecimiento de la funcion.

18. Sea f : R — R no idénticamente nula (esto significa que Jzg € R con f(xg) # 0 ) que cumple

que : (1) f(z+y) = f(z) + f(y), (2) flzy) = f(2)f(y).
i)Pruebe que f(0) =0, f(1) =1
ii)Calcule f(z) paraz e N,z € Z, x € Q

Indicacién. pruebe por induccién que f(n) = n ¥n € N concluya para Z, y Q

iii) Probar que > 0 = f(x) > 0 y deducir que f es creciente.

Indicacién. use que z = /z\/T

iv)Probar que f(z) =sup{f(r) : r <z,r € Q} y concluir que f(z) =z Vz € R.

19. Sea f: R\ {—1,1} definida por f(z) = ‘iﬁ_ll

a) Pruebe que f no es inyectiva.

b)Calcule f~1([-1,1])

c)Sea g : [0,1[— R definida por g(z) = f(z). Demuestre que g es inyectiva.
d) Restrinja el recorrido de g para obtener una funcién biyectiva.

20. Considere

f(X):{a:—Qn z € 2n,2n+1,n €N

Mm+2—z z€2n+1,2n+2[,neN

i) Verifique que f es funcién.

ii)Encuentre el mayor conjunto A C R donde la férmula g(x) = @ es una funcién.

iii)Demuestre que ¥n € N la funcién hy :]2n + 1, 2n + 2[— R definida por hy(z) = g(x) es estrictamente
decreciente y que la funcién hs :]2n,2n 4+ 1[— R definida por ho(x) = g(z) es estrictamente creciente.

iv)Grafique g : A — R



v) Pruebe que Vn € N la funcién F : [2n + 1, 2n + 2[—]0, ﬁ] definida por F(x) = g(z) es biyectiva y
encuentre su inversa.

21. Sean g : R — R, f : R — R funciones. Determine explicitamete f y g sabiendo que g o f(z) =
_ =2

3z+2 -1
922+ 12545 Y due [ (=

3
22. Dada la férmula /1 — H—Lx

a)Determinar el mayor conjunto A C R tal que la férmula sea una funcién f: A — R

b)Encontrar los ceros de f.

¢)Determinar paridad y periodicidad de f

d)Determinar si f es inyectiva y sobreyectiva.

e)Determinar crecimiento y decrecimiento de f.

f)Bosqueje el grafo de f.

23. i)Demuestre que si a, b € R se tiene que a < b+ % VneN=a<b

ii)Sea AZ(OP CRy f:A— R una funcién acotada inferiormente con [ = inf {f(z)/z € A}. Considere
la famila de conjuntos A, = {z € R/f(z) <1+ 2} n € N. Demuestre que (), oy An = f 1 ({1})

24. a) Seaa € R,a #1y A={z € R/z >0 25 > 1} Encontrar (si existen) el infimo, el
supremo, el minimo y el maximo de A.
b) Pruebe que inf{ﬁ/n e N} =0.

25. Sea A # () y acotado superiormente.

a)Pruebe que si A satisface Vo € A Jy € A tal que x < y entonces A tiene supremo pero no maximo.

b) Pruebe que si A satisface Jy € A tal que Vo € A 2 < y entonces A tiene maximo.

¢) Encuentre un conjunto A que cumpla cada una de las proposiciones anteriores, obviamente separada-
mente.

26. Para los siguientes conjuntos de numeros reales indique, si existen, el conjunto de cotas, supre-
mos e infimos, maximos y minimos.

: 1

DA ={(=1)"+ 3 /n e N\ {0}}

ii)B={reQ/l <2?<2}



