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Consideremos un trozo de acuifero de pequefias dimensiones

localizado en la zona saturada del suelo:
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Consideremos el balance masico sobre un elemento de suelo:
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Consideremos el balance masico sobre un elemento de suelo:




Consideremos el balance masico sobre un elemento de suelo:
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Consideremos un volumen de control rectangular con
dimensiones Ax, A4y y Az, mientras que su centro de masa P se
encuentra ubicado en las coordenadas (X,y,z).

: Flujo por unidad de area y tiempo |v, =-K,-
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Supongamos que el vector J representa el flujo de masa (masa por
unidad de area y tiempo) de agua con densidad p en el punto
P(xy,2):

J=p-V

donde es el vector de descarga especifica o velocidad de Darcy.

El flujo neto de masa en la direccion x, G,, se puede escribir como:

ze(JX

En forma similar, en las direcciones y y z podemaos escribir:
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El flujo neto de masa dentro del area de control, G+, esta dado por la
suma de las cantidades anteriores:

Gy =|J,, &, — JXX+Ax,y,Zj‘Ay’AZ+
2 2
+ — -AX-AZ +
Jy x,y—%,z Jy x,y+A2y,zj

+(sz,y,ZA22 — JZX.y,z+A22)'AX'Ay




La masa de fluido almacenada dentro del volumen de control esta
dada por la densidad del fluido, la porosidad del medio y las
caracteristicas geométricas de éste, i.e:

Dado que las dimensiones del volumen de control se mantienen fijas
en el tiempo, la tasa temporal de cambio de la masa almacenada
dentro de éste es:
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Una forma alternativa de expresar la tasa de variacion temporal de
la masa almacenada dentro del volumen de control puede ser
derivada a partir de la definicion del almacenamiento especifico, Sq.

— AVDRENADO

S, =
V, - Ah

En la expresion anterior AV r-yapo €S €l cambio en el volumen de
agua liberado por un volumen de acuifero V; cuando la carga
hidraulica cambia en un 4h. Esta expresion se puede escribir de la
siguiente manera:

AVDRENADO = Ss 'VT -Ah

De esta forma, el volumen de agua almacenado o drenado desde el
volumen de control Ax-4y-Az, ante una variacion promedio 4h del
nivel de energia es igual a:

AV prenano = Ss - AX-Ay - Az - Ah




Finalmente, si consideramos que la densidad del fluido no cambia en
este proceso, la tasa de cambio de la masa de agua es igual a:

oM oh
——=p-S - AX-AY-AZ-—
a7 i

(’l\tA:Ax-Ay-Az-st(p-n)




Considerando la conservacion de masa podemos igualar las
expresiones anteriores:

_oM
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para obtener:
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Si tomamos el limite de la ecuacion anterior cuando el tamafo del
volumen de control se reduce, es decir, 4 x—=0, 4 y—=0, y 4 z—>0
podemos recordar la definicion de una derivada parcial para escribir:

AX—0 AX OX




De esta manera, al reemplazar la definicion de una derivada parcial
en la ecuacion anterior se obtiene:

8. 81, & oh
— X 4 + z | = pSS e
ox oy oz ot

lo que puede ser escrito en forma reducida como:

on

—Vel :p.SS E

Si en la derivacion de la ecuacion anterior se hubiera utilizado el
término de porosidad y densidad el resultado anterior se habria
modificado como sigue:




Expresemos el lado izquierdo de la ecuacion anterior en términos de
cantidades o variables de importancia en aguas subterraneas.

~Vel=-Ve(p-v)=—pVev—veVp

En la mayoria de los problemas practicos, el segundo término en la
ecuacion anterior es despreciable con respecto a los otros términos
en la ecuacion basica de continuidad.

Por ejemplo, en una situacion que involucra un fluido incompresible
como el agua, la variacion de densidad del fluido es practicamente
nula. De esta manera se puede escribir:

oh oh oh
on —pVev=p.5. - N _Vey=5,. "
S at p d IO S at ¢ S 81:

—Vel=p-S

en la cual se ha dividido por la densidad del fluido ambos lados de la
ecuacion.




Utilizando la ley de Darcy podemos desarrollar la ecuacion anterior.
Si suponemos gue el medio poroso es heterogéneo y anisotropico, y
gue el sistema de coordenadas X, y, z esta alineado con las
direcciones principales de anisotropia:

VX:—KX.ah V :_K ih Vz:_Kz'ah
ox T gy oz

Substituyendo la ley de Darcy en la ecuacion basica de continuidad:

a(Kxéhj_Fa K ih +8(Kz.ahjzss.ah
OX ox) oy\ ' oy) oz 0z ot




Ecuacion de continuidad::

a(Kxéhj‘l‘a K @ +6(Kz.ahjzss.ah
OX ox) oyl Y oy) oz 0z ot

Si consideramos que el medio es homogéneo pero anisotropico, la
ecuacion anterior se puede escribir como sigue:

2 2 2
Kxa?+Kya?+ KZGI;:SS oh
OX oy 0z ot




Ecuacion de continuidad::

a(Kxéhj‘l‘a K @ +6(Kz.ahjzss.ah
OX ox) oyl Y oy) oz 0z ot

Si consideramos que el medio es heterogéneo pero isotropico, la
ecuacion anterior se puede escribir como sigue:

0 oh)y 0O oh) 0 oh oh
K e K e R :SS.i
OX ox ) oy oy ) oz 0z ot




Ecuacion de continuidad::

a(KXahj‘l‘a K @ +6(Kz.ahjzss.ah
OX ox) oyl Y oy) oz 0z ot

Si consideramos que el medio es homogéneo e isotropico, la
ecuacion anterior se puede escribir como sigue:

OX \_OX oy \ oy 0z \ 0z ot

o°h 0*h 0°h S, oh
2t 2t T
oX® oy® oz K ot
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Si consideramos un escurrimiento en régimen permanente o
estacionario, y que ademas el medio acuifero es homogéneo e
isotropico (K, = K, = K, = constante), podemos escribir la ecuacion
basica de continuidad:

(1 M)+ 2, P, 2, 2,
OX ox) oy\ ' oy) oz 0z ot

o°h  0°h  o°h
2t ot T
ox° oy® oz

como.

0

la que comunmente se conoce como la ecuaciéon de Laplace. En
forma reducida esta ecuacion se puede escribir como:

Vih=0

donde V? es el operador Laplaciano.




Considerando un elemento diferencial de forma cilindrica se puede
escribir la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas, las que
utiizan el sistema de coordenadas (r,0,z) en vez del sistema
cartesiano (x,y,z).

Utilizando este nuevo sistema de coordenadas la ecuacion de
Laplace se puede escribir de la siguiente forma:

6h 82h 1 06°h 8 h
+
roor ar r? 802 0z°

con las siguientes componentes del vector velocidad:

ar r o 82




Esta ecuacion representa el caso de un escurrimiento hacia un pozo
gue se encuentra bombeando un caudal Q desde él. Las lineas de
flujo son radiales y convergentes hacia el pozo. Las equipotenciales
son circulos concéntricos.
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Q=2-r-r-b




Utilizando coordenadas esféricas, en las cuales el sistema
cartesiano (Xx,y,z) se reemplaza por un sistema de coordenadas

(r,0,0).

En este caso se obtiene para la ecuacion de Laplace la siguiente
expresion:

1 o0(_, oh 1 0 oh 1 o°h
S e + : sen@- + ;=0
or) r°.-senfd 06 060) r°-sen“f oo

con las siguientes componentes del vector velocidad:

oh 1 oh 1 oh
or r o ’ r-sen(@) op




Punteras: En este caso se considera que el pozo capta unicamente
a través del fondo de éste y que el relleno acuifero es muy profundo.
El bombeo es suficientemente débil como para que no se note la
influencia de éste sobre la superficie de la napa.

~~~~~ Water table ~-{ t-—~~---—---~~--——~
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A) SOLUCION DIRECTA DE LA ECUACION DE LAPLACE
B) INTEGRACION DE ECUACIONES SIMPLIFICADAS

C) REDES DE FLUJO

D) MODELOS NUMERICOS

E) MODELOS ANALOGICOS




a) Solucion Directa de la Ecuacion de Laplace

En este tipo de métodos se busca una expresion analitica que
satisfaga la ecuacion de Laplace, asi como también las condiciones
de borde que describen el problema. La aplicacion de este tipo de
metodo se encuentra restringida a problemas de geometria muy
simple, pero que son de aplicacion directa en muchas situaciones
practicas.

b) Integracion de Ecuaciones Simplificadas

En este enfoque de solucion se plantea en forma simple relaciones
que permitan definir lineas de flujo y equipotenciales para el
problema especifico que se desea estudiar. Este tipo de enfoque
esta restringido a situaciones muy simples en las cuales se tenga
alguna idea del tipo de solucion o forma del escurrimiento a traves
del medio poroso permeable.




c) Redes de Flujo

Dado su caracteristica de flujo laminar e irrotacional, un sistema de
aguas subterraneas puede ser representado en tres dimensiones por
medio de un conjunto de superficies equipotenciales y un conjunto de
lineas de flujo ortogonales. En aquellos casos en que es posible
identificar una seccion bidimensional representativa del problema en
estudio el conjunto de equipotenciales y lineas de flujo constituye
una Red de Flujo.

d) Modelos Numeéricos

Ecuaciones diferenciales parciales gobiernan el flujo de agua
subterranea. Métodos de analisis numéricos para la resoluciéon de
estas ecuaciones se basan en el reemplazo de una ecuacion
diferencial por un sistema matricial equivalente el cual puede ser
resuelto mediante operaciones algebraicas mas simples.




e) Modelos Analdgicos

Estos métodos estudian el flujo de agua subterranea mediante
analogias con otros fenbmenos naturales que han sido previamente
estudiados. De este modo, la conduccion de energia eléctrica a
traves de conductores o de calor a través de una superficie soélida
son dos fendmenos cuya representacion matematica es similar a la
del flujo del agua subterranea. De esta manera, mediante el estudio
de estos fenomenos es posible identificar analogias con el
comportamiento del agua en un medio poroso.
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La construccion de una Red de Flujo es una de las herramientas de
analisis mas poderosas que se ha utilizado historicamente en el area
de hidraulica de aguas subterraneas.

Dada su caracteristica de flujo laminar e irrotacional, un sistema de
aguas subterraneas puede ser representado en tres dimensiones por
medio de un conjunto de superficies equipotenciales y un conjunto
de lineas de flujo ortogonales.

En aquellos casos en que es posible identificar una seccion

bidimensional representativa del problema en estudio el conjunto de
equipotenciales y lineas de flujo constituye una Red de Flujo.
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Dos ejemplos de Redes
de Flujo se presentan
en la figura siguiente.

(a) un escurrimiento de
agua subterranea bajo
un muro de embalse
impermeable.

(b) un sistema acuifero
afectado por la
extraccion desde un
pozo de bombeo.

Nivel de Terreno

pe \ Grava

{a)

Fuente

———ton inrmn,

Longitudinal

(bj




(b)

Figure 5-36 A portion of a flow net.




Consideremos un tubo de corriente definido por dos lineas de
corriente 1-1 y 3-3 situadas en un mismo plano paralelo al plano de
movimiento, y las 2-2 y 4-4 situadas en un plano paralelo a la
distancia b (escurrimiento bidimensional).

Sean ademas las equipotenciales h,, h,, h,, situadas a distancias |, y
|, entre si. El agua entre estas cuatro lineas se comporta
esencialmente como si circulara por una caeria limitada por ellas.




Sean dos secciones de areas A, y A, en cuyas ubicaciones los
gradientes hidraulicos del escurrimiento son i, y i,. Por continuidad
de caudales se tiene, para un medio permeable uniforme:

Q=K-Ai, =K A,

donde los gradientes hidraulicos en los tramos 0-1 y 1-2 se pueden
escribir como:

con las areas de escurrimiento iguales a:

Aizai'b y Azzaz'b




Sean dos secciones de areas A, y A, en cuyas ubicaciones los
gradientes hidraulicos del escurrimiento son i, y i,. Por continuidad
de caudales se tiene, para un medio permeable uniforme:

Q:|(a1bhol_h1 :K.az.b.hll_h2

1 2

Si se opta por trazar las equipotenciales de tal manera que la pérdida
de carga entre dos consecutivas sea igual, la ecuacion de
continuidad permite escribir:




Lo anterior permite obtener:

a
&4 constante
Il |2

Esto significa que la relacion de los lados de los rectangulos de una
red de flujo, formados por la interseccion de lineas de corriente y
equipotenciales, es constante. De este modo, si un elemento de la
red de flujo es aproximadamente cuadrado, a;~ |;, todos los demas
también lo seran. Esto proporciona un metodo de gran utilidad para
la solucion de algunos problemas de escurrimientos en medios
permeables saturados.




Consideremos el ejemplo a continuacién, en el cual se observan tres
tubos de flujo y seis caidas de presion. En este caso supongamos
que ds=dm.

h h-dh
! |
| |
\\\\\\\\\\I\\\\\\\\\]{\\\\\\\\{\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ N
T
1l L—Llia
Aleds—B ! ¢! e
| M v T T
| 1 | l
h=100m | ldm | _T_—--r>ao h=40m
} Ly ' 1 ] ~
D \C : Hy 16
| | | —-1---—-J|—>- dQ

i | | ] 1
AN NENE NS NN RN NN N R R RN R NN NR A NN N AR N N R AR AN AN N NN NN N

Si la red se ha trazado con el objeto de determinar el monto de una
filtracion, una vez dibujada, se determina el valor “4h” dividiendo la
carga total disponible por el nimero de caidas de presion (Np).




El caudal conducido por cada tubo de flujo sera:

dq:K-AIh-aizK-Ah con Ahzlll_I _100-40
1

=10m

p

El caudal total queda dado por: Q=dg-N, (por unidad de ancho),
donde N, es el nimero de tubos de flujo en la red trazada.

N
=K-H-—t
Q N

p

Se observa que si el material es uniforme, la red es la misma
cualquiera que sea su permeabilidad, a condicion de que se
mantengan las condiciones de borde.

El trazado de la red resulta ser independiente de la permeabilidad del
terreno.




La figura muestra un clasico
ejemplo de una red de flujo
estudiada por Bennet y Meyer
(1952). Esta Red de Flujo es
para la formacion Patuxent,
donde la carga hidraulica indica
un escurrimiento que ocurre
bajo el nivel del mar. El gran
ndmero de zonas de bajo nivel
piezomeétrico es causado por un
excesivo bombeo. Las lineas
continuas describen curvas de
igual potencial piezométrico (en
este caso profundidad bajo el
nivel del mar), mientras que las
lineas segmentadas
corresponden a lineas de flujo.
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