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Matrices

Muchos problemas practicos se resuelven manejando los
datos asociados a los problemas con operaciones
matematicas. Al organizar los datos en forma adecuada como
bloques de numeros, es posible efectuar estas operaciones
con orden y eficiencia.

Considérese la forma de organizar los datos de produccién
mensual de un fabricante. La produccién de mayo se resume
en la tabla 1.

Modelo A | ModeloB | Modelo C | Modelo D
Panta | 320 280 460 280
Planta I 480 360 580 0
Planta IlI 540 420 200 880

320 280 460 280
480 360 580 O
540 420 200 880

Matriz que resume los datos de la tabla 1.

El algebra matricial permite 1) la expresiébn de un sistema
complejo de ecuaciones en forma sucinta y simplificada, 2)
proporciona un método abreviado para determinar si existe una
solucion, antes de tratar de obtenerla y 3) proporciona los
medios para resolver los sistemas de ecuaciones. Sin embargo,
el algebra matricial solo se puede aplicar a sistemas de
ecuaciones lineales. Puesto que muchas relaciones
econOmicas se pueden plantear aproximadamente mediante
ecuaciones lineales y otras se pueden transformar en
relaciones lineales, esta limitacion no representa en general
una dificultad grave.

Ejemplo 1. Para una compafia con varias tiendas distintas, que
venden varios productos diferentes, una matriz proporciona un
medio conciso para mantenerse al tanto de las existencias.

Lazos o
Tienda Esquis Palos sogas Trajes
1 i_ 120 110 90 ISU“
2 200 180 210 110
3 175 190 160 80 |
4 LMCI 170 180 14(}_1'

Al leer una fila de la matriz, la empresa puede determinar el nivel
de las existencias en cualquiera de sus tiendas.

Al leer una columna de la matriz, la empresa puede determinar las
existencias de cualquiera de sus lineas de productos.




Matrices: definiciones y notaciones basicas

Una matriz A con componentes en IR es un arreglo en filas
y columnas de elementos de IR .
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Al 207 81243/%
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Ay B son matrices con componentes en IR, el cuerpo de los
nameros reales. La matriz A tiene dos filas y tres columnas
mientras que la matriz B tiene tres filas y dos columnas.

Si una matriz tiene m filas y n columnas, se dice que ella
es de orden m x n (se lee m por n).

¢, Como denotar una matriz de orden m x n?

Se usan dos indices:

a1 Yl d1in

a doo ..., a
A= 21 22 2n

aml am2 ..... amn

lo que abreviadamente se expresa,

A=(ajj), 1=1,2,.....,m; j=1,2,....,n

El elemento aj; es el que se ubica en la i-ésima fila j-ésima
columna de la matriz A; se llama componente i jde la matriz A.

Si la matriz A tiene el mismo numero n de filas que de
columnas, se dice que ella es una matriz cuadrada de orden n.

Si A es una matriz de orden n, las componentes
ajj constituyen la diagonal de A; se anota:

diag(A) =(aiq, azp, ....... ,ann)

La suma de los elementos de la diagonal de una matriz
cuadrada de orden n se llama traza de A, es decir,

tr(A)=Zn:aii
i1

Una matriz cuadrada A=(aij) se dice matriz diagonal
sl aj;=0 cuando i= j. Porejemplo,

2 0 0
-1 0 . .
A=|0 -5 0| y B= [ 0 Oj son matrices diagonales.
0 0 1
Una matriz cuadrada AZ(aij) se llama triangular

superior si ajj= 0 parai>j, ysellama triangular inferior
si ajj= 0 parai<j. Porejemplo,

4 -1 5
C=|0 -6 0| y B:('ZS gj son matrices triangulares.
0 0 8




El conjunto de todas las matrices de m filas y n columnas
M an(IR)
por M (IR) ¥ sera cuando se trate de matrices cuadradas
de orden n.

con componentes en el cuerpo IR sera denotado

Dos matrices A = (aij) y B= (bij) son iguales si tienen el
mismo orden y ademas a;j =b Vij.

ijo

Si A=(a; j) es una matriz de orden m x n, la transpuesta de A,
denotada por Al . es la matriz de orden n x m que se obtiene al
intercambiar las filas por las columnas de A. En consecuencia,

Al = (aji)

Sea A=(ajj) matriz cuadrada. Se dice que A es una matriz
simétrica si Al=A y se dice que A es antisimétrica si
At:—A, donde -A es la matriz _Az(_aij),

6 -1 4
Por ejemplo, A=|-1 7 2| esuna matriz simétrica.
4 2 -3

Construya usted una matriz antisimétrica de orden 3.
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Operaciones con matrices

Se llama matriz nula (o matriz cero) de orden m x n a la matriz
de orden m x n que tiene todas sus componentes igualesa Q ¢ IR

La matriz nula se denotara por O,,,, 0 simplemente O.

Suma de matrices

Si A:(aij), B:(bij)Emen(lR)’ la suma de A y B esla
matriz A+B=(c,)eM,,(IR) »donde Cij=ajj+bij

mxn

Por ejemplo, si
-4 12 7 -9 3 3

A= 6 -5| y B=|-2 6| A+B=| 4 1
1 3 -8 -4 -7 -1

1

WD

Observe que para sumar matrices, ellas deben ser del mismo
orden. Se tienen las siguientes propiedades:

(A+B)+C = A+(B+C), VAB,CeM, (IR
A+B =B+A, VABeM_ (IR
Existe O, , matriz nula, tal que A+O = A, VA€ My (x)
Para cada matriz AeM,,(IR) , existe —AeM,(IR)
A=@i) -A=(-j)
A+(-A) = O, donde
tr(A+B) = tr(A) +tr(B) VA BeMpyn(x)
(A+B)! =Al+B!

tal que
VA BeMj (k)
VA BeM, (k)
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Multiplicaciéon por escalar o ponderacion

Si A=(ajj) € Mmxn(x) y aexk la multiplicacion o veces A

es la matriz de orden m x n, ocAz(a-aij)

Por ejemplo, si -3 15 -1 5
A=| 4 12|, entonces %A: % 4
—6 20 2

Se puede establecer que:
1. a(BA)=(ap)A, Vo,Bex, VA matriz
2. (a+B)A=aA+BA, Va,B ek, VA BeMpyn(x)
3. o(A+B)=0A+0B, Yaek, VA ,BeMpyn(k)
4. 1-A=A, (-1)A=-A, 0-A=0, VA matriz
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Ademas
5 tr(aA) =a-tr(A), YVAe M, (x)

6. (0A)' =0 Al VA€M pyy (k)

Las propiedades algebraicas de las matrices nos permiten
resolver ecuaciones matriciales de manera eficiente.

Ejercicio: Resuelva la ecuacién

5(X+A)=At—%(B—9Xt)t

SRR RRCHE

Si
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Problema: Un fabricante produce tres modelos de zapatillas de
descanso A, By C en tres tamafios: para nifios, damas y caballeros.
La fabricacion se realiza en dos plantas, una ubicada en San Bernardo
y la otra en Maipl. La produccion semanal, en pares de zapatillas, en
cada planta se entrega a través de las matrices:

San Bdo. Nifios Damas Varones Maipu Nifios Damas Varones

A 20 34 30 A 16 24 26
B 16 20 48 B 10 14 32
C 24 28 32 C 15 20 28

a) Determine la matriz que contiene los datos relativos a la produccion
semanal total de cada modelo de zapatilla en ambas plantas.

b) Si la produccién en la planta de San Bernardo se incrementa en un
20% y la de Maipu en un 40%, escriba la matriz que representa la
nueva produccién semanal total de cada tipo de zapatilla.
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La Multiplicacion de Matrices

Si. A=(@jj) €Mmxn() YB=(bjj) € Mpy (k). la multiplicacion de
Ay B eslamatriz AB= (Cij) , de orden m x r, donde
n

Cij= D aikbkj
k=1

El elemento ubicado en la fila i columna j del producto AB es:

cij:ai1b1j+ai2b2j+ ..... +ainbnj

Componentes Componentes
de lafila i de la columna j

16




2 -1

Por ejemplo, si 8 -2 —
A= y B=|-2 4
3 -1 1
1 0
15 -16
entonces AB=
9 -7

Observe que en este ejemplo, BA también se puede realizar
pero es una matriz de orden 3, con lo que concluimos que

La multiplicacion de matrices no es conmutativa

Note también que para la matriz A del ejemplo anterior, el
producto A?=A-A no se puede efectuar.
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¢ Este producto tiene otras “curiosidades”?

« Existen matrices cuadradas A, no nulas pero tales que A2 =0

* Mas aun, existen matrices A y B, de orden n, no nulas,
distintas y AB = O, es decir, el producto de dos matrices puede
ser la matriz cero y ninguna de ellas ser cero.

Por lo tanto,

AB=0 = (A=0v B=0)
AB=AC % B=C
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Sin embargo, siempre que las operaciones se puedan
realizar, se puede demostrar que:

1. (AB)C =A(BC)
2. A+B)C=AC+BC y C(A+B)=CA+CB

Surge la interrogante ¢Existe elemento identidad en el
conjunto M_ (IR) ?

mxn

La matriz cuadrada de orden n definida asi:

In =(aij) S
1 sii=j
ajj= 0 siizi
Sl 1#]
se llama matriz identidad; ella es tal que

19

Ejercicio

Una cadena de tiendas vende 1000 hamburguesas, 600 quesadillas
y 1200 malteadas a la semana. El precio de una hamburguesa es
de 45 centavos, el de una quesadilla de 60 centavos y el de una
malteada de 50 centavos. El costo de una hamburguesa para la
cadena es de 38 centavos, el de una quesadilla 42 centavos y el de
una malteada de 32 centavos. Determinese los beneficios de la
empresa durante la semana, utilizando a) conceptos totales y b)
analisis por unidades para demostrar que la multiplicacion matricial
es distributiva.

20




a) La cantidad de productos vendidos (Q), el precio de venta de los
articulos (P) y el costo de los productos (C) se pueden representar
en forma matricial:

1000 0.45 0.38
Q=| 600 | P=|060| C=[0.42
1200 0.50 0.32

Los ingresos totales (YT) son:

0.45/1000
YT=PQ=|0.60 | 600
0.501/1200
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gue no es definido tal y como se da. Al tomar la transposicion de P o Q
se lograra que los vectores sean conformables para la multiplicacion.
Obsérvese que el orden de la multiplicacion es muy importante. La
multiplicacion de vectores de hilera (P’Q o Q’P) producira el escalar
gue se requiere; la multiplicacion de hilera por vector (PQ o QP’)
producird una matriz (3x3) que no tendra significado en economia. Asi
pues, al tomar la transposicion de P y premultiplicar, se obtiene:

1000
YT =P'Q=[0.45 0.60 0.50] 600
1200
En donde P’'Q es definido. (1 X(§/)/__=“\\C/’Ijx 1) Se produce una matriz

(1x1) oescalar. ~  TTee——T

YT =[0.45(1000)+0.60(600)+0.50(1200)] = 1410
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De modo similar , el costo total (CT) es CT = C'Q

1000
CT =[0.38 0.42 0.32] 600 |=[0.38(1000)+ 0.42(600)+ 0.32(1200)]=1016
1200

Por tanto, los beneficios son:

I[T=YT-CT=1410-1016=39%4
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b) Mediante el analisis por unidad, los beneficios por unidad (U)
son: 0.45] [0.38] [0.07
U=P-C=|0.60|-|0.42|=|0.18
0.50| ]0.32 0.18

Los beneficios totales (IT) son los beneficios por unidad el
namero de unidades vendidas 0.07 1000
[M=uUQ=|0.18 | 600

0.18 {1200

gue es indefinido. Al tomar la transposicién de U,
1000

H:U'=[0.07 0.18 0.18] 600
1200

=[0.07(1000)+0.18(600)+0.18(1200)] =394  Q.E.D.
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En consecuencia, existe elemento identidad en M, (IR) .

Ejercicio: a) Muestre con ejemplos que, en general,
tr(AB) = tr(A)tr(B) y que (AB)! = A'B!

Propiedad
siempre que los productos se puedan realizar,

(AB)t =B!A!. tr(AB) = tr(BA)

Ejercicio: Determine la matriz X de modo que la
siguiente igualdad resulte verdadera:

3 2 -3 5
0 1 -1 X=|-6
1 -2 2 1
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Dadas las matrices Ay B, ¢qué necesitamos para
resolver la ecuacion AX =B?

La ecuacion ax = b, en el conjunto de los numeros
reales, se resuelve usando el inverso multiplicativo de a:

x=ab="b

a
Si A es una matriz no nula nos preguntamos ¢existe una
matriz B tal que AB = |l,= BA? Que equivale a ¢existe el
inverso multiplicativo de A? Observe que esta pregunta tiene
sentido solo si A es una matriz cuadrada. Sin embargo, aunque
A sea cuadrada, la respuesta a la interrogante es no siempre.
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3 6
Por ejemplo para A:(1 ZJ investiguemos la existencia
de tal matriz B.

a b
Supongamos que B :( dj es tal que AB =1,, entonces
c

3 6)(a b) (1 0 | 3a+6c 3b+6d) (1 0
1 2)lc d) |0 1/aueequivalea | , > p.iog ) |o 1
y a resolver a+20:% y a+2c=0

Concluimos que no existen a y c¢; de manera analoga, no
existen b y d. Por lo tanto la matriz B no existe.
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Surge entonces la siguiente definicion:

Se dice que unamatriz A€ M _(IR) esinvertible
0 no singular si existe Bel\/ln(lR) tal que AB
= 1, = BA. La matriz B, cuando existe, esta
Unicamente determinada por A, se llama inversa de
A y se denota por AL

Por lo tanto, A-ATL= In =ALA

Propiedades:

a) (AHT=A, VAeM,(x) invertible

b) (AH =A™, vAeM, (k) invertible

¢) (AB)1=BA: VA BeMy(x) invertibls




¢, Cuales matrices son invertibles?

En lo que sigue, trataremos de contestar esta interrogante,
es decir, caracterizaremos a las matrices invertibles. Ademas
mostraremos maneras de calcular la inversa.

Una primera respuesta la obtendremos a través de los
determinantes que comenzaremos a estudiar a continuacion.
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Determinantes
Asociado a cada matriz A€M,(k) existe unelemento
de x, su determinante, que lo denotaremos det(A) o |A]|.
: a b :
Si A= d e M, (k), det(A) =ad - bc ; por ejemplo,
C

4 -1
=12-7=5
-7 3

Si A es una matriz cuadrada de orden mayor que 2, el
determinante de A se define en forma recursiva como sigue:

Sea A=(ajj) matriz de orden n. Llamaremos menor de
orden ij de A, y anotaremos Mjj , al determinante de orden n -
1 que se obtiene a partir de A, eliminandole la i-ésima fila y la
j-ésima columna.
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El cofactor de orden ij de A, denotado C; jes el numero

Cij=(-D"IM;;
1 5 -2

Porejemplo,si A= 0 2 1|, Mi3=2, M3z =1
-1 -9 -1

Ci3=2 y Czp=-1

El determinante de la matriz de orden n, A= (aij) es el nUmero
n . n

> (-D'"ajMij=>"a;jCi; con 1<j<n fijo
i=1 i=1

det(A) =

n . n
Z(_l)HJaijMij:ZaijCij con 1<i<n fijo
=1 j=1
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) ) 1 -
Por ejemplo, calculemos el determinante de 3 -9
A=[-2 0 5

2 4 -7

Fijando i =1 tenemos que:

3 _

det(A) = > (-1 ag My j = Mgy ~3Myp ~9My 3 =—20-12+72=40
=l

« Observe que el fijar i = 1 significé que al desarrollar la sumatoria

intervinieron los elementos y los correspondientes menores (o
cofactores) de la fila 1.

¢ El determinante det(A) = 40 se pudo haber obtenido por seis

caminos diferentes. ¢Cual de ellos es el que necesita menos
calculos?

32




De la definicion dada para los determinantes siguen las
siguientes propiedades:

1. det(A) = det(A'). En consecuencia, las propiedades de los
determinantes demostradas para las filas, son también
validas para las columnas. Y reciprocamente.

2. Si todos los elementos de una fila (0 columna) de la
matriz A son cero, det(A) = 0.

3. det( 1) =1,vneIN. En efecto, es claro que det(l,) = 1.
Supongamos que det(1,) =1, para k<IN . Entonces,

n+1

det(ly,1) = Z(‘DH a;My; = (-1)*-1-det(l,) =1
=
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Del mismo modo, usando un razonamiento inductivo, podemos
establecer que

4.

Si A es una matriz diagonal o triangular, det(A) es igual al
producto de los elementos de la diagonal.

Si  dos filas (0o columnas) adyacentes de A son iguales,
entonces det(A) = 0.

Esta propiedad nos permite demostrar que:

Si dos filas adyacentes o columnas adyacentes de A se
intercambian, se produce un cambio de signo del
determinante.

Lo que nos permite ampliar la propiedad 5:

Si dos filas (o0 columnas) de A son iguales, entonces det(A)
esigual a 0.
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¢, Qué sucede con el determinante de A+B?

En general, det( A + B) = det( A) + det( B)

Sin embargo, existe una propiedad que la enunciaremos en
primer lugar para uno de los casos de orden 2.

c, b‘

a,+c, d c, d

a; +¢, b‘

8. Si AeMpy(x) y AY 1<k<n, denota la k-ésima
columna deA, entonces

det(A®, ..., AL L AR AM) =
det(A®, ..., AR A 1det(A®, . AR AD)
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10.

11.

Respecto a la ponderacion, en general,
det(@A) = a-det(A)
Pero, utilizando la notacién de la propiedad 8, se tiene que

. det(A®,...,0A® . AM) = det(AD,..., AW, .. AM)

Y como consecuencia, det(aA)=a"-det(A)

Si A y B son matrices de orden n, se puede demostrar que
det (A B) = det(A) det(B)
Finalmente una propiedad que sera de mucha utilidad:
Si las componentes de una fila (0 columna) de A se
multiplican por un nimero aex Y los resultados se
suman a los elementos correspondientes de otra fila (o
columna), el valor del determinante no se altera. Es decir,

det(A®,..., AW . ADLoA®  AD)=det(A)

36




¢,Como utilizar la propiedad 11 anterior?

Si la fila i multiplicada por el nimero o la sumamosa la
fila j, anotaremos o +F

Para calcular el siguiente determinante usaremos la operacion
—2F +F, ; a continuacion la operacion —4F +F, Yy luego
desarrollaremos el determinante a través de la primera
columna:

1 -5 -2, |1 -5 -2
2 -7 -3|=0 3 =‘
4 -12 1} 0 8 9
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Definicion: La matriz adjuntade A=(a;;)eM,(x), es la
transpuesta de la matriz de los cofactores de A, es decir,

adj(A) = ((-1)""'M ij)t = (Cij)t =(Cji)

b -
Por ejemplo, si A:(a )eMz(m), adj(A):( d bj
cd -c a

2 -10
-3 5 6|? La matriz de los
1 01

¢ Cudl es la matriz adjunta de A=

cofactoresde Aes | ; , _;| ;luego adjA)=| 9 2 -12
-6 -12 6 -5 -1 6
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Observe que si A :(a 3] eM,(R),
C

) a b)y(d -b ad-bc 0
A-adj(A) = =
c d)l-c a 0 ad-bc
d -b)fa b ad-bc 0
dj(A)-A= =
Y adiA) (-c aj(c d] ( 0 ad-bcj
Y si el determinante de A es distinto de cero tenemos que,

1 . 1 .
A'(det(A) adj(A) J: 1, =(det(A) adj(A) j-A
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Este resultado es mas general; se puede demostrar que si
AeM,(x) y det(A) es distinto de cero, entonces

1 : _ _ 1 :
A(m adJ(A))_ I, = (m adJ(A)).A

es decir, Aes invertible y se tiene que A™ :(

det(A) adj(A)j

Reciprocamente, si A es invertible, entonces
1=det(l ,) = det(A-A™") = det(A) - det(A™)
y por lo tanto, det(A) = 0.

Por lo tanto, podemos enunciar el siguiente teorema que
caracteriza a las matrices invertibles:
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Ejemplo . Para obtener lainversade 5_|_o» 3 1

3 -1 4
1. Se comprueba que se trata de una matriz cuadrada, en este caso
3 x 3, porque solo las matrices cuadradas pueden tener inversas.

2. Se evalla la determinante con el fin de asegurarse de que \A| #0
puesto que solo las matrices no singulares pueden tener inversas.

A= 4[3(4) - (-2)0)]-2(-2)(4)-3W)]+ (- 5)(- 2)-1) - 3(3)]
=52+11+35=98=0
3. Se determina la matriz de cofactor de A,

3 1 -2 1‘ -2 3JJ'
3 - 13 11 -7

Luego, se traspone la matriz de cofactor para obtener la matriz

adjunta
13
Adj A=C=|11
-7
4. Se  multiplica la
obtener A™
. 13 1
Al=—|11 31
98
-7 7

matriz  adjunta por 1/|A|:% para

1 16
31 6
7 14
13 1
16] | 98 98
6l 11 31
» 981 918
14 14

16
98
5
98

1
7]

1 4 3 4 3 — 5. Para verificar si respuesta, se multiplica AA0A™A . Los dos
1 _5 4 _5 41 16 6 14 productos seran iguales a | si la respuesta es correcta.
3 1 -2 1 -2 3| a 4
Ejemplo . Resolver
Puesto que A se determiné ya en el ejemplo anterior,
4X, +X,—5X; =8 ) ~ ~ o
—2X, X, + X, =12 3 1 168 104 /12 80| 1196
3 Ax. =5 98 98 98| 8 98 98 098 98 2
X~ Xy +Xg = 1 31 6 88 372 30| |[490
X=|—= = —|12|=|—=—+—F—+=|=|—|=|5
En primero lugar, expresemos el sistema de ecuaciones en forma matricial: 918 918 918 5 988 9?2 958 %2 1
AX=B ST S N R vasvar AN Ve
4 1 -5 X, 8
-2 3 1|x,(=(12 Por tanto,
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Teorema: Sea Ac M, (k) ; entonces

A invertible < det(A)=0

Y en este caso se tiene que A = (m adj(A) j

a b
Por ejemplo, si A:(c dJeMZ(iR), y ad-bc=0, entonces

A_l_ 1 d -b
ad—bcl-c a

Ejercicio: Calcule lainversa de las siguientes matrices:

5 g 2 -1 4 -1 5 1
A:( j B=3 -1 6|, C=| 2 1 -3

-2 -3
1 21 3 -2 -4
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Operaciones elementales — Matrices escalonadas

Para una matriz A e M., (k) consideraremos las siguientes
“operaciones elementales con las filas de A”:

 Permutar dos filas: Si se permuta la fila i con la fila |
anotamos =
ij
* Multiplicar una fila por un nimero real: Si se multiplica la
flai  porel numero o #0 , esta operaciéon se anota
ok

|
* Sumar dos filas: Sila filai se suma a la fila j, anotamos
F+F

» Finalmente, podemos combinar las dos ultimas operaciones y
obtener oF +|:j
46

Ejercicio: Verifique que si se realizan las operaciones
elementales indicadas con las filas de la matriz A, se
obtiene la matriz E.

2 6 14
A=| 1 4| F, -2F+F, F+F, Fs, 2FR+F, E=|0 1
-1 -3 00

Si A, BeM,,,(x) ysi B se obtiene realizandole a la matriz A
un numero finito de operaciones elementales, entonces se dice
que A es equivalente a B y se anota A= B . Por ejemplo, las
matrices A y E del ejercicio anterior son equivalentes.

La matriz E del ejercicio anterior tiene una forma muy
particular, es una matriz del tipo escalonada. A continuacion
damos una definicién de matriz escalonada:

a7

Una matriz AeM,,,,(x) se llama matriz escalonada si
satisface las siguientes condiciones:

* Las filas que tengan todas sus componentes iguales a cero
deben estar ubicadas debajo de aquellas que tengan
componentes no nulas.

* La primera componente no nula de cada fila no nula es 1,
vista de izquierda a derecha. Esta componente se llama “uno
distinguido o uno capital”.

* El nimero de ceros al comienzo de una fila aumenta a medida
gue se desciende en la matriz.

Si ademas A satisface lo siguiente:

» Todas las componentes de la columna donde aparece un 1
distinguido son ceros,

la matriz A se llama escalonada reducida por filas.
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Sistemas de m ecuaciones lineales con n incognitas

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas se expresa

aq1X1+ageXo +..... +a1nXnp = bl
(*) dp1X1+aooXo +..... +aonXp = b2
amiX1+amaXo +..... +amnXn = bm

donde A = (ajj) € My, (%) es lamatriz de los coeficientes del

X1 by
. X2 b2 .
sistemay X = , B= son las (matrices) columnas
Xn bm

de incognitas y de términos constantes respectivamente.
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X1
Los nimeros reales (X1, X2,..... , Xp), formalmente | x»

Xn
gue satisfacen cada una de las ecuaciones de (*) forman una
solucién del sistema (*).
El sistema (*) se dice compatible si posee al menos una
solucion y se dice incompatible cuando no tiene solucion.

Observe que el sistema (*) equivale a la ecuacion
matricial AX =B, con A la matriz de orden m x n
formada con los coeficientes del sistema, X la
matriz columna de incognitas y B la matriz
columna de términos constantes.
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Ejercicio: Escriba la ecuacion matricial AX = B que representa
alos sistemas:

2X1—X2+7X3 = -1

Xl—X2—2X3+2X4 = 0
X1 +4X,-3x3 = 0

3X1+ X2 +4X3+9%x4 = 0
5X1—2X2+3X3 = 6

Ejercicio: Escribael sistema de ecuaciones lineales AX =B
gue corresponde a las matrices:

2 0 -3 2
A=| 1 -5 -1|, B=|-4
-6 1 1 3

1
A= 452}, B=|-6
-1 0 7

10
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Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales se dice homogéneo cuando
la columna de términos constantes esta formada sélo por ceros.

Sea AX=0, con AeMy,(R) un sistema homogéneo;
entonces:

1. AX =0 es siempre compatible pues X = O es solucion de él.

.Si EeMq,(R) es tal que A=E ,entonces los sistemas
(equivalentes) AX=0 y EX = O tienen las mismas soluciones.

. Si el rango de A, r(A) = n, entonces X = O es la Unica solucion
de AX=0.

. Si el rango de A, r(A) < n, entonces existen infinitas soluciones

para AX = O. Estas se pueden expresar en términos de uno o
MAas parametros.
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Resolucion de sistemas homogéneos

La matriz de este sistema es:

Ejemplol xj+xo-x3 =0
2X1—2X+3%x3 = 0 1 1-1
33X +7Xy—X3 = 0 A=|2 -2 3
3 7 -1

Con A, realizamos operaciones elementales fila hasta obtener E
1 1 -1) (1 1 -1) (1 0 "3%) (100
A=|2 -2 3|~|0 -4 5|~/0 1 Y |~l0 1 0|=E
3 7 -1 (0 4 2 00 7 001
Como r(A) = 3 = N° columnas de A = N° de incégnitas, el sistema
tiene solucion Unica y ésta es la misma que tiene EX = O, es

decir, 0
s=|0| , que nos permitimos escribir S = (0, 0, 0)
0
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Ejemplo2:  X1tX2=3%3 =0
2X1—4X2+6X3 =0
—1)(1—7X2 +15X3 =0

En este caso:

1 1 -3 1 1 -3 1 0 -1
A=| 2 -4 6|~|0 -6 12 |~|0 1 -2|=E
-1 -7 15 0 -6 12 0 0 O

Como r(A) = 2 < N° columnas de A (N° de incégnitas), el sistema
tiene infinitas soluciones. Estas las buscamos en el sistema

EX = O: exa = O

X2—2X3 =0

X1 = X
= 1 3
Xo = 2X

Asignamos a x3 el parametro A con el fin de expresar las infinitas
soluciones asi:

A 1
S=|21|=|2|%; 2 eR Otambién, S=(1,2, 1)1, % e R
A 1
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Ejemplo 3: Resolvamos el sistema de 4 incognitas:
X—-y+4z+5u 0
2x+3y -7z ‘

aA_(l -1 45 (1-1 4 5 (10 1 3)__
2 3 -7 0)lo 5 -15 -10) {0 1 -3 -2/

En este caso, r(A) = 2 < N° columnas de A (N° de incognitas) y el
sistema tiene infinitas soluciones. El sistema equivalente EX = O es:

0

y-3z-2u = 0

X+z+3u = 0 X = -z-3u
‘ y = 3z+2u

Asignamos dos parametros: z = A, u = p Las infinitas soluciones se

expresan: -1 -3
S= 3k+ 2u;k,pe§R.

1 0

0 1

Otambién, S =(-1,3,1,00A +(-3,2,0,)p; A, peR
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Sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos

Consideremos el sistema no homogéneo AX = B,
de m ecuaciones lineales con n incognitas,
donde A =(ajj)eMmn (R) Y
t
B=(by, ba,......bm)" € Mmyg (R)

Llamaremos matriz ampliada (o matriz aumentada) del sistema
AX=B a:

ag aio adin ! bl

A= anq aoso don i bz
-

ami @m2 - Amp | by
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Se tiene que:

El sistema AX =B es compatible siy solo si r(A) =r(A; B)

O equivalente,
El sistema AX = B es incompatible siy solo si r(A) = r(A; B).

Supongamos que AX = B, sistema de m ecuaciones lineales
con n incognitas, es compatible.

1. Si r(A) =r(A; B) =n, entonces AX = B tiene solucion
Unica.

2. Si r(A) = r(A; B) < n, entonces AX = B tiene infinitas
soluciones que se pueden expresar en términos de uno o
MAas parametros.
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Si el sistema AX = B tiene n ecuaciones y n
incognitas, A es una matriz cuadrada de orden
n. Y sielrango de A, r(A) =n, entonces r(A; B)
también es n, A es invertible y la Gnica solucion
del sistema la podemos encontrar a través de la
inversa de A:

X =A"1B

Ejercicio: Usando la inversa de la matriz del sistema,
resuelva

X1+ X9 +2X3 = 9
3X1+6X2 —5X3 = 0
2X1+4X9—4X3 = -2
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Resolucion de sistemas no homogéneos

Ejemplo 1: x+4y-3z = -3
3x+6y-z = 1
14 -3:1-3) (1 4 -3:-3) (10 74:1
(A;B)=( : ]z( ! ]z[ _f:_%*J
36 -1; 1) (0 -6 810 (0 1% %

En este caso, r(A) = 2 = r(A; B) y el sistema es compatible. Como
n = N° de incognitas = 3, el sistema tiene infinitas soluciones; las

buscamos en:
x+z = 14

DA

<
|
N
w
N
Il

Soluciones:
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