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Las ecuaciones lineales en dos variables analizadas en el capitulo 2 se extiendeny se pueden
emplear en casos que comprenden mas de dos variables; por ejemplo, una ecuacion lineal en
tres variables representa un plano en el espacio tridimensional. En este capitulo se verd que
algunos problemas del mundo real se pueden formular en términos de sistemas de ecuaciones
lineales y se desarrollardn dos métodos para resolver estas ecuaciones.

También se estudiaré la forma en que las matrices (arreglos rectangulares de nimeros)

son Utiles para escribir los sistemas de ecuaciones lineales en forma compacta; luego se
considerardn algunas de sus aplicaciones al mundo real.
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Sistemas de ecuaciones lineales; introduccion

Recuérdese que en la seccién 2.4 hubo que resolver dos ecuaciones lineales simulté-
neas para determinar el punto de equilibrio. Son dos ejemplos en que hay que resolver
un sistema de ecuaciones lineales en dos o més variables para solucionar un problema
del mundoreal. En este capitulo se estudiardn de manera m4s sistematica tales sistemas.

Primero, considérese un sistema de dos ecuaciones lineales en dos variables.
Recuérdese que tal sistema se puede escribir en la forma general

ax+by=h
cx+dy=k (1)

donde a, b, ¢, d, h y k son constantes reales y ni a y b ni ¢ y d son ambas cero.

Abora se estudiard la naturaleza de la solucién de un sistema de ecuaciones con
mas detalle. Recuérdese que la grafica de cada ecuacién en (1) es una linea recta en el
plano de modo que, geométricamente, la solucién del sistema es el punto (o puntos)
de interseccién de las dos lineas rectas L; y L, representadas por la primera y segunda
ecuaciones del sistema.

La figura 1 muestra los tres casos posibles. Las dos rectas L; y L» pueden:

a. Intersecarse en exactamente un punto
b. Ser paralelas y coincidentes
c. Ser paralelas y distintas

FIGURA 1
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(a) Una iinica solucién

(b) Una infinidad de soluciones (c) Sin solucién

Obsérvese que uno y sélo uno de estos casos debe ocurrir. En el primero, el
sistema tiene una solucién tinica correspondiente al inico punto de interseccién de las
dos rectas. En el segundo, el sistema posee una infinidad de soluciones correspondien-
tes a los puntos que estdn en ambas rectas al mismo tiempo. Por dltimo, en el tercer
caso el sistema carece de solucién, puesto que las dos rectas no se intersecan.



186 CAPITULO 5

FIGURA 2
Un sistema de ecuaciones
con una solucion

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices
Se ilustrard cada una de estas posibilidades con algunos ejemplos especificos.

1. Un sistema de ecuaciones con exactamente una solucion
Considérese el sistema
2x- y=1
3x+2y=12
Al despejar a y en términos de x en la primera ecuacién, se obtiene
y=2x-1
Al sustituir esta expresién para y en la segunda ecuacién, se tiene

x+2(2x-1)=12

3x+4x-2=12
7x=14
x=2

Por tltimo, al sustituir este valor de x en la expresién obtenida para x resulta
y=22)-1=3

Por lo tanto, la tinica solucién del sistema estd dada por x =2 y y = 3. Geométrica-
mente, las dos rectas representadas por las dos ecuaciones lineales que conforman
el sistema se intersecan en el punto (2, 3) (Fig. 2).

OBSERVACION  Se puede confirmar este resultado sustituyendo los valores x =2y
y =3 en la ecuacién. Asi,

22)-3)=1 v/
3)+20)=12 /

Desde el punto de vista geométrico, se ha comprobado que el punto (2, 3) est4 en ambas
rectas.

2. Un sistema de ecuaciones con una infinidad de soluciones
Considérese el sistema

- y=1
6x-3y=3 |

Al despejar a y en términos de x en la primera ecuacin, se obtiene

y=2x-1
Al sustituir esta expresién para y en la segunda ecuacin, se tiene
6x - 3(2{: -1)=3
6x—6x+3=3
o 0=0

Este resultado dice que la segunda ecuaci6n equivale a la primera. (Para ver esto,
basta multiplicar ambos lados de la primera ecuaci6n por 3.) Estos célculos revelan



FIGURA 3

Un sistema de ecuaciones con
una infinidad de soluciones;
cualquier punto sobre la recta
es una solucion
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FIGURA 4

Un sistema de ecuaciones
sin solucidn

que el sistema de dos ecuaciones equivalen a una unica ecuacién, 2x —y = 1. Asi,
cualquier par ordenado de nimeros (x, y) que satisfaga la ecuacién 2x-y=1 (o
bien y = 2x — 1) constituye una solucién del sistema.

En particular, al asignar el valor f a x, donde ¢ es cualquier nimero real, se tiene
quey =2t — 1, de modo que el par ordenado (t, 2t — 1) es una solucién del sistema.
La variable ¢ es un pardmetro; por ejemplo, al hacer t=0 se obtiene el punto
(0, — 1) como solucidn, y al hacer ¢ = 1 el punto (1, 1) es otra solucién del sistema.
Puesto que 7 representa cualquier nimero real, existe una infinidad de soluciones
del sistema. En términos geométricos, las dos ecuaciones del sistema representan
la misma recta, y todas las soluciones del sistema son puntos sobre la recta (Fig.
3). Tal sistema es dependiente.

Un sistema de ecuaciones que no tiene solucion
Considérese el sistema

2x- y=1
6x—-3y=12

La primera ecuacién es equivalente a y = 2x — 1. Al sustituir esta expresién para y
en la segunda ecuacién se tiene

6x—3(2x-1)=12
6x—-6x+3=12
o 0=9

lo cual es imposible. Asf, no existen soluciones del sistema de ecuaciones. Para
interpretar esta situacién a nivel geométrico, se escriben ambas ecuaciones en la
forma pendiente-ordenada al origen, con lo que se obtiene

y=2x-1
y y=2x=4

Aqui se ve que las rectas representadas por estas ecuaciones son paralelas (ambas
tienen pendiente 2) y distintas, ya que la primera tiene ordenada al origen -1 y la
segunda tiene ordenada al origen —4 (Fig. 4). Los sistemas que no tienen solucidn,
como éste, se llaman inconsistentes.

OBSERVACION  Aqui se utiliz6 el método de sustitucién para resolver cada uno de
estos sistemas. Si el lector estd familiarizado con el método de eliminacién, tal vez
quiera volver aresolver estos sistemas mediante este método. El método de eliminacién
se estudiard con detalle en la seccién 5.2.

Aplicacion

En la seccién 2.4 se presentaron algunas aplicaciones reales de los sistemas que
comprenden dos ecuaciones lineales en dos variables. He aqui un ejemplo que com-
prende un sistema de ecuaciones lineales en tres variables.

EJEMPLO 1 La compaiifa de novedades As quiere producir tres tipos de recuerdos:
los tipos A, B y C. Para fabricar un recuerdo tipo A se necesitan dos minutos en la
méquina I, un minuto en la miquina Il y dos minutos en la méquina III; un recuerdo
o souvenir tipo B, un minuto en la maquina I, tres minutos en la Il y uno en la I1]; y
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un recuerdo de tipo C, un minuto en la miquina I y dos minutos en cada una de lag
mdquinas II y III. Hay tres horas disponibles en la miquina I, cinco horas disponibleg
en la maquina II y cuatro horas en la maquina III para procesar un pedido. ;Cuéntog
recuerdos de cada tipo debe fabricar la compafifa para utilizar todo el tiempo disponi.
ble? Formular el problema (pero no resolverlo).

Solucién La informacién dada se puede tabular como sigue:

Tipo A Tipo B Tipo C Tiempo disponible
Maquina | 2 1 il 180
Maquina Il 1 3 2 300
Maquina Il 2 1 ) 240

Hay que hallar la cantidad de cada uno de los tres tipos de recuerdos por fabricar. Asi,
sean x, y y z las cantidades respectivas de recuerdos tipo A, B y C. La cantidad total
de tiempo de uso de la médquina I estd dada por 2x + y + z minutos y debe ser igual a
180 minutos. Esto conduce a la ecuacién

2x+y+z=180 Tiempo de uso de la méquina |
Consideraciones similares sobre el uso de las médquinas II y I1I llevan a las ecuaciones:

x+3y+2z=300 Tiempo de uso de la méquina Il
2x+ y+2z=240 Tiempo de uso de la méquina Il

Puesto que las variables x, y y z deben satisfacer en forma simultdnea las tres
condiciones representadas por las tres ecuaciones, la solucién del problema se deter-
mina resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

2x+ y+ z=180
x+3y+2z=300
2%+ y+2z=240 |

Mis tarde se concluird la solucién del problema planteado en el ejemplo 1 (pagina
203); por el momento sélo se verd la interpretacién geométrica de un sistema de
ecuaciones lineales similar al sistema del ejemplo 1, a fin de obtener un poco de sentido
sobre la naturaleza de la solucién.

Un sistema lineal formado por tres ecuaciones en tres variables x, y y z tiene 1a
forma general .

a\x+ b1y +ciz=d;
ax+by+ciz=d>

axx+byy+ciz=ds 2




5:1

Sistemas de ecuaciones lineales; introduccién 189

Asi como una ecuacién lineal en dos variables representa una linea recta en el plano,
se puede mostrar que una ecuacién lineal ax + by + cz =d (donde g, b y ¢ son nulas en
forma simult4nea) con tres variables representa un plano en el espacio tridimensional.
Asi, cada ecuacién del sistema (2) representa un plano en el espacio tridimensional y
la solucidn (o soluciones) del sistema es el punto (o puntos) de interseccién de los tres
planos definidos mediante las tres ecuaciones lineales que conforman al sistema. Como
antes, el sistema tiene una y sélo una solucién, una infinidad de soluciones o ninguna,
segin la forma en que se intersequen los planos. La figura 5 ilustra cada una de estas
posibilidades.

FIGURA 5
P3
P, P,
PZ
A P,
(a) Una tnica solucién (b) Una infinidad de soluciones (c) Sin solucién

En la figura 5a, los tres planos se intersecan en un punto correspondiente a la
situacién en que el sistema (2) tiene una tnica solucién. La figura 5b muestra
la situacién en la que existe una infinidad de soluciones del sistema, en cuyo caso los
tres planos se intersecan a lo largo de unarecta y las soluciones se representan mediante
la infinidad de puntos que estdn en esta recta; en la figura 5c, los tres planos son
paralelos y distintos, de modo que no existe un punto comin a los tres planos y el
sistema (2) no tiene soluciones.

OBSERVACION Las situaciones que aparecen en la figura 5 no son las tnicas. El
lector puede considerar otras orientaciones de los tres planos que ilustren las tres
posibilidades al resolver un sistema de ecuaciones lineales con tres variables. O

Ecuacion lineal
en n variables

Una ecuacién lineal en n variables x|, xo, . . ., X, €s una ecuacién de la forma
aixi+aya+ ...+ dxp=c

donde ay, a3, . . ., an, (no todas cero) y ¢ son constantes.

Por ejemplo, la ecuacién
3x1+2x2 —4x3+6x4 =8

es una ecuacion lineal en las cuatro variables xi, x2, X3 y xs.
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Cuando el nimero de variables que abarca en una ecuacién lineal es mayor de
tres, ya no se dispone de la interpretacion geométrica existente para los espacios
de dimensién baja. Sin importar lo anterior, los conceptos algebraicos de los espa-
cios de dimensién baja se generalizan a mayores dimensiones. Por esta razén, una
ecuacion lineal en n variables aix; + axx2 +++++anxx, =c, donde ai, az,+ -+, a, son
todas cero, se conoce como hiperplano n-dimensional. La solucién (o soluciones) de
un sistema con un nimero finito de ecuaciones lineales de este tipo se puede interpretar
como el punto (o puntos) de interseccion de los hiperplanos definidos por las ecuacio-
nes que conforman al sistema. Al igual que en el caso de los sistemas con dos o tres
variables, se puede mostrar que sélo existen tres posibilidades con respecto de la
naturaleza de la solucién de tal sistema: a) una solucidn unica, b) una infinidad de
soluciones y c) ninguna solucion.

1. Determine si el sistema de ecuaciones lineales

2x-3y=12
x+2y=6

tiene a) una solucién tnica, b) una infinidad de soluciones o c¢) ninguna. Dé todas
las soluciones existentes. Grafique el conjunto de rectas descrito por el sistema.

2. Un agricultor tiene un terreno de 200 acres adecuado para tres tipos de cultivo,
A, By C. El costo respectivo por acre de los cultivos A, B y C es de $40, $60
y $80. El agricultor dispone de $12 600 para el cultivo. Cada acre del cultivo A
requiere 20 horas de trabajo; cada acre del cultivo B, 25 horas de trabajo, y cada
acre del cultivo C, 40 horas. El agricultor tiene un méximo de 5950 horas de
trabajo disponibles. Si desea utilizar toda la tierra cultivable, todo su presupues-
to y toda la mano de obra disponibles, ;cudntos acres de cada cultivo debe
plantar? Formule el problema (pero no lo resuelva).

Las soluciones a los ejercicios de autoevaluacion 5.1 aparecen en la pdgina 192.

EJERCICIOS
En los ejercicios 1-12, determine si cada sistema de ecua- 7, 2x— Sy=10 8. 5x— 6y= 8
ciones tiene a) una 'y sélo una solucidn, b) una infinidad de _ _ _
soluciones o c) ninguna solucién. Dé todas las soluciones, i el 10x—12y=16
cuando éstas existan. 9. 4x-5y= 14 10. ix-Jy=3
2x+3y=—4 F+iy=6
1. x-3y=-1 2. 2x—4y=5 5 P 12. 2 5
1. 2x-3y= Xt y=
4x+3y= 11 3x+2y=6 Y Al
6x—-9y=12 x+iy=5
3 +4y=17 4. 3x—- 4y= 5
L0y e 13. Encuentre el valor de k para el cual el sistema de
%x +2y=35 9x—12y=14 ecuaciones lineales
22— y=3
5 x+2y=7 6. x-2y=4 J
1 dx+ky=4
B ik ko no tiene soluciones.

el
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14. Halleel valor de k para el cual el sistema de ecuaciones

lineales
3x+4y=12
x+ky=4

tiene una infinidad de soluciones y halle todas las
soluciones correspondientes al valor de k.

En los ejercicios 15-25, formule el problema pero no lo
resuelva. En la siguiente seccion tendrd que resolver estos

problemas.

15.

16.

17.

18.

Agricultura La granja Johnson tiene 500 acres de
terreno destinados al cultivo de maiz y trigo. El costo
respectivo de los cultivos (incluyendo semillas y mano
de obra) es de $42 y $30 por acre. El sefior Johnson
dispone de $18 600 para realizar este cultivo. Si desea
utilizar toda la tierra destinada a estos cultivos y todo el
presupuesto correspondiente, ; cudntos acres debe plan-
tar de cada cultivo?

Inversiones Miguel tiene un total de $2000 deposi-
tado en dos instituciones de ahorro. Una paga un interés
simple con una tasa de 6% por aiio, y la otra, un
interés simple con la tasa de 8% por afio. Si Miguel
gand un total de $144 por concepto de intereses durante
un solo afio, ;jcudnto dinero tiene depositado en cada
institucién?

Mezclas La tienda Coffee Shoppe vende una mezcla
de café formada por dos tipos, uno con un costo de
$2.50 la libra y el otro $3 Ia libra. Si el café de la
mezcla se vende a $2.80, ;cudl es la cantidad de cada
café utilizada para obtener la mezcla deseada? [Suge-
rencia: Suponga que el peso del café mezclado es 100
libras.]

Inversiones Isis tiene un total de $30 000 invertidos
en dos tipos de bonos que producen 8% y 10% de interés
simple por aiio, respectivamente. Si los intereses anua-
les que recibe suman $2 640, ;cuanto dinero ha inver-
tido en cada bono?

. Transporte El nimero total de pasajeros matutinos

de cierta linea de autobuses urbanos es de 1000. Si el
pasaje de nifio cuesta 25 centavos, el de adulto 75
centavos y el ingreso total obtenido del cobro de los
pasajes es de $650, ;cudntos nifios y cudntos adultos
utilizaron el autobs en la mafiana?

. Bienes raices Carrizal y asociados, empresa de bie-

nes raices, planea construir un nuevo conjunto habita-
cional con suites de una recimara y diplex de dos y tres
recidmaras. Se ha planeado construir un total de 192

Sistemas de ecuaciones lineales; introduccién

21.

22,

23.

24.

25.

191

unidades y la cantidad de ddplex serd igual al nimero
de suites. Si va a haber tres veces maés suites que Didplex
trirrecdmaras, ;cudntas unidades de cada tipo tendr4 el
conjunto?

Planeacion de la inversién El interés anual obteni-
do por el sefior Carrillo en tres inversiones ascendi6 a
$21 600: 6% en una cuenta de ahorro, 8% en un fondo
y 12% en certificados del mercado de dinero. Si la
cantidad invertida en los certificados del mercado de
dinero fue el doble de lo invertido en la cuenta de aho-
rro, y el interés generado por la inversi6n en los certifi-
cados del mercado de dinero fue igual a lo recibido por
su inversién en un fondo, ;cudnto dinero invirtié en
cada tipo de instrumento?

Ingresos en taquilla Un cine tiene una capacidad de
900 asientos y cobra $2 por nifio, $3 por estudiante y
$4 por adulto. En cierto monitoreo con el cine lleno, la
mitad del auditorio adulto era igual al auditorio infantil
y estudiantil juntos. Las entradas totalizaron $2800.
(Cudntos nifios asistieron a la funcién?

Decisiones gerenciales La gerencia de Hartman
Rent-A-Car ha asignado $1 millén para comprar una
flotilla de automdviles nuevos, con autos de tamaiio
pequeiio, mediano y grande. Cada auto compacto, me-
diano y grande cuesta $8 000, $12 000 y $16 000. Si
Hartman adquiere dos veces mas compactos que autos
de tamafio medio y va a comprar 100 unidades, ;cuén-
tos autos de cada tipo adquirird? (Suponga que se utiliza
todo el presupuesto.)

Sociedades de inversién La gerencia de una socie-
dad privada de inversidn tiene un fondo de $200 000
para invertir en acciones. A fin de obtener un nivel
razonable de riesgo, las acciones consideradas por
la gerencia se han clasificado en tres categorias: de
riesgo alto, medio y bajo. La gerencia estima que las
primeras tendrdn una tasa de recuperacién de 15%
por afio, las acciones de riesgo medio una tasa de
10% por afio, y las de bajo riesgo 6% por aiio. La
inversién en las acciones de bajo riesgo es el doble de
la suma de las inversiones en acciones de las otras
categorias. Si el objetivo de la inversién es alcanzar una
tasa promedio de 9% por afio sobre la inversién total,
(cudnto debe invertir la sociedad en cada tipo de ac-
cién?

Planeacién de una dieta Un dietista desea pla-
near una comida en torno de tres tipos de alimentos.
El porcentaje de los requisitos diarios de proteinas,
carbohidratos y hierro contenidos en cada onza de
los tres tipos de alimento se resume en la siguiente
tabla.
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Indique cudntas onzas de cada tipo de alimento debe

Alimentoi  Alimento Il  Alimento Il - ! S ! . .
incluir el dietista en la comida para cubrir con exactitud

Porcentaje 10 6 8 los requisitos diarios de proteinas, carbohidratos y hie-
de proteinas 1o (100% de cada uno).

Porcentaje 10 12 6
de carbohidratos

Porcentaje 5 4 12
de hierro

1. Al despejar y en términos de x en la primera ecuacién, se obtiene

2
y—3x—4

Ahora, al sustituir este resultado en la segunda ecuacién del sistema, resulta

x+2(~§—x—4]=6

o x=6

Al sustituir este valor de x en la expresién para y ya obtenida, se llega a

2
y=36)-4=0

Por lo tanto, el sistema tiene la dnica solucién x=6 y y=0. Ambas rectas
aparecen en la siguiente figura.

2c-3y=12

2. Seanx, yy z las respectivas cantidades de acres correspondientes a los cultivos A,
B y C. La condicién de utilizar toda la tierra cultivable se traduce en la ecuacion

Toup
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x+y+2z=200

El costo total por los tres cultivos fue 40x + 60y + 80z délares, y como hay que
ocupar todo el presupuesto, entonces

40x + 60y + 80z = 12,600

Por iltimo, la cantidad de trabajo necesaria para los tres cultivos es
20x + 25y + 40z horas, y como debe utilizarse toda la mano de obra, se tiene

20x + 25y + 40z = 5,950

Ast, se tiene la solucién resolviendo este sistema de ecuaciones lineales:
x+ y+ z= 200
40x + 60y + 80z = 12,600
20x + 25y +40z= 5,950

Solucién de sistemas de ecuaciones lineales |

Método de Gauss-Jordan

El método de sustitucién que se expuso en la seccidn 5.1 sirve para resolver un sistema
de ecuaciones lineales cuando la cantidad de ecuaciones lineales y de variables es
reducida; pero en sistemas de gran tamario, los pasos del procedimiento son dificiles
de controlar.

Una técnica adecuada para resolver sistemas de ecuaciones lineales de cualquier
tamaiio es el método de eliminacion de Gauss-Jordan. Una de sus ventajas es que
se adapta con facilidad a las computadoras. Este método comprende una serie de
operaciones sobre un sistema de ecuaciones lineales para obtener en cada paso un
sistema equivalente; es decir, un sistema con la misma solucién que el sistema
original. La reduccién concluye cuando el sistema original ha sido transformado de
modo que aparezca en cierta forma canénica de la que pueda leerse la solucién con
facilidad.

Las operaciones del método de eliminacién de Gauss-Jordan son:

1. Intercambiar dos ecuaciones cualesquiera.

2. Reemplazar una ecuacién con un mdltiplo constante (distinto de cero) de ella
misma.

3. Reemplazar una ecuacién con la suma de dicha ecuacién y un miltiplo constante
de cualquier otra ecuacién.

A fin de ilustrar el método de eliminacién de Gauss-Jordan para resolver sistemas
de ecuaciones lineales, lo aplicaremos a la solucién del siguiente sistema:

2x+4y=38
3x-2y=4

Se comienza con la primera columna (o columna de las x). Primero se transforma
el sistema en otro equivalente, donde el coeficiente de x en la primera ecuacién sea
igual a 1:
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2x+4y=8
3x-2y=4 (3a)
x+2y=4 Se multiplica la primera ecuacion de (3a)
por 1 (operacién 2)
3x-2y=4 (3b)
A continuacién se elimina x de la segunda ecuacidn.
x+2y=4 Se reemplaza la segunda ecuacién en (3b)
-8y=-8 con la suma de -3 por la primera ecuacién,
maés la segunda ecuacién (operacion 3). (3c)
—-3x—-6y=-12
3x-2y= 4
-8y= -8

Entonces se obtiene el siguiente sistema equivalente, en donde el coeficiente de y en
la segunda ecuacién es 1.

x+2y=4 Se multiplica la segunda ecuacion en (3c)
por —3 (operacién 2).
y=1 (3d)

Luego se elimina y de la primera ecuacién.

x =2 Se sustituye la primera ecuacion en (3d)
y=1 con la suma de -2 por la segunda ecuacion,
mas la primera (operacion 3).
X+2y= 4
-2y=-2

Abhora el sistema estd ahora en forma canénica y es ficil deducir que la solucién de
(3a)esx =2yy = 1. También se puede expresar esta solucién como (2, 1) e interpretarla
geométricamente como el punto de interseccién de las dos rectas representadas por las
dos ecuaciones lineales que conforman el sistema de ecuaciones dado.

En seguida se analizard otro ejemplo que comprende un sistema de tres ecuaciones

lineales y tres variables.
EJEMPLO 1 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
2x+4y +6z=22
3x+8y+52=27
x4+ y+2z= 2
Solucién Primero se transforma este sistema en uno equivalente, donde el coeficien-
te de x en la primera ecuacién sea 1:
2x+4y+62=22
3x+8y+52=27

im0

—x+ y+2z= 2 (4a)

il
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x+2y+3z=11
3x+8y+5z=27
X+ y+2z= 2

Se multiplica la primera ecuacién en (4a) por ;

Después se elimina la variable x de todas las ecuaciones, excepto la primera:

x+2y+3z= 11
2y—-4z=-6
X+ y+2z= 2

x+2y+3z= 11
2y-4z=-6
3y+5z= 13

(4b)
Se reemplaza la segunda ecuacion
en (4b) con la suma de -3 por la primera
ecuacion mas la segunda ecuacion. (4c)
-3x—-6y—9z=-33
3x+8y+5z= 27
2y—-4z= -6
Se cambia la tercera ecuacion en (4c)
por la suma de la primera ecuacidon mas
la sequnda ecuacion. (4d)

X+2y+3z=11
X+ y+2z= 2
3y+5z=13

Entonces se transforma el sistema (4d) en otro sistema equivalente, en donde el
coeficiente de y en la segunda ecuacién sea 1:

x+2y+3z=11
y-2z=-3
3y+5z=13

Se multiplica la segqunda ecuacién
en (4d) por 3.

(4e)

Ahora se eliminay de todas las ecuaciones, excepto la segunda, utilizando la operacién

3 del método de eliminacién.

x +7z2=17
y-2z=-3
3y+5z=13

x +7z=17
y—2z=-3

11z =22

Se reemplaza la primera ecuacion en (4e)
con la suma de la primera ecuacién mas -2
por la segunda ecuacion. 4f)
x+2y+3z=11
-2y+4z= 6

X +7z2=17

Se sustituye la tercera ecuacion en (4f)
con la suma de (-3) por la segunda ecuacion,
mas la tercera. (4g)

-3y+6z= 9

3y+5z=13

112=22

Por tdltimo, al multiplicar la tercera ecuacién por 1/11 en (4g) se obtiene el sistema

X

+7z=17

y—-2z=-3

z= 2
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Al eliminar z de todas las ecuaciones excepto la tercera (jinténtelo!) se llega al sistemy

z=2 (4h)

En su forma final, la solucién del sistema de ecuaciones dado resulta muy legible:
se tiene que x =3, y = 1 y z = 2. En términos geométricos, el punto (3, 1, 2) estden Iy
interseccién de los tres planos descritos por las tres ecuaciones que conforman 3]
sistema dado. B

Obsérvese en el ejemplo anterior que en cada paso del proceso de reduccién las
variables x, y y z no tienen una funcién importante, excepto recordar la posicién de
cada coeficiente del sistema. Con ayuda de las matrices —arreglos rectangulares
de niimeros— se puede evitar la escritura de las variables en cada paso de la reduccién
y ahorrar con ello mucho trabajo; por ejemplo, el sistema

2x+4y+62=22
3x+8y+5z=27
-x+ y+2z= 2 (5)

se puede representar mediante la matriz

246 |22 _
385 |27 (©)
-112]| 2

Matriz aumentada que representa el sistema (5)

La submatriz formada por las tres primeras columnas de la matriz (6) es la matriz de
coeficientes del sistema (5). La propia matriz (6) se conoce como la matriz aumen-
tada del sistema (5), puesto que se obtiene al unir la matriz de coeficientes con la matriz
columna de las constantes. El segmento vertical separa la columna de constantes de la
matriz de coeficientes.

El siguiente ejemplo muestra todo el trabajo que se puede ahorrar usando matrices
en vez de la representacién comin de los sistemas de ecuaciones lineales.

EJEMPLO 2 Escribir la matriz aumentada correspondiente a cada uno de los sistemas
equivalentes dados en (4a) a (4h).

Solucién A continuacién se muestra la serie pedida de matrices aumentadas.

Sistema equivalente " Matriz aumentada
A 2x+4y+6z=22 2 46 |2
385 |27

3x+8y+5z=27
-x+ y+2z= 2

i ) 2
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b. x+2y+3z=11 1 2 11]
3x+8y+5z=27 8 5|77 (7b)
-1 1 2| 2
X+ y+2z= 2 L &
c  x+2y+3z=11 1 2 3| 11]
2y-4z=—6 & =4 | =6 (7c)
-1 1 2| 2
X+ y+2z= 2 - E
d. x+2y+3z=11 (1 2 3 | 11]
2y—4z=-6 0 24 |-6 (7d)
0 3 5 |13
3y+5z=13 L
e x+2y+3z=11 1 2 3| 11]
y=2z=~3 0 1-2 (-3 (7e)
0 3 5|13
3y+5z=13 L 4
f. x+ 7z=17 (1 0 7 17]
E y-22=-3 1 -2 13 an
0 5|13
3y+5z=13 L i
g x+ Tz=17 [1 0 7 | 17]
E §~2z=-3 1213 (78)
0 0 11 | 22
11z=22 L ]
hEr =3 (1 0 0| 3]
y =1 0 10 ; (7h)
0 0 1
z= 2 L 4 .

La matriz de coeficientes en (7h) es un ejemplo de matriz en forma reducida por
renglones. En general, una matriz de coeficientes con m renglones y n columnas
(Ilamada matriz m X n) est4 en forma reducida por renglones si satisface las siguientes

condiciones.
Forma reducida 1. Cadarenglén que sélo tenga ceros estd debajo de todos los renglones que tienen
por renglones entradas distintas de cero.

2. La primera entrada distinta de cero en cada renglén es 1 (llamado ! principal).

3. En cualesquiera dos renglones sucesivos (distintos de cero), el 1 principal del
renglén inferior queda a la derecha del 1 principal del renglén superior.

4. Siuna columna contiene un 1 principal, las demds entradas de esa columna son
ceros.

EJEMPLO 3 Determinar cuéles de las siguientes matrices estin en forma reducida
por renglones. Si la matriz no aparece en esta forma, indicar la condici6n violada.
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1 0 0] 0O 1 0 0 4 1 2 0 0
alo 1 0 0 b.l o 1 0 3 c 0 1
0 0 1 3 0 0 0 0 0 0 0 1
[0 1 2 | -2] [1 2 0| o [1 0| 4
d | | 0 Cp R i R s S | . 1o 3 0
0 0 1 2 0 0 2 1 0 0 0
o 0o o | O]
g1 0 0 3
01 0| 2

Solucién Las matrices en a), b) y c) estdn en forma reducida por renglones.

d. Esta matriz no estd en forma reducida por renglones. Se violan las condiciones 3
y 4: el 1 principal del segundo renglén estd a la izquierda del 1 principal del primer
renglén; ademds, la columna 3 tiene un 1 principal en el renglén 3 y un elemento
distinto de cero arriba de él. :

e. Esta matriz no estd en forma reducida. Se violan las condiciones 2 y 4: 1a primera
entrada distinta de cero en el renglén 3 es un 2, no un 1; ademds, la columna3
contiene un 1 principal y tiene una entrada distinta de cero arriba de ésta. :

f. Esta matriz no estd en forma reducida. Se viola la condicién 2: la primera entrada
distinta de cero en el renglén 2 no es un 1 principal. i

g. Esta matriz no estd en forma reducida. Se viola la condicién 1: el renglén 1 consta -
sélo de ceros y no estd debajo de todos los renglones distintos de cero. 3

|

El andlisis anterior sugiere la siguiente adaptacion del método de eliminacidn de
Gauss-Jordan para resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante matrices. En
primer lugar, las tres operaciones sobre las ecuaciones de un sistema (véase pag. 193)
se traducen en las siguientes operaciones de renglon sobre las matrices aumentadas
correspondientes.

Operaciones de renglén

1. Intercambiar dos renglones.
2. Reemplazar cualquier renglén con un miltiplo no nulo de él.

3. Sustituir cualquier renglén con la suma de dicho renglén y un muiltiplo de
cualquier otro.

=

b
En el ejemplo 2 se obtuvieron las matrices aumentadas mediante las operaciones
utilizadas en el sistema equivalente de ecuaciones del ejemplo 1. i
Para describir el método de eliminacién de Gauss-Jordan mediante matrices, hay | ‘

que introducir cierta terminologfa. Comencemos definiendo qué se entiende por una:?;
&

columna unitaria.

Columna unitaria

Una columna de la matriz de coeficientes esté en forma unitaria si una de las
entradas de la columna es un 1 y las demds son cero.
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Por ejemplo, en la matriz de coeficientes de (7d), sélo la primera columna estd en
forma unitaria; en la matriz de coeficientes de (7h), las tres columnas estdn en forma
unitaria. La serie de operaciones de renglén que transforman la matriz aumentada (7a)
en la matriz equivalente (7d) donde la primera columna

2
3
-1

de (7a) se transforma en la columna unitaria

1
0
0

es un pivoteo de la matriz en torno del elemento (nimero) 2. De manera anéloga, se
pivotea en torno del elemento 2 de la segunda columna de (7d), que aqui aparece
encerrado en un circulo,

2

@

&

para obtener la matriz aumentada (7g). Por tltimo, al pivotear en torno del elemento
11 de la columna 3 de (7g)

7
-2

@

se obtiene la matriz aumentada (7h), cuyas columnas estdn en forma unitaria. El
elemento en torno del cual se pivotea una matriz es el elemento pivote.

Antes de analizar el siguiente ejemplo, se introduce la siguiente notacién para los
tres tipos de operaciones de rengldn.

Notacién para
las operaciones
de renglén

Si R; es el i-ésimo renglén de una matriz, se escribe:
Operacion 1: R; <> R; significa intercambiar el renglén i por el renglén j
Operacion 2: cR; significa reemplazar el renglén i con ¢ con el renglén i

Operacidn 3: R; + aR; significa reemplazar el renglén i con la suma del renglén i
y a veces el renglén j

EJEMPLO 4 Pivotear la matriz
®@s |9
23 5

en torno del elemento encerrado en un circulo.
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Solucion Al utilizar la notacién recién introducida, se obtiene
5 5
3519 IR, 133 Ro— 2R, 1 3 3
23 |5|=— |23 |5|—|0 -1 |-l

La primera columna, que en un principio tenifa laentrada 3, estd ahora en forma unitaria,
con un 1 donde estaba el elemento pivote, con lo que concluye la solucién.

Solucién alternativa En la primera solucién se utilizé la operacién 2 para obtener
un 1 donde estaba el elemento pivote. Otra alternativa es usar la operacién 3 como

sigue:
35 |9] Ri=rR, [1 2 | 4] Ry-2rR, |1 2 4
2394 S5|—=1230sF—"|0 =1 | =3

OBSERVACION En el ejemplo 4, las dos matrices

1 553 1 2| 4
o-t|a|¥joa |3

parecen un poco diferentes, pero son equivalentes. El lector puede comprobar esto
observando que las matrices representan los sistemas de ecuaciones

x+§y= 3 x+2y= 4
y
1
—gy——l —y——3

respectivamente, y ambas tienen la misma solucién: x=-2 y y=3. El ejemplo 4
también muestra que a veces podemos evitar el trabajo con fracciones, utilizando la
operacién por renglén adecuada.

A continuacién se resume el método de Gauss-Jordan:

El método de eliminacién
de Gauss-Jordan

1. Se escribe la matriz aumentada correspondiente al sistema lineal.

2. En caso necesario se intercambian renglones (operacién 1), para obtener una
matriz aumentada en la que la primera entrada del primer renglén sea distinta
de cero. Después se realiza el pivoteo de la matriz en torno de esta entrada.

3. Se intercambia el segundo renglén con algtin rengl6n debajo de €l, en caso necesario,
para obtener una matriz aumentada en que la segunda entrada del segundo
renglén sea distinto de cero. Se pivotea la matriz en tomo de esta entrada.

4. Se continiia de este modo hasta que la matriz final quede en forma reducidapor |
renglones. =

Antes de escribir la matriz aumentada, asegirese de escribir todas las ecuaciones
con las variables a la izquierda y los términos constantes a la derecha del signo d¢
igualdad. Adems, asegiirese de que las variables tengan el mismo orden en todas a5
ecuaciones. =
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EJEMPLO 5 Resolver el sistema de ecuaciones lineales dado por

3x-2y+8z=9
2x+2y+ z=3
x+2y—-3z=8 (¢))

Solucién Al utilizar el método de eliminacién de Gauss-Jordan, se obtiene la
siguiente serie de matrices aumentadas equivalentes:

B2 8 9 1 0 912
2 2 1| 3| RtR |2 2 1| 3
1 23| 8 1 2-3| 8
1 0 9|12
R>+2R
27010 2 19|27
Rs-Ri | 0 2-12 | 4
(1 0 9|12
Ry Ry 0 @_ -4
0 2 27
- [1 0 9 | 12]
22 0 1-6|-=2
0 219 |27
(1 0 9 | 12]
K-2R 1o 1-6|-2
0 0@) |31
ip [1 0 9 | 12]
511 0 1-6|-2
0 0 1| 1
1 0 0] 3]
2= 1 0| 4
Ry +6R; 0 0 1 1

La solucién del sistema (8) estd dada por x=3, y=4y z=1, y se puede comprobar
sustituyendo en el sistema (8) como sigue:

3(3)-2(4) +8(1)=9 v/
-23)+24)+1 =3 Ve
3+2(4)-3(1)=8 7 B

Al buscar un elemento que sirva de pivote, es importante recordar que s6lo se puede
trabajar con el renglén que contiene al pivote potencial o con cualquier renglén debajo
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de él. Para ver lo que puede fallar si no se tiene ese cuidado, considérese la siguiente
matriz aumentada para cierto sistema lineal:

1. 1 2 3
0 0 3 1
0 g2 b} =2

Nétese que la columna 1 estéd en forma unitaria. El siguiente paso en el procedimiento
de eliminacién de Gauss-Jordan pide obtener un cero en la segunda posicién de]
segundo renglén. Si se utiliza el primer renglén (que estd sobre el renglén en cuestién),
se puede proceder como sigue:

1 1 2 0 0 3 1

0 0 3 1| ReR |1 1 2 3
—_—

0 251 = 0 2 1| =2

Como se puede ver, no sélo se ha obtenido un elemento distinto de cero que sirva de
siguiente pivote, sino que éste ya es un 1, lo que ahorra el siguiente paso. Esto parece
ser un buen movimiento. Pero hay que tener cuidado, ya que se ha perdido parte del
trabajo anterior, pues la primera columna ya no tiene la forma unitaria en que el |
aparece en primer lugar. El movimiento correcto en este caso consiste en intercambiar
el segundo y tercer renglones.

El siguiente ejemplo muestra cémo enfrentar una situacién en que la entrada del
primer rengl6n de la matriz aumentada es cero.

EJEMPLO 6 Resolver el sistema de ecuaciones lineales dado por
2y+ 3z= 17
3x+6y—-12z=-3
Sx=2y+ 2z=-7

Solucién Al utilizar el método de eliminacién de Gauss-Jordan, se obtiene la
siguiente serie de matrices aumentadas equivalentes:

2 3| 7] ® 6 -12 | -3] , 1 24| -1

6 -12 | 3| ROk |9 2 3| 7|38 |0 2 3| 7| R-SR
2 2| 52 2|7 52 2|7

2 -4 | -1 124 - 1 0-7 -8

1 1

@3 | 7|20 1 2| R 1o 1 2| 1|6
-12 22 | -2 0-12 22 | 2| Rs+12R: | o o 40

e B 1 0 0 |-l

13| BETR 10 1 0| 2f

0 1 1| R=3Rs [ 0 0 1 1

La solucién del sistema estd dada porx = —1,y =2y z = 1, lo cual se puede comprobar.
mediante su sustitucién en el sistema. u
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EJEMPLO 7 Completar la solucién al ejemplo 1, pagina 187.

Solucién Para concluir la solucién al problema planteado en el ejemplo 1, recuérdese

" que la formulacién matematica del problema condujo al si guiente sistema de ecuacio-

nes lineales:
2x+ y+ z=180
x+3y+2z=300
2+ y+2z=240
donde x, y y z denotan las cantidades respectivas de recuerdos de tipo A, B y C por
fabricar.
Al resolver el sistema anterior de ecuaciones lineales mediante el método de

eliminacién de Gauss-Jordan, se obtiene la siguiente serie de matrices aumentadas
equivalentes: .

@ 1 1180 [1 3 2] 300
1 3 2 |300] iR | 2 1 1| 180
—
2 1 2 1240 2 1 2 | 240
(1 3 2] 300]
Ri-2Ri | 0 (9 -3 | —420
Rs—2R. | 0 -5 -2 | =360
1 3 2, 300]
2 .10 1 2 84
0 -5 =2 | -360
[1 0 1 48]
Ri-3R 1o 1 2|84
Rs+3R: | 0 0 (| 60
0 0 | 36]
sy
H. 0 1 0| 48
2~3Ry | 0 0 1 | 60

Asi, x=36, y =48 y z = 60; es decir, la compaiiia debe fabricar 36 piezas tipo A, 48
tipo B y 60 tipo C para utilizar todo el tiempo de méquina disponible. B

1. Resolver el sistema de ecuaciones lineales:

2x+3y+ z= 6
x=2y+3z=-3
3x+2y—-4z=12

mediante el método de eliminacién de Gauss-Jordan.
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2. Un agricultor tiene 200 acres de terreno adecuado para los cultivos A, By C. El
costo respectivo por acre es de $80 y dispone de $12 600 para trabajar la tierra,
Cada acre del cultivo A requiere 20 horas de trabajo; cada acre del cultivo B, 25
horas de trabajo, y cada acre del cultivo C, 40 horas de trabajo. El agricultor
tiene un maximo de 5 950 horas de trabajo disponibles. Si desea utilizar toda la
tierra cultivable, todo el presupuesto y toda la mano de obra disponible, ;cudntos
acres debe plantar de cada cultivo?

Las soluciones a los ejercicios de autoevaluacién 5.2 aparecen en la pdgina 207.

r! EJERCICIOS ’

En los ejercicios 1-4, escriba la matriz aumentada corres- 1 0 o0 3] 1 0 0] -1
pondiente al sistema de ecuaciones. 13. 1 0 4 4.0 1 0| =
0 0 1 5 0 0 2|~
1. 2x-3y=7 2. 3x+7y-8z= 5 L B L 3
3x+ y=4 +3z=-2 - = _
i a5 1 0 1] 3 1 0 |-10
¥ = 150 1 0| 4 16.| 0 1 %
3. - y+2=6 4.3u+2n =0 | 0 0 -1 | 6] | 00 0
2x+2y—-8z=17 Xi— x+2x3=4 )
3y+4z=0 20 -3x3=5 "0 0 0 0] 1 0 0 3
0 1 0 6
. ; , 17.1 0 1 2 4 18.
En los ejercicios 5-8, escriba el sistema de ecuaciones 0 0 O 4
; ; 0 0 O 0
correspondiente a la matriz aumentada. L J 0 0 1 5
5 3 2|4
|-l 5 En los ejercicios 19-26, realice el pivoteo del sistema en
) torno del elemento encerrado en un circulo.
2 4 )
6.[1 -1 -2 | -3 (@4 |8 3216
4 0 3| 2 1915 Iz] zo'[@z’s]
1 3 2 4 2 3 1 6 . _
7.{2 0o 0ol s 8.4 3 2| 5| 2 @2’3] 2. @3'2]
33 2| 6 00 0] 0 | 642 i
En los ejercicios 9-18, indique si la matriz estd en forma @ 46 12 1324
reducida por renglones. 23.12 31 ] 5 24. @ 486
3 -12 4 -1 23 | 4
10 3 1113 B B
prla] e i
ro1 3 4 (1 2 315
qfo1]3 [0 153 5. (24@]| 3 26.| 00 3 2| 4
10 (5 100 |5 L5 62 |4 0 4 -11|3 g
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En los ejercicios 27-30, complete las entradas faltantes 10! l 100 g
alizando las operaciones de renglon indicadas para obte- Ri—3Rs

= ices reducidas por renglones. 013 4| ——|0 10 2

ner las matrices p 2 ; o v B

6 1 . . .
27. F; 51) 4:| E_Rl. [2 1 4] M 31. Escribaun sistema de ecuaciones lineales para la matriz
- aumentada del ejercicio 27. Con los resultados del
5 {3 5 ejercicio 27 encuentre la solucién del sistema.
F} 3 ] —~R: [ . l ] R1_'3Ri, 32. Repita el ejercicio 31 para la matriz aumentada del
L ejercicio 28.

10 | 2 33. Repita el ejercicio 31 para la matriz aumentada del
1 0] ejercicio 29.
- 34. Repita el ejercicio 31 para la matriz aumentada del
ejercicio 30.
I EE B S L I S
En los ejercicios 35-50, resuelva el sistema de ecuaciones

lineales mediante el método de eliminacién de Gauss-Jordan.

12 |1 10|-5
. ' ]M[e 1 3] 35. x-2y=8 36. 3x+ y= 1
- 3x+4y=4 =Tx-2y=-1
r 37. 2x-3y=-8 38. Sx+3y=9
1 31 3 .
2.3 83| 7| 2=2R dx+ y=-2 x4 y=-8
2 31 | -10] B3-2R 39. x+y+ z=0 40. 2x+ y-2z= 4
2x-y+ z=1 x+3y— z=-3
(131 3 x+y-2z=2 x+4y- z= 17
—R 41. 2x+2y+ z= 9 42. 2x+3y-2z=10
L X +z= 4 3x-2y+2z= 0
4y-3z=17 4x—- y+3z=-1
1 3 1 3 Ri - 3R, 43. - 0+ x3= 2

« B W b — = 4x;-3x+2x3=16
3x1+20+ x3=11

= 44. 2x+4y—-62= 38

o 1ol ol RRs (1)(1)8 ’; X+2+dz= 7

L. -Rs 001 | =2 3x—4y+4z=-19

- 45. x1—-20+ x3= 6

[0 13 | 4 2+ x-3x3=-3

030.(1 21 7] RieR, x1-3x+3x3=10
i 126 | i) 7 46. 2x+3y-6z=-11 47. 2x  +3z=-1
x—2y+3z= 9 3x-2y+ z=9
[ 121 ] 7 3ty =7 X+ yt+dz= 4

. R3:—=R |0 1 3 —4 48. 2x;— x2+3x3=-4

_l =20 1 - |- .. . x1—20+ x3=-1

X1 =5x+23=-3

Ri+3iR; ot | LR 49. xi—-x+3x3=14

Rs + 4R, 013 | A4 —Ws x+x+ x3= 6

2x1—-x2+ x3=-4
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22— x2— x3=0
3x1+2,\:3+ X3=7
xl+2X‘_1+2X3=5

Los problemas de los ejercicios 51-59 se corresponden con
los ejercicios 15-23 de la seccion 5-1. Utilice los resulta-
dos de tales ejercicios como apoyo para resolver estos pro-
blemas.

51.

52.

53.

55.

56.

Agricultura La granja de los Johnson tiene 500 acres
de terreno reservados para el cultivo del maiz y el trigo.
El costo respectivo de cultivo del maiz y el trigo (inclu-
yendo semillas y mano de obra) es de $42 y $30 por
acre. El sefior Johnson dispone de $18 600 para estos
cultivos. Si desea utilizar todo el terreno reservado y
todo el presupuesto, ;jcudntos acres de cada cultivo
debe plantar?

Inversiones Miguel tiene un total de $2000 deposita-
do en dos instituciones de ahorro. Una paga interés sim-
ple con una tasa de 6% por afio, y la otra, un interés
simple con una tasa de 8% por afo. Si Miguel gané un
total de $144 por concepto de intereses durante un afio,
(cudnto dinero ha depositado en cada institucién?
Mezclas Latienda Coffee Shop vende una mezcla de
café obtenida a partir de dos cafés, uno con un costo
de $2.50 la libra y el otro a $3 la libra. Si la mezcla se
vende a $2.80 la libra, ;qué cantidad de cada café
se utiliza para obtener la mezcla mencionada? [Suge-
rencia: Suponga que el peso de la mezcla de café es 100
libras.]

. Inversiones Isis tiene un total de $30 000 invertidos

en dos tipos de bonos, con rendimientos de 8% y 10%
de interés simple por afio, respectivamente. Si el to-
tai de intereses que recibié en un afio fue de $2 640,
;cudnto dinero tiene invertido en cada bono?

Transporte La cantidad total de pasajeros que utili-
zan cierta ruta de autobds durante ei turno matutino es
1000. Si la tarifa para nifios es de 25 centavos y la de
los adultos es de 75 centavos y el ingreso total durante
el turno matutino fue de $650, ;cudntos nifios y adultos
utilizaron el autobiis en este turno?

Bienes raices Carrizal y Asociados, empresa de bie-
nes raices, planea construir un nuevo complejo habita-
cional con departamentos de una recdmara y casas de
dos y tres recdmaras. Se planea un total de 192 unida-
des, y el nimero de unidades familiares (casas de dos o
tres recdmaras) serd igual al niimero de departamentos
de una recdmara. Si el nimero de departamentos de una
recdmara serd igual al triple del nimero de casas de
tres recdmaras, determine cudntas unidades de cada tipo
habr4 en el complejo.

57.

58.

59.

60.

61.

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Planeacién de una inversién El interés anua)
relativo a tres inversiones del sefior Carrillo ascendig
a $21,600: 6% en una cuenta de ahorro, 8% en up
fideicomiso y 12% en certificados del mercado de
dinero. Si la cantidad invertida por €l en los certifi-
cados del mercado de dinero es el doble de la inver-
sién en la cuenta de ahorro, y el interés obtenido de
la inversién en el mercado de dinero era igual a log
dividendos recibidos de su inversién en el fideicomi-
so, determine cudnto dinero colocé en cada tipo de
inversién.

Ingresos en taquilla Un cine tiene 900 asientos y
cobra $2 por nifio, $3 por estudiante y $4 por adulto. En
cierta funcién, con el cine lleno, habia la mitad de
adultos con respecto del niimero de nifios y estudiantes
juntos. Los ingresos totales fueron $2800. ;Cudntos
nifios fueron a la funcién?

Decisiones gerenciales La gerencia de Hartman
Rent-A-Car asign6 $1 millén para comprar una flotilla
de automéviles nuevos, con autos compactos, medianos
y grandes. Los compactos cuestan $8,000 cada uno, los
medianos cuestan $12,000 y los grandes $16,000. Si
Hartman compra dos veces mis compactos que media-
nos, y el total de autos por adquirir es 100, determine
cudntos autos de cada tipo comprarén. (Suponga que se
utilizard todo el presupuest).)

Inversidon Los sefores Garcia disponen de $100 000
para invertir en acciones, bonos y una cuenta en el
mercado de dinero. Las acciones tienen un valor de
recuperacién de 12% por afio, mientras que los bonos
dan 8% al afio y la cuenta del mercado de dinero, 4%
anual. Ellos han convenido que la cantidad invertidaen
el mercado de dinero debe ser igual a la suma de 20%
de la cantidad invertida en acciones y 10% de la inver-
sién en bonos. ;Cémo deben distribuir sus recursos si
necesitan un ingreso anual de $10 000 por sus inver-
siones? |

Sociedades de inversién La gerencia de una so-
ciedad de inversién tiene un fondo de $200 000 para
invertir en acciones. A fin de alcanzar un nivel acep-
table de riesgo, las acciones consideradas se han
clasificado en tres categorfas: de alto, mediano y bajo |
riesgo. La gerencia estima que las acciones de
alto riesgo tendran una tasa de recuperacién de 15% .
por ano; las de mediano, 10% por afio, y las de bajo, -
6% por afio. La inversién en las acciones de bajo.
riesgo ser4 el doble de la suma invertida en las otras
dos categorias. Si el objetivo de la inversi6n es tenef
una tasa promedio de recuperacién de 9% por aii0
sobre la inversién total, ;cuénto se debe invertir i
cada tipo de accién?
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planeacion de una dieta Un dietista desea planear
cierta dieta con base en tres tipos de alimentos. Los
porcentajes de requisitos diarios de proteinas, carbohi-
dratos y hierro contenidos en cada onza de los tres tipos
de alimentos-aparecen en la siguiente tabla.
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y orquesta excedian por 400 el doble de los boletos
vendidos de galeria. El total de ingresos para esa fun-
cién fue de $62 800. ;Cudntos boletos se vendieron de
cada uno?

Planeacién de la produccién  Un fabricante de blu-
sas produce tres tipos: sin manga, manga corta y manga
larga. El tiempo requerido por cada departamento para

Alimento | Alimento Il Alimento Il
producir una docena de blusas de cada tipo aparece en
Porcentaje 10 6 8 la siguiente tabla.
de proteinas
Porcentaje de 10 12 6
carbohidratos Sin Manga Manga
Porcentaje 5 4 12 Departamento manga corta larga
de hierro
Corte 9 min 12 min 15 min
Confecci6n 22 min 24 min 28 min
Indique cudntas onzas de cada tipo de alimento debe Biiipaquétado 6 min 8 min 8 min

incluir el dietista en la comida para cubrir con exactitud
los requisitos diarios de proteinas, carbohidratos y hie-
rro (100% de cada uno).

Ingresos en taquilla Para la noche de estreno en la
é6pera se vendieron 1000 boletos. Los asientos de platea
costaron $80; los de orquesta, $60, y los de galeria, $50.
El nimero combinado de boletos vendidos para platea

Los departamentos de corte, confeccién y empaquetado
disponen de un maximo de 80, 160 y 48 horas de
trabajo, respectivamente, por dia. ;Cudntas docenas
de cada tipo de blusa se pueden producir al dia si la
planta opera a toda su capacidad?

1. Se obtiene la siguiente serie de matrices aumentadas equivalentes:

2 3 1] 6 -2 3|3
s 3 |2 BEET 5 g | g B
3 24|12 3 2 4 | 12| B3R
SleS & [ -3 12 3]-3
0 7 =5 | 12] RRoRy | 0 ®-13 | 21| Ra—Rs
—_— —_—
0 8 -13 | 21 0 7 -5 | 12
[ =253 =3 0 -13 15]
. 1R
0 1 -8 | of Rt2R 1 -8 | of 3D,
0 75|12 B"TR | o o 51 |51
(1 0-13 |15 1 0 0 2
0 1 -8 | ofRtB3Rs | o 1 ol |
00 @|-1] R | o o0 1 |

La solucién del sistemaesx=2,y=1yz=-1.
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2. Enrelacién con la solucién del punto 2 de los ejercicios de autoevaluacién 5.1,
se ve que el problema se reduce a resolver el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

x+ y+ z= 200
40x + 60y + 80z = 12600
20x + 25y +40z= 5950

Al utilizar el método de eliminacién de Gauss-Jordan, se tiene

1 1 1 200
40 60 80 [12600
20 25 40 | 5950

R, —40R,
—_—
R3 —20R,

1 1 1| 200 11 1 | 200
020 40 [4600| xR | 0 1 2 | 230
0 520 [1950 05 20 |1950
Ribope g V8 AL | 20 iRy
—L"22,101 2| 230
Rs=5R2 19 0 10 | 800
10-1|=30] o . [100 |50
01 2 | 230|—S=2+1010 |70
00 1| 8| @™ loo0o1 |80
A partir de la dltima matriz aumentada en forma reducida se ve que x =50,

y=70y z=80; por lo tanto, el agricultor debe plantar 50 acres del cultivo A,
70 del cultivo B y 80 del cultivo C.

Us o d e

la tecnologia

Solucién de un sistema de
ecuaciones lineales mediante
el método de Gauss-Jordan

Una utilerfa de graficacién permite realizar las tres operaciones matriciales sobre una
matriz. Las instrucciones son:

Operacion

Funcién en
la calculadora

Ri©R;
cRi
Ri+aR;

Swap (4, i, ])
mulR (c, A, i)
mRAdd (, A, j, i)

(Véase Sec. A.5,enel Ap. A))
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Al realizar una operacién de renglén sobre una matriz, el resultado se guarda como

Ans en la calculadora. Si se efectda otra operacién sobre dicha matriz, se elimina la

- matriz de la memoria. En caso de que se cometa un error en la operacién, la matriz

anterior se habrd perdido. Por esta razén, hay que guardar los resultados de cada

operacién. Para esto se oprime STO (indicado mediante el simbolo B> en Ejem. 1),

seguido del nombre de una matriz y luego ENTER. Este proceso se incorpora en el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1 Utilizar una calculadora graficadora para resolver el siguiente siste-

ma de ecuaciones lineales mediante el método de Gauss-Jordan (véase Ejem. 5, Sec.
52).

3x-2y+8z=9
-2x+2y+ z=3

x+2y—-3z=8

Solucién Con el método de Gauss-Jordan se obtiene la siguiente serie de matrices

equivalentes.
(3 2 8 9 10 9 12
2 2 1 3| mRAdd(1,4,2,1)»B |2 2 1 3| mRAdd(2,B,1,2)» C
1 2 -3 8 12 -3 8
10 9 12 Mo 9|12
0219 27| mRAdd(-1,C,1,3)»B [0 2 19 | 27| multR(,B,2)»C
12 -3 8 02 -12 | -4
1 0 9 12 1 0 9 12
0 1 95 | 13.5| mRAdd(-2,C,2,3)»B [0 1 9.5 135 | multR(-L,B,3)»C
0 2 -12 -4 0 0 -31 =31
( 1 0 9 12 1 0 0 3
0 1 95 | 135|mRAdd(-9,C,3,1)»B| 0 1 95 | 13.5| mRAdd(-95,B.3.2)»C
0 0 1 1 0 0 1 1
(100 3
010 4
001 1

La dltima matriz estd en forma reducida por renglones, por lo que la solucién del
sistemaesx=3,y=4yz=1.
=]
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resolver un sistema
de ecuaciones lineales

Uso de SIMULT (TI-85)
para resolver un sistema
de ecuaciones

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

La operacién rref transforma una matriz aumentada en otra que tiene forma reducida
por renglones (véase Sec. A.5, Ap. A); por ejemplo, al usar rref, se tiene

3 =2 8 9 100 3
o A 2 | 3| rrefA | 010 -
V=20 =3 8 001 1

ique es igual a lo obtenido!

La operacién SIMULT de una utileria de graficacidn sirve para resolver un sistema de
n ecuaciones lineales en n variables, donde n es un entero entre 2'y 30 (véase Sec. A5,
Ap. A).

EJERCICIOS

Enlos ejercicios 1-6, utilice una utileria de graficacion para 4, x1—-20-2x3+ xa= 1
resolver el sistema de ecuaciones a) mediante el método de 2% — a+2x3+3x=-2
Gauss-Jordan; b) con la operacidén rref,y (c) con SIMULT. X1 =5x0+Tx3-2x4= 3

Exprese su respuesta con una precision de cuatro cifras

decimales.

1. xi—-20+2x3—-3x4=-7
31+20—- x3+5x3=22
2x; -3 +4x3— x4=-3
3x1-20- x3+2x4=12

2; ?_\‘1— x:+3x3—?.x4=—2

x-2x+ x3-3x= 2
X1—=5x+2x3+3x4=-6
Bx1+3x-4x3-4xs= 9

3. 2u+ »+3- =9
-x1—2x2 -3y=-1
X1 -3x3+ x4=10
X1— x2— x3— x3= 8

m solucién de sistemas de ecuaciones lineales 11

Soluciones de ecuaciones
lineales

3xi—4x+3x3+4xs=—-4

5. 20 -20+3x—- xu+2xs= 16
30+ -2+ x4-3xs=-11

x1+3x0 -4 +3x4— x5=-13

2x) — xz+3x3—2x4+2x5= 15
3x1+4x-3x3+ 50— x5=-10

6. 210 =320+ 6.4x3+ Txs—32xs= 543
4.1x; +2.2x2 — 3.1x3 — 4.2x4 + 3.3x5 = -20.81
34x - 6.200+4.Tx3+2.1x4 — 53xs= 24.7
4.1x; +73x0+52x3+6.1x4 —8.2xs = 29.25
28x1+5.2x+ 3. 1x3+ 5.4xs +3.8xs= 43.72

En esta seccién continda el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. Para ser m4s
especificos, se analizardn sistemas con una infinidad de soluciones y sistemas sinl.
solucién. También se estudiardn sistemas de ecuaciones lineales en donde el nimero.
de variables no es igual al nimero de ecuaciones en el sistema.

El primer ejemplo ilustra la situacién en donde un sistema de ecuaciones lineales tie
una infinidad de soluciones.
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EJEMPLO 1 Un sistema de ecuaciones con una infinidad de soluciones. Resolver
el sistema de ecuaciones lineales dado por

x+2y—-3z=-2
3x- y-2z= 1
2x+3y—-5z=-3 (&)

Solucién Con el método de eliminacién de Gauss-Jordan se obtiene la siguiente serie
de matrices aumentadas equivalentes:

[ 2 3 | 2] 1 2 3| =2 ,
2 IR
3] o | 1Bl gl 7| 72
2 35| 3| RB-2R | g3 1| 1
1 2 =3 | 2] 1 0 -1 0]
0 1 -1 | 1|2 by | o
0-1 1| 1| B*R | g o o] o

La iltima matriz aumentada estd en forma reducida por renglones. Al interpretarla
como sistema de ecuaciones lineales se tiene

x—z=0
y=z==1
un sistema de dos ecuaciones en las tres variables x, y y z.

Ahora se distingue una variable, digamos z, y se despejan x y y en términos de
ella. Se obtiene

X=2Z
y=z-1

Si se asigna un valor particular a z, como z =0, se tiene x=0y y =—1, con lo que se
llega a la solucién (0, —1, 0) del sistema (9). Al hacer z = 1, se obtiene la solucién (1,
0, 1). En general, si se hace z =t, donde ¢ representa un niimero real, se obtiene una
solucién dada por (t, t — 1, #). Puesto que el pardmetro t puede ser cualquier nimero
real, se ve que el sistema (9) tiene una infinidad de soluciones. En términos geométri-
cos, las soluciones del sistema (9) estén en la linea recta del espacio tridimensional
dada por la interseccién de los tres planos determinados por las tres ecuaciones del
sistema.

OBSERVACION En el ejemplo 1 se eligi6 z como pardmetro pues era m4s conve-
niente despejar x y y en términos de z (las columnas de x y y estdn en forma unitaria).

El ejemplo que sigue muestra lo que ocurre en el procedimiento de eliminacién
cuando el sistema no tiene solucion.

EJEMPLO 2 Un sistema de ecuaciones que no tiene solucion. Resolver el sistema
de ecuaciones dado por

x+ y+ z= 1
x- y-z=4
x+5y+5z=-1 (10)
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Solucién Al utilizar el método de eliminacién de Gauss-Jordan, se obtiene |3
siguiente serie de matrices aumentadas equivalentes:

@1 1] 1 (1 1 1 1]
3 -1 -1 | 4| B3Rt 4 4| 1
1 5 5 |-1] Rk 0 4 4|2
1 1 1 1]
R3;+R> 0 4 4 1

—_—
0 0 0| -1

Nétese que el tercer renglén de la iltima matriz se lee Ox + Oy + 0z = —1 —es decir,
j0 =—1!—; por lo tanto, se concluye que el sistema (10) es inconsistente y carece de
solucién. En términos geométricos, se tiene una situacién en que dos de los planos
se intersecan en una linea recta, pero el tercero es paralelo a esta recta de interseccién
de los dos planos, por lo cual no la interseca; en consecuencia, no existe un punto de
interseccién de los tres planos.

El ejemplo 2 presenta el siguiente resultado, mds general, del uso del método de
eliminacién de Gauss-Jordan.

Sistemas sin solucién

Si existe un renglén de la matriz aumentada que s6lo contenga ceros a la izquierda
delarecta vertical y una entrada distinta de cero a laderecha de larecta, el sistema de
ecuaciones no tiene solucién.

Quiz4 el lector ha advertido que en todos los ejemplos anteriores se ha trabajado
con sistemas con el mismo nimero de ecuaciones lineales y de variables; sin embargo, -
en la préictica también aparecen los sistemas en que el nimero de ecuaciones es
distinto del nimero de variables. De hecho, se verd este tipo de sistemas en los ejemplos
3ya. :

El siguiente teorema proporciona cierta informacién preliminar acerca de un
sistema de ecuaciones lineales.

Teorema 1

a. Si el mimero de ecuaciones es mayor o igual que el niimero de variables en un g
sistema lineal, entonces una de las siguientes posibilidades es cierta: :’q
i. El sistema no tiene solucién. Qj
ii. El sistema tiene exactamente una solucién. ;
iii. El sistema tiene una infinidad de soluciones.
b. Si existen menos ecuaciones que variables en un sistema lineal, entonces el
sistema carece de solucién o tiene una infinidad de soluciones.

OBSERVACION El teorema 1 sirve para indicar la naturaleza de la solucién, incluso
antes de comenzar a resolver un problema. O

Aunque no se demostrar4 este teorema, hay que recordar que el inciso a) sé B2
ilustrado a nivel geométrico, para el caso en que existen exactamente tantas ecuacione
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(tres) como variables. A fin de mostrar la validez del inciso b), considérese de nuevo
el caso en que el sistema posee tres variables. Ahora bien, si sélo hay una ecuacién
- en el sistema, estd claro que existe una infinidad de soluciones, correspondientes
geométricamente a todos los puntos que se encuentran sobre el plano representado por
la ecuacién.
Ahora, si hay dos ecuaciones en el sistema, entonces sélo existe una de las
siguientes posibilidades:

1. Los dos planos son paralelos y distintos.

2. Los dos planos se intersecan en una linea recta.

3. Los dos planos coinciden (las dos ecuaciones definen al mismo plano; véase
Fig. 6). ‘

FIGURA 6

A

A BBy

(a) Sin solucién (b) Una infinidad de soluciones (<) Una infinidad de soluciones

Asf, no existe solucién o hay una infinidad de soluciones correspondientes a los puntos
que estdn en la linea de interseccién de los dos planos o en un tnico plano determinado
por las dos ecuaciones. En el caso en que dos planos se intersecan en una linea recta,
las soluciones comprenden un pardmetro, mientras que en el caso en que los planos
coincidan, las soluciones abarcardn dos pardmetros.

EJEMPLO 3 Un sistema con mds ecuaciones que variables. Resolver el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

x+2y= 4
x-2y=0
4x+3y=12

Solucién  Se obtiene la siguiente serie de matrices aumentadas equivalentes:

@© 2| 4] (1 2| 4
(1—2 BRG] =2

4 3 | 12| B4R o 5|4

[1 2 | 4] [ 10 2
0 1 K2R g 1
0 -5 | 4| Bt5R2 | oo | 1
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El dltimo renglén de la matriz aumentada reducida por renglones significa que 0 =,
lo cual es imposible; asi pues, se concluye que el sistema dado no tiene solucién. Ep
términos geométricos, las tres rectas definidas por las tres ecuaciones del sistema ng
se intersecan en un punto. (El lector puede ver esto graficando estas ecuaciones.)

B

EJEMPLO 4 Un sistema con mds variables que ecuaciones. Resolver el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

x+2y-3z+ w==-2

3x— y—=2z-4w= 1

2x+3y-52+ w=-3
Solucién Obsérvese primero que el sistema dado tiene tres ecuaciones en cuatro
variables, por lo que el teorema 1 b) significa que el sistema no tiene solucién o posee

una infinidad de soluciones. Para resolverlo, se utiliza el método de Gauss-Jordan y se
llega a la siguiente serie de matrices aumentadas equivalentes:

@ 23 1| -=2] 1 23 1]=2] ,
= —R
3 g | (R Ly -7 | Ttk
2 35 1|3 B-2R | o3 1|1
1 23 1| =2] 10 -1 -1 0
0 11 1 || B2 Vo1 0 1]
0-1 11| 1| B*R 1 g9 0 0] o )

La dltima matriz aumentada est4 en forma reducida por renglones. Obsérvese que el
sistema dado equivale al sistema

x-z-w=0

y—z+w=-1

de dos ecuaciones en cuatro variables; por lo tanto, se pueden despejar dos vanab]es
en términos de las otras dos. Si z=s5y w =1 (s,  pardmetros), se tiene que

x=s+t

SR SR i

y=s-—t-1

zZ=Ss

w=t

RN AT B

Es posible escribir solucionesen la forma (s + 1,5 —t — 1, s, t),donde s y t son numerOS
reales arbitrarios. Geométricamente, las tres ecuaciones del sistema representan tres.
hiperplanos en el espacio de dimensién cuatro (ya que existen cuatro variables) v;
sus “puntos” de interseccién estdn en un subespacio bidimensional (puesto que existef
dos parémetros). ’ |

OBSERVACION En el ejemplo 4 se asignaron pardmetros a z y w en vez de X ¥
dado que es mis fécil despejar x y y en términos de z y w. B

El ejemplo que sigue ilustra una situacién en que un sistema de ecuaciones linea
posee una infinidad de soluciones.
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EJEMPLO 5 La figura 7 muestra el flujo del trénsito en el centro de una ciudad
durante las horas pico de un dfa hébil. Las flechas indican la direccién del flujo en
‘cada calle de un sentido; el promedio de vehiculos que pasan por cada crucero por
hora aparece al lado de cada calle. Las avenidas 5 y 6 pueden aceptar hasta 2000
vehiculos por hora sin congestionarse, en tanto que la capacidad mdxima de cada calle
es de 1000 vehiculos por hora. El flujo se controla por seméforos instalados en cada
crucero.

a. Escribir una expresién general con las tasas de flujo, x1, x2, x3, x4, y sugerir dos
posibles patrones de flujo que garanticen que no habrd congestionamientos.

b. Supdngase que la parte de la calle 4 comprendida entre las avenidas 5 y 6 se
repavimentard y que el flujo de trifico entre los dos cruceros se reducird a 300
vehiculos por hora. Determinar dos posibles flujos de trifico que garanticen un
flujo suave del trafico.

FIGURA 7
Flujo de trdfico en el centro Calle 4 Calle 5
300 500
;. 1200 X, 800
Avenida 5
x, l x, T
Aveniida § —0 ~— 1400
4‘ X;
1
: 700 400
Solucién

a. Paraevitar los congestionamientos, todo el trafico que llega a un crucero debe salir
del mismo. Al aplicar esta condicién a cada uno de los cuatro cruceros en el
sentido de las manecillas del reloj —a partir del crucero de la avenida 5 y la calle
4— se obtienen las ecuaciones:

1500 =x; + x4
1300 =x; +x2
1800 =x2 +x3
2000 =x3 + x4

Este sistema de cuatro ecuaciones lineales con cuatro variables xi, x2, x3, x4 se puede
escribir de forma mds canénica como

X1 +x4=1500
X1 +x2 =1300
X2+ X3 =1800

x3 + x4 =2000
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Al utilizar el método de Gauss-Jordan para resolver el sistema, se obtiene

1 0 0 1 1500 1 0 0 1 | 1500]
1 1 0 0 1300 o » 0 1 0 -1 | =200
0 1 1 0] 180 =2==L,(0 1 1 0| 1800
0 0 1 1 2000 0 0 1 1 | 2000
1 0 0 1 | 1500

0 1 0 -1 | —200

RoRt o 0 1 1| 2000

0 0 1 1 | 2000

(1 0 0 1 | 1500]

0 1 0 -1 | =200

RizRs 1o 0 1 1 | 2000

0 0 0 0 0

La iiltima matriz aumentada est4 en forma reducida por renglones y equivale aun
sistema de tres ecuaciones lineales con cuatro variables x1, x2, x3, x4. Asi, se pued
expresar tres de las variables (digamos, x1, x2, x3) en términos de x4. Al hacer |
X4 =1 (¢ es un parimetro), es posible escribir la infinidad de soluciones del sistema
como

x1=1500-1¢
x2=-200+1¢
x3=2000-1¢
x4=t

Obsérvese que para obtener una solucién con sentido, 200 < ¢ < 1000, pues xi, X, g
X3y x4 deben ser todas no negativas; por ejemplo, al elegir t = 300 se tiene el patrén
de flujo =

x=1200, x=100, x3=1700, xs=300 :

Al escoger t = 500 se tiene el patrén de flujo

x1=1000, x2=300, x3=1500, x4=500 E

]

b. En este caso, x4 no debe exceder 300. De nuevo, al usar los resultados de a),
tiene el siguiente patrén de flujo, con x4 = ¢ = 300,

x1=1200, x2=100, =x3=1700, x4=300

ya obtenido. Al elegir t = 250 se llega al patrén de flujo

x1=1250, x2=150, x3=1750, x4=250
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1. La siguiente matriz aumentada en forma reducida por renglones equivalente
a la matriz aumentada de cierto sistema de ecuaciones. Resuelva el sistema
de ecuaciones usando este resultado.

1 0 -1 3
01 5|2
0 0 O 0

2. Resuelva el sistema de ecuaciones lineales

2x-3y+ z= 6
x+2y+4z=—4
x-5y-3z=10

mediante el método de eliminacién de Gauss-Jordan.
3. Resuelva el sistema de ecuaciones lineales
x—-2y+3z=9

2x+3y—- z=4
x+5y—-4z=2

con el método de eliminacién de Gauss-Jordan.

Las soluciones a los ejercicios de autoevaluacion 5.3 aparecen en la pdgina 219.

EJERCICIOS

los ejercicios 1-12, dado que la matriz aumentada en 1000 3
orma reducida por renglones equivale a la matriz aumen- 6.l 0110 | =1
qdeunsistema de ecuaciones lineales, determine: a) si 0001 2
¢l sistema tiene una solucidn, y b) la solucién o soluciones L
sistema, si éstas existen.
100 3 (100 3] -
010 | -1 010 |2 (1) (1) g g %
001 | 2 001 | 1 7100103
- - 0000 1
10 2 [100 | 3
1 4 010 1
00 0 000 0 00 4
) i g [010 |-
101 4 10 01 3
010 | _:l 000 1
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1000 2]
9.[0100 [-1
“loo 11 2
0000 0]
010 1 3]
001 -2 |4
10'oooo 0
000 00
1o 30 2]
01-10 |1
11'00 00 1|0
00 0010
(10 3 -1 4
01 -2 3|2
12'0000 0
00 0 010

En los ejercicios 13-32, resuelva el sistema de ecuaciones
lineales mediante el método de eliminacién de Gauss-Jor-
dan.

13. 2x- y=3 14. x+2y= 3
x+2y=4 2x-3y=-8
2x+3y=7 x—4y=-9

15. 3x-2y=-3 16. 2x+3y= 2
2+ y=3 x+3y=-2
x=2y=-5 x— y=3

17. 3x-2y= 5 18. 4x+6y= 8
-x+3y=—4 3x-2y=-7
2x—4y= 6 x+3y= 5

19. x- 2y= 2 20. x+2y+ z=-2
Tx—-14y=14 -2x-3y- z= 1
x- 6y= 6 2> +4y+2z=—4

21. 3x+2y= 4 22. 3y+2z=4
=x- y=-2 2x—- y-3z=3
6x+4y= 8 2 +2y- z=7

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

23.

24.

26.

27.

29.

33:

34.

35.

- 2+ x3=—4
M-ntin=-6
—6x1+ 302 -3x3=12

x+ y—2z=-3 25. x-2y+3z= 4
2%- y+3z= 17 2x+3y- z= 2
x-2y+5z= 0 x+2y-3z=-6
xn—-2n+ x3=-3

20+ x—-2x3= 2

x1+3x-3x3= 5

4+ y— z=4 28. x1+ 202 +4x3=2
8x+2y—2z=8 x+ n+2p=1
2x+ y-3z=1 30. 3x-9y+6z=-12
x— y+2z=1 x-3y+2z= -4
Sx-2y+3z=6 2x-6y+4z= 8§
x+2y— z=-4 32, 3x-2y+ z= 4
&+ y+ z= 17 x+3y—-4z=-3
x+3y+22= 17 2x-3y+5z= 17
x-3y+ z= 9 x—8y+9z=10

Decisiones gerenciales La gerencia de Hartman
Rent-A-Car ha asignado $840 000 para comprar 60
automéviles nuevos y agregarlos a su flotilla pararen-
ta. Elegirdn vehiculos de tamafio pequefio, medio y
grande, cuyo costo respectivo es de $10 000, $16 000
y $22 000 cada uno. Dé dos opciones para el comprador.
(Observacion: Las respuestas no seran tnicas.)

Nutricion Un dietista desea planear una comidaen
torno de tres tipos de alimentos. La comida debe incluir
8800 unidades de vitamina A, 3380 unidades de vita-
mina C y 1020 unidades de calcio. Las unidades de las
vitaminas y calcio contenidas en cada onza de los tres
tipos de alimento se resumen en la siguiente tabla. 3

Alimento |  Alimento Il Alimento lil
Vitamina A 400 1200 800 4
Vitamina C 110 570 340 i i
Calcio 90 30 60

(Cudl es la-cantidad de cada tipo de alimento que $¢ =
debe incluir en la dieta para cubrir las necesidades d¢
vitaminas y calcio?

Nutricion Consiiltese el ejercicio anterior. En lugaf
de considerar 3380 unidades, el dietista debe adminis™
trar 2160 unidades de la vitamina C. El resto permanecé
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sin alteracién. Demuestre que tal ingesta no se puede
planear con base en los mismos tipos de alimentos.

Inversiones Los esposos” Garcia 'disponen de
$100 000 para invertir en acciones, bonos y una cuenta
en el mercado de dinero. Las acciones tienen un valor
de recuperacién de 12% por afio; los bonos, 8%, la
cuenta del mercado de dinero, 4%. Ellos han convenido
que la cantidad invertida en acciones debe ser igual ala
suma de la cantidad invertida en bonos y el triple de
la suma invertida en la cuenta del mercado de dinero.
(Cémo deben distribuir sus recursos si necesitan un
ingreso anual de $10 000 por sus inversiones?

Control de tréfico La siguiente figura muestra el
flujo de tréfico cerca del centro civico de una ciudad
durante las horas pico de un dfa hébil. Cada calle puede
aceptar un maximo de 1000 vehiculos por hora sin
congestionarse. El flujo se controla con seméforos ins-
talados en cada uno de los cinco cruceros.

Avenida 6 Avenida 7
700 600
500
Calle 3 — .
X 60(,/.
X X, ,oe
3 dN %%,
800
Calle 4 —<5%
X, 5 X, 4
700 700 600

a. Establezca un sistema de ecuaciones lineales que
describa el flujo.

b. Resuelva el sistema disefiado en a) y sugiera dos
posibles patrones de flujo que garanticen que no
habra congestionamientos.

¢. Suponga que la parte de la avenida 7 comprendida
entre las calles 3 y 4 serd cerrada por reparacién y
proporcione un posible flujo de trafico que garanti-
ce un flujo suave del trifico.

. Control de tréfico La figura adjunta muestrael flujo
de trifico en el centro de una ciudad durante las horas

Solucién de sistemas de ecuaciones lineales Il

39.

40.
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pico de un dia hébil. Cada avenida puede aceptar hasta
1500 vehiculos por hora sin congestionarse, mientras
que la capacidad méaxima de cada calle es de 1000
vehiculos por hora. El flujo del trafico se controla con
semaforos instalados en cada crucero.

Avenida 5 Avenida 6
900 1000
Calle 7 500 600
%3
xz T l x4
Calle 3 —%2 700
*
x, T l x5
Calley —2% 100
X6
900 1100

a. Establezca un sistema de ecuaciones lineales que
describa el flujo.

b. Resuelva el sistema disefiado en a) y sugiera dos
posibles patrones de flujo que garanticen que no
habré congestionamientos.

c. Suponga que el flujo de trifico a lo largo de la calle
9 entre las avenidas 5 y 6, xs, se restringird debido
a obras de drenaje. ;Cudl es el minimo flujo de
trifico permisible a lo largo de esta calle que no
produzca congestionamientos?

Determine el valor de k de modo que el siguiente

sistema de ecuaciones lineales tenga una solucién y

encuéntrelas.

2x+3y=2
x+4y=6
Sx+ky=2

Determine el valor de k de modo que el siguiente
sistema de ecuaciones lineales tenga una infinidad de
soluciones y encuéntrelas.

3x-2y+ 4z=12
—9x+6y—-12z=k

1. Seanyx, yy zlas variables. Entonces, la matriz aumentada reducida por renglo-
nes indica que el sistema de ecuaciones lineales equivale a las dos ecuaciones

X - z=3

y+5z=-2
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Al hacer z =1, donde ¢ es un pardmetro, se tiene una infinidad de soluciones
dadas por

x= t+3
y==5t-2
z= t

2. Se obtiene la siguiente serie de matrices aumentadas equivalentes:

23 1 6 1 2 4|4
1 2 4|4 RROR, (2 3 1 6
—
153110 153 10

1 2 4 | 4] ,
& _IR
s T RS A e
BB lo v | 14
1 2 4| -4 1021 0
01 1|2 B2 011 |2
0-7-7 |14 B*TR | g 90| o

La iltima matriz aumentada, que esté en forma reducida por renglones, indica
que el sistema dado de ecuaciones lineales equivale al siguiente sistema de dos
ecuaciones:

x +2z2= 0
y+ z=-2

Al hacer z=t, donde ¢ es un pardmetro, se tiene una infinidad de soluciones -
dadas por ]

x=-2t
=—1-2
z= t

3. Se obtiene la siguiente serie de matrices aumentadas equivalentes:

12 3] 9 12 3 9
2 3.1 | 4| By 5 5| s
1 54| 2| B-R |9 77| 1
1-2 3 9
Ri-R, [0 7 =7 | -14
—
0 0 0 7

Como el ltimo renglén de la matriz aumentada final equivale a la condicién
0 =7, lo cual es una contradiccién, el sistema dado no tiene solucién.




s

EJERCICIOS

1. - - x3=0
I —-2x0- x3=-1
n+20- x3=3

20-2x3= 4

2.3+ xn-4a= 5
2 -3+ 2x3=—4
x-20+4x3= 6
4x1+3x-5x3= 9

x1— X2+ x3—2x4

ra representar datos

L2 +3n+20+ = -1

Sx1+6x2—2x3+2x4 =
x1+3x+8x+ xy=-14

5.4 Matrices 221
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Se pueden utilizar las operaciones por renglén de una utileria de graficacién para
resolver un sistema de m ecuaciones lineales en n incégnitas mediante el método de
Gauss-Jordan —como en la pasada seccién Uso de la tecnologia— o usar la operacién
rref a fin de obtener la forma reducida por renglones sin realizar todos los pasos del
método de Gauss-Jordan. Sin embargo, no es posible utilizar la funcién SIMULT para
resolver un sistema en donde el nimero de ecuaciones y de variables sean distintos
(véase Sec. A.5, Ap. A).

Enlos ejercicios 1-6, utilice una utileria de graficacion para
resolver el sistema de ecuaciones a) mediante el método de
Gauss-Jordan y b) con la operacidn rref.

4. x1—-x+3x3-6x4=2
X1+x2+ x3—-2x3=2
—2x1—x2+ X3+7.X4=0

5. xi+x— x3— xy=-1
Xi—X2+ x3+4x4=-6
3 +x2— x3+24=—4
Sxi+x2—-3x3+ x4=-9

6. 1.2x1 —23x+4.2x3+5.4x5— 1.6x5=42
23x1+ 1.4x - 3. 1x3 +33x4 —2.4x5=6.3
1.7x1+2.6x2 —43x3+7.2x4 — 1.8x5=7.8
2.6x1 —4.2x2+ 83x3 — 1.6x4 + 2.5x5=6.4

Matrices

Muchos problemas précticos se resuelven manejando los datos asociados a los proble-
mas con operaciones mateméticas. Al organizar los datos en forma adecuada como
bloques de niimeros, es posible efectuar estas operaciones con orden y eficiencia. Este
enfoque sistemdtico permite aprovechar las ventajas de la computadora.

Para comenzar, considérese la forma de organizar los datos de produccién mensual
de un fabricante. La compaiifa Acrosonic produce cuatro tipos distintos de altavoces
en tres lugares diferentes. La produccién de mayo se resume en la tabla 1.

Modelo A Modelo B Modelo C Modelo D
Planta | 320 280 460 280
Planta Il 480 360 580 0

Planta Il 540 420 200 880
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Ahora, si se acuerda conservar la posicién relativa de cada entrada de la tabla |,
el conjunto de datos se puede resumir aiin mas como sigue:

320 280 460 280
480 360 580 O
540 420 200 880

Matriz que resume los datos de la tabla 1.

Este arreglo de nimeros es un ejemplo de matriz. Obsérvese que los niimeros de]
primer renglén proporcionan la produccién de los modelos A, B, C y D de los sistemas
de altavoces Acrosonic elaborados en el lugar I; de manera andloga, los nimeros de]
segundo y tercer renglones proporcionan las producciones respectivas en los lugares
ITy III. Los niimeros de cada columna de la matriz indican la produccién de un modelo
particular de altavoces elaborado en cada uno de los sitios de produccién.

Mis en general, recuérdese que una matriz es un arreglo rectangular ordenado de
niimeros reales; por ejemplo, cada uno de los siguientes arreglos es una matriz:

30 -1 &2 é
A=[21 4] B=( 01| c=|3| Dp=(1301
4 0

Los niimeros reales que conforman el arreglo son las entradas, o elementos, de la 1
matriz. Las entradas de un renglén del arreglo se conocen como un rengldn de la matriz, -
mientras que las entradas de una columna del arreglo son una columna de la matriz; |
por ejemplo, la matriz A tiene dos renglones y tres columnas, que se identifican como
sigue:

Columna 1 Columna 2 Columna 3

Renglén 1 3 0 -1
Renglén 2 2 1 4

Una matriz 2 x 3 1
*
R

El tamaiio, o dimensidn, de una matriz se describe en términos del nimero de::
renglones y columnas de la misma; por ejemplo, la matriz A tiene dos renglones y tmj

columnas, por lo que se dice que tiene tamaifio 2 por 3, lo cual se denota 2 x 3. En; '
general, se dice que una matriz con n renglones y m columnas tiene tamafio m X n. é

Matriz

Una matriz es un arreglo rectangular ordenado de nimeros. Una matriz con m
renglones y n columnas tiene tamario m X n. La entrada del i-ésimo renglén y
J-ésima columna se denota con ajj.

Una matriz de tamafio 1 x n (una matriz que tiene un renglén y n columnas) .
conoce como matriz renglon, o vector renglén, de dimensién n; por ejemplo, la ma
D esun vector rengl6n de dimensi6n 4. De manera andloga, una matriz con m renglol ¢
y una columna es una matriz columna, o vector columna, de dimensién m. La mal
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C es un vector columna de dimensién 4. Por dltimo, una matriz n X n —es decir, una
matriz con el mismo niimero de renglones que columnas— es una matriz cuadrada;
por ejemplo, la matriz

=3
2
1

[e]

6
4
2

[N

Una matriz cuadrada 3 x 3

es una matriz cuadrada de tamafio 3 X 3 o, simplemente, de tamaifio 3.

EJEMPLO 1 Considerar la matriz

320 280 460 280
P=| 480 360 580 O
540 420 200 880

que representa la produccién de altavoces de la compaiiia Acrosonic, ya analizada
(véase tabla 1).

a. ;Cudl es el tamaiio de la matriz P?

b. Hallar a24 (la entrada del segundo renglén y la cuarta columna de la matriz P) e
interpretacién de este nimero.

c. Encontrar la suma de las entradas que forman el primer renglén de P e interpretar .
el resultado.

d. Hallar la suma de las entradas que forman la cuarta columna de P e interpretar el
resultado.

Solucién

a. La matriz P tiene tres renglones y cuatro columnas, por lo que su tamafio es
3Ix4.

b. El nimero pedido est4 en el segundo renglén y la cuarta columna y es el nimero
cero. Esto significa que en mayo no se produjo el modelo D de altavozen el lugar II.

¢. Lasuma pedida est4 dada por

320 + 280 + 460 + 280 = 1340
lo cual da la cantidad total de altavoces fabricados en el lugar I en mayo, que es

igual a 1340 unidades.
d. Lasuma pedida estd dada por

280 +0 + 880 = 1160

lo cual da la produccién de altavoces del modelo D en todas las plantas de la
compaiifa durante mayo; esto es, 1160 unidades.

Dos matrices son iguales si tienen el mismo tamafio y sus entradas correspondientes
son iguales; por ejemplo,

231]_{3-1) 3 1
4627 4 @4+2) 2
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Ademis,
puesto que la matriz de la izquierda tiene tamafio 2 X 3, en tanto que la matriz de |5
derecha tiene tamafio 3 X 2, y

<[]

pues los elementos correspondientes del segundo renglén y la segunda columna de
ambas matrices no son iguales.

Igualdad de matrices

Dos matrices son iguales si tienen el mismo tamafio y sus entradas correspondientes
son iguales.

Suma y resta

EJEMPLO 2 Resolver la siguiente ecuacién matricial en términos de x, y y z:

1 x 3| (142

2 y=-12| 1212
Solucién Dado que los elementos correspondientes de las dos matrices deben ser
iguales, se tiecnequex=4,z=3yy-1=1,0y=2.

Dos matrices A y B del mismo tamario se pueden sumar o restar para obtener una matriz
del mismo tamario. Para esto se suman o restan las entradas correspondientes de las
dos matrices; por ejemplo,

134+'1
-1 2 ol'le

Suma de dos matrices del mismo tamano

4 3| [1+13+4 4+3 ) [2 7 7
1 2| [-1+6 2+1 0+(=2)| | 5 3 =2

12] [2 1-2 2--8] [-1 3
y |-1 3[-| 3 2|=| -1-3 3-2 |=|4 1
40| |-1 o |[4-¢-1) 0-0 50

Resta de dos matrices del mismo tamano

Suma y resta de matrices

Supdngase que A y B son dos matrices del mismo tamario.

1. Lasuma A + B es la matriz obtenida al sumar las entradas correspondientes en
las dos matrices.

2. Laresta A — B es la matriz obtenida al restar las entradas correspondientes en

Bdelasde A.
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EJEMPLO 3 La produccién total de la compafifa Acrosonic en junio se resume en la

tabla 2.
TABLA 2 : Modelo A Modelo B Modelo C Modelo D
Planta | 210 180 330 180
Planta Il 400 300 450 40
Planta Iil 420 280 180 740

La produccién en mayo estd en la tabla 1. Determinar la produccién total en mayo y
junio.

Solucién Como se vio, la matriz de produccién para la compaiifa Acrosonic en mayo
estd dada por

320 280 460 280
A=| 480 360 580 O
540 420 200 880

A continuacidn, en la tabla 2 se ve que la matriz de produccién para junio estd dada
por

210 180 330 180
B=| 400 300 450 40
420 280 180 740

Por iltimo, la produccién total de la compaiifa para mayo y junio estd dada por la matriz

320 280 460 280 210 180 330 180
A+B=| 480 360 580 O [+| 400 300 450 40
540 420 200 880 420 280 180 740

[ 530 460 790 460
=| 880 660 1030 40
960 700 380 1620 B

La suma de matrices cumple las siguientes leyes.

Leyes para la suma Si A, By C son matrices del mismo tamaiio, entonces
de matrices 1. A+B=B+A Ley conmutativa

2. A+B)+C=A+(B+0 Ley asociativa
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La ley conmutativa para la suma de matrices establece que el orden en que se realizal
suma no es importante. La ley asociativa establece que al sumar tres matrices,
conviene sumar primero A y B y luego afiadir C al resultado, o, en forma equivalente,
agregar A alasumade By C.

Una matriz nula es aquella en que todas las entradas son cero. La matriz nula 0
tiene la propiedad de que

A+0=0+A=A

para cualquier matriz que tenga el mismo tamafio que O; por ejemplo, la matriz nula
de tamafio 3 X 2 es

00
Oo=| 0 0
00
Si A es cualquier matriz 3 X 2, entonces
an ap 00 an an
A+0=| a3 an |+| 0 0 [=| an an |=A
asz axn 00 az an

donde a;; denota la entrada del i-ésimo renglén y la j-ésima columna de la matriz A.
La matriz obtenida al intercambiar los renglones y las columnas de una matriz
dada A es la transpuesta de A y se denota pon AT; por ejemplo, si

=

Il
~N A=
00 L N
o oW

entonces AT=

W =
o w oA
O 00

Transpuesta de
una matriz

Si A es una matriz m X n con elementos ajj, entonces la transpuesta de A es la
matriz n X m AT con elementos aji.

Multiplicaciéon por un escalar

Una matriz A se puede multiplicar por un mimero real, llamado escalar en el contexto
del dlgebra lineal. El producto por un escalar, denotado con cA, es una matriz obtenida ‘“
al multiplicar cada entrada de A por c; por ejemplo, el producto de la matriz é

|
f ] i
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por el escalar 3 es la matriz

a3 -1 2]_[o9 3 6
3A"3[o 1 4]‘[0 3 12}

Producto por un escalar Si A es una matriz y ¢ es un nimero real, entonces el producto escalar cA es la
matriz obtenida al multiplicar cada entrada de A por c.

29 0 2

hallar la matriz X que satisface la ecuacién matricial 2X + B = 3A.

EJEMPLO 4 Dadas

Solucién De la ecuacién dada 2X + B = 3A, se tiene que

2X=3A-B

L
L

1[610] [3 5]

asf, X== =

i 21=2 4 =

2 i 2 2]

EJEMPLO 5 La gerencia de Acrosonic ha decidido incrementar su produccién de
altavoces un 10% en julio (sobre su produccién en junio). Determinar una matriz que
dé la produccién deseada en julio.

Solucién A partir de los resultados del ejemplo 3, o 1a produccién total de Acrosonic
para junio se puede representar mediante la matriz

210 180 330 180
B=| 400 300 450 40
420 280 180 740

La matriz pedida est4 dada por

210 180 330 180
(.L)B=1.1| 400 300 450 40
420 280 180 740

231 198 363 198
=| 440 330 495 44
462 308 198 814

y se interpreta de la manera usual. B
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1. Efectie las operaciones indicadas:

132] 5210
-14 777|134

2. Resuelva la siguiente ecuacién matricial en términosde x, y y z:

x 3, 2-y z|_[37
z 2| |2-z —x| |20
3. Javier tiene dos estaciones de gasolina, una en el Centro y otra en Reforma,

Durante dos dias consecutivos, las estaciones registraron las ventas de combus-
tible representadas por las matrices:

Regular Plus Super
sin plomo sin plomo sin plomo
_ Centro 1200 750 650
y
Regular Plus Super
sin plomo sin plomo sin plomo
_  Centro 1250 825 550
Reforma 1150 750 750

Halle una matriz que represente el total de ventas de las dos estaciones en el
periodo de dos dias.

Las soluciones a los ejercicios de autoevaluacion 5.4 aparecen en la pdgina 230.

EJERCICIOS
En los ejercicios 1-6, refiérase a las siguientes matrices: 1
[ 23 9 4 C=[10345], D=_3
-1 2 6 7
A= 0
6 0 2 9
51 5-8
1. ;Cudles son los tamaiios de A, B, C'y D?
3 —} i 2. Encuentre a4, a21, 31 y aa3.
B=
. 3 g2 3. Halle b3, b1 y bas.
-1 0 8
. 4. Identifique la matriz renglén. ;Cul es su transpuesta’ _
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5. Identifique la matriz columna. ;Cudl es su transpuesta?

6. Identifique la matriz cuadrada. ;Cudl es su transpuesta?

En los ejercicios 7-12, refiérase a las siguientes matrices:

-1 2 2 4
A=| 3 2|, B=| 3 1}
4 0 -2 2
3 -1 0 2 2 4
c=|2 2 3|, D=[3 6
4 6 2 2 3 1

. (Cudles son los tamafios de A, B, C'y D?

. Explique por qué no existe la matrizA + C.
. Calcule A + B.

. Calcule 24 - 3B.

. Calcule C-D.

. Calcule 4D - 2C.

Efectiie las operaciones indicadas en los ejercicios 13-20.
'513'638_3—2—1
= |14 56| |0 -5 -7

14'2-3 4-1].f4 324
131 0 o|]'|6 2 0 -3

15'1 4 -5].[4 0 -2
138 6/ |3 6 5

[ 28 9
11 2 -5

1 1 -3 5 PN S
16.313 2 3|+4| 4 2 2
7-1 6 3 6 3

7112 45 42] [31 15 -36

82 63 32| |22 -33 —44
- 006 0.12] [0.77 —0.75
18043 1.11]-[022 065
155 —043| |1.09 -057
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) 10
19.51 3 0
2 1

"o o w
)

13 5 23 4
20. 05 52—1—02—11—4
20 1 -5

-1
+0.6

—_ s W

4
3 1

0 0

En los ejercicios 21-24, determine u, x, y y z a partir de la
ecuacion matricial.

[2x-2 3 2] [3 u 2
21. 2 4 y-2[=|2 4 5
2 -3 2| |4 -3 2

1 2 y—1 2 —4 —u
24. (3 4|-3 1 2|=2| 0 -1
o 4 22+1 4 4

En los ejercicios 25 y 26, sean
2 4 3 4 -3 2
A'[4 2 1]’ B"[l 0 4]’
1 0 2
¥ C'L 2 1}

25. Mediante un célculo directo, compruebe la validez de
la ley conmutativa para la suma de matrices.
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26. Compruebe la validez de la ley asociativa para la suma
de matrices mediante un célculo directo.

En los ejercicios 27-39, sean

31 12
A=| 24| y B=|-10
40 32

Revise cada ecuacién mediante un cdlculo directo.

27. B3+5)A=34+54A
28. 2(4A)=(2-4)A=8A
29. 4A+B)=4A+4B
30. 2(A-3B)=24-6B

En los ejercicios 31-34, encuentre la transpuesta de la
matriz.

(4 2 0 -1

3.3 2 -1 9] 2.0 5]
33.13 4 2 34

& § 0 6230

4502

35. Niveles de colesterol Los sefiores Cruz, Jiménez y
Sénchez sufren una enfermedad en las coronarias.
Como parte del tratamiento, se les da una dieta baja en
colesterol. El sefior Cruz lleva la dieta I; Jiménez la
dieta II, y Sanchez con la dieta III. Se mantuvieron
registros de los niveles de colesterol de cada paciente.
Al principio de los meses 1, 2,3 y 4, dichos niveles eran:
Cruz: 220, 215,210 y 205
Jiménez: 220, 210,200 y 195
Sénchez: 215, 205, 195 y 190

Represente esta informacién en una matriz 3 x 4.

36. Inventario de una libreria El inventario de una
libreria universitaria es:

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Pasta dura: libros de texto, 5280; ficcién, 1680; ng
ficcién, 2320; referencia, 1890

Ristica: ficcién, 2810; no ficcién, 1490; referencig,
2070; libros de texto, 1940

El inventario de una librerfa orientada al mercado pre.
paratoriano es

Pasta dura: libros de texto, 6340; ficcién, 2220; ng
ficcién, 1790; referencia, 1980

Rustica: ficcién, 3100; no ficcién, 1720; referencia,
2710; libros de texto, 2050

a. Represente el inventario de la librerfa universitaria
CcOomo una matriz A.

b. Represente el inventario de la librerfa preparatoria-
na como una matriz B.

¢. Si las dos deciden unirse, escriba una matriz C que
represente el inventario total de la nueva compaiifa,

37. Bancos La matriz A representa los nimeros de tres
tipos de cuentas bancarias el primero de enero enel
Banco Central y sus sucursales.

Cuentas de
Cuentas Cuentas dep6sito a
de cheques  de ahorro plazo fijo
Oficina matriz 2820 1470 1120
A = Sucursal del Oeste 1030 520 480
Sucursal del Norte 1170 540 460

La matriz B representa los niimeros y tipos de cuentas i
abiertas durante el primer trimestre y la matriz Cse
refiere alos nimeros y tipos de cuentas cerradas durante
el mismo periodo,

260 120 110 120 80 80
B=| 140 60 50 C=| 70 30 40
120 70 50 60 20 40

i g 1 01

a. Encuentre la matriz D, la cual representa el nimero
de cada tipo de cuenta al final del primer tnmesut
en cada lugar.

b. Debido alaapertura de una fébrica cercana, se prevé 3
un incremento del 10% en la cantidad de cuentasen -
cada lugar durante el segundo trimestre. Escribauna
matriz E que refleje este incremento previsto.

L0

il

.‘4‘

o]_[132][6 3 0
4]7-1 471713 9 12
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2. Se tiene que

x 3 @ 2-y z _[37
Z 2 2-z =z 20
Al efectuar la operacién indicada sobre el lado izquierdo, se obtiene
2+x-y 3+z|_[3 7
2 2-x| 12 0
Por la igualdad de matrices, se llega a

2+x-y=3

3+z=7

2-x=0

de lo cual se deduce quex=2,y=1yz=4.

3. La matriz pedida es

A+B=[1200 750 650}_[1250 825 550]

1100 850 600| |1150 750 750

_ (2450 1575 1200
12250 1600 1350

s:0.-. d.e | g tzecn ol o g a

La utilerfa de graficacién sirve para sumar y restar matrices, multiplicar por un escalar
y hallar la transpuesta de una matriz (véanse las Secs. A.6 y A.7, Ap. A).

omputadora para realizar las operaciones indicadas.

F12 31 =54 27 1. 1254 2. -8.4B
A=[41 32 42 31 3.A-B 4. B-A

|17 28 =52 84 5. 1.3A +2.4B 6. 2.1A-1.7B

7. A+B)T 8. 3AT +4BT

(62 32 14 -12
B=(31 27 -12 17
12 -14 -17 28
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Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

BT Multiplicacion de matrices

Producto matricial

En la seccién 5.4 se vio la forma en que las matrices del mismo tamafio se puedep
sumar y restar, y cémo multiplicar una matriz por un escalar (nimero real), operacigy
conocida como producto por un escalar. En esta seccién se verd la manera de
multiplicar —con ciertas restricciones— una matriz por otra.

Para definir la multiplicacién matricial, considérese el siguiente problema:
Cierto dfa, la estacién de servicio de Al vendié 1600 galones de gasolina regular
sin plomo, 1000 galones de gasolina plus sin plomo y 800 galones de gasoling
super sin plomo. Si el precio de la gasolina ese dia era de $1.04, $1.19 y $1.29 para
las gasolinas regular, plus y super, respectivamente, determine el ingreso total de
ese dfa.

La venta de gasolina de ese dia se puede representar con la matriz

A=[1600 1000 800] Matriz renglén (1 x 3)

A continuacidn, considérese que los precios de venta unitarios de las gasolinas regular,
plus y super son las entradas de la matriz

1.04
B=| 1.19 Matriz columna (3 x 1)

1.29

La primera entrada de la matriz A proporciona la cantidad de galones vendidos de la
gasolina regular, y la primera entrada de la matriz B da el precio de venta de cada galén
de esta gasolina, de modo que su producto (1600)(1.04) proporciona el ingreso

obtenido por la venta de gasolina regular ese dia. Una interpretacién similar de la’

segunda y tercera entradas de las dos matrices sugiere multiplicar las entradas corres-
pondientes para obtener los ingresos respectivos obtenidos por la venta de los tres tipos

de gasolina. Por ltimo, el ingreso total se obtiene sumando estos productos para

obtener

(1600)(1.04) + (1000)(1.19) + (800)(1.29) = 3886

0 $3886.
Este ejemplo sugiere que si se tiene una matriz renglén de tamaro 1 x n,

A=[a; a; a3 --- aa)
y una matriz columna de tamafio 1 X n,

by
by
b3

bn
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se puede definir el producto de A y B, lo que se escribe AB, como
]
by
bs
AB=[a1 a; a3 - an]| -|=aibi+abr+azbs+ -+ apbn 1)

bn

EJEMPLO 1 Sean

- 3
. A=[1,-2,3,5] y B= 0
-1
Entonces

AB=[1, -2, 3, 5] =(D@2)+(2)3) + (3)0) + ()-1)=-9

O W N

-1

EJEMPLO 2 El niimero de acciones que posee Julia estd dado por la matriz

GM IBM BAC
A=[700 400 200]

Al cierre de la bolsa cierto dfa, los precios (en délares por accién) de estas acciones es

50 GM
B=|120 IBM
42| BAC

;Cudl es el valor total de las acciones de Julia ese dia?
Solucién Sus acciones valen

50
AB =700 400 200]| 120 |= (700)(50) + (400)(120) + (200)(42)
2

0 $91 400. B

Al analizar de nuevo el producto matricial AB en la ecuacién (11), obsérvese que
el nimero de columnas de la matriz renglén A es igual al nimero de renglones de la
matriz columna B. Nétese también que la matriz producto AB tiene tamafio 1 X 1 (un
niimero real se puede pensar como una matriz 1 X 1). En forma esquemitica,
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Tamano de A Tamano de B
(1xn) (nx1)

(1x1)
Tamario de AB

En términos més generales, si A es una matriz de tamaiio m X n y B es una matriz
de tamafio n X p (la cantidad de columnas de A es igual al nimero de renglones de B),
entonces el producto matricial de A y B, —denotado AB— est4 bien definido y eg
una matriz de tamaiio m x p. En forma esquemética, T

Tamano de A Tamario de B

(mxn) (nxp)

(mxp)
Tamano de AB

A continuacién se ilustrard la mecénica de la multiplicacién matricial, calculando

el producto de una matriz A 2 X 3 y una matriz B 3 x 4. Sup6éngase que

A=|on a2 a3
ay ax ax;

bu b1z b1z bus !
y B=|ba bxn by by 2
ba1 bn by b

Del esquema

i igual »L
Tamanode A (2% 3) (3 x 42 Tamario de B
L 2x4)

Tamarfio de AB 3

se ve que el producto matricial C = AB est4 bien definido (la cantidad de columnas de
A es igual al nimero de renglones de B) y tiene tamaiio 2 X 4. Asi, :

c=|Cn €12 €13 Cia
€21 €2 €23 C24

e P e s 4

Las entradas de C se calculan como sigue: la entrada c1; (la entrada del primer renglén, -
primera columna de C) es el producto de la matriz renglén que comprende las entradas
del primer renglén de A y la matriz columna formada por las entradas de la primerd
columna de B. Asi,

bu
cu=[an a2 ais]|ba |=aubu +anba +aizby
by
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La entrada c12 (la entrada del primer renglén, segunda columna de C) es el producto

de la matriz renglén que comprende las entradas del primer renglén de A y la matriz
-columna formada por las entradas de la segunda columna de B. Asi pues,

b
ci2=[an a2z a3]| b2 |=anbiz +aizba + aizbn
b3

Las demds entradas de C se calculan de manera anéloga.

EJEMPLO 3 Sean
1 33
A=|:_? ! 4] y B=(4 -1 2
2 4 1
Calcular AB.
Solucién El tamafio de la matriz A es 2 X 3, y el tamafio de la matriz B es 3 X 3.
Como el niimero de columnas de la matriz A es igual a la cantidad de renglones de la

matriz B, el producto matricial C = AB estd definido. Ademas, el tamario de la matriz
Ces 2 x3; por lo tanto,

1 33
314 cu C2 Ci3
1 2 3 4 _1 2 = C1 C»n C
2 4 1|
Ahora sélo resta determinar las entradas c1i, c12, €13, €21, €22 Y €23. Se tiene

cu=[314]] 4| =0)D+DH+@2)=15
c2=[314]-1|=03)3)+M)(-1)+ @A) =24

c3=[314]| 2| =3)3)+ M)+ @)(1)=-3

cn=[=123]] 4 =D+ +B)2)=13

c2=[-123]|-1 FCDE)+@)(-D+B)H =7
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-3
y e3=[-123]] 2[=-DEB)+@@+@B))=10
1
de modo que el producto pedido AB estd dado por
15 24 3
AB_[B 7 10] ®
EJEMPLO 4 Si
352 1 134
A=(-1 2 3 y B=[241
314 -1 23
entonces
(3.1 +2.2+41.(-1) 3.3 +2:441.2 3.4 +2.1+1.3
AB=| (-1)-1+2-2+3.(-1) (-1):3+2:4+3.2 (-1)-4+2-1+3.3
3.1 +1:.2+4-(-1) 3.3 +1:4+4.:2 3.4 +1-1+4.3
[ 6 19 17 =
= 011 7 =
121 25
(1.3 +3.(-1)+4.3 1.2 +3.2+4.1 1.1 +3.3+4.4
BA=|2-3 +4.(-1)+1.3 2.2 +4.2+1.1 2.1 +4.3+1:4
-1-3+2.-1)+3-3 (-1)-2+2.24+3.1 (-1)-1+2.-3+3.4
(12 12 26
= 5 13 18
4 517 |
Como muestra el ejemplo anterior, en general AB # BA para dos matrices cuadra-
dasA y B; sin embargo, se cumplen las siguientes leyes para la multiplicacién matricial. -
Leyes para Si los productos y sumas estan definidos para las matrices A, B y C, entonces
la multiplicacion
matricial 1. (AB)C=A(BC) Ley asociativa

2. AB+C)=AB+AC Ley distributiva

La matriz cuadrada de tamaiio n que tiene unos a lo largo de su diagonal print:i}’ill

y ceros en lo demis es la matriz identidad de tamaiio n.
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Matriz identidad

La matriz identidad de tamafio n estd dada por

n renglones

L0()..._

n columnas

La matriz identidad tiene la propiedad de que /,A = A para cualquier matrizn X r A, y
BI, = B para cualquier matriz s X n B. En particular, si A es una matriz cuadrada de
tamafio n, entonces

LA=AlL=A
EJEMPLO 5 Sea
[ 13 1]
A=|-4 3 2
10 IJ
1 00] 131 131
Entonces BA={ 01 0||-4 3 2|=|-4 3 2|=A
00 IJ 101 101
[131][100 131
AL=|-4 3 2|l 01 0|=-43 2|=A
I 101 001 101
de modo que /3A = AJ3, lo que confirma el resultado en este caso particular. [ |

EJEMPLO 6 La compaiiia de novedades Ace recibié un pedido del parque de
diversiones Mundo Mégico por 900 pandas gigantes, 1200 San Bernardos y 2000
péjaros grandes. La gerencia de Ace ha decidido procesar 500 pandas, 800 San
Bernardos y 1300 pdjaros en su planta en Seiil y el resto lo cubrird en Nuevo Laredo.
Cada panda requiere 1.5 yardas cuadradas de felpa, 30 pies cibicos de relleno y 5
piezas de adorno; cada San Bernardo requiere 2 yardas cuadradas de felpa, 35 pies
ciibicos de relleno y 8 piezas de adorno, y cada pdjaro necesita 2.5 yardas cuadradas
de felpa, 25 pies ctibicos de relleno y 15 piezas de adorno.

La felpa cuesta $4.50 por yarda cuadrada; el relleno, 10 centavos por pie ciibico,
y el adorno, 25 centavos la unidad.
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a. Indique la cantidad de cada tipo de material que debe adquirir por cada planta.
b. ;Cudl es el costo total de los materiales en que incurre cada planta y el costo totg]
de los materiales utilizados por Ace para cubrir el pedido?

Solucién Las cantidades de cada tipo de animal de peluche que se producirin ep
cada planta se pueden expresar con una matriz de produccion 2 x 3 P. Asi,

San
Pandas Bernardos Péjaros
A= Sel 500 800 1300
Nuevo Laredo 400 400 700

De manera andloga, la cantidad y tipo de material necesarios para fabricar cada tipo
de animal se pueden representar con una matriz de actividad 3 x 3 A. Asf,

Felpa Relleno Adormo
Pandas 155 30 5
A = San Bernardos 2 35 8
Pdjaros 2.3 25 15

Por iiltimo, el costo unitario de cada tipo de material se puede representar con la matriz
de costos 3x 1 C:

Felpa 450
C = Relleno 0.10
Adorno 0.25

a. La cantidad de cada tipo de material necesario por planta estd dada por la matriz

PA. Asi,
15 30 5
pa =|300 800 1300 2 35 8
400 400 700

25 25 15
Felpa Relleno Adomno
_ Seil 5,600 75,500 28,400
Nuevo Laredo [3, 150 43,500 15,700

b. El costo total de los materiales para cada planta estd dado por la matriz PAC:

4.50
0.10

3,150 43,500 15,700
0.25

PAC=[5’6OO 75,500 28,400]

_ Seil ’ 39,850
Nuevo Laredo 22,450

0 $39 850 para la planta en Sedl y $22 450 para la planta en Nuevo Laredo. Ag.

el costo total de los materiales en que incurre Ace es $62 300.

i
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El ejemplo 7 muestra que un sistema de ecuaciones lineales se puede expresar de
manera més compacta con la ayuda de matrices. (En la Sec. 5.6 se utilizard esta
representacién matricial de las ecuaciones.)

EJEMPLO 7 Escribir el sistema de ecuaciones lineales

2x—4y+ z= 6
-3x+6y—5z=-1
x—3y+'7z= 0
en forma matricial.
Solucién Se escribe
2 -4 1 x 6
A=|-3 6 -5, X=|y| B=|-1
1 -3 7 Z 0

Obsérvese que A no es més que la matriz de coeficientes 3 x 3 del sistema, X es la
matriz columna 3 x 1 de las inc6gnitas (variables) y B es la matriz columna 3 x 1 de
constantes. Ahora se mostrard que la representacién matricial pedida del sistema
de ecuaciones lineales es

AX=B
Para ver esto, conviene notar que
2 -4 1| x 2x—4y+z
AX=|-3 6 -5|| y|=|-3x+6y-5z
1 -3 7| z x-3y+7z

Al igualar esta matriz 31 con la matriz B se tiene

2x—-4y+ z 6
=3x+6y—-5z|=|-1
x-3y+7z 0

lo cual, por laigualdad de las matrices, equivale al sistema dado de ecuaciones lineales.

1. Calcule

2. Escriba el siguiente sistema de ecuaciones lineales en forma matricial.
y-2z=1
2x—-y+3z=0
x  +4z=7
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3. El 1 de julio, la cantidad de acciones propiedad de Antonio y Julia Rodriguez
estaba dada por la matriz

AT&T GTE IBM GM
_ Antonio 2000 1000 500 5000
Julia 1000 500 2000 0

y los respectivos precios al cierre de AT&T, GTE, IBM y GM fueron $24, $47,
$150 y $14 la accién. Utlice la multiplicacién matricial para hallar los valores
del total de las acciones de cada c6nyuge en esa fecha.

Las soluciones a los ejercicios de autoevaluacién 5.5 aparecen en la pdgina 243,

[—H EJERCICIOS

En los ejercicios 1-4 se dan los tamarios de las matrices A y
B. Halle el tamario de AB y BA siempre que estos productos
estén definidos.

. Aesde tamafio 2 X 3 y B es de tamaiio 3 X 5

. A esdetamaifio 3 X 4 y B es de tamafio 4 x 3

. Aesdetamaiio 1 X 7 y B es de tamafio 7 X 1

. A es de tamaiio 4 X 4 y B es de tamaiio 4 X 4

wi A W N =

. Sea A una matriz de tamafio m X n y B una matriz de
tamafio s X ¢. Encuentre condiciones sobre m, n, sy t

de modo que ambos productos matriciales AB y BA
estén definidos.

6. Halle condiciones sobre el tamafio de una matriz A de
modo que A2 (es decir, AA) esté definido.

En los ejercicios 7-24, calcule los productos indicados.

(1 2][ 1 -1 3][7
dH N JEHH
o.[ 31 2] ‘1‘

-12.4j) ,

[3 -1][ 3
10. | 4 -1 ;)

-5 2 1/| 0

13.

15:

16.

17.

19.

20.

oA»—
- W N

(0.1 09][12 04
02 0.8([0.5 2.1

(12 03][02 06
0.4 05[[04 —0.51

[ 8]

1-30[
-1
-7 i




5.5

. Compruebe la validez de la ley asociativa para la mul-
tiplicacién de matrices.
6. Compruebe la validez de la ley distributiva para la
multiplicacién de matrices.
2121
o=fi 3]

Sean
2
<3 7]

Calcule AB y BA y deduzca que la multiplicacién de
matrices no es conmutativa en general.

B.Sean

[0 30 2 45
A=|10 1| B=|3 -1 -6

020 4 3 4

(4 5 6
C=|3 -1 -6

2 2 3

Multiplicaciéon de matrices

29.

30.

31.

32.

241

a. Calcule AB.

b. Calcule AC.

c. Con los resultados de a) y b) concluya que
AB =AC no significaque B=C.

Sean
_[3 0 _(oo
SR
Muestre que AB = O, lo cual demuestra que, para la

multiplicacién de matrices, la ecuacién AB = O no sig-
nifica que una o ambas matrices A y B deban ser la

matriz nula.
2 2

Muestre que A% = 0. Compare esto con la ecuacién
a? =0, donde a es un nimero real.

Halle 1a matriz A tal que

1 0f |-1 -3
S EH B
Sugerencia:SeaA=|:a b]

c d
Sean
STRE
Calcule (A + B)%.
Calcule A% + 2AB + B2,

c. Con base en los resultados de a) y b), muestre que,
en general, (A + B)2 # A2 + 2AB + B2.

2 4 4 8
a. Halle AT y muestre que (AT)T=A.

b. Muestre que (A + B)T = AT + BT.
€. Muestre que (AB)" = BTAT.

1 3 3 -4
a. Encuentre A7 y muestre que (A7) =A.

b. Muestre que (A + B)T =AT + BT.
€. Muestre que (AB)T = BTAT.

Sea

L

. Sean

. Sean
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En los ejercicios 35-40, escriba el sistema de ecuaciones
lineales en forma matricial.

35. 2x-3y=7 36. 2x =7
3x-4y=8 3x-2y=12
37. 2x-3y+4z=6 38. x-2y+3z=-1

2y-3z=17 3x+4y-2z= 1
x— y+2z=4 2x-3y+7z= 6

39. -xi1+ o+ x3=0
22— - x3=2
3x+20+4x=4

40. 3x1-5x+4x3=10
41+ 20 -3x3=12

-x1 + x3=-2

41. Ingresos en taquilla Cinema Center tiene cuatro
salas, de laI a la IV. El precio de cada funcién es de $2
por nifio, $3 por estudiante y $4 por adulto. La asisten-
cia a la matiné del domingo estd dada por la matriz

Niiio Estudiante  Adulto
Salal 225 110 50
Salall 75 180 225
~ Salalll 280 85 110
SalalV 0 250 225

Escriba un vector columna B que represente el precio
de laentrada. Luego, calcule AB, el vector columna que
representa el ingreso bruto de cada sala. Por tltimo,
encuentre el ingreso total por concepto de entradas en
dicha matiné.

42. Bienesraices ByB,S.A deC.V, empresade bienes
raices, construye casas en tres estados. El nimero pro-
yectado de unidades habitacionales de cada modelo por
construir en cada estado estd dado por la matriz

Modelo
I II I v
D.F 60 80 120 40
A = Nuevo Leén 20 30 60 10
Saltillo 10 15 30 5

Las ganancias proyectadas son $20 000, $22 000,
$25 000 y $30 000, respectivamente, para cada modelo
de casa, del I al IV.

a. Escriba una matriz columna B que represente la
ganancia para cada tipo de casa.

b. Encuentre la utilidad total esperada por By B, S.A.
de C.V., en cada estado, si se venden todas las casas.

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

43. Politica: afiliacion de votantes La matriz A dag |

porcentaje de votantes elegibles en la ciudad de Ney.

ton, clasificados segtin su afiliacién partidista y grupy
de edad.

Dem. Rep. Ind.

Menor de 30 .50 .30 20
A=30a50 45 40 15
Mayorde 50 40 .50 .10

La poblacién de votantes elegibles en la ciudad por
grupo etario estd dado por la matriz B:

30a50
40 000

Menor de 30
B =[30000

Mayor de 50
20 000]

Halle una matriz que proporcione el nimero total de
votantes elegibles en la ciudad que votardn por un
candidato demdcrata, republicano o independiente.

44. Admisiones a una universidad Un comité de ad-
misién de una universidad anticipa la inscripcién de
8000 estudiantes de primer ingreso para el préximo afio,
Para satisfacer las cuotas de ingreso, se ha clasificadoa
los futuros estudiantes segiin sexo y lugar de residencia.
El nimero de estudiantes en cada categorfa est4 dado

por la matriz
Hombre  Mujer
Local 2700 3000
A = Fordneo 800 700
Extranjero 500 300

Al utilizar los datos acumulados de afios anteriores, el
comité de admisién condidera que estos estudiantes
optardn por asistir a la Facultad de Letras y Ciencias,
la Facultad de Artes, la Escuela de Administracién yla
Escuela de Ingenieria segiin los porcentajes que apare
cen en la matriz:

L:yC.
25 .20 30 25
.30 .35 .25 .10

Encuentre la matriz AB que muestra el nimero de.
estudiantes locales, fordneos y extranjeros que se esperd.
que se inscribirdn en cada facultad o escuela.

Artes Admén. Ingenierfa

Hombre
- Mujer

45. Planeacién de la producciéon Consulte el ejemplo
_ 6. Suponga que la compaiifa Ace ha recibido un pedid®

de otro parque de diversiones de 1200 panteras rosas:
1800 pandas gigantes y 1400 p4jaros. La cantidad ¢




= 5.5

cada tipo de animal que procesar cada planta aparece
en la siguiente matriz de produccién:

Multiplicaciéon de matrices
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que los materiales necesarios para producir los otros dos
animales y el costo unitario de cada tipo de material son
iguales a los dados en el ejemplo 6.

Panteras Pandas  Péjaros
, a. Indique la cantidad de cada tipo de material que
Sedl [ 700 1000 800 :| cada planta debe adquirir.
P =Nvo. Laredo | 500 800 600 b. Dé el gasto total en que cada planta ha de incurrir
en relacién con los materiales.
Cada pantera requiere 1.3 yardas cuadradas de felpa, 20 c. Halle el costo total de los materiales necesarios en

pies ctibicos de relleno y 12 piezas de adorno. Suponga que debe incurrir Ace para cubrir el pedido.

1. Se calcula

_|13)+3(2) +0(1) 1(1)+3(0) +0(2) 1(4)+3(3)+0(-1)
T12(3) +4(2) - 1(1) 2(1) +4(0) - 1(2) 2(4) +4(3) - 1(-1)

9113
=13 0 21

2. Sean
0 1 =2 b - 1
A=[2 -1 3|, X=|y| B=l0
1 0 4 Z a

Entonces, el sistema dado se puede escribir como la ecuacién matricial

AX=B
3. Seescribe
[ 241 AT&T
B= 47| GTE
~1150| IBM
14| GM
se calcula
24
_ Antonio [2000 1000 500 5000|f 47
~ Julia 1000 500 2000 0([ 150
14

_[240,000| Antonio
~1347,500 | Julia

Se concluye que el 1 de julio las acciones de Antonio valian $240 000 y las de
Julia $347 500.
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U.s o d:e [ a tcececon-0 'l o g ia

La utileria de graficacidn sirve para multiplicar matrices. (26 75
En los ejercicios 1-8, haga referencia a las siguientes ma- 346 2
trices y use una utileria de graficacién o un programa de B=|-5 8 4 3|,
computadora para efectuar las operaciones indicadas. Ex- 8695
prese sus respuestas con una precision de dos cifras deci- 4788
males. L
b3 3l -L2 aa [62 73 —40 7.1 93
A=i2 65 18 2L 48 65 84 —63 84
08 32 -13 28 c=| 54 32 63 91 238,
82 73 65 41 98
[ 07 03 12 -08 (103 68 48 -9.1 204
B=| 12 17 35 42|,
<92 =12 48 34 (46 39 84 61 98
24 68 79 114 29
[08 71 62 D={7.1 94 63 57 42|,
Cc= 33 -12 48 34 61 53 84 63
13 28 -15 71 42 39 64 7.1
21 32 -84 -
9. Halle ABy BA.
1. AC 2. CB
10. Encuentre CD y DC. ;Es cierto que CD = DC?
3. A+B)C 4. 2A+3B)C
11. Halle AC + AD.
5. 2A-3.1B)C 6. C(2.1A+3.2B)
v 12. Encuentre
7. (AOT 8. (CAT a. AC
b. AD
En los ejercicios 9-12, haga referencia a las siguientes ¢. A(C+D)
matrices y efectiie las operaciones indicadas con una utile- d. ;Es cierto que A(C+ D) = AC + AD?

ria de graficacion o un programa de computadora. Exprese
sus respuestas con una precision de dos cifras decimales.

2 54 2 8
A=67296,

4 5 4 4 4

9 6 8 3 2

m La inversa de una matriz cuadrada

La inversa de En esta secci6n se analizard un procedimiento para hallar la de una matriz inversay
una matriz cuadrada mostrar4 la forma de utilizarla para resolver un sistema de ecuaciones lineales.
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Recuérdese que si a es un nimero real distinto de cero, entonces hay un tnico
niimero real a~! (es decir, 1/a) tal que

ala= [ﬁ-) (@)=1

El uso del inverso de un niimero real permite resolver ecuaciones algebraicas de la
forma

ax=b (12)

Ya que sia #0, entonces a™! = 1/a. Al multiplicar ambos lados de la ecuacién (12) por
a’l, se tiene

aY(ax)=a'b,
1 1
o (;] (ax) = ;(b)

y x=

Qo

Por ejemplo, como el inverso de 2 es 27! = 1/2, se puede resolver la ecuacién
2x=5

multiplicando ambos lados de la ecuacién por 27! = 1/2, de donde resulta

22 =21.5
0 x=3
=2

Es posible usar un procedimiento similar a fin de resolver la ecuacién matricial
AX=B

donde A, X y B son matrices de los tamarios adecuados. Para lograr esto, se necesita el
equivalente matricial del inverso de un nimero real. Tal matriz, cuando existe, se llama
inversa de una matriz.

- Inversa de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de tamafio #. Una matriz cuadrada A~! de tamafio n tal
que

ATlA=AA1=1],
es la inversa de A.

Ahora se mostrard que la matriz

tiene como inversa
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w 2H
| w21

se ve que A~! es la inversa de A, segiin se habia afirmado.
No toda matriz cuadrada tiene una inversa. Una inversa que no tiene una inversy -
se denomina singular. Un ejemplo de matriz singular es =

S
e

donde a, b, ¢ ¥ d son ciertos nimeros adecuados, entonces, por la definicién de una
inversa, se tendria BB™! = I, es decir,

hEd
: s

lo cual significa que 0 =1, y esto es imposible. Esta contradiccién hace ver que Bno
tiene una inversa.

Puesto que

Si B tuviese una inversa dada por

Los métedos de la seccién 5.5 sirven para encontrar la inversa de una matriz no
singular. A fin de descubrir el algoritmo correspondiente, se hallaré la inversa de la

matriz A dada por
12

Supéngase que A™! existe y que estd dada por

=] a b
w4

donde hay que determinar a, b, ¢ y d. Por la definicién de una inversa, se tien¢

AA™! =T, es decir,
1 2)[a.b] [1 0
-1 3flcd| |01

lo que se puede simplificar como
b+2d| [ 10
-b+3d| | 01

a+2c
—-a+3c
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Pero esta ecuacién matricial equivale a los dos sistemas de ecuaciones lineales

a+2c=1 b+2d=0
-a+3c=0 -b+3d=1
con matrices aumentadas dadas por
12 1 12 0
13 3] Y (131
Nétese que las matrices de coeficientes de los dos sistemas son idénticas. Esto
sugiere que se resuelvan los dos sistemas de ecuaciones lineales simultédneas escribien-

do la siguiente matriz aumentada, la cual se obtiene al unir la matriz de coeficientes
con las dos columnas de constantes:

10

01

12
-1 3

Al utilizar el método de eliminacién de Gauss-Jordan, se obtiene la siguiente serie de
matrices equivalentes:

12]10] pop [12]10] 1,
-13] 01 ——slo5s| 1125

10
[ 12 O] R+ 2R»
01 01

1
Asi pues,a=3/5,c=1/5,b=-2/5yd=1/5, de donde

W~ wnlw
W= uin

D= -

5

Los siguientes célculos confirman que A~! es la inversa de A:

L

Este ejemplo sugiere el siguiente algoritmo general para calcular la inversa de una
matriz cuadrada de tamaiio n, cuando dicha inversa exista.

Wl=
W=

Para hallar la inversa
de una matriz

Dada la matriz A n X n:

1. Agregar la matriz identidad / de n X n a fin de obtener la matriz aumentada
Aln
2. Usar una serie de operaciones de rengl6n para reducir [A | ] a la forma
R
de ser posible.

La matriz B es la inversa de A.
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Un método para hallar
la inversa de una matriz
cuadrada

Puesto que

e
S i CH.

se ve que A~! es la inversa de A, segiin se habia afirmado. :
No toda marriz cuadrada tiene una inversa. Una inversa que no tiene una inversy -
se denomina singular. Un ejemplo de matriz singular es =

ax
ot

donde q, b, ¢ ¥ d son ciertos nimeros adecuados, entonces, por la definicién de ung
inversa, se tzndria BB™! = I; es decir,

B2
o i |

lo cual significa que 0 = 1, y esto es imposible. Esta contradiccién hace ver que B no
tiene una inversa.

=

Si B tuviese una inversa dada por

o a

Los métodos de la seccién 5.5 sirven para encontrar la inversa de una matriz no-
singular. A fin de descubrir el algoritmo correspondiente, se hallar4 la inversa de la

matriz A dada por
1-2

Supédngase que A~! existe y que estd dada por

-1 _ a b
w4

donde hay que determinar a, b, ¢ y d. Por la definicién de una inversa, se ti

AA™! =T, es decir,
1 2][a.b] [10
-13flcd| |01

lo que se puede simplificar como

a+2c b+2d| | 10
—a+3c -b+3d| | 01



5.6

La inversa de una matriz cuadrada 247

Pero esta ecuacién matricial equivale a los dos sistemas de ecuaciones lineales

a+2c=1} b+2d=0}

-a+3c=0 -b+3d=1
con matrices aumentadas dadas por
0
1

121 12
13|37 |43

Nétese que las matrices de coeficientes de los dos sistemas son idénticas. Esto
sugiere que se resuelvan los dos sistemas de ecuaciones lineales simultdneas escribien-
do la siguiente matriz aumentada, la cual se obtiene al unir la matriz de coeficientes
con las dos columnas de constantes:

1. 2 10
=1. 3 01

Al utilizar el método de eliminacién de Gauss-Jordan, se obtiene la siguiente serie de
matrices equivalentes:

12 [ 10] g [12]10] i
-1 3 0 1| ——|0 5 1 1|

10
[12 10] R1+2Rz|:
01

01
Asi pues,a=3/5,c=1/5,b=-2/5yd=1/5, de donde
3 2
5 5
Los siguientes célculos confirman que A~! es la inversa de A:
12 §—§=[1 o}zg—g{ 1 2]
-1 3||+ 3 0 1 |1 1f-13

Este ejemplo sugiere el siguiente algoritmo general para calcular la inversa de una
matriz cuadrada de tamaiio n, cuando dicha inversa exista.

wi= wlw

G- Wi
| MR ———

wi=

o
5

Para hallar la inversa
de una matriz

Dada la matrizA n X n:
1. Agregar la matriz identidad 7 de n X n a fin de obtener la matriz aumentada
[Aln
2. Usar una serie de operaciones de renglén para reducir [A | ] a la forma
(7| B]
de ser posible.

La matriz B es la inversa de A.
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OBSERVACION Aunque la multiplicacién de matrices no suele ser conmutativa, gy
posible mostrar que si AB =/, entonces BA = / también; por lo tanto, para comproby,
que B es la inversa de A, basta mostrar que AB = 1. =

EJEMPLO 1 Hallar la inversa de la matriz

211
A=| 3 21
2712

Solucién Se forma la matriz aumentada

221 -1 100
e (G o Y
2125001

y se utiliza el método de eliminacién de Gauss-Jordan para reducirla a la formg
[/1B]: 3

100 3 -1 -1
Rt lio10]| 4 2 1
Ry+R;3
001 -1 0 1
Lainversa de A es la matriz ‘
3 =] ~1 |
=4 2 1 :
-1 0 1

El lector debe comprobar estos resultados.

No posee una inversa.

EJEMPLO 2 Encontrar la inversa de la matriz

>

]
W N -
W o= N
LV S V)
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Solucién Se forma la matriz aumentada

W N -
W o= N
W NN W
(=T =R
(=R =]
Ll R

y se aplica el método de eliminacién de Gauss-Jordan:

123 |100] . .. [l 23 100
212010034 ]| 210
335|001| R 3R o3 4| 301
123 1 00
-R,
ﬁ’034 2 -10
T 000 | -1 11

Como todas las entradas del iltimo renglén de la submatriz 3 x 3 correspondientes al
lado izquierdo de la matriz aumentada recién obtenida son iguales a cero, ésta tiltima
no se puede reducir a la forma [/ | B]. De acuerdo con esto, se concluye que A es
singular; es decir, no tiene inversa.

En términos generales, se tiene el siguiente criterio para determinar si no existe la
inversa de una matriz.

Matrices que Si hay un rengldn a la izquierda de la linea vertical en la matriz aumentada que sélo
no tienen inversas contenga ceros, entonces la matriz no tiene una inversa.

Una férmula para la inversa Antes de revisar algunas aplicaciones, se mostrard un método alternativo basado en

de una matriz 2 x 2 una férmula para hallar la inversa de una matriz 2 x 2. Este método serd de utilidad
en muchas situaciones; en el ejemplo 5 se verd una aplicacién. La deduccién de esta
férmula queda como préctica (Ejer. 40).

Férmula para la inversa Sea
de una matriz 2 x 2 A= [a bjl
“lc d

Supéngase que D = ad — bc no es igual a cero. Entonces A™! existe y estd dada por

L_1[d -b
A 1_D|:—c a} (13)

OBSERVACION Como ayuda para memorizar la férmula, nétese que D es el pro-
ducto de los elementos a lo largo de la diagonal principal menos el producto de los
elementos a lo largo de la otra diagonal:
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Solucién de sistemas
de ecuaciones mediante
inversas

b
D=ad-bc
c

\Diagonal principal

d -b

- a
intercambiando a y d y cambiando los signos de b y ¢. Por iltimo, se obtiene A-I
dividiendo esta matriz entre D. a

]

Solucién Primero se calcula D = (1)(4) - (3)(2) =4 — 6 =—2. Luego se escribe la

matriz
75
-3 1

Por iiltimo, al dividir esta matriz entre D se obtiene

1[4 2] |2 1
-l — = =
w537 [] "4

Ahora se mostrar4 la forma de usar la inversa de una matriz a fin de resolver ciertos
sistemas de ecuaciones lineales en que la cantidad de ecuaciones del sistema es igual
al niimero de variables. Con objeto de simplificar la exposicién, se ilustrar4 el proceso
para un sistema de tres ecuaciones lineales en tres variables: :

A continuacién se obtiene la matriz

EJEMPLO 3 Hallar la inversa de

anxi +apx; +ai3x3 =c

a21x1 +anx; +asx3 =c2

azx +asnx; +asxs = cs 14
Se puede escribir
an aiz ai X1 by
A=|an axn axs|, X=|x|, B=|bh
a3 as ass X3 b3

El lector debe comprobar que el sistema (14) de ecuaciones lineales se puede escrlblr 1
en la forma de la ecuacién matricial

AX=B (13)

Si A es no singular, entonces el método de ésta secci6n sirve para calcular A~!. Después
se multiplican ambos lados de (15) por A~! (a la izquierda) y se obtiene

AT'AX=A"B o IX=A"B o X=A"'B

que es la solucién del problema.
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En el caso de un sistema de n ecuaciones con n incégnitas, se tiene el siguiente
resultado mds general.

Uso de inversas
para resolver sistemas
de ecuaciones

Si AX = B es un sistema lineal de n ecuaciones en n incégnitas, y si A~! existe,
entonces
X=A"B

es la solucién tnica del sistema.

Aplicaciones

El uso de inversas para resolver sistemas de ecuaciones tiene una ventaja particular
cuando hay que resolver més de un sistema de ecuaciones, AX = B, que comprendan a
la misma matriz de coeficientes A y diferentes matrices de constantes B. Como se verd
en los ejemplos 4 y 5, en cada caso s6lo hay que calcular una vez A~1.

EJEMPLO 4 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

a. 2x+ y+ z= 1 b. 2x+ y+ z= 2
x+2+ z= 2 3x+2y+ z=-3
2x+ y+2z=-1 2x+ y+2z= 1

Solucion Estos sistemas de ecuaciones se pueden escribir en la forma
AX=B y AX=C

respectivamente, donde

211 x 1 2
A=| 3 21| x=|y| B=|2| c=|=3
212 z = 1

La inversa de la matriz A,

3 -1 -1
Al={-4 2 1
-1 0 1

se hall6 en el ejemplo 1. Al utilizar este resultado, se tiene que la solucién del primer
sistema es

[ 3 -1 -1][ 1
X=A"B={-4 2 1| 2
-1 0 1||-1

[ 3 + D) + 1D 2
(D) + @@ + )1 [=|-1
| DD+ @@ + OED | -2

ox=2,y=-lyz=-2.
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La solucién del segundo sistema es

3 -1 -1|f 2 8
X=AC=|-4 2 1|[-3|=[-13
-1 0 1|f 1 -1
ox=8,y=-13yz=-1. [ |

EJEMPLO 5 La gerencia de Checkers Rent-A-Car planea ampliar su flotilla de
automdviles durante el préximo trimestre, adquiriendo autos compactos y grandes. F|
costo promedio de un compacto es $7 000 y de un auto grande, $15 000.

a. Si hay que comprar un total de 800 autos con un presupuesto de $9 millones, -
(cudntos autos de cada tamaiio se compraran? e

b. Si la demanda esperada indica que deben adquirirse 1 000 unidades con yp
presupuesto de $10 millones, jcudntos autos de cada tipo se adquirirdn? |

Solucién Sean x y y los autos compactos y grandes por adquirir. Ademas, sea n e|
nimero total de autos por comprar y b la cantidad de dinero presupuestada parala
adquisicién. Entonces

x+y=n
7000x+ 15000y=»b

Este sistema de dos ecuaciones con dos variables se puede escribir en la forma matricial

AX=B
donde
o 1 1 _fx _|n
A‘[7ooo 15 ooo]' X_l:y} B_[b]
Por lo tanto,
X=A"'B

Puesto que A es una matriz 2 X 2, es posible hallar su inversa con la férmula (13).
Se tiene que D = (1)(15 000) — (7 000)(1) = 8 000, de modo que

AL _[15000 -1]_| & -w&
T8000|-7000 1| |- L

8000 8000

14

a. Eneste caso, n =800y b=9 000 000, de modo que

it x| o0 ][
-1 a-l[9000000| | 425

Asf,
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Por lo tanto, en este caso se comprardn 375 autos compactos y 425 vehiculos
grandes.
b. Aqui,n=1000y b=10000 000, de modo que

15 1
_ap | ¥ -@m|[ 1000 7]_[625
X=4 B‘{_% ﬁ][looooooo]‘[m]

Por lo tanto, se adquirirdn 625 autos compactos y 375 grandes. 2]

1. Determine la inversa de la matriz

2 141
A= 1 1 -1
-1 -2 3

si ésta existe.

2. Resuelva el sistema de ecuaciones lineales

2x+ y— z=b
X+ y—- z=b
—x-2y+3z=b3

donde (a) by =5, b2=4,b3=-8y (b) by =2, b, =0, b3 = 5 hallando la inversa
de la matriz de coeficientes.

Las soluciones a los ejercicios de autoevaluacion 5.6 aparecen en la pdgina 256.

’_H EJERCICIOS

En los ejercicios 1-4, muestre que las matrices son inversas  En los ejercicios 5-16, encuentre la inversa de la matriz, si
entre si, haciendo ver que su producto es la matriz identidad I.  ésta existe. Compruebe su respuesta.

1 -3 =2 3 [2 5 23
1. [] _2] y [_1 1] 511 3] 8, [3 5]

r 3 _S

45141572 7’3—3 g [42
| 23 T2 ‘1o 2 16 3
(323 = SE A _ . _

221 5;_1’ 2 -3 4 1 -1 3]

¥ ) 9 0 -1 1002 1 2

211 2 12
L 3 3 73 12 1 T
(2 4 =2 13 4 _ - - -
-4 -6 1|y|-t 2 3 2 -3 4 1 2 0

2
1.]0 0 -1 1213 4 -3

3 - . 2

3 5 - o 12 1 -5 0 -2
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1 4 -1 (3 2 7 En los ejercicios 25-32, a) escriba cada sistema de ecuaci,
13 3 4.2 1 4 nes como una ecuacion matricial y b) resuelva el sistem,
’ 4 2 3 6 -5 8 de ecuaciones utilizando la inversa de la matriz de coefi.
B L cientes.
(11 -1 1 [1 1 2 3 = 2’;+2ny‘
2 1 1 0 2 3 0 -1 : 2
Bl 10 1 B.lo 2 1 donde i. by=14,b,=5
2 -1 -1 3 12 1 1 y 5 h=4.kh=-1
B B 26. 3x-2y=h
4x+3y=b;
En los ejercicios 17-24, a) escriba una ecuacién matricial donde i bi1=-6,b2=10
que equivalga al sistema de ecuaciones lineales y b) resuel- y ii. by=3,by=-2
va el sistema utilizando las inversas determinadas en los 27. x+2y+z=b

ejercicios 5-16.

17. 2x+5y=3 18. 2x+3y=5
x+3y=2 3x+5y=8 donde i bi=7,ba=4,b3=2
(Véase Ejer. 5.) (Véase Ejer. 6.) y ii. b1=5by=-3,b3=-1
10, T By 4 28. X1+ x2+x3=b
3 X1— x+x3=b
x=2y+ z=-8 =B —ss=in
(Véase Ejer. 9.) donde i. by=5,b2=-3,b3=-1
y ii. bi=1,b2=4,b3=-2
20. b 4 B x2+3x3=2 29. 3x+2y—z=b1
2+ xn+2x03=2 e Sy iz =i
21 -2+ x3=3
(Véase Ejer. 10.) ¥= y-z=bs
‘ donde i b1=2,b=-2,b3=4
21. x+4y- z=3 y ii. by=8,b2=-3,b3=6
2+3y-2=1 30. 20+ 0+ x3=b;
-x+2y+3z=7
(Véase Ejer. 13.) ol i
—x1 + x3=b3
22, 30 -20+7x3=6 donde i bi=1,by=4,b3=-3"
21+ xo+4x3=4 y il. by=2,ba=-5,b3=0
6xl_5x.2+8x3=4 31. X1+ 0+ x3+ xa=b
(Véase Ejer. 14.) e ne ot b
23. xi1+x2—-x3+ x4=6 X2+2x3+2x4=b3
20 +x2 +x3 =4 X1+20+ x3—2x4=bs
2x1 + x2 + x3=17 donde i bi=1,b2=-1,b3=4,b4=0
2 —x2—-x3+3x4=9 y ii. bh1=2,b2=8,b3=4,by=-1
E¥eae B, 15 32. X+ n+20+ u=b
24, x+ n+26+3u=4 I +502+9%0+ x=h
2x1 +3x2 - x=11 3a+4n+Tx3+ xu=bs
20— x3+ xa= 7 20 +30+4x3+2x4=by
x+20+ 3+ xu=6 donde i b1=3,b2=6,b3=5,bs=7
(Véase Ejer. 16.) y il. by=1,ba=-1,b3=0,bs=—4

x+ y+z=b
3x+ y+z=bs
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2 3
a. HalleA™.

b. Muestre que (A1 =A.

SIS

a. Encuentre AB,A™!, B™L.
b. Muestre que (AB)™! = B1A7L

<[t 3 [t
2]

a. Halle ABC, A"\, B}, C°L.

b. Muestre que (ABC)™! = C-1B-1A-1,

36. Ingresos por boletaje Cruceros Punto Arco Iris co-
bra $8 por adulto y $4 por nifio por un boleto de viaje
redondo. Los registros muestran que cierto fin de sema-
na, 1000 personas abordaron el crucero el sébado y 800
personas el domingo. Los ingresos totales del sdbado
fueron de $6400 y $4800 el domingo. ;Cudntos adultos
y nifios abordaron el crucero esos dfas?

34, Sean

35. Sean

. Precios La compaiiia editora Bel Air publica una
edicién de lujo en piel y una edicién econémica de su
Organizador Diario. El departamento de mercadotecnia
estima que la demanda mensual de estas agendas serd
de x ejemplares de la edicién de lujo y y ejemplares de
la edicién econémica, si los precios unitarios sonp y g
délares, respectivamente, donde x, y, p y g se relacionan
mediante el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

S5x +y=1000(70 - p)

x+3y=1000(40 - q)
Encuentre la demanda mensual de ambas ediciones
cuando los precios unitarios se establecen de acuerdo
con los siguientes planes:
a p=50yqg=25
b. p=45yq=25
C p=45yq=20
. Nutricién y planeacién de dietas Roberto, nutrié-
logo del Centro Médico Universitario, debe planear
dietas especiales para dos pacientes, Susana y Tomés.
Roberto ha decidido que las comidas de Susana deben
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contener al menos 400 mg de calcio, 20 mg de hierro y
50 mg de vitamina C, mientras que los alimentos de
Tomads han de contener al menos 350 mg de calcio, 15
mg de hierro y 40 mg de vitamina C. Roberto también
ha decidido que las comidas se preparen con tres ali-
mentos bésicos: A, B y C. Los contenidos nutricionales
especiales de estos alimentos aparecen en la tabla ane-
xa. Indique la cantidad de onzas de cada tipo de alimen-
to que deben dar en una comida de modo que se
cumplan los requisitos minimos de calcio, hierro y
vitamina C para cada paciente

Contenido en mg/ oz

Calcio Hierro Vitamina C
Alimento A 30 1 2
Alimento B 25 1
Alimento C 20 2 4

Fondos para investigacion La Fundacién Carver
proporciona fondos a tres organizaciones no lucrativas
orientadas a la investigacién de energfa alternativa. La
tabla que sigue contiene los datos relativos a la propor-
cién de fondos que cada institucién destina a la inves-
tigacién de la energia solar, la energia obtenida del
viento y la energfa del movimiento de las mareas.

Proporcién de dinero gastado

Solar Viento Mareas
Organizacion | 0.6 0.3 0.1
Organizacion |l 0.4 0.3 0.3
Organizacion Il 0.2 0.6 0.2

Encuentre la cantidad otorgada a cada organizacidn si

la cantidad total utilizada por las tres organizaciones

en la investigacién de la energfa solar, del viento y de

las mareas es

a. $9.2 millones, $9.6 millones y $5.2 millones, res-
pectivamente

b. $8.2 millones, $7.2 millones y $3.6 millones, res-

pectivamente
_la b
e
Halle A~

Encuentre la condicién necesaria para que A sea no
singular.
¢. Compruebe que AA"' =A-1A=1.

Sea

To
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(1 4 -1 [3 2 7 Enlos ejercicios 25-32, a) escriba cada sistema de ecuaci,.
13 3 2 4.2 1 4 nes como una ecuacion matricial y b) resuelva el sistem,
’ 1 2 3 6 -5 8 de ecuaciones utilizando la inversa de la matriz de coefi-
L L. cientes.
I r 2 . + 2 = b
1 1-1 1 11 2 3 > BEes .
5|21 10 |2 3 0-1 : b
121 01 1o 2411 fonde—i:binthlg=5
2 -1 1 3 12 1 1 y ii. by=4,by=-1
B - 26. 3x-2y=b
4x+3y=b
En los ejercicios 17-24, a) escriba una ecuacién matricial donde i by=-6,b2=10
que equivalga al sistema de ecuaciones lineales y b) resuel- y ii. b1=3,by=-2
va el sistema utilizando las inversas determinadas en los 27. x+y+z=h

ejercicios 5-16.
x+ y+z=b

3x+ y+z=b3

17. 2x+5y=3 18. 2x+3y=35
x+3y=2 3x+5y=8 donde i bi=7,b2=4,b3=2
{Vease Eiex. 5) (Véase Ejer. 6.) y iil. by=5,b=-3,b3=-1
0, D B A 28. x+ xn+x3=bh
e x1— X+x3=b
x=2y+ z=-8 gy
(Véase Ejer. 9)) donde i bi=5,b2=-3,b3=-1
y ii. bi=1,b2=4,b3=-2
20. x- x+3r3=2 29. 3x+2y-z=b
2+ n+t223=2 2x-3y+z=b
261 -20+ x3=3
(Véase Ejer. 10.) A=~ Yrasa
, donde i by=2,by=-2,b3=4
21. x+4y- z=3 y ii. bh=8,b2=-3,b3=6
2c+3y-22=1 30. 2a+ nt p=b

-x+2y+3z=7 =
(Véase Ejer. 13.) f 3x2:4xs_:2
—X1 x3=bs
22. 3x-20+7x3=6 donde i bi=1,ba=4,b3=-3"
20+ x+4x3=4 y ii. b1=2,b=-5,b3=0

6x1 —5Sx2+8x3=4 31.

x1+ x+ x3+ xa=b
(Véase Ejer. 14.) 1+ X2 3+ x4=b1

X1— Xx2— x3+ xa=bhy

23. x+x2—x3+ xa=6 X2 +20+2u=b;
2 +x+x3 =4 X1+20+ x3—2x4=bs
2x1 + x2 + x=17 donde i. bi=1,ba=-1,b3=4,b4=0
21 —-x2—x3+3x4=9 y ii. by=2,b2=8,b3=4, by =-1
(Véase Ejer. 15.) 3. Br T InE =B
24. x1+ 0+2x+3xu=4 4+ 5%+ 93+ xs=by
2x1 + 3x2 - x3=11 3x1+40+Tx3+ x=bs
20— x3+ xa= 7 21 +30+4x3+ 24 =by
X1+20+ x3+ x3= 6 donde i b1=3,b2=6,b3=5,bs=7

(Véase Ejer. 16.) y iil. b1=1,b2=-1,b3=0,bs=—4
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2yrLy
a. HalleA™.

b. Muestre que (A7) 1 =A.

6_
A’[-4 3} y B

a. Encuentre AB,A™!, B7L,

33. Sea

34, Sean

b

_ b. Muestre que (AB)' =B71A7L,

a. HalleABC,A™., B!, CL.
b. Muestre que (ABC)™! = C-1B-1A-1,

36. Ingresos por boletaje Cruceros Punto Arco Iris co-

bra $8 por adulto y $4 por nifio por un boleto de viaje
redondo. Los registros muestran que cierto fin de sema-
na, 1000 personas abordaron el crucero el sdbado y 800
personas el domingo. Los ingresos totales del sdbado
fueron de $6400 y $4800 el domingo. ;Cuéntos adultos
y nifios abordaron el crucero esos dfas?

. Precios La compaiiia editora Bel Air publica una
edicién de lujo en piel y una edicién econémica de su
Organizador Diario. El departamento de mercadotecnia
estima que la demanda mensual de estas agendas serd
de x ejemplares de la edicién de lujo y y ejemplares de
la edicién econémica, si los precios unitarios sonp y g
délares, respectivamente, donde x, y, p y g se relacionan
mediante el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
S5x +y=1000(70 - p)
x+3y=1000(40 — q)
Encuentre la demanda mensual de ambas ediciones
cuando los precios unitarios se establecen de acuerdo
con los siguientes planes:
a. p=50 yg= 25
b. p=45yg=25
C p=45yq=20
Nutricién y planeacién de dietas Roberto, nutrié-
logo del Centro Médico Universitario, debe planear
dietas especiales para dos pacientes, Susana y Tomds.
Roberto ha decidido que las comidas de Susana deben
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contener al menos 400 mg de calcio, 20 mg de hierro y
50 mg de vitamina C, mientras que los alimentos de
Tomas han de contener al menos 350 mg de calcio, 15
mg de hierro y 40 mg de vitamina C. Roberto también
ha decidido que las comidas se preparen con tres ali-
mentos bésicos: A, B y C. Los contenidos nutricionales
especiales de estos alimentos aparecen en la tabla ane-
xa. Indique la cantidad de onzas de cada tipo de alimen-
to que deben dar en una comida de modo que se
cumplan los requisitos minimos de calcio, hierro y
vitamina C para cada paciente

Contenido en mg/ oz

Calcio Hierro Vitamina C
Alimento A 30 1 2
Alimento B 25 1
Alimento C 20 2 4

Fondos para investigacion La Fundacién Carver
proporciona fondos a tres organizaciones no lucrativas
orientadas a la investigacién de energfa alternativa. La
tabla que sigue contiene los datos relativos a la propor-
cién de fondos que cada institucién destina a la inves-
tigacion de la energia solar, la energia obtenida del
viento y la energia del movimiento de las mareas.

Proporcién de dinero gastado

Solar Viento Mareas
Organizacion | 0.6 0.3 0.1
Organizacion Il 0.4 0.3 0.3
Organizacion Il 0.2 0.6 0.2

Encuentre la cantidad otorgada a cada organizacidn si

la cantidad total utilizada por las tres organizaciones

en la investigacién de la energia solar, del viento y de

las mareas es

a. $9.2 millones, $9.6 millones y $5.2 millones, res-
pectivamente

b. $8.2 millones, $7.2 millones y $3.6 millones, res-

pectivamente
_|la b
St
a. HalleA L.

Sea

b. Encuentre la condicién necesaria para que A sea no
singular.

¢. Compruebe que AA" ! =A"1A=1.
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1. Se forma la matriz aumentada

2 1 -1 100
1 1 -1]010
-1 -2 31001
y se reduce por renglones como sigue:
[2 1 -1]10 0]

1 1 -1 1 0] RROR,
-1-2 31001

1 1 -1 1 0]

2 =l | i;%.
-1-2 3log@1f "
1 1-1 0 10 Ry

-1 1 1 -2 T
_O -1 0 1 1| rRy-r,
10 1 -1 0]

01 -1 -1 20 Ry +R3
00 1 -1 31
100 1 -1 0]
01 -2 51
001 -1 3
De los resultados anteriores se tiene que
1 -10
Al=|=2 51
-1 31

2. a. Seescriben los sistemas de ecuaciones lineales en la forma matricial

AX =B
donde
2 1 -1 x ]
A= 1 1 -1}, X=|y| Bi=| 4
-1 =2 3 z -8

Con los resultados del ejercicio 1, se tiene
1-1 o][s] [1
=A"Bi=[-2 5 1f| 4|=| 2
-1 3 1}|{-8] |-1

X=

N R

Porlotanto,x=1,y=2yz=-1
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b. Eneste caso, A y X son como en a), pero

2
By=| 0
5
Por lo tanto,
x 1 -1 0}f2 2
X=|y|=A"B=[2 5 1||0]|=]1
z -1 3 1||5 3

ox=2,y=1yz=3.

Jsso. d e | a tecnologgia

La utilerfa de graficacién es iitil para encontrar la inversa de una matriz cuadrada
(véase Sec. A.7, Ap. A).
EJEMPLO 1 Utilizar una utilerfa de graficacién para hallar la inversa de

13
22
5'1

W A W

Solucién Primero se introduce la matriz dada como la matriz

135
A=|-2 2 4
513

Luego, al recuperar la matriz A y utilizar la tecla x'!, se tiene

0.1 =02 0.1
Al=l 13 -11 -07
-06 07 04
EJERCICIOS .
En los ejercicios 1-4, refiérase a las siguientes matrices y
utilice una utileria de graficacién o un programa de
computadora para encontrar la inversa de la matriz.
Exprese sus respuestas con una precision de dos cifras
decimales.
[ 12 31 —2.1] 11 23 31 42 21 32 -14 -32
34 26 73 3. 16 32 18 29 4 62 73 84 16
-12 34 -13 42 16 14 32 12371 24 -13
i - 16 21 28 72 2.1 31 46 37
42 37 46
121 -13 24

18 76 -23
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Capitulo 5

Resumen de

las principales
férmulas y términos

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Férmulas
Leyes para la suma de matrices:

Ley conmutativa
Ley asociativa
Leyes para la multiplicacién de matrices:
Ley asociativa
Ley distributiva

Inversa de una matriz 2 x 2

Solucién del sistema AX = B
(A no singular)

Términos

Pardmetro

Sistema dependiente

Sistema inconsistente

Sistema equivalente

Matriz de coeficientes

Matriz aumentada

Forma reducida por renglones de una matriz
Operaciones de renglén

Columna unitaria

Pivoteo

Método de eliminacién de Gauss-Jordan
Tamario de una matriz

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+0

(AB)C=A(BC)
AB+C)=AB+AC

2 _|la b
Si A—[c d]

y D=ad-bc#0,
1| d -b
t Al=—
entonces D [—c a:|
X=A"'B

Matriz, matrices
Matriz renglén

Matriz columna

Matriz cuadrada
Transpuesta de una matriz
Escalar

Producto por un escalar
Producto matricial
Matriz identidad
Inversa de una matriz
Matriz singular

Capitulo 5 Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1-4 realice la operacidn, de ser posible.

1
1. -1
2

233 2]

- N
N = O

1
= 0
1
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uentre los valores de las variables en los ejercicios 5-8.  23. 3x-2y+ z= 4

Enc
= 2 x+3y—-4z=-3
5. ; g‘]=[§ w] ' 2-3y+5z= 7
L _ x—-8y+9z=10
3 x|[1]_(7 : o .
6. 3l[2]7 |4 Encuentre la inversa de la matriz (si ésta existe) en los
b4 ejercicios 24-31.
3a+43| [ 36 2 4 31
e+2 4 2. 4=y 6] 25 A=1] 2]
=] 9 = L
(2 4 _[3 4
26. A= 1 _2] 27.A—2 2]
_[12 4 ) i B
22 (12 4 2 31
28. A= 213 29. A=|1 -1 2
- : ; -102 1 21
En los ejercicios 9-16 calcule la expresion, de ser posible, L | i ]
do que i - 2 =
oo d 21 -3 12 4
131 2 1 3 30. A=|1 2 4 31. A=|3 1 2
A=(-2 1 3|, B=|-2 -1 -1 31 =2 10 -6
402 1 4 2 . - L ]
En los ejercicios 32-35 calcule la expresidn, de ser posible,
dado que
3 -12
C={1 6 4 12 31 11
2 13 A‘[_l 2]' B‘[4 2]' =2
10. 3A-2B 32. (ABOY! 33. (A"1B)!
12. 2(3A - 4B) 34. (A+B)! 35. 2A-0)!
3 14. AB+AC En los ejercicios 36-39, escriba cada sistema de ecuaciones
. A(BC) 16. (})(CA-CB) lineales en la forma AX = C. halle A7 y utilice el resultado
para resolver el sistema.
En los ejercicios 17-23, resuelva el sistema de ecuaciones _ -
lineales mediante el método de eliminacién de Gauss-Jordan. B =y B B Qg it
: 2x+4y= 8 x-2y= 3
17 %-3y=5 18. 3x+2y= 3 38. 2x—3y+4z= 17 39, x-2y+4z= 13
x+4y=-1 2x-4y=-14 x+2y-4z=-17 2x+3y-2z= 0
9. x- y+2z= 5 20. 3x-2y+4z= 16 3x— y+2z= 14 x+4y—6z=-15
x+2y+ z= 10 2+ y-2z= -1 40. El sefior Sumano compré 10 000 acciones de la compa-
%-3y-2z=-10 x+4y-8z=-18 fifa X, 20 000 de la compaiifa Y y 30 000 de la compaiifa
21, 3. — _ Z a un precio unitario de $20, $30 y $50 por accién,
e x-2y+4z=11 : : :
B 2-4yi5.- 4 respectivamente. Seis meses después, los precios de
. ¥ oE= cierre de X, Y y Z eran $22, $35 y $51 por accién.
*+2y- z=10 Sumano no realiz6 otras transacciones en el periodo en
& X-2y+3z+4w=17 cuestién. Compare el valor de las acciones del inversio-
- 2+ y-2-3w=-9 nista en el momento de su adquisicién y seis meses después.
E 3 Yy+2—4w= 0 41. La sefiora Newburg opera tres estaciones de autoservi-

7, X+2y-37+ w=-2 cio de gasolina en diferentes partes de la ciudad. Cierto
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dia, la estacién A vendié 600 galones de premium, 1000
galones de regular, 800 galones de super sin plomo y
1400 galones de regular sin plomo; la estacién B, 700
galones de premium, 800 galones de regular, 600 galones
de super sin plomo y 1200 galones de regular sin plomo;
la estacién C, 1200 galones de premium, 800 galones de
regular, 1000 galones de super sin plomo y 900 galones
de regular sin plomo. Si el precio de la gasolina ese dia
fue de $1.60 el galén de premium, $1.20 el galén de
regular, $1.50 el gal6én de super sin plomo y $1.30 el gal6n
de regular sin plomo, utilice el dlgebra matricial para hallar
el ingreso total en cada estaci6n.

La compaiifa petrolera Wildcat tiene dos refinerias, una
en Houston y otra en Tulsa. La refineria de Houston
envia 60% de su petréleo a un distribuidor en Chicago
y 40% a un distribuidor en Los Angeles. La refinerfa
de Tulsa envia 30% de su petréleo al distribuidor en

Chicago y 70% al distribuidor en Los Angeles. i du-
rante un afio el distribuidor de Chicago recibié 240 000
galones de petrdleo y el distribuidor de Los Angeleg
recibi6 460 000 galones, ;cudl fue la cantidad de petrg.
leo producido en cada refinerfa de Wildcat?

43. Lajoyeria Gralicoquiere producir tres tipos de pendiente:

el tipo A, el B y el C. Para fabricar un par de pendientey
del tipo A se necesitan 2 minutos en las miquinas Iy [Ty
3 minutos en la méquina II1. Un par de pendientes del tipg
B necesita 2 minutos en la miquina I, 3 minutos en |
méquina IT y 4 minutos en la miquina IIl. Un par go
pendientes del tipo C precisa 3 minutos en la miquina [,
4 minutos en la m4quina IT'y 3 minutos en la maquina [T,
Hay 3 horas disponibles en la miquina I, 4 horasen ]y
méquina Il y 5 horas en la maquina I1I. ; Cuéntos pendien-
tes de cada tipo debe fabricar Gralico paraaprovechartody
el tiempo disponible? :

Capitulo 5 Problemas y proyectos ampliados

1. Sea
_la b
2
a. HalleA™.
b. Encuentre la condici6n necesaria para que A sea no
singular.
¢. Compruebe que AA™' =A-1A=1.

2. Lafigura 8 muestra las rutas de una linea aérea interna-
cional que une cinco ciudades. Una linea que une dos
ciudades indica que existe un vuelo directo entre ellas.

FIGURA 8

Tokyo Los Angeles
Taipei
Hong Kong =

Singapur

Esta informaci6n se puede representar mediante la ma-
triz

Hong
Singapur Kong  Taipei  Tokio  L.A.
Singapur 0 1 1 0 0
Hong Kong 1 0 1 1 0
A= Taipei 1 1 0 1 1
Tokyo 0 1 1 0 1
LA. 0 0 1 1 0

donde a;; =1 indica que hay un vuelo directo entre las
ciudades i y j, y a;=0 indica que no existe un vuelo
directo entre tales ciudades.

a. Calcule A2 1
b. Consulte la figura y compruebe que laentradaajjde

A? representa el nimero de rutas con una escala

entre las ciudades i y j.




