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I. FUNCIONES Y APLICACIONES

Contenidos:

Funciones Basicas y Aplicaciones
« Laderivada

* Analisis marginal



Visualizacion de una funcion

i —» Output
machine — flx)
(a) A function as a mapping (b) A function as a machine

Una funcion es una regla que asigna a cada elemento de un
conjunto A uno y so6lo un elemento de un conjunto B.

Las funciones preprogramadas de una calculadora son
ejemplos de la funcion concebida como una maquina

Otra forma de visualizar es mediante un diagrama de flechas.
Cada flecha va de un elemento de Ay termina en un elemento de B.



Concepto de funcidn

El concepto de funcidon es una de las ideas fundamentales
en matematicas. Una funcion expresa la idea de que una
cantidad depende o esta determinada por otra.

1.- El area de un circulo depende de la longitud de su radio

2.- El costo de producir cualquier articulo depende del
numero de articulos producidos.

3.- La cantidad en la que creceran sus ahorros en un ano
dependen de la tasa de interés ofrecida por el banco



Problema

Seleccione una noticia del diario e identifique variables (dependiente
e independiente) con las cuales se podria obtener una funcion.

Ejemplo:
Titulo de la noticia: “Aumento de usuarios de Ferrocarril”

Variable dependiente: Cantidad de pasajeros que usan el ferrocarril en el
periodo t

Variables independientes:

Precio del pasaje en ferrocarril ( en el periodo
Precio del pasaje en bus ( en el periodo t)
Tiempo de viaje en ferrocarril (en el periodo t)
Calidad del servicio (en el periodo t)




Funciones por partes

Algunas veces sucede que debemos usar funciones que estan
definidas por mas de una expresion.

Ejercicio:

Un vendedor tiene un salario base de $1000 al mes
mas una comision del 8% de las ventas totales que
realiza por arriba de $6000. Exprese sus ingresos
mensuales () como una funcion de x, donde x son las
ventas mensuales totales en dolares.

. Cual es el dominio de esta funcion?

¢;,Cual sera su salario total cuando realiza ventas por
$ 5000 y $80007?



Funciones basicas:

Funcion Lineal
Funcion Valor absoluto
Funcion Raiz cuadrada
Funcion Cuadratica
*Funcion Exponencial
*Funcion Logaritmo



Funcion lineal:

Una funcion lineal es una funcion de la forma
f- IR IR

v

con m, b €IR, que tiene como representacion
grafica una recta

m=0 >0 \




La pendiente m de una linea recta se define como
la razon de la elevacion al recorrido.

elevacion y,—y,
m = =

recorrido X, —X,

donde P=(x,,y,) y Q=(x,,y,) son puntos de la recta

y
A
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- X

La pendiente no esta definida para lineas verticales.
Debe observarse que la pendiente de una linea es la misma, no
importando las posiciones de los puntos P y Q sobre Ia linea.

Si m=1y b=0, se tiene la funcién identidad tal que
Id(x)=x
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La tabla resume las diversas formas asumidas por la ecuacion de
una linea recta

1.— Foérmula general Ax+By+C=0,Ay Bnoson ceroalavez
2.- Foérmula punto - pendiente y-y; =m(x—xp)

3.— Foérmula pendiente ordenada al origen y=mx+b

4.- Linea horizontal y=Db

5.- Linea vertical X =a
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Ejercicio: (modelo de costos)

El costo de fabricar 10 maquinas de escribir al dia es de $350,
mientras que cuesta $600 producir 20 maquinas del mismo tipo al dia.
Suponiendo un modelo de costo lineal, determine la relacion entre el
costo total de producir x maquinas de escribir al dia y dibuje su

grafica.
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Nota:

Dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales
Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus
pendientes es -1

(a) Parallel lines have m; = m, (b) Perpendicular lines have m, = —1/m,
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Problema:

El administrador de una fabrica debe decidir si
deberan producir sus propios empaques, que la
empresa ha estado adquiriendo de proveedores
externos a $1,10 cada uno. La fabricacion de los
empaques incrementaria los costos generales
de la empresa en $800 al mes y el costo de
material y de mano de obra sera de $0,6 por
cada empaque.; Cuantos empaques debera
usar la empresa al mes para justificar la
decision de fabricar sus propios empaques?
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Aplicacion : Problema de asighacion de presupuesto

El alcalde de una comuna tiene un presupuesto de $200 millones
para gastos de transporte, e intenta utilizarlos para construir otras
lineas de tren subterraneo o carreteras. Si cuesta $2,5 millones
construir 1 km de carretera y $4 millones construir 1 km de linea de
tren subterraneo. Encuentre la relacion entre el numero de kilbmetros
de autopistas y de lineas de tren subterraneo que pueden construirse
usando la totalidad de presupuesto.
a) Grafique e interprete la pendiente de la relacion lineal que se
obtiene.
b) ; C6mo cambia el problema si se mantienen los costos y el
presupuesto aumenta en $300 ?.
c) ¢ Qué ocurre con el problema original si sélo cambia el costo de
construir un Km de carretera a $4 millones?
Grafique las situaciones anteriores
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Funcion valor absoluto

f:IR——IR
X x>0

: x:{—x x <0

Funcion raiz cuadrada
f:IR; ——IR

X—>/x

CBS:\&?ﬂﬂ
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Funcion cuadratica

Es una funcion de la forma

f:IR—>IR

X—>ax2 +bx+c

con a, b, c €IR, a=0 que tiene como representacion grafica una
parabola.

Para graficar una parabola es conveniente conocer ( si existen)
las intersecciones con los ejes de coordenadas, y el vertice V de
la parabola cuyas coordenadas son

b —(b*-4ac)
2a 4 4q

X

Si a>0 se abre hacia arriba . Si a<0 se abre hacia abajo
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Grafica de la funcion cuadratica
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Ecuacion cuadratica

Sea a, b,c en IR con a distinto de cero.
Una ecuacion cuadratica es de la forma

ax’ +bx+c=0

Sea A=b>—4ac
el discriminante de la ecuacion de segundo grado

Si A=b*>—4ac>0 entonces la ecuacion tiene dos raices

reales distintas
—b++A —b—-A/A
— . x2 =
2a 2a

Su representacion grafica corresponde a los dos interceptos
con el gje x.

Xy
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Raices de una ecuacion cuadratica

X\ X2 X X2\

Raices o soluciones de la ecuacion cuadratica

Ejemplo: 2x° +2x-12=0

Tiene dos raices reales distintas pues su discriminante es

mayor a cero
A=2>—4%2%(~12)=100> 0

Sus raices son X;=2, x,= -3



Raices de una ecuacion cuadratica

Si A=b*>—4ac=0 entonces la ecuacion tiene dos
raices reales iguales

~b _—b

X, = —— X, = —
1 ) 2
2a 2a

Su representacion grafica es el vértice de la parabola
que corta al eje x
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Raices de una ecuacion cuadratica

Si A=b>—4ac< (0 entonces la ecuacion no tiene
solucion

En la representacion grafica se observa que no hay
iInterceptos con el gje x.

En ese caso
ax’ +bx+c>0 v ax*+bx+c<0 Vx € IR

L
~
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Raices de una ecuacion cuadratica

Si X, Y X, son las raices de la ecuacion de segundo grado
2
ax" +bx+c=0

entonces  ax’+bx+c=a(x—x)(x—x,)

Propiedad: Sean a, b en IR
ab=0 = a=0vb=0
Ejercicio:

. . . 2
Resuelva de tres maneras distintas la ecuacion x” =4
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Ejercicio:
La ganancia mensual estimada obtenida por la
empresa Cannon al producir y vender x unidades

de camaras modelo M1 es en doélares
P(x) = —O,O4x2 +240x—-10000

Encuentre cuantas camaras debe producir cada
mes para maximizar sus ganancias.
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Ejercicio:

El costo de producir x unidades de un articulo esta dado
por C=(650+5x). El precio unitario del articulo en dolares
esta dado por p=200-3x.

a)Determine la funcion de utilidad

b)Cuantas unidades de este articulo deberan producirse y
venderse de modo que la utilidad mensual sea por lo
menos $2500 al mes.

c)Cuantas unidades de este articulo deberan producirse y
venderse para obtener la utilidad maxima. Grafique la

funcion
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Funcidén exponencial

La funcion exponencial con base e es una funcion

de la forma
exp: IR——> IR

X —>e”

Donde ex=2,71. El recorrido de esta funciéon es JR™

y :
A Y=

(e, e9)
The slope 1s e®
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Funcion exponencial

Funcion creciente

Funcion decreciente
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Una forma mas general de la funcion exponencial es
fx
y=ae +c

/
__________________________ —c
S
N
a<0,k>0

a>0,k<0
~——
———————————————— y=C
______________________ —c
e
/
a<0,k<0
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Propiedades
Sta>0,b>0, xelR, yelR
) a*a¥ =a*"Y
i) a*b* = (ab)”

iii) (a*)” =a™

O
vyl | =
b h*



Aplicacion

Siuna suma P se invierte a una tasa de interés del R por ciento
anual compuesto, el valor de la inversion al término del n-esimo ano
esta dada por la formula

T, =P(l+1i)", i:i
100
T
T(n)=P(1+i)"
P

Ejercicio: Si $2000 se invierten a un interés compuesto anual
del 6%, encuentre el valor de la inversidon después de 4 anos.
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Curvas de Aprendizaje

A causa del empleo extenso que los sicologos utilizan para
describir el aprendizaje, las curvas exponenciales de la forma

e
y=c—ae

donde c,a,y k son positivos, se citan con frecuencia como
curvas de aprendizaje
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Obsérvese que la curva crece un poco rapido al
principio, pero su razon de crecimiento comienza a
disminuir de manera considerable después de cierto
tiempo.

Este comportamiento de la grafica de la funcion
recuerda el patron de aprendizaje experimentado por
los obreros involucrados en un trabajo altamente
repetitivo, por ejemplo, la productividad de un trabajador
en una linea de ensamblaje aumenta con rapidez en
las primeras etapas del periodo de capacitacion. Este
Incremento de la productividad es resultado directo de la
capacitacion y la experiencia acumulada del sujeto.
Pero la razén de incremento de productividad comienza
a reducirse conforme pasa el tiempo, y el nivel de
productividad tiende a cierto nivel fijo por las

limitaciones del trabajador o de la maquina
34



Ejercicio:

La division de camaras fotograficas de la compafnia FOTOS
produce una camara reflex con un lente de 35 mm, modelo
F. El departamento de capacitacion determina que, despues
de concluir el programa de capacitacion basico, un
trabajador nuevo, sin experiencia previa, podra ensamblar

O(t) = 50—30e "

camaras modelo F cada dia, t meses después de iniciar su
trabajo en la linea de ensamblaje.

A)¢i Cuantas camaras modelo F puede ensamblar al dia un
trabajador nuevo, después de la capacitacion basica?

B) ¢ Cuantas camaras modelo F puede ensamblar al dia un
trabajador con uno, dos, y seis meses de experiencia?

C) ¢ Cuantas camaras modelo F puede ensamblar diariamente
un trabajador experimentado ?
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Funcion logaritmo

Dado que la funcién exponencial

exp, : IR—— IR" a>0, a=l

X

X—>a

es biyectiva entonces existe su inversa, la que se
denomina funcion logaritmo

La funcion logaritmo en base a se define como

log, : IR" ——> IR

x—>log, (x)

donde y=log,(x) & x=a’
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Funcion logaritmo

y=log, x

a>1

y=log x

Funcion creciente

O<a<1

Funcion decreciente
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Propiedades:

Sea a un numero real positivo distinto de 1 entonces
log,.a"=x xe€lR

=x xelR”

log, x

Para xelR",yelR”
log, (xy)=log, x+log, vy log,10=1og,5+log,?2

log, (ij =log_ x—log, y logg(gj =log,5-log,6
Y
log x" =rlog, x log, 3% =2log, 3

OBS. Si la base es e entonces la funcion logaritmo
se denomina logaritmo natural y se escribe In
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Una de las aplicaciones mas importantes de los
logaritmos es en la resolucion de ciertos tipos de
ecuaciones en que la incognita aparece como un

exponente.
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P

Ejercicio: Poco después de consumir una dosis
sustancial de whisky, el nivel de alcohol en la sangre
de una persona sube a un nivel de 0,3 miligramos por
mililitro (mg/ml). De ahi en adelante, este nivel decrece
de acuerdo con la formula (0,3)(0,5)!, en donde t es el
tiempo medido en horas a partir del instante en que se
alcanza el nivel mas alto. ; Cuanto tendra que esperar
esa persona para que pueda conducir legalmente su
automovil?. En su localidad, el limite legal es de 0,08
mg/ ml de alcohol en la sangre.)
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Ejemplos de funciones en varias variables

Funcion de demanda:

La cantidad de un bien que adquirira un consumidor dependera
de su precio, los ingresos del consumidor, el precio de los bienes
sustitutos y los gustos. Esta relacion se puede expresar mediante
la funcion general;

0, =f(P,Y,Ps,G)

donde

Q, = Cantidad demandada

P = Precio

Y =Ingreso

Ps = Preciode bienes sustitutos
G = Gusto

41



Funciones de produccion

La produccion de la mayoria de articulos requiere el uso de por lo
menos dos factores de produccion por ejemplo; trabajo, tierra,
capital, materia les 0 maquinas. Si la cantidad z de un articulo se
produce utilizando las cantidades x e y respectivamente, de dos
factores de produccion entonces la funcion de produccion z= f(x,y)
entrega el producto final cuando se usa las cantidades x e y de los
iInsumos respectivamente. Por ejemplo, una funcion de produccion
Cobb-Douglas toma la forma

O=AK*LF

En donde A es una constante positiva, Ky L son insumos de
capital y mano de obra respectivamente y a y 3 son fracciones
positivas menores que uno.
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Relacion de Fischer

Una relacion de gran utilidad en decisiones de inversion es
la relacion de Fisher que relaciona las tasas nominales y
reales. Esta relacion esta dada por

A+i,)=0+i, )1+ 7)
donde

i, =tasa nominal

i, =tasa real

7 =1nf lacion

Despejando la tasa nominal o la tasa real se tiene las siguientes
funciones de dos variables . .
ll/l - f(lr >7Z-)

i, =(1+i.)1+7)-1

i, = f(i,,7)
1+i,)

I, = -1
(1+7)
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Aplicaciones: Modelacion

Funcién de costo:

El costo de producir un producto esta en funcion del volumen
producido. Este costo puede definirse de manera general como una
suma de dos costos: Costo fijo y costo variable.

El costo fijo (CF) es la porcion del costo total que no depende del
volumen de produccion.

El costo variable (CV) es la porcion del costo total que depende y
varia con el volumen de produccion.

El modelo costo volumen para producir x unidades se podria escribir
mediante la funcion.
C(x)= CF+CV(x)
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Ejemplo:

Suponga que el costo de preparacion de una linea
de produccion es de 3000 dodlares. Se trata de un
costo fijo en el que se incurre independientemente
del numero de unidades que finalmente se
produzcan. Ademas suponga que los costos de
mano de obra y de material variables son de 2
dolares por cada unidad producida. El modelo
costo-volumen para producir x unidades se podria
escribir de la forma.

C(x)=3000+2x

donde

X= volumen de produccion en unidades

C(x)= Costo total de producir x unidades
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Funcion de ingresos

Si P(x) es el precio del producto o servicio y x es €l
volumen de ventas en unidades, entonces el ingreso
total asociado a la venta de x unidades se puede
escribir mediante la funcion

R(x)=xP(x)

OBS: Funcion Ingreso marginal:

Se define como la tasa de cambio del ingreso total respecto al
volumen de ventas. Se trata del incremento en el ingreso total
resultado de un incremento de una unidad en el volumen de ventas.
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Ejercicio:

Considere el Aeropuerto “Aeroalas”, que recibe ingresos por
pasajeros embarcados y por servicios comerciales como Renta
Car, Restaurant, Estacionamientos, etc . Ademas recibe un
subsidio anual de parte de la DGAC.

Con el fin de realizar una valoracion econdmica del aeropuerto,
la administracion desea saber los ingresos futuros proyectados
para los anos 2000 a 2007 (fin del periodo de concesion). Para
esto se ha considerado la proyeccion de pasajeros embarcados
que aparece en la tabla 1. La tarifa por pasajero embarcado es
0,2115 UF. El ingreso por servicios comerciales se ha estimado
gue crecera anualmente de acuerdo a las tasas indicadas en la
tabla 3 .

Determine la funcion de ingresos totales para cada ano del
aeropuerto entregando el flujo de ingresos futuros.
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Datos del problema

Tabla 1 Tabla 2
Ano |Pasajeros embarcados Ano Subsidio (DGAC)

2000 270081 2000 5405

2001 299790 2001 5783 ﬁ ﬂ
2002 323773 2002 6188 \ 3 l
2003 349675 2003 6621 L//* L
2004 374152 2004 7084 \ %
2005 400434 2005 7580

2006 428367 2006 8111

2007 458353 2007 8678

Ingresos subconcesiones y servicios comerciales

Crecimiento 2000 Sean

Renta Car 0 4545 . ~
Taxis 0.01 s771 PEt: Pasajeros embarcados afot
BS o %1 St Subsidio (en UF) del afio t

ransfer , ) ] _
Cajero autom 0 1321 SCt: Total ingresos serv comerciales ano t
Restaurante 0,1 1233 .
Estacioamiento 0,01 3151 It Ingresos totales
Lineas Aéreas 0,01 2336
Comunicaciones 0,01 574 _ *
Publicidad 0,01 2525 It - 0’21 1 5 PEt + St + SCt
Salén VIP 0,01 448
Locales comerciales 0,01 1483
Total 18110
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Funcion de utilidad

Uno de los criterios mas importantes para la toma de decisiones
administrativas es la utilidad.

Si suponemos que soélo producimos lo que vendemos, el volumen
de produccion y el volumen de ventas seran iguales. Podemos
combinar las funciones de costo e ingreso vistas anteriormente
para desarrollar un modelo utilidad-volumen que determinara la
utilidad asociada con un volumen especificado de produccion y
ventas. :

Si se conoce el punto de equilibrio, el administrador rapidamente
puede inferir qué volumenes por encima del punto de equilibrio
daran como resultado una utilidad, en tanto qué volumenes por
debajo del punto de equilibrio resultaran en péerdida
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Grafica del Analisis de Punto de Equilibrio
para el ejemplo de Produccion.

Ingresos totales

R(x) = 5x\A
8000 [  Costo fijo Utilidad

6000 [
\ Costo total

|
4000 g
— : \ Cx) = 3000 + 2x
2000 F Pérdida :
|
|

10000

Punto de equilibrio = mil unidades
l l l l l

0 400 800 1200 1600 200 X

Volumen
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Ejercicio:

Un fabricante puede vender cierto producto a $110
la unidad. El costo total equivale a costos
indirectos fijos de $7500 mas costos de
produccion de $60 por unidad.

a) ¢ Cuantas unidades debe vender el fabricante
para alcanzar el punto de equilibrio?

b) ¢ Cual es la utilidad o la perdida del fabricante si
se venden 100 unidades?

c) ¢ Cuantas unidades debe vender el fabricante
para obtener una utilidad de $12507?
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Ejercicio:

\ =

_—
_—
~

-
-
~

4

La administracion del Aeropuerto “Aeroalas”, ademas de conocer

los ingresos futuros, desea saber la utilidad proyectada para los

anos 2000 a 2007. Los costos operacionales se han estimado que
creceran anualmente de acuerdo a las tasas indicadas en la tabla

de costos.

Determine la proyeccion de utilidades para los afios 2000 a 2007

Costos
Costos Operacionales 2000f 2001| 2002 2003| 2004 2005 2006 2007
Costos de operacion
Costos administrativos| 0,005| 12120| 12181 12242| 12303| 12364| 12426| 12488| 12551
Gastos generales| 0,01] 2266| 2289 2312 2335| 2358| 2382| 2405 2429
Pagos al MOP 0 300 300 300 300 300 300 300 300
Costos de mantencion
conservacion , mantencion equipos y pistas 4200| 8484| 4242 8569 4284| 4327 8741 4371
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Depreciacion lineal

Cuando una compania compra equipo 0 maquinaria registra el valor
de tal equipo como uno de los activos en un balance general. Al
pasar los anos este valor debe decrecer porque el equipo
lentamente se desgasta o se hace obsoleto. Esta reduccion gradual
en el valor de un activo se conoce como depreciacion. Uno de los
metodos ordinarios para calcular la cantidad de depreciacion es
reducir el valor por una cantidad constante cada ano, de tal manera
qgue el valor se reduzca a valores de desecho al termino de la vida

util estimada para el equipo. Esto se denomina depreciacion lineal
Tasa de depreciacion (por ano)
= (Valor inicial — Valor de desecho) + (Vida util en anos)

Ejercicio :Una empresa compra maquinaria por $150.000. Se espera que la
vida util de la maquinaria sea de 12 afnos con valor de desecho cero.
Determine la cantidad de depreciacion por afio y una formula para el valor
depreciado después de x anos.

53



Funciones de oferta y demanda

En la practica, algunas ecuaciones de oferta y demanda son aproximadamente
lineales en el intervalo que importa; otras son no lineales.

Curvas de demanda lineal

p P P
r r r
o e e
¢ c c
; 1 1
o 0 0
Cantidad demandada Cantidad demandada Cantidad demandada

En el caso comun, la pendiente de una curva de demanda es negativa es decir, a
medida que el precio aumenta, la cantidad demandada decrece y viceversa. En
algunos casos, la pendiente de una curva de demanda puede ser cero ( precio
constante). En otros casos la pendiente puede no estar definida ( demanda

constante sin importar el precio)
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La curva de demanda por un bien indica las cantidades maximas del bien
gue un consumidor o grupo de consumidores desea comprar a diferentes
precios, suponiendo que todos los factores ajenos al precio, que influyen
sobre sus decisiones, no cambiaran ( ingreso, gustos, precio de otros
bienes). Alternativamente, puede definirse como el maximo precio que un
consumidor o grupo de consumidores estarian dispuestos a pagar por
cada cantidad demandada de un bien suponiendo que todo lo demas
permaneciera constante.

Ejercicio: Cuando el precio es de $80 se venden 10 relojes y se
venden 20 cuando el precio es de $60. ;Cual es la ecuacioén de la
demanda?

Ejercicio: Por considerarse necesarios para la seguridad nacional, se
compran anualmente 50 grandes generadores, sin importar precio.
¢ Cual es la ecuacion de la demanda?
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Curvas de Oferta lineal

P p p
r . ;
e . )
y ¢ c
i : i
0 o .
Cantidad en oferta Cantidad en oferta Cantidad en oferta

En el caso mas comun, la pendiente de la curva de oferta es positiva,
es decir, que al aumentar el precio aumenta la cantidad ofertada y
decrece al decrecer el precio. En ciertos casos la pendiente de una
curva de oferta puede ser cero lo que indica un precio constante e
independiente de la oferta. En otros casos la pendiente puede no estar
definida (oferta constante e independiente del precio)
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La curva de oferta es la relacion entre el precio y la
cantidad de un bien que los productores estan dispuestos

a producir.

Ejercicio: Cuando el precio es $50, hay disponibles 50 camaras de
un tipo dado para el mercado, cuando el precio es 75, hay
disponibles 100 camaras. ¢ Cual es la ecuacion de la oferta?

Ejercicio: De acuerdo con el contrato entre la compania Ay
la de teléfonos, la compania A pagara a la de Teléfonos $500
al mes por las llamadas de larga distancia sin limite de
tiempo. ¢ Cual es la ecuacion de la oferta?
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Equilibrio de mercado

Se dice que existe equilibrio del mercado en el punto en que la
cantidad de un articulo demandado es igual a la cantidad en
oferta. Asi pues, si se usan las mismas unidades para x y para y
en ambas ecuaciones, la cantidad en equilibrio y el precio de
equilibrio corresponden a las coordenadas del punto de
interseccion de las curvas de oferta y demanda.

g
A

g=5p

Equilibrium
point

surplus

qg=D(p)

i - p
Equilibrium price
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Ejemplo; Hallar el punto de equilibrio de las siguientes ecuaciones
de oferta y demanda

y=10 - 2x y:%erl

Resolvamos las ecuaciones simultaneamente por sustitucion

3
10 —ZXZEX-FI _(0910)
lx =9
2
18
= R (18/7,34/7)
7 7 0,1)

(-2/3,0) " (5,0)

9

Respuesta
b (7 7

18 34)
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Exceso de oferta y exceso de demanda

Cuando el mercado esta fuera de su punto de equilibrio, digamos
que el precio es mayor que el precio de equilibrio, entonces vemos
qgue la cantidad ofrecida es mayor que la cantidad demandada.
Dicho de otro modo hay una sobreoferta o exceso de oferta.
Cuando el precio es menor que el precio de equilibrio entonces la
cantidad demandada es mayor que la cantidad ofrecida, es decir,
se tiene un exceso de demanda

Oferta

Exceso de oferta

nto de equilibrio

Exceso de demanda Demanda
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Ejercicio:
Hallar el precio y la cantidad de equilibrio para las ecuaciones de
oferta y demanda siguientes (en donde y representa precioy la
cantidad x) ,

X +53x—-y+1=0

2x°+y-9=0

Ejercicio: Determine la alternativa correcta

Considere la funcion de oferta Qs=200+2p y la funcion de demanda
Qd=400-3p

a)El precio y la cantidad de equilibrio es P=40 u.m, Q=280 u
respectivamente

b)EI precio que produce una escasez de oferta de 50 unidades es 30
c)Para un precio de 50 u.m se crea una situacion de exceso de oferta
d)Todas las anteriores
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La Derivada

/EI calculo diferencial se centra en el
concepto de derivada. La motivacion

original para la derivada fue el
problema de definir las rectas
tangentes a las graficas de las
funciones y el calculo de las
pendientes de dichas rectas. Sin
embargo, la importancia de la

derivada se basa en su aplicacion a

diversos problemas.

/
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El problema de la tangente:

Dado un punto P(x,f(x)) sobre la curva y=f(x).
;,como calculamos la pendiente de la recta
tangente en P?

El problema de la tangente es un problema geomeétrico. Pero su
respuesta (en la forma de derivadas) es la clave para la solucion de
diversos problemas de aplicacion en muchas areas cientificas y
tecnicas. Los ejemplos siguientes sugieren las conexiones que son la
clave para el papel fundamental del calculo en la ciencia y tecnologia
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Tangentes

Si una curva C tiene la ecuacion y = f(x) y deseamos
determinar la tangente a C en el punto P(a,f(a)) nos
fijaremos en un punto cercano , Q (x,f(x)), con X # a,
para calcular la pendiente de la recta secante PQ.

_f(@) - f(a)

X—d

Mpp

A continuacion aproximaremos Q a P a lo largo de la curva C,
haciendo que x tienda a a. Si la pendiente de la recta PQ tiende
a un numero m, definimos la tangente t como la linea que pasa
por P con pendiente m. Esto significa que la recta tangente es la
posicion limite de la linea secante PQ cuando Q tiende a P (fig 1)
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Definicidn 1: La linea tangente o recta tangente a la
curva y=f(x) en el punto P(a,f(a)) es la linea que pasa

por P cuya pendiente es
I VACO A C))

xX—>a X—d

siempre que exista ese limite.
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Ejercicio : Determine la ecuacion de la recta tangente
a la parabola y =5x¢ en el punto P(1,5)

« 1,
‘, A veces es mas facil usar otra expresion
para la pendiente de una linea tangente.

~

/

Sea h=x-a entonces x=a+h de modo que la pendiente de la recta
secante PQ es

_Jla+h)=f(a)

mPQ h
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Qla+ h, fla + h))

. fla + h)— fla)
Pla, fla))

Notemos que cuando
X—>a entonces h —>0

asi la pendiente de la tangente se transforma en

fla+h)=f(a)
h

m=lim
h—0
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Derivadas

Los limites con forma

I; fla+h)—f(a)
1m

h—0 h

surgen siempre al calcular una rapidez de cambio en cualquier
ciencia o rama de la ingenieria , como la rapidez de reaccion en
guimica o un costo marginal en economia . Dado que este tipo de
limite se presenta con suma frecuencia, se le da un nombre y una
notacion especial.

Definicion 2: La derivada de la funciéon f en un numero a
representada por f’(a), es
(a+h)—-f(a)

1@ =lim =)

en caso de existir ese limite.
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Interpretacion de la derivada como pendiente de una
tangente

Podemos decir que la recta tangente a y = f(x) en (a,f(a)) es la linea
que pasa por (a,f(a)) cuya pendiente es igual a la derivada de f en

a, es decir f'(a) .

Asi , la interpretacion geomeétrica de una derivada es lo que registra
la figura.

o

(a) f'la) = lim

pendiente de la tangente F pendiente de la tangente en P

= pendiente de la curvaen P pendiente de la curva en P
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Ecuacion de la recta tangente

Si existe f'(a) entonces una ecuacion de la recta
tangente a la curva y = f(x) en el punto (a,f(a)) es la

siguiente: y—f(a)= f (@) (x—a)

Ejercicio: Determine la ecuacion de la recta tangente a

las curva f(x)=2x? en x =2
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Otras notaciones

Si empleamos la notacion tradicional y = f(x) para indicar que la

variable independiente es x y la dependiente es y , hay otras
notaciones alternativas comunes de la derivada:

oy dy df d _ _
f(X)—y—dx—dx—dxf(X)—Df(x)—Dxf(x)

Podemos reformular la definicion de derivada, en notacion de
Leibniz, como sigue

Y _ fim Y

dx  Ax—( Ax
Si desearamos indicar el valor de una

. ., o Y
derivada, dy/dx en notacion de Leibniz Jx
en un numero especifico a, anotariamos
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Formulas de diferenciacion

Si se tuviera que usar la definicion de limite cada vez que se
deseara calcular una derivada, seria tedioso y dificil para utilizar el
calculo en las aplicaciones. Por fortuna, se han desarrollado
varias reglas para hallar derivadas.

Teorema: Si f es una funciodn y
constante , f(x) = c, entonces f'(x) = 0. A
Fl+h)— £(x) A
, . X+ — X —_——
S (x)= lhlfg h Pendiente O
. Cc —¢C
= lh1£IO1 L 0 o
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Regla de potencias:

Si f(x) = x", en donde n es un numero real,

f'(x) = nx"1

Ejemplos: ¢ (y4)—6x" = 6x°
dx

;;i(3 2 ): ;’i(xm): §x2/3—1 _ 2x—1/3

Ejercicio: ; En queé puntos de la hipérbola xy=18 la
recta tangente es paralela a la recta 2x+y=1



Algebra de Derivadas

Teorema: Suponga que c es una constante y que f'(x) y
g'(x) existen.

a) SiF(x) = cf(x), entonces F'(x) existe y F'(x) = cf’(x).

b) SiG(x)=1(x)+ g(x), entonces G'(x) existe , y
- G'(x) = f(x) + g'(x)
c) SiH(x)=f(x)—-g(x), entonces H(x) existe y
H'(x) = f(x) — g'(x).
En resumen:

a) (cfy=cf b) (f+g)=f+g <c¢) (f-g)=7-g
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Notacion de Leibniz

d . df d A dg
A = ) V8=t
d . . _df dg
) dx(f g) dx dx

Ejercicio: Derive f£(x)=4x’ +3x’ —6x> + x +1
g(x)=3x> +x +5x5° +5

h(x):i+&

Nota: Al combinar la regla de potencias, la regla del multiplo
constante y la regla de la suma se puede derivar cualquier polinomio

75



Regla del producto:

Si F(x) = f(x)g(x) y existen f(x)y g'(x) alavez,
entonces  f(x) = f(x)g'(x) + g(x)f" (x)
(fg)'= fg'+gf’

Ejercicio: Derive

fo=x* x| g)=+x X’
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Regla del cuociente:

Si F(x) =1f(x)g(x) y existen f'(x) y g'(x) a la vez,
entonces existe F’(x) vy

F'(x) = g(x)f'(x) - fz(x)g'(x)
[g(x)]

m' o

g g

-4/7
A x X

f(X)=% L g)=—2 | h=

X x*+4 3x

Ejercicio: Derive
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Otras derivadas fundamentales

d 1

= In(x)=— 4 log )=
dx X dx( 84 ) xIlna
de’ o i(ax):ax Ina
— =€ dx
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Regla de la cadena

~

o
‘. ;. Coémo derivamos la funcién?

F(x):\/x2 +1

/

Con las formulas de derivacion que hemos aprendido no podemos
determinar F’(x).

Observamos que F es una funcion compuesta .

Si hacemos y = f(u) = Vu donde u = g(x) = x?¢ + 1, podremos
escribir

y = F(x) = f(g(x)); estoes ,F =fog.
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Sabemos como diferenciar f y g , de modo que seria conveniente
contar con una regla que nos diga como hallar la derivada de F = fog
en términos de las derivadas de fy g.

Regla de la cadena

Si existen a la vez derivadas g'(x) y f(g(x))y si F =fog es
la funcion compuesta definida por F(x) = f(g(x)) , entonces
F'(x) existe y esta dada por el producto

F'(x) = F(g(x))g'(x)

En la notacion de Leibniz, siy =f(u) y u=g(x) son dos
funciones diferenciables , entonces
dy dy du

dx du dx
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o R
% Si F(x)=+x>+1 entonces

Ejercicio: Derive

N

F(x)= /" (g(x)g (%)

1 X
— 2X=——
21T e

h(x) = Vx> +x+1
X +2x
Vx+5x+2
k(x)=x"In(x+1/x)

j(x): +1n(x2)
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Derivadas de Orden Superior

Si f es una funcion diferenciable , su derivada " también
es una funcion , asi que f* puede tener una derivada por
derecho propio. Dicha derivada se representa como

(f y=f". Esta nueva funcion , f ', se llama segunda derivada
de f, por serlo de la derivada de f; esto es,

" _i ' _ d d
f(x) = » (f'(x) = dx( » f (X)j
Por ejemplo, si f(x)=x", f'(x) =8x’ "(x) =56x°
Notacion: si y = f(x),

W _d (dyY _dfy o )
y—f(x)—dx[dxj—dxz—za f(x)=D7 f(x)
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Aplicaciones
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Elasticidad de la demanda

La elasticidad de la demanda mide la sensibilidad
de la demanda ante variaciones porcentuales en el
precio y se calcula segun la expresion
~dQ P

dp 0

€p =

Puesto que la curva de demanda es decreciente, la
derivada sera siempre negativa.

Por comodidad no se utilizan elasticidades
negativas, por eso se multiplica toda la expresion
por -1.
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Analisis marginal

El analisis marginal es el estudio de la razén de cambio de
cantidades econdmicas. En economia, el uso de la derivada para
aproximar el cambio producido en una funcion por un cambio de 1
unidad en su variable se denomina analisis marginal.

Ejemplo; Supdngase que el costo total semanal, en ddlares, de
produccion de x refrigeradores por la compania REFRIG esta
dado por la funcion de costo total

C(x) =8000+200x—0,2x> , 0<x <400

a)¢,Cual es el costo real de la produccion del refrigerador 2517
b) ¢ Cual es la razdén de cambio del costo total con respecto de x

cuando x=2507
C) Comparar los resultados obtenidos en (a) y (b)
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Solucion:

a) El costo total de produccion del refrigerador 251 es la
diferencia entre el costo total de produccion de los primeros 251
refrigeradores y el costo total de produccion de los primeros 250
refrigeradores

C(251)— C(250) = [8000 +200(251) —0,2(251)> |- [8000 +200(250) — 0,2(250)? ]
— 45599.8 - 4550 = 99,8

b) La razén de cambio de la funcion de costo total C en relacion
con x esta dada por la derivada de C, es decir; C’(x)=200-0,4x.
Asi, cuando el nivel de produccion es de 250 refrigeradores, la
razon de cambio de la funcidén de costo total con respecto de x
esta dado por

C’(250)=200-0,4(250)=100
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Por la solucion de a), se sabe que el costo real de produccion del
refrigerador 251 es $99,8. Esta respuesta es muy cercana a la
respuesta b). Para ver por qué es esto, obsérvese que la diferencia
C(251)-C(250) se puede escribir en la forma

C(251)-C(250) _ C(250+1)—C(250)
1 1

_ C(250+ h) - C(250)
h

Donde h=1. En otras palabras, la diferencia C(251)-C(250) es la
razon de cambio promedio de la funcién de costo total C en el
intervalo [250,251] , o en forma equivalente, la pendiente de la recta
secante que pasa por los puntos (250, 45500) y (251, 45599,8). Por
otro lado, el numero C’(250)=100 es la razén de cambio instantanea
de la funcion de costo total C en x=250, o de manera equivalente, la
pendiente de la recta tangente a la grafica de C en x=250.

Cuando h es pequena, la razon de cambio promedio de la funcion C
es una buena aproximacion de la razon de cambio instantanea de la
funcion C 87



Si y=f(x) y Ax representa un cambio pequeno en X,
entonces el cambio correspondiente eny es

dy
Ay ~ —Ax
Y dx

O en notacion funcional, el cambio correspondiente en f es
Af = f(x+Ax)—f(x)= f'(x)Ax

Es decir, el cambio en la funcion equivale aproximadamente a la
derivada de la funcion multiplicada por el cambio en su variable.
Notemos que

S (x+Ax)— f(x)
Ax

~ 1'(x)
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Costo marginal e Ingreso marginal

Si C(x) es el costo total de produccion en que incurre un fabricante
cuando produce x unidades y R(x) es el ingreso total obtenido de la
venta de x unidades, entonces C’'(x) se denomina costo marginal y
R’(x) se denomina ingreso marginal.

Si la produccion se incrementa en 1 unidad, entonces Ax=1y la
formula de la aproximacion

AC=C(x+Ax)-C(x)= C'(x)Ax
se convierteen AC=C(x+1)-C(x)= C'(x)
mientras que AR =R(x+Ax)—R(x)= R'(x)Ax
se convierteen AR = R(x+1)—R(x) = R'(x)
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Es decir, el costo marginal C’(x) es una aproximacion al costo
C(x+1)-C(x) de producir la unidad x+1 y de igual manera, el ingreso
marginal R'(x) es una aproximacion al ingreso obtenido de la venta
de la unidad x+1

Ejercicio:
Un fabricante estima que cuando se producen x unidades de
determinado articulo, el costo total sera 1

C(x) :gx2 +3x+98

y ademas p(x)=1/3(75-x) dblares por unidad es el precio al cual se
venderan las x unidades

a) Hallar el costo y el ingreso marginales

b) Emplear el costo marginal para calcular el costo de producir la
novena unidad

c) ¢, Cual es el costo real de producir la novena unidad

d) Utilizar el ingreso marginal para calcular el ingreso obtenido de
la venta de la novena unidad

e) ¢ Cual es el ingreso real obtenido de la venta de la novena

unidad? 90



Funcion de costo promedio

El costo medio es el costo total dividido por la cantidad

producida: . C
CMe = —
q

El coste medio por unidad adicional mide la variacion que
experimenta el costo total ante un incremento de la cantidad
por unidad adicjﬁ?édUCida -

AC

CMe por unidad adicional =
Ag

Ejercicio: Si la funcion de costo promedio es

C(x) 20+@
X

Calcule la funcion costo marginal
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Funcion de costo promedio

Ejemplo: La funcion de costo de un
determinado producto es

C(g)=0,024> +0,1g + 30

donde g es el numero de unidades fabricadas.
Si actualmente se fabrican 25 unidades y se
desea aumentar la produccion a 40 unidades,
Zen queé cuantia se incrementara el costo?
Calcule el costo medio por articulo si se
producen 40 unidades.

Determine el coste medio por unidad adicional
fabricada entre 25 y 40 unidades.

Calcule el coste marginal cuando se producen
25 )' 40 unidades. 92



Funcidon de costo promedio

a) Aq=15 AC = C(q+Aq)-(g)= C(40)— C(25) = 66 — 45 = 21 um.
b) Coste Medio = Cg‘go) = 461(6) = 1,65 u.m.
AC 21
C) A—q—g_m u.m

El costo aumenta en un promedio de 1,4 unidades
monetarias por unidad producida adicionalmente para ese
intervalo de produccion.

d) CMg(q) =" (q) =0,049 + 0,1 u.m. Por ello:
CMg(q = 25) =11 um
CMg(q = 40) =17 um.
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Valores Maximos y Minimos

\

9
U4

4

\

Algunas de las aplicaciones \

mas importantes del calculo
diferencial son los problemas de
optimizacion, en que se nos pide
determinar el monto optimo
( el mejor) de llevar a cabo algo.
En muchos casos estos problemas
se pueden reducir al encontrar el
valor maximo o minimo
de una funcion

/
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Definicion: Una funcion f tiene un  maximo absoluto
encsi f(c)2 f(x) paratodoxenD, dondeD es el

dominio de f. El numero f(c) se llama valor maximode
f en D. Igualmente , f tiene un minimo absoluto en c si

f(c)< f(x) » para todoxen D, y el numero f(c)
denominavalor minimo de f en D. Los valores maximo

y minimo de f se conocen como valores extremos de f.

A

< Maximo
absolutoend

Minimo
absoluto en ¢
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Definicidon: Una funcion f tiene un maximo local

(0 maximo relativo) en c si hay un intervalo abierto |
que contiene ac, talque f(c)2 f(x) paratodax
en |. Asimismo, f posee un minimo local en c

( o minimo relativo) si existe un intervalo abierto, | que
contenga a ¢, tal que f(¢) < f(x) paratodaxen |l

¥y
A

Maximo local en -2 —

/ Minimo local en 1
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Teorema del valor extremo: Si f es continua en un
intervalo cerrado [a,b], entonces f alcanza un valor
maximo absoluto, f ( ¢), y un valor minimo absoluto ,
f (d), en ciertos numeros, c y d en [a,b]

Maximo
absoluto

Minimo
absoluto
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Extremos absolutos de
y=2x+3x>—12x—7en -3<x<0.
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Prueba de la primera derivada

PRUEBA DE LA PRIMERA DERIVADA

Si ¢ es un numero critico de una funcion continua f.

a) Sif cambia de positiva a negativa en c,
entonces f tiene un maximo local en c.

b) Sif pasa de negativa a positiva en c, entonces
f posee un minimo local en c.

c) Sif nocambiadesignoenc(estoes,f es
positiva en ambos lados de ¢, 0 negativa en
ambos lados) , f carece de extremo local en c
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PRUEBA DE LA SEGUNDA DERIVADA:
Sif ~ es continua en un intervalo abierto que contiene a c.
a) Sif(c)=0y f (c)>0 tiene un minimo local en c.

b) Sif(c)=0y f (c)<0 posee un maximo local en c.

| |
C C ¢ C

ANYXeain

a) Maximo relativo b) Minimo relativo c) No hay extremos

Fle)=0, fle)=0 ley=4, fie)>0 ey =0 Fiel=0

102




Ejercicio: Una pequena empresa manufacturera puede vender
todos los articulos que produce a un precio de $6 cada uno. El
costo de producir x articulos a la semana (en dolares) es

C(x)= 1000+6x-0.003x2+10-°x3

¢ Qué valor de x debemos seleccionar con objeto de maximizar las
utilidades?

Ejercicio (Publicidad y ganancias) Una compania obtiene
una utilidad de $5 por cada articulo de su producto que vende.
Si gasta A ddlares por semana en publicidad, el numero de
articulos que vende por semana esta dado por

x =2000(1—e ™)

en donde k=0,001 .Determine el valor de A que maximiza la
utilidad neta.
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Ejercicio: El nivel 6ptimo de produccion

El analisis marginal es util cuando uno quiere determinar el
nivel optimo de produccion. Un criterio para esto es maximizar
las utilidades. Si | es la funcidon de Ingreso y C es la funcion de
Costo entonces la utilidad es

U(q)=1(q)-C(q)

En el punto de maxima utilidad las pendientes del grafico de la
funcion de ingreso es igual a la pendiente del grafico de la
funcidn de costo, entonces en el punto de maxima utilidad se

tiene CM=IM o C’(q)=I'(q)

Ejercicio: Encontrar la cantidad q que maximiza las utilidades cuando
el costo y el ingreso estan dados por las expresiones siguientes

I(g) =5q—0,003¢
C(q) =300+1,q
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Il. PROGRESIONES Y PROBLEMAS DE
DECISIONES DE INVERSION

Contenidos:

« Concepto de Progresion Aritmética y
Geométrica con aplicaciones a las formulas
financieras.

- Tasas simple, compuesta, tasas equivalentes,
tasas reales y nominales.

Valor presente y Valor futuro.

« Cuotas y aplicaciones.
« VAN.
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Progresiones Aritméticas

Si ahorramos 1 peso hoy, 2 pesos mafana, 3 pesos al
dia siguiente, etc ¢ A cuanto ascendera nuestro ahorro

en 365 dias?

Definicion: Una sucesion se dice que es una
progresion aritmética (PA) si la diferencia entre
cualquier termino y el anterior es la misma a lo largo de
toda la sucesion. La diferencia algebraica entre cada
término y el anterior se denomina diferencia comun y
se denota por d.

La sucesion del problema introductorio corresponde a la
PA;, 1,2,3,4,5,6,....... 365
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Si a es el primer téermino y d es la diferencia
comun de una PA, los términos sucesivos de
la PA son

aat+da+2d a+ 3d,...

El n-ésimo término esta dado por la formula

Th=a-+n—I)d
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Interés simple:

Es el interés que se paga (o gana) solo sobre la cantidad
original que se invierte. De otra forma es aquel que no
considera reinversion de los intereses ganados en
periodos intermedios

Sea P una cantidad de dinero invertida a una tasa de
interés anual del R por ciento. En un ano la cantidad de
iInterés ganada esta dada por P+l donde [=(R/100)P

Si la inversion es a interes simple, debe agregarse una
cantidad / a su valor al téermino de cada afno. Asi que,
despues de un ano el valor sera P +/, despuées de 2
anos P + 2I, etc.
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La sucesion de valores anuales de la inversion,
PP+[ P+2[ P+ 3l ..

forman de esta manera una progresion aritmética cuyo primer
término es P diferencia comun /. Después de n anos el valor esta
dado por P +nl.

Ejercicios (Interés simple)

1.-Se invierte una suma de $3.000 con interés simple a una tasa de
interés anual del 12%. Encuentre una expresion para el valor de la
inversion t anos despues de que se realizo. Calcule el valor después
de 6 anos.

2.- Cuanto debe invertirse ahora con un tipo de interés del 13%
simple trimestral para disponer de dos millones y medio de pesos
dentro de tres anos?
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Suma de una PA

Si Sn denota la suma de n términos de una PA con diferencia
d entonces,

S,=a+(@a+d)+(a+2d)+..+(a+(n-1)d).

Escribiendo esta progresion en orden inverso y sumando
ambas expresiones, obtenemos la suma de una PA

S =a+(a+d)+(a+2d)+..+(a+(n-1)d).
S =(a+(n-1)d)+........ +(a+2d)+(a+d)+a
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Teorema1 Lasuma de n términos de una PA con
primer término a y diferencia comun d esta dada por

S = Z[Za +(n-1d]

También podemos escribir esta formula como

S, :Z(aJrTn)endondeTn —a+(n-1)d.

Volviendo al problema inicial, respondamos a la pregunta 4, a cuanto
ascendera nuestro ahorro en 365 dias?
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Progresiones Geomeétricas

Es asombroso ver qué tan rapidamente crecen los
terminos de una sucesion en la que cada termino es
doble del anterior.

Si alguien accediera a donar 1 peso hoy, 2 manana, 4
pasado manana y asi sucesivamente j Cuesta creer que
el donante tenga que dar mas de un millon al cabo de 20
dias!

La sucesion correspondiente a este problema es ;
1,2,4,8,16,..........
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Definicidn: Una sucesion de téerminos es una progresion
geometrica (PG) si la razon de cada término al término
anterior es siempre la misma. Esta razon constante se
denomina razén comun de la PG.

Cada termino de una PG se obtiene multiplicando al
anterior por la razon comun. Si a es el primer término y r es
la razon comun, los términos sucesivos de la PG son

a, ar, ar? ars...

El n-ésimo término esta dado por
T, = ar™! (1)
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Suma de una PG

Si a es el primer téermino y r la razon comun de una

PG, entonces la suma Sn de n términos de la PG

S, =a+ar+ar® +..+ar" % ++ar" L.

esta dada por

_ a(l-r")

1—r

Sn

(2)
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Observacion La formula anterior para Sn es valida
solo cuandor 1. Sir=1, la PG se transforma en

ata+ta+..+a (ntéerminos)
cuya suma es igual a na.

Ahora aplicando la formula (2) podemos comprobar
que la suma de los primeros 20 terminos de la
sucesion 1, 2, 4, 8.,16..... corresponde a

220 _q
2-1

=1.048.575

So0 =
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Interés compuesto:

Significa que el interés ganado sobre el capital invertido
se afnade al principal. Se gana interés sobre el interés.
De otra forma se asume reinversion de los intereses
obtenidos en periodos intermedios

Ejercicio- Una cuenta de ahorros produce 5% de interés compuesto
anualmente. Si invierte x dolares en esta cuenta, entonces el monto
P(x) de la inversion despues de un ano es la inversion inicial mas 5%;
esto es P(x)=x+0,05x=1,05x.

Determine una formula para el valor de la inversion después de n
anos.

Siuna suma P se invierte a una tasa de interés del R por ciento
anual compuesto, el valor de la inversion al término del n-ésimo ano
esta dada por la formula
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R

T =P1+1i)", | =——
, = P(+1) 100

Estos valores para n=1,2,3,,,,forman una sucesion que es una
PG. La razon comun es r= 1+i y el primer término es

GZTI =P(1+Z)

T(n)=P(1+i)"

Ejercicio: Si $2000 se invierten a un interés compuesto anual
del 6%, encuentre el valor de la inversidon después de 4 anos.
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Tasas equivalentes

Tasas equivalentes
Se dice que dos tasas son equivalentes si con

diferentes periodos de capitalizacion, producen iguales
Intereses en el mismo plazo

Interés compuesto
(1+i, 1
i, = 2% (1+i, )?

= 4% 1+i, =(1+4,)"

Interés simple

i, =12%i, 1+1,

1+1,

La
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Valor actual y futuro del dinero

La mayoria de las inversiones cuantiosas de capital
generan flujos de efectivo que duran varios anos. El
periodo en que se recibe el dinero es un aspecto
importante de su valor. No debemos ser indiferente ante
la opcion de recibir 1000 dolares ahora o mil doélares en
cinco anos; incluso si en este momento no necesitamos
los mil dolares, los podriamos invertir y tener mucho mas
de mil délares en cinco anos.

Un método general para resolver los problemas que
comprenden flujos de efectivo en el tiempo consiste en
convertir todos los flujos en sus equivalentes de valor
actual, por medio de una tasa de interés o de descuento,

y de calculos de interées compuesto.
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El valor actual de 1000 dolares que se recibiran dentro
de cinco anos con tasa de descuento del 15% es:

1000

— 497.18
(1+0.15)°

Si depositamos en el banco 497.18 dolares con tasa de
interés del 15% (calculado anualmente), tendria mil
dolares al termino de cinco anos.

En téerminos generales, el valor actual o valor presente de
cualquier cantidad A, con tasa de descuento r, por
recibirse en n anos es:

VP = 4
(1+r)"
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Si VP=M también se dice que A es el valor futuro de M
después de n anos a una tasa de interés r. Si hay una
serie de flujos de efectivo a lo largo de varios afnos,
entonces el valor actual de la serie es la suma del valor
actual de cada uno de los flujos.

Asi, el valor actual de 10 ddlares que se reciben al final
del afno 1, mas 20 dolares que se reciben al concluir el
ano 2, es:

10 + 20 = 23,82

1+0,15"  (1+0,15)?
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Valor futuro: Es el valor alcanzado por un capital o
principal al final del periodo analizado.

Interés: Es el rendimiento o costo de un capital
colocado o prestado a un tiempo determinado.

La tasa de descuento o costo del capital r es la
rentabilidad minima exigida por el inversionista a la
Inversion.

Para calcular el valor actual, descontamos los pagos
futuros esperados a la tasa de rentabilidad ofrecida
por alternativas de inversion comparables.
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Se puede realizar decisiones de inversion comparando
el valor presente o el valor futuro de las distintas

alternativas.

Ejemplo:
;, Que es mejor si la tasa de interés es 10%;

a)$2000 ahora o
b)$1150 un ano mas a partir de hoy y $900 en

dos anos mas?
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Ejercicio

Un comerciante de bienes inmuebles posee una
propiedad que podria vender hoy por 100 millones de
pesos. También, podria conservar la propiedad durante 5
anos. Durante este tiempo, gastaria 100 millones en
mejorarla, y la venderia entonces en 300 millones.
Suponga que el costo de las mejoras seria gastado de
una sola vez al téermino de tres anos y deberia tomarse
prestado del banco a un interés del 12% anual pagaderos
al cabo de 2 anos. Determine qué alternativa representa
la mejor estrategia para el comerciante, suponiendo una
tasa de descuento del 10% anual.
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Igualdad de Fischer y efecto de la inflacion

La inflacion es el aumento sostenido y generalizado
del nivel de precios.

La inflacion se mide a través del IPC

*Se puede definir el indice de precios al consumidor
(IPC) como la relaciéon que mide el valor o el costo
de un determinado grupo de bienes en un periodo
dado, en comparacion con el valor del mismo grupo
de bienes en un periodo base o periodo inicial.
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Inflacion y poder adquisitivo del dinero

Si existe inflacion los pesos de hoy no
compraran las mismas cosas que en un ano
mas

$1000/Po= Cantidad fisica = Xo
$1000/P1= Cantidad fisica = X1
Xo>X1

Esos $1000 nominalmente son iguales, en términos
reales no lo son. No tienen el mismo poder
adquisitivo
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Tasa de interés real

Una tasa de interés real es aquella que denota un
aumento del poder adquisitivo. Esto es,
conservando el poder adquisitivo del dinero, existe
un incremento en el monto a pagar ( o cobrar)

El ejemplo clasico es el de las tasas en UF+X%
Esto significa que al cabo de un afo el dinero

debiera tener el mismo poder adquisitivo que el
dinero que inverti
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Tasa de interés nominal

Una tasa de interés nominal es aquella que denota
un crecimiento en el monto de dinero, sin ajustar la
moneda por inflacion. Asi la tasa de interés nominal
no necesariamente significa un incremento en el
poder adquisitivo.

El ejemplo tipico son los depdsitos en pesos a 30
dias de los bancos o los creditos en pesos.
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Tasa de interés real v/s nominal

En equilibrio el banco debiera ser indiferente entre
prestar a tasas reales o nominales, siempre y cuando
las tasas nominales incluyan las expectativas de
inflacion.

Asi surge la igualdad de Fischer
(1+)=(1+r)(1+m)

donde

I=tasa de interés nominal
r=tasas de interés real
n= inflacion esperada
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Tasa de interés real v/s nominal

Ejemplo: En que banco me conviene depositar
100UM, ¢ en el que ofrece 18% de interés anual o
el que ofrece UF+5,5% anual?

Si ambas rindieran lo mismo
100(1+i)=100(1+r)(1+ =)
(1+ m)=(1+i)/(1+r)=1,18/1,055)=1,1185

Luego, si la inflacion esperada es mayor que 11,85%
anual, conviene la alternativa de UF +5,5% anual.

130



Ejercicio: Un empresario desea invertir $100 millones en
alguna de las siguientes alternativas que le ofrecen los
bancos v las financieras .

Banco A: 0,6% interés real mensual

Banco B: 12 % interés nominal anual

Banco C: 5% interés real semestral

Financiera D: 2% real trimestral

Financiera E: Le ofrece devolver $115 millones al cabo
de un ano.

a) ¢ Qué alternativa le conviene?

b) ¢ Qué tasas tendrian que ofrecer los bancos y las
financieras para igualar la oferta mas conveniente para
el empresario

Suponga una expectativa de inflacion del 3% anual
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Ejercicio: (CUOTAS) Suponga que una cantidad C se deposita

cada periodo ( hasta n periodos) como lo indica el flujo siguiente,

a tasa de interés r. Demuestre que el valor presente y el valor

| ifffif fl

0

correspondiente a este plan de ahorro son respectivamente;

C*(@+n"-1) VF= S+ )" —1)
r*(+7r)" r

VP =

132



Factor de actualizacion de la serie y Factor de
Recuperacion de Capital

Al factor S se le llama Factor de Actualizacion de la serie
(F.A.S), y a su valor inverso (1/FAS), Factor de
Recuperacion del Capital (F:R:C) con lo que se tiene que:

FRC:{ (1+7r)"r }

C=P.FRC
o (1+7)" =1
- (I+7r)'r

(1+7r)" -1

Como es posible ver la expresion que sigue permite relacionar una
cuota constante de n periodos con su valor actual y la tasa de
interés. Conociendo tres de esos términos, siempre es posible

conocer el que falta.

VP=C

(l+7) =1

- (I+7)"r

L
r (1+7)"
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Ejercicio

Usted requiere comprar un equipo usado cuyo precio es de
$800000 y solo cuenta con $500000 para pagar al contado
a)Si le prestan la diferencia al 10% anual y sus ingresos le
permiten pagar cuotas de $94641 al ano (al final de cada afno)
¢, Cuanto demorara en pagar el equipo?

B) Si le prestan la diferencia al 10% anual a seis anos plazo ¢, de
gqué monto seran las cuotas?

c)Si le prestan la diferencia y debe pagar cuotas de $118698 al
ano durante 5 anos ¢4, qué tasa de interés le estan cobrando?
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Ejercicio

A un empresario le ofrecen un préstamo de 1000UF para
financiar parte de la inversion de un proyecto a una tasa de
interés del 10% real anual pagadero en cuatro cuotas iguales
anuales.

a) Determine el valor de la cuota anual, detallando cuanto
debe pagar por concepto de amortizacion e intereses cada afno.
b) Si un banco B le ofrece la alternativa de préstamo por la
misma cantidad (1000UF) pero pagadero en cuatro cuotas
iguales por concepto de amortizacion, e intereses del 10% real
sobre el saldo de la deuda. Detalle cuanto debe pagar por
concepto de amortizacion e intereses cada ano.
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Ejercicio : La multitienda "EMEGEPEPE.” ofrece las siguientes
alternativas para la compra de un escritorio de oficina completamente
equipado:

a) Pago contado de $ 500.000.

b) Pago en cuatro cuotas fijas mensuales de $ 150.000, comenzando a
pagar dentro de 3 meses.

c) Pago en seis cuotas fijas mensuales de $110.000, comenzando a
pagar dentro de 1 mes.

Considere que en (b) y ( ¢ ) se esta cobrando un interés de 1% mensual
(real) y que la expectativa de inflacion mensual es 0,5%.

a) ¢ Cual de las tres ofertas resulta mas conveniente?.
b) Suponga que Ud. no tiene los $ 500.000, y desea pedirlos prestados
para pagar al contado. Un banco le ofrece un préstamo por esa
cantidad a un 13,5% de interés anual (nominal), a devolver en cuatro
cuotas iguales a partir del mes tres. Resulta dicho préstamo mas
atractivo que la alternativa (b)?. s Cual es el valor de la cuota?
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VAN (Valor Actual Neto)

El valor actual neto (VAN) de una inversion es igual al valor
presente de sus flujos de caja netos, menos el desembolso
Inicial de la inversion;

Donde FCt = flujo de caja netos
I= tasa de descuento
n= Vida esperada del proyecto o inversion

El valor actual neto de un proyecto proporciona una medida del
valor neto de una propuesta de inversion. Si el VAN es positivo se
acepta el proyecto Si VAN es <0 se rechaza. La aceptacion de un
proyecto utilizando el criterio del VAN es coherente con el objetivo
de maximizar la riqueza de los accionistas.
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