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Objetivos y alcances

Este curso busca entregar conocimientos tedricos y practicos para estudiar, modelar
e interpretar datos procedentes de muestreo o de experimentos o pruebas industriales. Se
dirige a ingenieros de minas, metalurgistas y gedlogos cuya labor requiere del disefio de
experimentos, andlisis de datos, prueba de hip6tesis 0 modelamiento de relacion causa-
efecto entre variables.

El apunte se divide en los siguientes capitulos.

Parte 1: Analisis de datos

Leccion I: fundamentos de estadistica matemadtica

Leccion 2: errores en datos

Leccion 3: estadistica comparativa

Parte 2: Disefio de pruebas industriales

Leccion 4: andlisis de varianza
Leccion 5: disefio de experimentos

Parte 3: Ajuste estadistico y modelamiento de datos

Leccion 6: métodos de minimos cuadrados



Capitulo 1: Fundamentos de
estadistica matematica

La estadistica se puede definir como un conjunto de procedimientos, herramientas y
técnicas utilizadas para recolectar, presentar y analizar datos, sobre los cuales basar
decisiones en una situaciéon de incertidumbre o frente a informacién incompleta, cuando
no se puede conocer la realidad en forma exhaustiva. El modelamiento estadistico
permite organizar nuestras elecciones y decisiones, para que éstas sean coherentes con
lo que se conoce del fenémeno estudiado, aunque no permite legitimar las elecciones de
manera absoluta (siempre existe la posibilidad de tomar decisiones erréneas).

Ejemplos de aplicacién incluyen:
* control de calidad: estimar el promedio de vida y la dispersién de vida de un equipo;
* comparar las caracteristicas de los equipos de distintos abastecedores;
* control de estandares de calidad en la toma, preparacion y analisis de muestras;

» andlisis de las caracteristicas del mineral procesado (densidad, granulometria, ley,
etc.);

» disefio de experimentos e interpretacion de sus resultados.

1. Conceptos basicos de estadistica

1.1. Poblacion y muestra

A continuacidn, definiremos nociones bdsicas para el modelamiento estadistico.

La poblacion es el conjunto, ya sea finito o infinito, de elementos o individuos que
interesa considerar y podrian ser accesibles en el estudio. En general no se conoce la
poblacién entera (a menos de hacer un censo completo, en caso de que la poblacién sea
finita y que las pruebas a realizar no sean destructivas). El muestreo consiste en
observar una fraccién de la poblacion, con la finalidad de hacer inferencias sobre dicha
poblacién. El error cometido al sacar conclusiones sobre cierta realidad (la poblacion) a
partir de la observacion de sdlo una parte de ella (la muestra), se conoce como el error
de muestreo. Claramente, la manera con la cual se obtiene la muestra a partir de la
poblacion determina la calidad y la precision de la informacién aportada por la muestra.
Para que la induccidn sea vélida, la muestra debe ser representativa de la poblacion.



Los métodos de muestreo probabilisticos son aquellos que se basan en el principio
de equiprobabilidad, es decir, aquellos en los que todos los individuos de la poblacién
tienen la misma probabilidad de ser elegidos para formar parte de la muestra. S6lo estos
métodos aseguran la representatividad de la muestra extraida y son, por lo tanto, los més
recomendables.

Dentro de los métodos de muestreo probabilisticos encontramos:

* El muestreo aleatorio simple. Consiste en numerar cada individuo de la poblacién
y, a través de un mecanismo de sorteo (bolas dentro de una bolsa, tablas de niimeros
aleatorios, nimeros aleatorios generados con una calculadora o con un computador),
elegir tantos individuos como sea necesario para completar el tamafio de muestra
requerido.

* El muestreo aleatorio estratificado. Consiste en definir categorias diferentes entre
si (estratos) que sean homogéneas con respecto a alguna caracteristica. LLos estratos
funcionan en forma independiente, pudiendo aplicarse dentro de ellos un muestreo
aleatorio simple para elegir los individuos que formardn parte de la muestra. Este
tipo de muestreo busca asegurarse de que todos los estratos estén adecuadamente
representados en la muestra.

* El muestreo sistematico. Sea £ el resultado de dividir el tamafio de la poblacién por
el tamafo de la muestra deseada. Se numera todos los elementos de la poblacién y
se elige un nimero (i) al azar entre 1 y k. Los individuos que integran la muestra son
los que ocupan los lugares i, i+k, i+2k,... i+(n-1)k, es decir se toman los individuos
de k en k. Este tipo de muestreo es riesgoso cuando existen periodicidades en la
poblacién: al elegir a los individuos de la muestra con una periodicidad constante
(k), se puede introducir una homogeneidad que no existe en la poblacion.

Se llama pardmetros a las caracteristicas de la poblacién que se desea investigar y
que suelen ser desconocidas a priori. Se habla de variables cuando las caracteristicas de
la poblacién son numéricas, es decir, se pueden medir (ya sea en una escala continua o
una escala discreta), y de atributos cuando estas caracteristicas no son susceptibles de
medirse numéricamente, sino que sélo presentan modalidades o categorias. A menudo,
es posible codificar un atributo en una variable numérica discreta, ya sea categérica o
binaria (presencia / ausencia de una caracteristica).

1.2. Distribucion de frecuencia

La distribucion de frecuencia fracciona los datos en grupos o clases e indica el
numero de observaciones en cada clase (Tabla 1), o el nimero de observaciones en cada
clase dividido por el nimero total de observaciones. Un histograma es un grafico de
barras que representa una distribucion de frecuencia: las clases se miden en el eje de
abscisa, mientras que el nimero de observaciones o las frecuencias se miden en el eje de
ordenada (Figura 1).



Niamero de Nudmero de
Clase . Clase .
observaciones observaciones

0 0 1.6 77
0.1 0 1.7 64
0.2 15 1.8 45
0.3 75 1.9 42
0.4 132 2 48
0.5 178 2.1 34
0.6 152 2.2 19
0.7 187 2.3 14
0.8 192 24 13
0.9 185 25 9

1 177 2.6 10
1.1 174 2.7 10
1.2 144 2.8 3
1.3 132 2.9 2
1.4 119 3 4
1.5 95 y mayor... 25

Tabla 1. Tabla de frecuencia para datos de ley de cobre
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Figura 1. Histograma asociado a la tabla 1 de frecuencia.

La distribucion de frecuencia acumulada muestra, para cada clase, el nimero total
de observaciones en todas las clases inferiores asi como en la clase en cuestidn, dividido
eventualmente por el nimero total de observaciones (Tabla 2). La representacion grafica
de dicha distribucion se hace mediante un histograma acumulado (Figura 2).

Clase de tamaio|Malla superior|Malla inferior| Proporcion en clase | Proporcion acumulada
de particula (cm) (cm)
LO 5.000 0.0204 0.0204
L1 5.000 3.800 0.0597 0.0801
L2 3.800 3.200 0.0597 0.1398
L3 3.200 2.500 0.0759 0.2157
L4 2.500 1.900 0.1383 0.3540
L5 1.900 1.300 0.1622 0.5162
L6 1.300 1.000 0.0813 0.5975
L7 1.000 0.600 0.0962 0.6937
L8 0.600 0.055 0.2412 0.9349
L9 0.055 0.000 0.0651 1.0000

Tabla 2. Tabla de frecuencia acumulada para datos de granulometria
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Figura 2. Histograma acumulado asociado a la tabla 2 de frecuencia acumulada.
2. Conceptos basicos de probabilidades

2.1. Espacio muestral

Una experiencia aleatoria se modela a partir de un espacio muestral definido por
tres elementos:

¢ ¢l conjunto de los resultados posibles o universo.

e ¢l conjunto de proposiciones (evenfos) que se puede enunciar sobre los elementos
del universo.

® una probabilidad (es decir, una medida positiva de peso total 1) definida sobre los
eventos.

Asi, se sustituye la experiencia aleatoria real por la coleccidn de todos sus resultados
posibles y de las probabilidades de realizaciéon de los eventos asociados. Por ejemplo,
para el lanzamiento de un dado no cargado, el universo es Q = {1,2,3,4,5,6}, los eventos
son el conjunto de las partes de Q (subconjuntos de ), mientras que la probabilidad
atribuye a cada elemento de Q un peso igual a 1/6.

2.2. Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

Una variable aleatoria X es una magnitud que, a todo elemento del universo, asocia
un valor numérico o realizacion en R (variable aleatoria continua) o N (variable discreta

entera). Una variable aleatoria X se caracteriza por una distribucién de probabilidad, la
cual se representa por medio de



¢ Una funcién de distribucion, definida por:
V x e R, P(x) = Prob(X < x).

P es una funcidén no decreciente que toma valores en el intervalo [0,1]. Se tiene:
P(—00) =0y P(+0) = 1.

¢ Una densidad de probabilidad (si la variable es continua): se trata de una funcién
p positiva tal que

VxeR, P(x)=[" p(dr.

e Una masa de probabilidad (si la variable es discreta, por ejemplo, entera), definida
por

V ne N, p(n) = Prob(X = n).

Al sortear numerosos valores independientes de X, la distribucion de frecuencia de
los valores sorteados (realizaciones) tiende a la distribucién de probabilidad, acorde a la
ley de los grandes numeros.

2.3. Momentos de una variable aleatoria

Se suele considerar pardmetros sintéticos (momentos) para describir la distribucion
de probabilidad. Entre ellos, los mds importantes son:

e Ja esperanza o valor esperado, que representa el valor medio en torno al cual los
valores de X se distribuyen segtin su distribucién de probabilidad. Para una variable
continua, se define por

u=E(X)=JR xp(x)dx .

En cambio, para una variable discreta (entera), la esperanza es:

W=EX)=Y np(n).
neN

e la varianza, que mide la dispersion en torno al valor esperado:
o’ =var(X)=E{(X —-n)’}=E(X*)-u’>>0.

La raiz cuadrada de la varianza es la desviacion estandar, denotada o, y expresada
en la misma unidad que la variable X.



2.4. Estimadores de los momentos

Dado un conjunto de » observaciones independientes de X, o sea {Xj,... X,}, se
puede estimar el valor esperado y la varianza por

¢ la media experimental, definida por X :lz X,
L=

1 ¢ =
 la varianza experimental, definida por S* :_IZ X, -X ).
n—>1

Si se restituye a Xj,... X, su carécter aleatorio, se ve que la media experimental y la
varianza experimental son variables aleatorias. Se tiene los siguientes resultados:

e EX)= I : la media experimental estima la esperanza sin sesgo (error sistematico).

62

e var(X)=—: la media tiene menos dispersion que cada observacion individual.
n

¢ X——: la media converge a la esperanza cuando el tamafio de la muestra n se

vuelve infinitamente grande.

e [E(S?)=c": la varianza experimental estima la varianza sin sesgo.

e §°——50’: la varianza experimental converge a la varianza cuando el tamafio de

n—oo

la muestra # se vuelve infinitamente grande.

2.5. Ejemplos de distribuciones de probabilidad

A continuacién, introduciremos algunas distribuciones de probabilidad comtinmente
utilizadas en el andlisis de datos.

Distribucion uniforme

La densidad de probabilidad es constante en un intervalo [a,b]:

1
i b
VreR, p(x)= b—aSI x€la,b]

0 en caso contrario



L Distribucién uniforme en [0,1]

0.8F

0.61

0.4r

Densidad de probabilidad

0.2F

Valor

Figura 3. Densidad de probabilidad uniforme.

Distribucion Gaussiana o normal

La densidad de probabilidad es la campana de Gauss:

2
1 —
expl (X

1
G\/ﬁ 2\ ©

VxeR, p(x)=

Lan Distribucion Gaussiana o normal

0.8

0.6

Densidad de probabilidad

0.4

0.2

Figura 4. Densidad de probabilidad Gaussiana (normal).

La distribucién normal estandar corresponde a aquella de media O y varianza 1; se
denota usualmente como N(0,1). La funcién de distribuciéon normal estdndar no tiene
expresion analitica simple, aunque se puede aproximar (con un error menor a 10°) de la
siguiente forma:



Vre R, P(x)= j p(t)dt
~1— p(x)(0.4361836/—0.1201676 £*+0.9372980 £*)

1

con f=——.
1+0.33267x

Una variable aleatoria normal de media [ y varianza o’ se obtiene de una variable
aleatoria normal estdndar al plantear:

N(W.6*)=p+oN(O.]).

Asimismo, la suma de » variables aleatorias normales independientes de media | y
varianza 6° es una variable aleatoria normal de media n x Wy varianza n X o

Distribucion lognormal

X tiene distribucién lognormal cuando su logaritmo sigue una distribucién normal.
La densidad de probabilidad es:

(&

In(X)

2
In(x)—p
Vx>0, p(x)_——1 exp L [—( ) ln(X)]

XG ) V2T 2

L Distribucién lognormal

0.8F
0.61

0.4F

Densidad de probabilidad

0.2

Valor

Figura 5. Densidad de probabilidad lognormal.
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Distribucion gamma y del chi cuadrado

La densidad de probabilidad de la distribucién gamma estindar depende de un
pardmetro positivo 0 (pardmetro de forma), igual a la media y a la varianza:

-x _.6-1
e

Vx>0, p(x)= T

Lse Distribuciéon gamma

0.5

Densidad de probabilidad

Figura 6. Densidad de probabilidad gamma.

El caso 0 = 1 corresponde a la distribucion exponencial.

Si se consideran # variables normales estdndar independientes (Xj,... X},), entonces
la variable U definida por

_Iy e
U—2;X,.

tiene una distribuciéon gamma estandar de pardmetro 0 = n/2.

La distribucién de 2U se conoce como distribucién del chi cuadrado con » grados
de libertad y se denota como Y. Su esperanza es igual a » y su varianza a 2n.

Distribucion de Weibull

Una variable X sigue una distribucion de Weibull estindar de parametro 6 (positivo)
si X° tiene una distribucién exponencial:

Vx>0, p(x)=0x""exp(—x°)

11



Lo Distribuciéon de Weibull

0.8F

0.61

Densidad de probabilidad

041

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Valor

Figura 7. Densidad de probabilidad de Weibull.

Distribucion de Bernoulli

Esta distribucion es discreta y sélo tiene dos valores: 0 y 1. Si p; es la probabilidad
de obtener 1 (probabilidad de éxito), entonces la esperanza de la variable de Bernoulli
es p1 y su varianza es p; (1 — py).

Distribucién de Bernoulli

0.6F
0.5F
0.4F

0.3F

Masa de probabilidad

0.2

0.1F

Valor

Figura 8. Masa de probabilidad de Bernoulli.

Distribucion binomial

Una variable binomial se obtiene al sumar M variables de Bernoulli independientes,
de misma probabilidad de éxito p;. La masa de probabilidad es:

Vne{0,..M}, p(n)=C., p/ (1—p )"

12



Distribucién binomial

0.25F

0.2F

0.15F

0.1p

Masa de probabilidad

0.05F

Figura 9. Masa de probabilidad binomial.

Distribucion binomial negativa
La distribucién binomial negativa depende de dos pardmetros >0y n € [0,1[:

2 L(O+mn"

Ve N, plon)=(1-n)' ==

Distribucién binomial negativa

0.2F

0.16f

=3

=

2
T

Masa de probabilidad
o
2

0.04F

Figura 10. Masa de probabilidad binomial negativa.

Distribucion de Poisson

La masa de probabilidad depende de un parametro positivo 0 igual tanto a la media
como a la varianza:

13



VneN, p(n):exp(—e)e—'
n!

02s. Distribucién de Poisson

[<>3
1
S8}

0.2F

0.15F

0.1F

Masa de probabilidad

0.05

Figura 11. Masa de probabilidad de Poisson.

2.6. Teorema del limite central

Si una variable aleatoria X tiene una esperanza [L y una varianza ¢~ (ambas finitas),
entonces

X-u
0/\/;

— N(0,1) si n—>o0

donde X es la media experimental calculada en una muestra de X de tamafio ».

En otros términos, independientemente de la distribucién inicial de X la distribucién
de la media experimental de una muestra de gran tamafio es normal. Usualmente, se
considera que la convergencia se alcanza si n > 50.

3. Intervalos de confianza

Una aplicacién directa de la teoria de probabilidades es la definicién de intervalos
de confianza para los pardmetros de una poblacién, dada la informacién de una muestra
de tamafio n.

3.1. Intervalos de confianza para una proporcion

Se considera una variable aleatoria de Bernoulli X, igual a 1 si se cumple una cierta
propiedad 4, 0 en caso contrario. Se tiene

14



{E(X)=Pr0b(X=l)=p1
var(X)=p,(1-p,)

Dada una muestra de tamafo », se puede estimar la proporcién (probabilidad) p;
con la frecuencia empirica

En virtud del teorema del limite central, se tiene:

X-p

veid=p)in

Utilizando las tablas de la distribucién normal estandar:

X -

Vpl(l_pl)/n

donde z, es el valor tal que P(zy) = 1 — o (donde P es la funcién de distribucién normal
estdndar). En particular, zpgp5 = 1.96, valor cldsicamente utilizado para determinar
intervalos con un 95% de confianza. Invertiendo la relacion anterior para despejar pj, se
obtiene:

=N(0,).

PrOb{pmin <p1 <pmax}:1_a

o= ()?_'_ Zaa /X(l X) Zoc/Z
min H+ZQ/2L

( + oc/2 /X(l X) Zoc/2
}’l-|'ZW2

Generalmente, se hace la siguiente aproximacion:

- /)?(1—)?) - /)?(1—)?)
pmian_Z(x/Z T pmax=X+Zoc/2 T

3.2. Intervalos de confianza para una esperanza

con Ao

Supongamos que se conoce el valor de la varianza o” de una poblacidn, pero no se
tiene certeza sobre el valor de la esperanza L. En virtud del teorema del limite central,
se tiene:

15



X-p

G/\/;

Utilizando las tablas de la distribucién normal estandar, se obtiene un intervalo de
confianza 1 — o

~NO,D).

= o
Prob{X Zop—= <M< X 42, —=r=1
o J_ ] J;

En particular, p tiene 95% de probabilidad de encontrarse entre X -1.966//n y
X +1.966/n.

Si se desconoce el valor de la varianza 6%, se buscard reemplazarlo por la varianza
experimental S°. Para ello, se deberé utilizar la llamada distribucién de Student en
lugar de la distribucién normal. Sea N(0,1) una variable normal estindar (de esperanza 0
y varianza 1) y xn_12 una variable independiente del chi cuadrado con n — 1 grados de
libertad. Se define la variable de Student con » — 1 grados de libertad (denotada 7, )

como

T,_,=N(0.,1)
Xn—l

Este resultado se puede aplicar al considerar

X - DS?
NODH=2En y 2, =20
(6) (¢)

lo que da:

X-

S/J_

Este resultado es independiente del valor de G, por lo cual se puede usar aun cuando
se desconoce G. Con respecto al caso donde se conoce G, basta con reemplazar G por S
y la distribucién normal estandar por la distribucién de Student de » — 1 grados de
libertad:

Prob{ n1a/2(<M<X+ln 1,a/2\/5’;}:1_a

donde #,.; ¢ es el valor tal que P(#,.14) = 1 — o (donde P es la funcion de distribucién de
Student con » — 1 grados de libertad).

16



Capitulo 2: Errores en datos

1. Precision y exactitud

La precision mide la dispersién de una medicion y puede expresarse bajo la forma
de una desviacion estdndar o de una varianza. Una baja precision implica incertidumbre
y reduce la confianza que uno tiene en una medicién.

La exactitud mide la desviacién de la medicioén con respecto al resultado correcto.
Mediciones inexactas implican la existencia de sesgos (errores sisteméticos), debidos a

errores instrumentales, muestreos no representativos, equivocaciones, etc.

Aumenta la exactitud

\ 4

Aumenta la precision

Figura 1. Ilustracion de los conceptos de precision y exactitud.
Toda medicién posee incertidumbre, es decir, un error. Una estimacién del error se
puede llevar a cabo al replicar la medicién (suponiendo que se mide la misma magnitud

bajo las mismas condiciones) y calcular la desviacién estdndar o la varianza de los
valores medidos.

2. Propagacion de errores

En esta seccion, interesa saber como los errores se propagan a través de los cdlculos
que uno es susceptible realizar.
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2.1. Propagacion a través de una suma o una diferencia

Si una variable z es la suma o la diferencia de dos variables (x,)) independientes
cuyos errores son pequefios, entonces el error maximo en z es:

Oz =0x+0y

En términos de varianzas de las mediciones, se tiene:
2 2 2
6.=0,+0,

Mi3s generalmente, en el caso donde z es una combinacién lineal de varias variables
independientes:

n
=Y,
i=1

se tendra:

2.2. Propagacion a través de una funcion cualquiera

La propagacidn de errores a través de una funcion puede ser determinada usando las
derivadas parciales de esta funcién. Si z = f(x,y), entonces la férmula de Taylor permite
escribir

Oz zal5x+alf>y ,
ox ay

siempre que los errores (dx, 8y) sean pequeifios. En términos de varianzas, se tiene:

NEAPOREAN
ox ) | dy -

o

SIS

A modo de ejemplo, consideremos una funcién que es el producto de dos variables:

/(x’y) =Xy
La férmula anterior equivale a:
2 2 2
Orep _Or Oy
2 -2 27
fey) x7y
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es decir, la varianza relativa de f(x,y) es igual a la sumatoria de las varianzas relativas de
x y de y. Esta identidad queda valida si se considera el cuociente de las dos variables en
lugar de su producto.

Mais generalmente, para una funcion definida como el producto o cuociente de
varias variables independientes, se tendré

2 2 2 2
(¢ )2 o o (o
f(xy.z,..) _ Yy + Yy 4

fyz.) ¥ Yz

Como ejemplo de aplicacidn, si se tiene una estimacién de los errores relativos en el
tonelaje y en la ley media, se podra estimar el error relativo en la cantidad total de fino.
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Capitulo 3: Estadistica comparativa

En este capitulo, revisaremos la teoria de los tests (o pruebas) de significancia para
juzgar la relevancia de diferencias observadas en distintas muestras. El test se basa en la
formulacién de una hipétesis sobre parametros de las muestras o sobre su distribucién, y
una prueba estadistica de su validez.

1. Generalidades sobre los tests estadisticos

Sélo se testea una hipdtesis con respecto a otras posibilidades. Es necesario precisar
cudl es la hipdtesis alternativa (H;) con la cual se compara la hipétesis testeada (Ilamada
hipdtesis nula y denotada como Hp). En importante destacar que la hip6tesis nula es la
que se privilegia, es decir, se supondra vélida salvo si existe una fuerte evidencia para
probar lo contrario (en cuyo caso, se rechazard la hipdtesis nula en favor de la hipdtesis
alternativa). Por ende, la eleccion de la hipétesis nula es de suma importancia, dado que
los tests estadisticos siempre tienden a favorecer el status quo. Se distingue dos tipos de
errores:

* error de primera especie (tipo 1): rechazar la hipétesis nula cuando en realidad esta
hipdtesis es vélida (ocurre con una probabilidad o);

» error de segunda especie (tipo II): aceptar la hipétesis nula cuando en realidad esta
hipdtesis es incorrecta (ocurre con una probabilidad f3).

Los tests estadisticos permiten controlar los errores de tipo I. Cuando el umbral de
significancia estd excedido, se justifica rechazar la hipétesis nula. En el caso contrario,
no se ha probado que la hipdtesis nula sea la correcta; sélo se acepta por falta de prueba
de que sea incorrecta.

Realidad de la poblacién
Decisién
H,es correcta H,es falsa
Error tipo I Decision correcta
Se rechaza H, . -
(probabilidad o) (probabilidad 1 - B)
Decisién correcta Error tipo II
Se acepta H, . o
(probabilidad 1 — o) (probabilidad PB)

Tabla 1. Errores de primera y segunda especie.
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La cantidad 1 — o se llama la eficiencia del test, mientras que la cantidad 1 — 3 se
llama la potencia del test.

Dado una muestra de tamafio 7 fijo, se busca definir una particién del espacio R” de

las posibles realizaciones de la muestra, para poder optar por una u otra hipétesis, segtin
los valores observados en la muestra. La particién debe ser tal que la region critica o
region de rechazo (para la cual se rechaza la hipétesis nula Hp) contenga la mayor parte
de las realizaciones posibles de H; (hipdtesis alternativa). En otras palabras, entre todas
las particiones posibles, se busca aquella que maximiza la potencia 1 — [ del test.

La construccién de un test se basa en las siguientes etapas:

1) Elegir las hipétesis Hy y H,. La hipdtesis que se privilegia es Hy, mientras que H; es
la hipétesis alternativa.

2) Determinar la variable de decisién.

3) Determinar la forma de la regién critica.

4) Calcular esta region critica, segin el valor escogido del riesgo de primera especie O.
5) Calcular la potencia 1 — 3 del test.

6) Hacer un experimento y medir el valor de la variable de decision.

7) Concluir, aceptando o rechazando la hipétesis Hj.

Ejemplo: control de calidad

Se compra miles de piezas con cierta caracteristica. El control de la calidad se hace
sobre una muestra, por ejemplo, 100 piezas sorteadas al azar. Debido a los aleas de
fabricacién, no se puede esperar que todas las piezas cumplen la caracteristica deseada a
cabalidad. Por lo tanto, se fija una proporcién méaxima de piezas defectuosas en toda la
poblacién, por ejemplo py = 10%. Dado que la muestra presenté una frecuencia f de
piezas defectuosas, ;es esta frecuencia compatible con la proporcién py? o al contrario
(,es mas acorde a una mayor proporcion, p; = 15%?

Una primera manera de responder a esta pregunta es fijar una frecuencia critica, por
ejemplo p = 12%, y decidir rechazar la hipdtesis nula (Hy: po = 10%) si la frecuencia
observada supera 12%, para aceptar que la hipétesis alternativa (H: p; = 15%) es mas
verosimil.

El rechazar equivocadamente la hipétesis Hy (error de primera especie) es un riesgo
para el fabricante, mientras que el aceptar equivocadamente la hipdtesis Hy es un riesgo
para el cliente (error de segunda especie). Si el cliente desconfia del fabricante, elegiria
testear la hipétesis H; (p; = 15%). De este modo, descartaria esta hipétesis y aceptaria la
hipétesis Hy (po = 10%) s6lo en base a una muestra muy probatoria.
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Dado que en una poblacién de N piezas, se sorted » individuos sin reposicion, el
nimero de piezas defectuosas » f'sigue una distribucién hipergeométrica, que depende
de tres pardmetros: el tamafno de la poblaciéon (N), el tamafio de la muestra (n) y la
verdadera proporcién de piezas defectuosas (p). Si #/N es menor que 10%, se puede
asimilar la distribucion hipergeométrica con una binomial, con lo cual nos liberamos del
parametro N. Ademds, si n es suficientemente grande, la binomial se puede simplificar a
una distribucién normal (teorema del limite central):

f=p+ MN(OJ).
n

* Error de primera especie
Bajo la hipétesis Hy (p = 10% = 0.1), se tiene:
o=Prob{ f>12%| p=0.1}=Prob{ N (0,1)>0.666}=0.253 .
Una de cada cuatro veces, se rechazara una fabricacion correcta.
* Error de segunda especie
Bajo la hipétesis H; (p = 15% = 0.15), se tiene:
B=Prob{ f <12%I p=0.15}=Prob{ N(0,1)<—0.8402}=0.2005..
Una de cada cinco veces, se aceptard una fabricacion defectuosa.

Al variar el criterio de decision (valor de la frecuencia critica), se puede disminuir o
pero aumenta 3: los dos riesgos son antagdnicos.

REGION CRITICA

Densidad de probabilidad de f

G
0 0.05 0.1 0.12 0.15 0.2 0.25
Po p 14

Frecuencia empirica f

Figura 1. Antagonismos de los riesgos de primera y segunda especie.

Para cambiar los riesgos o y B, se puede cambiar el criterio de decision (valor de la
frecuencia critica p) o aumentar el tamafio de la muestra (n):
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a=Prob{N(O,l)>&}

\/po(l_po)/n

B:Prob{N(O,l)<&}

veid=p)in

Por ejemplo, si se quiere riesgos mas pequefios (o = 0.05, B = 0.10), se puede tomar
los siguientes valores: p = 0.126 y n = 362.

2. Comparacion de dos proporciones

Interesa comparar las proporciones de individuos que cumplen cierta caracteristica
en dos poblaciones. Sean p; y p» las proporciones reales (es decir, las probabilidades de
ocurrencia) de la caracteristica en las poblaciones, y f; y /> las frecuencias empiricas
observadas en las dos muestras correspondientes.

La hipdtesis nula y la hipétesis alternativa son:

Hy:pir=p2=p
Hi:pr#p:
Se supondra ademds que los tamafios de las muestras, n; y n,, son grandes, de modo

que se podrd aplicar el teorema del limite central. En particular, se puede considerar que
las frecuencias observadas tienen distribuciones normales:

fi=p+ | P97P) o)

ny

fompy+ | 2222 o

n,

Bajo la hipétesis Hy, se tiene entonces:

’1 1
Si—fi={p(-p) ;"'n—N(O»l)-

Se rechaza Hj si, para el riesgo o asumido, |f; — f>| supera un valor maximo dado por
las tablas de la distribucién normal.
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3. Comparacion de dos medias

3.1. Hipotesis

Se hace las siguientes suposiciones sobre los datos muestreados:
e su distribucién es normal (Gaussiana);
* cada dato es una muestra independiente de la poblacidn a la cual pertenece;
* las caracteristicas de las poblaciones muestreadas son constantes.

Abhora, los tests que utilizaremos a continuacion (tests de Student) son robustos, por
lo que se puede tolerar desviaciones con respecto a estos supuestos, en particular, que la
distribucién de los datos no sea exactamente normal. La justificacion se debe a que se

trabaja con medias experimentales, las cuales siguen una distribucién normal atin si los
datos no tienen tal distribucién (teorema del limite central).

3.2. Poblaciones de misma varianza

Se busca ahora testear la significancia de la diferencia X, —X, entre las medias de
dos muestras de tamafios »; y n, y desviaciones estandares s; y s,, respectivamente.

La hipétesis nula y la hipétesis alternativa son:
Hy: las muestras provienen de poblaciones de misma media y misma varianza
H,: las poblaciones tienen medias distinta, aunque la misma varianza.

Se define la siguiente variable de decision:

7=5"%  on =

1 1
s |—+—
nn,
Bajo la hipétesis nula, 7 tiene una distribucién de Student con n; + ny — 2 grados de
libertad. Luego, con las tablas de esta distribucién, se decide si el valor observado de 171

es significativamente alto, con un determinado riesgo de primera especie .. Cuando las
muestras tienen el mismo tamafo (n; = n, = n), las férmulas anteriores se simplifican:

‘/ (m=Ds; +(m—Ds;

n+n,—2

con §= .
2

v 2 2
-X, s, +58,
2
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3.3. Tests unilaterales o bilaterales?

Segtin la hipdtesis alternativa elegida, se usard un test unilateral o bilateral.

Hipétesis alternativa (H;): las dos poblaciones tienen medias distintas (l; # ). En
este caso, se usard un test bilateral (el valor de T puede ser significativo, cualquiera
sea su signo) con un valor critico #, ., 5 o/ -
Hipétesis alternativa (H;): W; > W,. En este caso, se usard un test unilateral (sélo los
valores positivos de 7" pueden ser significativos) con un valor critico ¢

n+ny=2,00 *

Hipétesis alternativa (H;): W < Wy. En este caso también, se usard un test unilateral
con un valor critico —¢

ny+ny=2,00 °
Region critica Region critica
para p, > H, para [, < H,
2 - c
II \\ ’ \\
1 \ \
1 E \
\ \
< ] U \
5 U \ \
< 15¢ I’ \ \
= \ \
= b
2 ' \ !
° i
I} ' \
= \ \
o ! \ \
o 1f ' \ \
° i )
=] \
< U \ i
b=} 4 \ \
E I’ \ ’ \
S 0.5f \ ' ‘
a / ) / |
.
/l \\ ’ \\
’ N :
: o2 N2 o2 N
0 ==

—tap 0 %
Valor observado de 7

Figura 2. Tests unilaterales y bilaterales, segtin la hipdtesis alternativa elegida.

3.4. Poblaciones de varianzas distintas

Cuando las varianzas de las dos poblaciones son distintas, el test debe modificarse
de la siguiente forma. Bajo la hipdtesis nula (| = W), la variable

T= )?1_)?2

tiene una distribucién aproximadamente de Student, cuyo nimero de grados de libertad
esigual a

2 \2

K
+2
n.n,

sp
- (slz/nl)2 N (szz/nz)2 )

n—1 n,—1
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3.5. Seleccion del tamario de muestra

Al planificar un experimento comparativo, es importante decidir el tamafio de las
muestras que se usarén en el test. Sean:

* nel tamafio de muestras (idéntico para ambas muestras)

* s ladesviacion estindar esperada

e 0 ladiferencia minima que se quiere detectar

* z, el valor normal (unilateral o bilateral, segiin la hipétesis alternativa) para un nivel
de significancia 1 — .

Para controlar el error de primera especie, se debe tomar

n22(sz°‘ T

5 /

El haber considerado el valor normal (z,) para un nivel de significancia 1 — o es una
aproximacién, porque se desconoce el nimero de grados de libertad de la distribucién
de Student (precisamente porque no se conoce el tamafio de muestra #). Para refinar la
solucién, una vez calculado el valor de n, se puede reemplazar z,, por el valor de Student
con 2n — 2 grados de libertad para el mismo nivel 1 — @, luego recalcular el valor de ».
Se puede iterar este procedimiento hasta que no haya mas cambios en el valor
encontrado para ». En la prictica, utilizar el valor normal en lugar del valor de Student
no tiene mucho impacto cuando » es mayor que 10.

Si se desea controlar los errores de primera (tipo I) y de segunda especie (tipo II), se
debe tomar el siguiente valor de #:

n22[s(za+zﬁ)}
)

donde z, es el valor para un nivel de significancia 1 — o (error tipo I) y zp es el valor
para un nivel de significancia 1 — B (error tipo II) (el valor zg siempre es unilateral).

Nuevamente, el haber considerado la distribucion normal para definir los valores zg,
y zg constituye una aproximacion. Como mencionado mds arriba, se puede refinar la
solucién encontrada, utilizando un procedimiento iterativo. Otra opcidn consiste en:

aprox —

5

1) calcular # con la férmula anterior: »n —2[

s(zy+2p) ]2

2) determinar el nimero de grados de libertad f'= 2(nyprox— 1)

f+3

3) calcular el valor corregido de n como nznapraxﬁ .
+
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Con el tamaifio de muestra » asi determinado, si el valor de 7 supera el valor critico,
entonces se rechaza la hipétesis nula con una probabilidad de error (tipo 1) igual a o.. Al
contrario, si el valor critico de 7' no estd excedido, se acepta la hipdtesis nula con una
probabilidad B de equivocarse (error tipo II).

Ahora, como el tamafio de muestra suele ser grande para controlar ambos errores, es
comiin tomar un valor de 3 mayor que ¢, por ejemplo & = 0.05 y = 0.20. En la prueba
de nuevos procedimientos, esta eleccion privilegia el status quo (mayor probabilidad B
de aceptar la hipétesis nula cuando en realidad existe una diferencia entre el nuevo
procedimiento y el antiguo).

3.6. Muestras pareadas

Se busca comparar dos métodos, dos tratamientos o dos aparatos, que se aplican a
cantidades no constantes, por ejemplo leyes en datos duplicados en un protocolo de
muestreo. En este caso, es apropiado testear la significancia de la diferencia promedio
entre pares de valores.

Se define la variable de diferencia D = X| — X, y se plantea

D

s/\/;’

donde s es la desviacién estandar de D. Bajo la hipédtesis nula (D tiene una esperanza
nula), T tiene una distribucién de Student con » — 1 grados de libertad. Por lo tanto, se
rechaza la hipdtesis nula si el valor observado de T supera el valor critico para el nivel
de significancia deseado.

T=

Este test de comparacion de muestras pareadas conduce a mejores resultados que la
comparacion de dos muestras, cuando las diferencias entre pares de datos son
importantes y cuando las dos series de valores estdn correlacionadas. Al contrario, si las
diferencias entre pares son pequefas, el test puede ser menos potente que la
comparaciéon de las dos muestras. También es peligroso utilizar este test cuando no
existe un acoplamiento natural de las dos muestras, y que el usuario define los pares
arbitrariamente.

Para la seleccién de tamafio de muestra, se tiene los mismos resultados que con el
test de Student de comparacién de dos medias, salvo que se debe omitir el factor 2 en
las formulas que proporcionan el tamafio de muestra. Para controlar el error de tipo I, se
debe tomar

2
nz ( Zq W
5,
2
. . S(Z(x +ZB)
mientras que para controlar los errores de tipo I y II, se debe tomar n=> —5 |
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3.7. Comparacion de una media con un valor predeterminado

Se busca determinar si la media [ de una poblacién (de la cual se tiene una muestra

de tamafio », media X y desviacidn estdndar s) es distinta a un valor predeterminado .
Para ello, se plantea:

T: )?_Mo

s/\/; '

Bajo la hipétesis nula (U = Lp), 7 tiene una distribucién de Student con n — 1 grados
de libertad. Se rechaza la hipdtesis nula si el valor observado de 171 supera el valor
critico para el nivel de significancia deseado.

4. Otros tests usuales

4.1. Comparacion de dos varianzas

Se busca comparar las varianzas S y S,* de dos muestras normales independientes
de tamafios #n; y n,. Se ordena las muestras de manera que S22 $,% Se define

P50
S,

Bajo la hipétesis nula (Hy: las muestras provienen de poblaciones de distribuciones
normales con la misma varianza), F' tiene una distribucién de Fisher conn; — 1y ny — 1
grados de libertad. Luego se compara el valor de F con el valor critico para el nivel de
significancia deseado (test bilateral o unilateral dependiendo de la hipdtesis alternativa).
Es importance recalcar que este test es valedero solamente cuando las muestras tienen
distribuciones normales y no es robusto frente a una violacién de esta hipdtesis.

4.2. Ajuste de distribuciones

Supongamos que se tiene un conjunto de datos clasificados en k clases o categorias
exclusivas. El test del chi cuadrado permite determinar si los niimeros de ocurrencias
observados en cada clase (O;, i = 1... k) son significativamente distintos de los niimeros
esperados (E;, i = 1... k) bajo un determinado modelo de distribucion. Si el modelo de
distribucién postulado es correcto, la variable

k 2
2 _ (Oj_Ej)
X _;—Ef

sigue una distribucién del chi cuadrado con £ — 1 grados de libertad. Consequentemente,
se rechazard el modelo si el valor de x2 supera el valor critico para el riesgo asumido.
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El test del chi cuadrado es libre, es decir, independiente del modelo de distribucién
propuesto. Idealmente, se requiere al menos 5 individuos por clase; en caso contrario se
agrupan varias clases para cumplir esta condicién. Si, ademds de la distribucion, se
estima ¢ parametros (media, varianza...), entonces el chi cuadrado tiene k£ — 1 — ¢ grados
de libertad en lugar de k — 1.

Se puede extender el test para ajustar una distribucién de probabilidad bivariable.
Se considera un conjunto de datos clasificados segilin dos variables categéricas (A y B)
y resumidas en una tabla de contingencia de r columnas y s filas (Tabla 2).

A, A; A, | total
B, Ny My Ny S
Bj ny "y n, n.;
Bs Ny N N,y U
total n,. n. n,. n

Tabla 2. Tabla de contingencia para dos variables categéricas.

Se denota como (Oy, i =1... r,j =1... s) los nimeros de ocurrencias observados en
cada clase y (Ej, i = 1... r, j = 1... s5) los nimeros esperados bajo un determinado
modelo de distribucion. Si el modelo es correcto, la variable

X2 :ii (04/ _El/ )Z/El/

=l j=1
tiene una distribucién del chi cuadrado con (r — 1) (s — 1) grados de libertad.
Existen otros enfoques para probar el ajuste de distribuciones:

* Visualizacién del histograma de los datos. Para un histograma simétrico, se podra
considerar un modelo de distribucién normal o de Student, mientras que para un
histograma asimétrico se podrd buscar un modelo lognormal, gamma, chi cuadrado,
exponencial o de Weibull.

* Ajuste grafico utilizando grdficos cuantiles contra cuantiles (visualizan los cuantiles
de la distribucién empirica de datos contra los cuantiles de una distribucidn tedrica),
grdficos de probabilidad normal o lognormal (visualizan el histograma acumulado
de los datos, con ejes de escalas tales que el grafico dibuja una recta en caso de tener
una distribucién normal o lognormal) (Figura 3).

* Test libres (de Kolmogorov o de Cramer von Mieses) que comparan la distribucién
acumulada empirica con una distribucién acumulada tedrica.
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Figura 3. Grafico cuantiles contra cuantiles y grafico de probabilidad lognormal
para datos de ley de cobre de distribucién aproximadamente lognormal.

4.3. Tests de outliers

Un outlier es un dato atipico o inusual. Cabe preguntarse si se puede o no eliminar
este dato atipico. La respuesta mds simple y conservadora es la negativa, a menos que
uno encuentra una explicacion fisica del outlier (error instrumental, error de trascripcion
del dato, muestra contaminada, etc.). Ahora, es posible disefiar un test estadistico para
saber si este dato proviene de la misma poblacién que los demds, luego para corroborar
la decision de remover o no el outlier. En todo caso, el conocimiento extra-estadistico y
el juicio del usuario es primordial.

A continuacion, se presenta el fest de Grubbs (o test del residuo de mdxima norma),
el cual se basa en la hipétesis de que los datos provienen de una distribucién normal.

Dada una muestra de tamafio », media experimental X y varianza experimental 5%, se
considera la siguiente variable:

_ max(lX—)?I)
s

G

y se compara su valor con un valor critico que depende del tamafio de la muestra y del
riesgo asumido. La hipétesis Hy de no tener outlier se rechaza si

donde 1, , representa el valor de la distribucién de Student con » grados de libertad que
corresponde a una probabilidad acumulada 1 — o.

30



Capitulo 4: Analisis de varianza

El andlisis de varianza (ANOVA, por su acrénimo inglés) permite determinar si las
medias de varias muestras son significativamente distintas una de otra. La idea bdsica es
dividir el total de la varianza de los datos entres varios componentes (varianza inter-
muestra o explicada y varianza intra-muestra o residual) y comparar estos componentes
utilizando un test de Fisher.

Se supone que las muestras tienen una distribucién normal, de misma varianza, pero

posiblemente de diferentes medias. Si no se verifica la hipétesis de normalidad, se debe
buscar otros métodos, como el fest de Kruskal-Wallis.

1. Analisis de varianza para disefios simples

Supongamos que, en un experimento donde se comparan k tratamientos (realizando
una muestra por tratamiento), existen dos fuentes de variaciones: el tratamiento mismo
y el error de medicion. La variacidn debida al tratamiento (variacion explicada o inter-
muestra) se puede medir por:

k — —
§8,=Y n(X,-X)*

=1

con X : media global de todos los datos
X, : media de los datos asociados al tratamiento n°i

n, : nimero de datos asociados al tratamiento n°i.

La variacién debida al error (variacién residual o intra-muestra) se mide por

ko n _
SS,=Y Y (X, -X,)’

i=1 =l
donde Xj; es el j-€simo dato asociado al tratamiento n°i.

La propiedad clave que utiliza el andlisis de varianza es la aditividad de las sumas
de cuadrados:

Sszinﬁ(x,, -X)*=SS,+SS, .

=l j=1
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En lugar de trabajar con sumas, se prefiere considerar las medias de cuadrados (las
cuales tienen sentido de varianza). Para ello, se divide cada suma de cuadrados por el
numero de grados de libertad correspondiente:

MS, =220 s, = Ms=350+55,
k-1 n—k n—1

donde n =n; + ... + ng es el nimero total de datos.

El test de Fisher permite entonces decidir si la media de cuadrados asociada a los
diferentes tratamientos es significativamente mayor que aquella asociada a los errores.
Bajo la hipétesis nula (las medias de todos los tratamientos son iguales: W = ... = ),
se tiene que:

o MS, _ S, /k=1)
MS,  SS,/(n—k)

es una variable aleatoria de Fisher con £ — 1 y n — k grados de libertad. Por lo tanto, si el
valor observado de F' es mayor que el valor critico para el riesgo asumido (valor del test
unilateral), se rechazara la hipétesis nula.

Los resultados de andlisis de varianza suelen ser presentados en una tabla, como la
tabla mostrada a continuacion.

Fuente de Suma de Grados de Media de
variacion cuadrados libertad cuadrados

Tipo de mineral
(inter-muestra)

Error

(intra-muestra)

Total

Tabla 1. Tabla de analisis de varianza

Ejemplo: se considera los siguientes datos (k = 6)

tratamiento 1 2 3 4 5 6

nimero 12 13 12 13 13 12

promedio 7.25 | 6.62 | 6.33 | 408 | 423 | 8.17

Tabla 2. Numeros y promedios de datos por tratamiento
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En el total de los 6 tratamientos, se ha observado n=75,X =6.16 y s*>=10.65.

Se llena la tabla de analisis de varianza:

fuente de Suma de grados de Media de
variacion cuadrados libertad cuadrados
explicada 170 5 170/5 =34
residual 618 69 618/69 = 8.96
total 788 74

Tabla 3. Tabla de andlisis de varianza para los datos de la Tabla 2

Luego, F' = 34/8.96 = 3.79. Se rechazara la hipétesis nula, dado que F(5,69) = 2.35
para o = 5%. En conclusion, existen diferencias significativas entre los tratamientos.

2. Analisis de varianza para disefios anidados

2.1. Diserios anidados

Se busca disefiar un esquema de andlisis para tener la mayor precisiéon al menor
costo en determinados procedimientos o ensayos de laboratorio. Para este andlisis, la
informacion necesaria se obtiene al considerar un disefio anidado, en el cual las fuentes
de variaciones son independientes. Por ejemplo:

* considerar varios lotes, muestrear varias veces cada lote y analizar varias veces cada
muestra (esquema anidado: lotes > muestras > andlisis)

* considerar distintas fechas, operadores e instrumentos. En cada fecha y para cada
operador, se realiza una medicion con cada instrumento (esquema anidado: fechas >
operadores > instrumentos).

Se desea atribuir una varianza a cada fuente (ej: fecha, operador, instrumento). La
varianza de una medicién se descompone como:

2 2 2
fecha operador instrumento *

V=0
Para reducir el error, se puede repetir la medicién y promediar los resultados. A
modo de ejemplo, si cada operador realiza dos andlisis por instrumento, se reducird el
error instrumental:
V, =61 s+ Ooraior T O /2.

fecha operador instrumento
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En cambio, al promediar las mediciones obtenidas por dos operadores que usan
instrumentos distintos en fechas distintas, se obtendria una reduccion de la varianza en
todas las componentes:

— (2 2 2
V; - (Gfecha + Goperador + Ginstrumento )/2 .

Si el objetivo de los andlisis es comparar dos instrumentos distintos, es mejor pedir

que cada operador haga mediciones con los dos instrumentos en la misma fecha. En este

caso, la varianza de la diferencia entre las dos mediciones efectuadas por cada operador
seria

2
instrumento

20
y se cancelarfan los errores correspondientes a fechas y operadores. Al contrario, si dos
operadores distintos hicieran mediciones en fechas distintas, la varianza de la diferencia
entre las mediciones serfa mayor y aumentarfa el riesgo de equivocar la conclusion:
2(c, +62 . +0° ).

fecha operador instrumento

2.2. Tabla de analisis de varianza

Consideremos un disefo anidado can a clases asociadas a una fuente de variacioén 4.
En cada una de estas clases, se tiene b sub-clases asociadas a una fuente de variacion B,
y asi sucesivamente (¢ sub-clases de una fuente C y d sub-clases de una fuente D).
Finalmente, cada sub-clase de D tiene » mediciones (réplicas). El nimero total de datos
es N = abcdn (nota: se puede extender el método presentado a nimeros variables de
items en cada clase). Basdndose en la aditividad de las sumas de cuadrados, se obtiene
la siguiente tabla de andlisis de varianza.

Fuente Suma de cuadrados Grados de libertad Media de
cuadrados
A SSA=Zden()7i _Y)Z a-— 1 MSAZS’S’/i
i=l a—
a b o - S’S
B SSB:ZZCdn(ij_Xi)Z ab-1) MS, = O g
i=l j=I a(b-1)
a b ¢ - - SS
C SSe=) ).} dn(X,;=X,) ab (c—1) MS.=—2C
i1 j=l k=1 ab(c—1)
a b ¢ d - - 5 SS
D [SS,=)Y. YY) nX;-X,) abe (d—1) MS,=— "D
=1 j=l k=l =1 abe(d-1)
E SS =iiiii X — X)) bed 1 MS __ S5y
Iror E et ot ot s ijkim ijkl aoc (}’l - ) E abcd(}’l—l)
Total | SS =SS, +SSs+ SSc+SSp + 5SS N-1 Msz%

Tabla 4. Tabla de andlisis de varianza para un disefio anidado.
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La significancia de cada media de cuadrados se testea al formar una variable de
Fisher F' definida como la razén entre esta media de cuadrados y la media siguiente en

la tabla.

Ejemplo (ensayos de laboratorio).

Se considera 2 lotes, en cada uno de los cuales se elige 3 muestras y se realizan 3
andlisis por muestra. Los resultados se indican en la siguiente tabla.

Muestra Lote 1 Lote 2
8.0,7.4,7.8 6.2,7.4,6.9
7.7,7.3,5.1 5.7,58,5.2
5.8,5.6,5.7 54,6.1,4.6

Media 6.711 5.922

Tabla 5. Datos de ensayos de laboratorio

La tabla de andlisis de varianza se presenta a continuacion.

Fuente de Suma de Grados de Media de F
variacion cuadrados libertad cuadrados
Lote 2.8006 1 2.8006 1.120
Muestra 9.9978 4 2.4994 4.848
Anilisis 6.1867 12 0.5156
Total 18.9850 17

Tabla 6. Tabla de andlisis de varianza para los datos de la Tabla 5

La media de cuadrados de las muestras es significativamente mayor que la media de
cuadrados de los andlisis (F = 4.848 es significativo). Luego, para optimizar el disefio
sin aumentar el presupuesto total, seria preferible tomar mds muestras y hacer menos

analisis.
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Capitulo S: Disefio de experimentos

1. Generalidades sobre el disefio de experimentos

1.1. Definiciones y pasos preliminares

Un experimento se puede definir como una prueba o una serie de pruebas donde se
cambia a proposito el valor de variables de entrada de un proceso o sistema, de manera
de observar e identificar los cambios en las variables de salida.

factores controlables

. l l l variables de salida
variables de entrada ——» Proceso — (respuestas)

Tt

factores no controlables

Figura 1. Esquema general de un experimento

Se define a la respuesta o variable dependiente como la variable que se investiga y
que, en general, se busca optimizar. Un factor o variable independiente es una variable
que el experimentador puede hacer variar para medir su efecto en la respuesta. Puede
ser cualitativo o cuantitativo. El valor de un factor en una prueba particular se conoce
como su nivel. Un tratamiento es una combinacién de niveles de factores, y una prueba
una operacion del experimento con un tratamiento.

Un experimento se articula en torno a los siguientes pasos:
1) Definir los objetivos especificos del experimento. Por ejemplo:

= Determinar qué factor tiene mayor influencia sobre la respuesta.

= Determinar para qué valores de los factores la variabilidad de la respuesta es
pequeiia.

= Determinar los valores de los factores controlables que minimizan los efectos de
los factores no controlables.

2) Formular los objetivos en términos experimentales. ;Qué experimentos se requiere
hacer para lograr los objetivos?
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3) (Qué variables de respuesta y factores se requiere seleccionar? ;Qué se conoce del
error experimental (o sea, de las variaciones aleatorias de las respuestas)? Conducir
pruebas a escala piloto si es necesario.

4) ¢ Sobre qué rangos se debe alterar los factores? ;Interesa conocer la interaccion entre
los factores? ;Existe una o varias variable(s) no deseada(s) o no controlada(s) cuyos
efectos deban ser eliminados?

5) Acorde a lo anterior, al tiempo y presupuesto disponible y al efecto posible sobre los
procesos en operacion, seleccionar un disefio experimental apropiado.

1.2. Conceptos claves en el diserio de experimento

Aleatorizacion

La asignacion del material experimental y el orden en que se desarrollan las pruebas
se eligen al azar. Esto permite que las observaciones (o los errores experimentales)
puedan ser consideradas como variables aleatorias independientes, y mitigar los efectos
que puedan tener factores externos no controlables.

Replicacion

Se trata de una repeticion independiente de un mismo tratamiento (combinacién de
factores). Permite tener una idea del error experimental y determinar si las diferencias
observadas en los datos son estadisticamente significativas. También permite tener
mejores estimaciones de los pardmetros (por ejemplo, tomando el valor promedio
observado en las réplicas).

Rebloqueo

Permite mejorar la precision con la cual se realiza la comparacién entre los factores
de interés, al reducir la variabilidad provocada por factores que no son de interés.

1.3. Guia general para disefiar experimentos

La primera etapa consiste en reconocer y plantear el problema a investigar. Para
ello, se recomienda trabajar en equipo multidisciplinario. Se debe plantear las preguntas
que ha de responder el experimento y los objetivos del mismo, por ejemplo:

= disefiar un nuevo sistema y caracterizarlo;

= optimizar un sistema existente;

= confirmar un comportamiento observado en el pasado;

= descubrir lo que ocurre bajo nuevas condiciones de operacion;

= determinar la robustez de la respuesta a cambios en los factores.
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En lugar de disenar un experimento complejo para responder a multiples preguntas
y objetivos, una estrategia comun es realizar una serie de experimentos pequefios, cada
uno asociado a un objetivo especifico. Se habla entonces de experimentos iterativos o
secuenciales.

La segunda etapa en el disefio consiste en seleccionar una variable de respuesta.
A menudo, se trata de la media o de la desviacién estindar (o ambas) de la caracteristica
medida. Si el error de medicién es muy importante, se puede tomar varias réplicas y
utilizar la media de las mediciones replicadas como variable de respuesta.

Luego, se debe elegir los factores, sus niveles y rangos. En esta etapa, se puede
distinguir factores potenciales de diserio (factores que el experimentador puede y quiere
variar durante el experimento, o factores cuyos niveles se dejan constantes) y factores
de molestia que no son de interés (estos tltimos pueden ser controlables o no). Se puede
buscar factores relacionados con la medicion, el material, los operadores, el entorno, los
métodos y las maquinas. Para decidir los rangos y niveles de los factores, se requiere
cierto conocimiento del proceso (tanto experiencia practica como conocimiento tedrico).

Posteriormente, se selecciona un disefio experimental. Hay que definir el tamafio
de la muestra (nimero de réplicas), el orden de las pruebas experimentales, y determinar
si considerar un rebloqueo u otras restricciones. Es aconsejable elegir el disefio lo més
sencillo posible.

En la realizacion del experimento, se debe monitorear el proceso para asegurarse
que todo se haga como planeado. Se puede hacer unos ensayos o pruebas piloto antes de
realizar el experimento, para verificar el sistema de medicion, tener una idea del error
experimental y practicar la técnica de experimento.

La etapa siguiente corresponde al analisis estadistico de los datos, el cual permite
tomar decisiones y conclusiones objetivas. Se podra recurrir a interpretaciones graficas,
pruebas (tests) de hipétesis o modelos experimentales (por ejemplo, ajustes de curvas de
regresion).

Finalmente, se emiten las conclusiones y recomendaciones. Es aconsejable utilizar
su conocimiento no estadistico del problema y tener presente que una significancia
estadistica no necesariamiente implica que exista una significancia prdctica (aunque sea
estadisticamente probada, una diferencia en una respuesta puede ser irrelevante del
punto de vista prictico). No olvidar documentar el experimento y los datos obtenidos.

2. Diseiio de bloques aleatorios

El efecto de un factor no deseado (por ejemplo: el operador o factor humano; el
tiempo; el cambio de maquinaria) puede ser eliminado al dividir las pruebas en distintos
grupos o bloques, cada uno de los cuales presenta un nivel del factor no deseado. Si el
orden de los tratamientos en cada bloque se elige al azar, entonces el experimento se
conoce como experimento de bloques aleatorios. El andlisis de tal experimento permite
separar los efectos de cambios de tratamiento y de cambios de bloque.

38



Por ejemplo, supongamos que un experimento se lleva a cabo durante seis dias
consecutivos e interesa medir las respuestas a un factor con tres posibles niveles (A, B,
C). Podemos definir cada dia como un bloque distinto y considerar el siguiente orden de
tratamientos:

Dia 1: CAB
Dia 2: BAC
Dia 3: BCA
Dia 4: ABC
Dia 5: CBA
Dia 6: ACB

El disefio de bloque aleatorio se puede resumir en una tabla de datos, como aquella
mostrada a continuacién. El nimero de tratamiento (en las filas) se denota f, mientras

que el nimero de bloques (en las columnas) se denota como c. El nimero total de datos
esn=fc.

Bloque 1 | Bloque 2 Bloque ¢ Media
Tratamiento 1 X X, X, X.
Tratamiento 2 X, X,, X, X,
Tratamiento f Xy Xp X o
Media X, X, X.. X

Tabla 1. Tabla de datos para un disefio de bloques aleatorios

La herramienta clave para determinar si existe algin efecto de los bloques o de los
tratamientos es el andlisis de varianza. En este contexto, se define la siguiente tabla.

Fuente de Grados de Media de
.. Suma de cuadrados )
variacién libertad cuadrados
: L oo o SS,
Entre filas SS, :Z c(X,,—X) f-1 MS, :Ti
i=1 -
- T T2 SS
Entre columnas SS, :Z fX,,—-X) c—1 MS, = 01
/=1 ’ c—
Error SS —ii()( X)X, -X. )| (f-D(-1) | MS —L
==t C(f-D(e-D

Total SS=SS,+SS,+85, n—1

Tabla 2. Tabla de andlisis de varianza para un disefio de bloques aleatorios
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Una vez construida la tabla de andlisis de varianza, se puede comparar MS;y MS,,
asi como MS, y MS,, mediante tests de Fisher, para determinar si las diferencias son
significativas.

Ejemplo 1: Diseiio de bloques aleatorios sin réplicas

Se considera los datos de la Tabla 3. Se desea saber si las diferencias entre bloques
y/o entre tratamientos son significativas.

Bloque 1 | Bloque2 | Bloque3 | Bloque4 | Bloque 5
Tratamiento 1 6325 7020 5896 6619 6123
Tratamiento 2 7186 7361 6132 7106 6250
Tratamiento 3 6643 6511 5928 6532 5938

Tabla 3. Datos obtenidos de un disefio de bloques aleatorios

Se obtiene la siguiente tabla de andlisis de varianza.

Fuente de g 4 drad Grados de Media de
variacion uma de cuadrados libertad cuadrados
Entre 704 117 2 352 058
tratamientos
Entre bloques 2245035 4 561259
Error 314 351 8 39294
Total 3263503 14

Tabla 4. Tabla de andlisis de varianza para los datos de la Tabla 3

La media de cuadrados entre tratamientos aparece significativamente mas alta que
la media de cuadrados de errores (el cuociente entre ambas medias es de 8.96, mientras
que el valor critico de la distribucién de Fisher de 2 y 8 grados de libertad para un nivel
de confianza de 99% es igual a 8.65). Asimismo, la media de cuadrados entre bloques
también es significativamente mds alta que la media de cuadrados de errores (cuociente
igual a 14.28, en comparacién con un valor critico igual a 7.01 para una distribucién de
Fisher de 4 y 8 grados de libertad para un nivel de confianza de 99%). En conclusién,
las variaciones debidas tanto a los bloques como a los tratamientos son significativas.
Ambas variaciones son del mismo orden de magnitud (el cuociente entre las medias de
cuadrados de tratamientos y de bloques, 1.59, no es significativo para una distribucién
de Fisher de 4 y 2 grados de libertad).

40



Ejemplo 2: Diseiio con tratamientos replicados

Si cada tratamiento dentro de cada bloque estd replicado, se puede obtener una
mejor estimacién del error experimental y mejorar la comparacién entre tratamientos,
asf como entre tratamientos y bloques. El andlisis de varianza se lleva a cabo de manera
similar, pero es posible extraer una fuente adicional de variacion debida a la interaccién
entre tratamientos y bloques.

Sea fel nimero de tratamientos, ¢ el numero de bloques, » el nimero de réplicas y
n = fer el nimero total de datos. Parai=1...f,j=1... cy k= 1... r, denotaremos como
X €l dato correspondiente al tratamiento n°i, bloque n% y réplica n°4. La tabla de
andlisis de varianza se indica a continuacion.

Fuente de Suma de cuadrados Grados de Media de
variacion libertad cuadrados
Entre / 2 SS p
tratamientos 4 r; ¢ (X ) /-1 MS, -1
Entre $S, =ry f(X..-X)’ c-1 Ms, =35
bloques = < e—l
Interaccién e oy
bloques / SS/C—rZ ()?U,—)?,,,—)?,/,+)?)2 f-1D(c-1) Msf_c:if"
tratamientos =l =1 (f =D(c-D
f ¢ r o 5 SS
Error SS,=Y (X = Xp0) Jer-1) MS, =——=
i=1 j=1 k=1 Je(r—=1)
Total S§=S88,+8S.+85,+S58S, n—1

Tabla 5. Tabla de andlisis de varianza para un disefio de bloques aleatorios con réplicas

Por ejemplo, consideremos la prueba de dos tratamientos (A y B) en tres bloques,
con dos replicas para cada prueba.

Bloques / replicas

tratamiento 1/1 12 2/1 2/2 3/1 32
A 73 8.3 7.1 6.3 4.4 4.3
B 8.0 8.5 9.6 7.0 7.0 6.9

Tabla 6. Datos obtenidos de un disefio de bloques aleatorios con réplicas
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Fuente de Suma de cuadrados Grados de Media de

variacién libertad cuadrados
Entre bloques 12.452 2 MS| =6.226
Entre tratamientos 7.208 1 MS, =7.208
Interaccion 2314 2 MS, = 1.157

bloques / tratamientos
Error 4.335 6 MS,=0.723
Total 26.309 11

Tabla 7. Tabla de andlisis de varianza para los datos de la Tabla 6
Se puede comentar lo siguiente:

MS; | MS4 = 1.60, lo cual no es significativo para una variable de Fisher de 2 y 6
grados de libertad. Por ende, se asume que no existe interaccion entre tratamientos y
bloques, y se combina ambos valores MS3 y MS4 para tener una mejor estimacion de
la varianza del error experimental:

MS _2.315+4.335

combinado ~
6+

=0.831.

El error experimental en la medicién se puede cuantificar por la desviacién estandar

MS =0.912.

combinado

MS1 / MScombinado = 7.49, 1o cual es significativo para una variable de Fisher de 2y 8
grados de libertad. El cambio de bloque tiene un efecto real sobre la medicién.

De igual manera, MS, / MScombinado = 8.67 es significativo para una variable de
Fisher de 1 y 8 grados de libertad. El cambio de tratamiento tiene un efecto sobre la
medicién (de la tabla 6, se ve que el tratamiento B proporciona sisteméticamente
valores mayores, en promedio de 1.55).

3. Diseiio de cuadrado latino

Supongamos ahora que existen dos factores no deseados (por ejemplo, el operador y

el dia en el que se hace el experimento) que no tienen interaccion. El llamado disefio de
cuadrado latino consiste en probar cada tratamiento una vez con cada operador y una
vez por dia. Debe existir igual ndmero (p) de tratamientos, operadores y dias.

42



; Operador
Dia

1 2 3 4 5
1 A B C D E
2 B C D E A
3 C D E A B
4 D E A B C
5 E A B C D

Tabla 8. Ejemplo de disefio de cuadrado latino

Aqui, el anélisis de varianza consiste en dividir la suma total de cuadrados en cuatro
componentes (filas, columnas, tratamientos y errores):

S§=88,+SS,+S88,+S8S,
con los respectivos grados de libertad

P =1=(p—D+(p-D+(p-D+(p-2)(p-1).

Una vez construida la tabla de andlisis de varianza se compara las diferentes medias
de cuadrados (MS; / MS,), (MSy/ MSe) y (MS. ! MS,) para determinar si las diferencias
son significativas.

4. Diseiio factorial

4.1. Estrategias posibles

Cuando existen varios factores en un mismo experimento, se puede considerar las
siguientes estrategias:

»  Mejor apuesta: se hace una serie de pruebas, cambiando el valor de un solo factor
entre una prueba y la siguiente y esperando observar una mejora en la respuesta.
Este procedimiento no garantiza llegar a la combinacidn optima de los factores.

»  Un factor a la vez: se parte de una combinacién de niveles de factores y se realiza
varias pruebas, en cada una de las cuales se modifica el valor de un solo factor con
respecto a la combinacién de partida. Este procedimiento no permite detectar
interacciones entre factores (un factor puede no producir el mismo efecto en la
respuesta segtin el valor de otros factores) y entrega generalmente soluciones no
Optimas.

»  Todos los factores a la vez: se conduce un experimento llamado factorial, donde los

niveles de los factores se modifican conjuntamente. Este tipo de experimento es el
que hace el uso maés eficiente de los datos.
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4.2. Experimento factorial

Se dice que un experimento es factorial cuando se elige un conjunto de niveles para
los factores, y una o varias pruebas se realizan con cada posible combinacién de cada
factor. Si se tiene # factores con el mismo nimero de niveles (x) y cada combinacién se
repite r veces, entonces el nimero total de pruebas necesarias es » x". Tipicamente, se
toma x = 2 (un nivel bajo y un nivel alto para cada factor) o x = 3, y el orden de las
pruebas se elige al azar.

Las ventajas de realizar experimentos factoriales son:
» Determinar interacciones entre factores.

* Si no existen tales interacciones, se tiene la midxima eficiencia para estimar los
efectos propios de los factores.

* Las conclusiones son vélidas en un amplio rango de situaciones.

Por ejemplo, consideremos dos factores (A y B), cada uno con dos niveles (- y +).
Al graficar la respuesta en funcién de los niveles del factor A, se puede determinar si
existe o no interaccion entre A y B (Figura 2). En el caso general, el andlisis de varianza
permite separar y cuantificar los efectos de los factores y los efectos de interaccién entre
factores.

Respuesta Respuesta
A B+ A
B— B+ B—
B+
B+
B- B-
1 Ly 1 L,
- + - +
Factor A Factor A
No hay interaccion entre A y B Hay interaccion entre A y B

Figura 2. Determinacién gréfica de la posible interaccién entre los factores A y B

4.3. Experimento de dos factores
El modelo matematico para un experimento de dos factores (A,B) es:
Y, ,=Y+A4+B,+D, +¢,

con
* Y respuesta de la k-ésima réplica con A en el nivel i y B en el nivel j.
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* A;: valor promedio de todas las pruebas con A en el nivel i
* B;: valor promedio de todas las pruebas con B en el nivel j
e Dj: componente de interaccion

* & componente de error.

Se supone i e {l...a},je {1... b} y ke {1... r}. La tabla de andlisis de varianza
tiene la siguiente forma:

Fuente de Grados de Media de
.., Suma de cuadrados .
variacion libertad cuadrados
Efecto de A SS,4 =bri (¥,-Y)? a-1 Ms, =221
el 47 a-1
Lo o SS
Efecto de B SSy=ary (¥,~Y) b-1 MS, =32
J=l -
DL ol SS
Interaccion AB | SS;=r) Y (V,=F,=V,+7)’ | (a=1)(b-1) | MS =2
i=1 j=1 (a—1)(b-1)
a b r o SS
Error SSe=Y Y Y (-1’ ab(r-1) | MS,=—0&
i1 j=1 k=1 ab(r—1)
a b r
Total SS=Y' Y'Y ¥,-7) abr— 1
i=l j=I k=1

Tabla 9. Tabla de anélisis de varianza para un disefo de dos factores

Ejemplo 1: experimento con réplicas

Se considera un experimento con r = 2 réplicas, n = 2 factores (A y B), x =2 niveles
(0 =bajo y 1 = alto). Los resultados de las mediciones se indican a continuacion.

AO Al
B, 23.2;22.5 26.1;27.3
B, 22.8;21.1 23.9;24.2

Tabla 10. Tabla de datos para un disefio de dos factores
Se busca determinar si A y/o B tienen efectos significativos, y si la interaccién entre

ambos factores es significativa. Se obtiene la tabla de andlisis de varianza sefialada a
continuacion.
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Fuente de Grados de Media de
.. Suma de cuadrados )

variacion libertad cuadrados
Efecto de A 17.70 1 17.70
Efecto de B 6.30 1 6.30
Interaccién AB 1.53 1 1.53
Error 2.46 4 0.62

Total 27.99 7

Tabla 11. Tabla de andlisis de varianza para los datos de la Tabla 10

El valor critico para una variable de Fisher de 1 y 4 grados de libertad y un nivel de
confianza de 95% es de 7.71. Por lo tanto, los efectos de A y de B son significativos (las
medias de cuadrados divididas por la media de cuadrados de error son iguales a 28.78 y
10.24, respectivamente). De la tabla 10, se puede calcular el efecto promedio de A:

26.1+27.3+23.9+24.2  23.2+22.5+22.8+21.1
4 4

=2.98

y el efecto promedio de B:

22.8+21.1+23.9+242 232+22.5+26.1427.3_ |
4 4 o

En cambio, la interaccién entre A y B no tiene un efecto significativo, puesto que el
cuociente de la media de cuadrados (1.53) por la media de cuadrados de errores (0.62)
es inferior al valor critico 7.71.

Ejemplo 2: experimento sin réplicas

Si no hay réplica (r = 1), no se puede calcular el error residual SSg. En este caso, se
puede evaluar dicho error:

* haciendo 7' pruebas con valores intermedios de los factores (en cuyo caso, el nimero
de grados de libertad para el valor estimado de SSE serd 7' — 1);

* suponiendo que las componentes de interaccidn no son significativas, por lo cual se
identifica estas componentes con el error residual;

e utilizando datos historicos.
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A modo de ilustracién, retomemos los datos de la Tabla 10, considerando solamente
la primera réplica de cada experimento (en total, se tiene 4 datos con valores 23.2, 26.1,
22.8 y 23.9). Se llega a la siguiente tabla de andlisis de varianza.

Fue.nte. de Suma de cuadrados Gr'ados de Media de
variacioén libertad cuadrados
Efecto de A 4.00 1 4.00
Efecto de B 1.69 1 1.69
Interaccién AB 0.81 1 0.81
Error ?
Total 6.50 3

Tabla 12. Tabla de andlisis de varianza para el experimento sin réplica

Se requiere ahora estimar la media de cuadrados (varianza) del error experimental.
Por ejemplo, se puede realizar tres pruebas con niveles intermedios de los factores A y
B, obteniendo los siguientes datos: 24.1, 25.0 y 24.5. Se tendrd entonces una varianza
de 0.203, con 3 — 1 = 2 grados de libertad. En este ejemplo, el efecto de A es juzgado
significativo (4.00/0.203 = 19.7, valor significativo para una distribucién de Fisher de 1
y 2 grados de libertad), mientras que el efecto de B y la interaccién entre A y B no son
significativos. Se podria combinar las medias de cuadrados de B y de AB para tener una
mejor estimacion de la varianza del error experimental.

4.4. Experimento de tres factores

Para un experimento de 3 factores (A,B,C), se tendria la siguiente tabla.

voricitn | cvndrdon | Croscelibenad | bl
A SS, a-1 MS,
B AS b-1 MS,
C SSc c-1 MS.
AB SS,4p (@a-1)((b-1) MS,p
AC SS,c (@a-1)(c-1 MS
BC SSsc b-D(-1 MSg-
ABC SS 150 (@a-1DB-D(c-1) AT
Error SSy abc (r—1) MS,
Total SS abcr -1 MS

Tabla 13. Tabla de andlisis de varianza para un disefio de tres factores
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Por ejemplo, se puede volver a tomar los datos de la Tabla 10 y, esta vez, considerar
las réplicas como un tercer factor (C).

vatacon | cundrados | Crosdelberad | LB

A 17.70 1 17.70

B 6.30 1 6.30

C 0.10 1 0.10
AB 1.53 1 1.53
AC 1.90 1 1.90
BC 0.45 1 0.45
ABC 0.001 1 0.001
Error ?
Total 27.98 7

Tabla 14. Tabla de andlisis de varianza para los datos de la Tabla 10

Dado que no hay réplicas, para estimar la varianza del error, se podria nuevamente
hacer pruebas con valores intermedios para los factores. Una alternativa es considerar el
valor de la interaccién de mayor orden (en este caso, ABC) como primera estimacién de
la varianza (media de cuadrados) del error experimental. Luego, se puede mejorar esta
estimacién al combinar progresivamente las otras fuentes de variacién que no son
declaradas significativas.

En este ejemplo, tomando un nivel de confianza de 95%:

* Empezamos con una varianza de error estimada en 0.001 con 1 grado de libertad
(fuente ABC).

= La variacién debida al factor C (0.10) no es significativa para una distribucion de
Fisher con 1 y 1 grados de libertad. Se puede entonces incluir la variacién debida a
este factor y a sus interacciones (AC, BC) para estimar mejor la varianza de error:

(0.10 + 1.90 + 0.45 + 0.001 )/4 = 0.6128.

= Las variaciones debidas a A y a B son significativas para una distribucién de Fisher
con 1y 4 grados de libertad (las medias de cuadrados correspondientes divididas por
la varianza de error dan 28.90 y 10.29, respectivamente, y son mayores que el valor
critico 7.71). En cambio, la variacién debida a la interaccion AB no es significativa.

4.5. Experimentos fraccionales

Cuando el nimero de factores aumenta, el nimero de pruebas a realizar para tener
un experimento factorial completo se vuelve demasiado grande para el experimentador.
Por ejemplo, considerando 6 factores en dos niveles, se necesitaria 64 pruebas (sin hacer
réplicas). En este caso, se tendria 63 grados de libertad, de los cuales 6 estidn asociados a
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los efectos principales de los factores (A, B, C, D, E, F) y 15 a las interacciones de
segundo orden entre factores (AB, AC, AD..., EF), mientras que 42 grados de libertad
estan asociados a interacciones de tercer orden o superior (ABC...).

Si el experimentador asume que las interacciones de orden alto son despreciables, la
informacion sobre los efectos principales y sobre las interacciones de bajo orden puede
ser obtenida con solamente una fraccion del experimento factorial completo. En este
caso, se habla de disefios fraccionales.

Un uso comun de este tipo de disefio consiste en experimentos en que se consideran
muchos factores y el objetivo es determinar qué factores tienen el mayor efecto. Esto se
puede utilizar al principio de un proyecto, cuando el efecto de muchos de los factores
inicialmente considerados es susceptible de ser nulo o muy poco. Los factores que seran
identificados como importantes podrdn luego ser investigados mas detalladamente en
otros experimentos.

A modo de ejemplo, considerando tres factores (A,B,C) y dos niveles, existen dos
disefios de medio, los cuales pueden ser representados geométricamente como en la
Figura 3. En este tipo de diseflo, no se puede diferenciar el efecto principal del factor A
del efecto de la interaccion entre B y C (similarmente, no se puede diferenciar los
efectos de B y AC, asi como los efectos de C y AB).

disefio con la disefio con la
fracci6n principal fracci6n alterna

Figura 3. Representacion geométrica de disefios de fraccion de medio
(los puntos corresponden a las pruebas seleccionadas)

5. Disefio de pruebas industriales

Interesa saber si un cambio en un proceso o en las condiciones de operacion trae un
beneficio. A menudo, la prueba a escala real es la Unica manera de determinar con
confianza si tal beneficio existe (mejoras a nivel de laboratorio o escala piloto pueden
desvanecerse a escala industrial). Ahora, las pruebas industriales son caras y pueden
reducir la eficiencia de los procesos, por lo que se buscara llegar a una conclusién firme
en el menor tiempo posible.

Se debe tener presente que varios factores son susceptibles alterar los resultados, en

particular el factor tiempo (las condiciones operativas suelen cambiar en el tiempo).
Muchas réplicas de la prueba son necesarias para mitigar los efectos de estos factores, lo
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que puede ser obtenido al utilizar periodos de tiempo fijos para las réplicas (tipicamente,
periodos de un dia).

1y

2)

3)

Existen tres grandes enfoques para conducir una prueba industrial:

Comparando respuestas en pares de datos (en particular, cuando se quiere comparar
dos tipos de condiciones experimentales), en cuyo caso se puede utilizar el test de
Student para muestras pareadas.

Utilizando un disefio de bloques aleatorios, en donde el efecto de una variable no
deseada (por ejemplo, el tiempo) se elimina al considerar bloques.

Sin un disefio formal, por ejemplo, comparando las respuestas en forma grafica para
llegar a una conclusién. Este enfoque requiere generalmente tener mas datos que en
los dos enfoques anteriores, ya que no hay un control formal del error experimental.
Se debe tomar mas datos cuando las correlaciones entre las variables de entrada y de
respuesta son bajas. Asimismo, se debe suponer que estas correlaciones no cambian
significativamente durante el periodo de prueba.

5.1. Test de Student para muestras pareadas

La ventaja de este test es que permite eliminar las desviaciones debidas a errores, al

considerar la diferencia entre dos respuestas (tipicamente, la respuesta bajo condiciones
normales de operacidn y la respuesta bajo nuevas condiciones). Para evitar sesgos, se
recomienda alternar / variar los tratamientos, por ejemplo:

Dia Condicidén Condicién Diferencia

1 normal nueva normal — nueva
2 nueva normal normal — nueva
3 nueva normal normal — nueva
4 normal nueva normal — nueva

A veces, al cambiar las condiciones de operacidn de la prueba, es necesario incluir

un periodo de “estabilizacién” antes de poder obtener una respuesta confiable, por lo
que se ignora la respuesta en el periodo de estabilizacidon. Se puede entonces considerar
grupos de tres o cuatro periodos, por ejemplo:

Secuencia de condiciones
AABB

BAA

ABB

AABB

BAA

BBAA

e R S N
5\

En negrita, los pares utilizados para el test de Student.
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5.2. Diseiio de bloques aleatorios

Para experimentos con dos condiciones y sin réplicas, este enfoque proporciona los
mismos resultados que el test de Student de muestras pareadas. Sin embargo, el disefio
de bloques aleatorios es apropiado cuando se busca comparar mds de dos condiciones.
El factor tiempo es comtinmente la variable agrupada en bloques.

Es indispensable que cada tratamiento sea probado al menos una vez en cada bloque

y que el orden de los tratamientos sea elegido al azar. Si estas dos condiciones no se
cumplen, el andlisis de varianza daré resultados invalidos.
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Capitulo 6: Métodos de minimos cuadrados

1. Modelamiento de datos

Un modelo matemadtico permite describir y resumir un conjunto de datos medidos y
sus relaciones. Por ejemplo, puede tratarse de una clase de funciones (ej.: polinomios)
cuyos coeficientes estdn ajustados a los datos. Modelos mas complejos son obtenidos al
considerar leyes fisicas que rigen el comportamiento de los datos. A veces, uno combina
los dos enfoques anteriores (modelos mecanisticos), de tal modo que la estructura del
modelo proviene de mecanismos o leyes fisicas que se piensa son importantes, mientras
que los detalles de estos mecanismos son descritos por pardmetros ajustados de manera
de reproducir los datos medidos. Estos modelos son generalmente mas confiables que
un simple ajuste de los datos para extrapolar los resultados a nuevas situaciones o
nuevas condiciones operatorias.

Se puede clasificar los modelos matematicos entre
* modelos deterministicos: el mismo input (entrada) genera el mismo output (salida);

* modelos probabilisticos: el output intenta reflejar la naturaleza aleatoria del proceso.
Un modelo deterministico se puede convertir en un modelo probabilistico al agregar
un error aleatorio al output. Ahora, para recurrir a un modelo probabilistico, es
necesario asegurarse de la “aleatoriedad” de las mediciones. Visualizar el valor de la
medicion en funcién de su orden (fecha en que se toma la medicidén) puede revelar
la presencia de problemas, como por ejemplo, tendencias sistematicas (valor de la
medicién que disminuye o que aumenta con el tiempo).

Asimismo, los modelos (incluso deterministicos) recurren a la estadistica, dado que
se basan en datos medidos y muy raramente reproducen exactamente estos datos debido
a errores de medicién. Por lo tanto, se necesita métodos para evaluar si el modelo es
apropiado, es decir, testearlo acorde a estdndares estadisticos.

La construccién de modelos es un proceso creativo que depende de la experiencia
del modelador, sus preferencias y sus intuiciones, asi como del objetivo para el cual se
construye el modelo.

2. Principios basicos de los métodos de minimos cuadrados

Se dispone de N datos medidos {y;, i = 1... N} (vistos como variables aleatorias,
puesto que existen errores de medicién) con desviaciones estandares {G;, i = 1... N}.
Estas desviaciones miden la precisién de los datos y pueden estimarse si se dispone de
réplicas en las mediciones. Se desea ajustar estos datos de modo de encontrar el “mejor”
estimador { y,, i = 1... N} de los valores reales.
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Supongamos también que se tiene L restricciones (por ejemplo, ecuaciones del
modelo predictivo que queremos construir):

Vie(Lo.L}, f,(Vys V30150, ) =0
con M parametros {a, k= 1... M} que se busca determinar junto con { y,,i=1... N}.

Una manera de ajustar los datos es minimizar la siguiente cantidad:

N &

F= 82 con €. :u
1 1 G

i=1 i

1
bajo las L restricciones anteriores.

La motivacién de este procedimiento es la siguiente: si uno supone que los errores
{e;, i =1... N} son variables aleatorias normales, se puede establecer que minimizar F'

equivale a maximizar la verosimilitud de los parametros {aj,... ay} y { j/l,...j/N }, 0 sea,

encontrar los pardmetros que maximizan la probabilidad de haber encontrado los
valores medidos {yi,... yn}.

Ahora, cada uno de los N términos en la suma de cuadrados que define F aporta un
grado de libertad, mientras que cada pardmetro libre (ya sea y, o aj) resta un grado de

libertad. Asimismo, cada ecuacién de restriccién agrega un grado de libertad, puesto
que elimina a un pardmetro libre. El nimero total de grados de libertad es:

N - (M+N) + L = L-M.
— — ——
datos pardmetros restricciones

Por lo tanto, cuando estd en su valor minimo (y suponiendo que la distribucién de
los errores es normal), /" es una variable del chi cuadrado con L — M grados de libertad.
Se puede utilizar este resultado para medir la calidad del ajuste, dado que las tablas de la
distribucién del chi cuadrado indican la probabilidad de superar un determinado valor
para F. A modo de ejemplo, si la probabilidad Q de superar el valor obtenido de F' es
muy pequefia, esto significa que el ajuste no es satisfactorio:

= el modelo es “malo” y puede ser rechazado;
= Jos valores de desviacién estandar {G;, i = 1... N} estdn subestimados;

= Jos errores {€, i = 1... N} no tienen una distribucién normal. Usualmente, el tener
errores no normales aumenta la occurrencia de valores extremos (outliers) que hacen
bajar la probabilidad Q, por lo que se puede aceptar valores bajos de O (0.001).

Para verificar que los errores de medicion {g;, i = 1... N} (residuos de la regresion)
tienen una distribucién normal, se puede aplicar un grafico de probabilidad normal con
estos residuos. Si se invalida la hipdtesis de normalidad, el ajuste de minimos cuadrados
sigue proporcionando un modelo para determinar la respuesta esperada (valor de y).
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Pero ya no se puede definir intervalos de confianza sobre los pardmetros del ajuste o
hacer pruebas (tests) de hipdtesis.

Ejemplo

Se busca ajustar un modelo con una sola restriccion:
Vie{l,..N},y,=a,

bajo el supuesto que las desviaciones estdndares {G;, i = 1... N} son todas iguales a G.
Se busca minimizar

o

i=1 Y

El minimo se obtiene al anular la derivada parcial de x2 con respecto al pardmetro a:

o’ Ly —a
_:_22 2”4
da &~ G?
o0 sea:
1 & _
a=— =7.
N;:l,y; Yy

Es decir, el mejor ajuste de los datos {y;, i = 1... N} por una constante corresponde a
la media aritmética de estos datos (de haber considerado desviaciones G; variables, se
hubiese encontrado una media ponderada de los datos). La calidad del ajuste se puede
evaluar al calcular la suma de residuos cuadraticos

N N
Xzzz(inJ/)

i=1

y comparar su valor con el valor critico para una variable del chi cuadrado con N — 1
grados de libertad.

3. Ajuste de un modelo lineal de una variable

3.1. Ajuste de una recta que pasa por el origen

Buscamos ahora un modelo de la siguiente forma:

Vie(l,..N},p, =bx,
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donde:
* se dispone de mediciones {y;, i=1... N} con desviaciones {G;, i=1... N}
* cada medicion y;estd asociada a un valor x; (supuesto sin error de medicion).

En este ejemplo, existen tantas restricciones como datos (L = N) y un solo pardmetro
(M = 1), por lo que el nimero de grados de libertad es N — 1. La minimizacién de los
residuos cuadraticos conduce a:

N
Zx,-y,
2

i=1 G,‘
2

N X
2

-1 O

i

b=

Como casos particulares, se tiene:

N N
* (O; =0 constante: b:in yz/lez

i=1 i=1
. o/ proporcional a x;: se obtiene una pendiente b igual al cuociente y/x

e o, proporcional a x;: 1a pendiente b es igual al promedio de las pendientes que se
obtendrian al considerar cada dato individualmente:

3.2. Modelo lineal de una variable

3.2.1. Desviaciones variables y conocidas

Consideremos la expresién general de un modelo lineal de una variable:
Vie{l,..N},y,=a+bx,

donde:
* se dispone de mediciones {y;, i=1... N} con desviaciones {G;, i=1... N}
* cada medicion y;estd asociada a un valor x; (supuesto sin error de medicion).

Existen el mismo nimero de restricciones que de datos (L = N) y dos pardmetros
(M = 2), por lo que el nimero de grados de libertad es N — 2. Se busca minimizar

2
yi_a_bxi\

(6}

i=1 i )

x2=)f[
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El minimo se obtiene al anular las derivadas parciales de x2 con respecto a ambos
pardmetros:

8)(2 i y.—a—bx.
A _HV LT 7
da ; o’

a_xz=_2i—xf(yf_a_bxf)=()
ob pr o’
La solucion es:
N
1
S=) —
_ S.v.v Sy _S.r S.vy ; 612
SS -8’ N N
xx X . y
con {85 =) — S =)y —
_S8S,-S.S, * ;’Gf y ;’Gf
- SSXX_SXZ S _ - sz _ixiyl
" i=1 0,-2 N i=1 0,2

Alternativamente, se puede escribir

Yo
Y 0,9 -5
b: i=1 01
9 ul 1 —\2
Z—z(xl—x)
i=l G,‘
a=y—bx

con

S Sx W1
xX= "=Z—’/Z— (media de x)

? i=l 61'2 i=1 612

S) N N 1
y=—=Y =L/Y — (media de
i Y Ve ?

Suponiendo que los y; son independientes y utilizando la férmula de propagacion de
errores y las expresiones de a y b en funcion de los y;, se obtiene:

S
ar{a}= = ar{b}=
vartal SS_—S° vartb} SS_—5°
S S
covia,b}=— X corr{a,b}=—=
(@b} ="y (ah)=——=

Estos resultados permiten determinar intervalos de confianza para los pardmetros
“reales” (ot y B) de la recta de regresion en torno a los valores obtenidos (a y b), o para
testear hipdtesis sobre sus valores (por ejemplo, determinar si la pendiente real B puede
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ser igual a 0). Para ello, se supondra que a y b tienen distribuciones normales, de medias
oy By varianzas dadas por las férmulas anteriores. Por ejemplo, se se consideran las
siguientes hipétesis nula y alternativa (test de significancia de la regresion):

H()ZB=0
H]ZB;/—'O

se examinard si el valor de (b—0)/4/var(b) es compatible con una normal N(0,1).

3.2.2. Desviaciones conocidas solo con un factor de proporcionalidad

Se supone que las desviaciones {G;, i = 1... N} s6lo se conocen con un factor de
proporcionalidad:

Vie{l,...N},0,=0r, con ¢ desconocido.

Por ejemplo, si y; es la media de #; mediciones y que todas las mediciones tienen la
misma precision, se puede plantear

r=1//n, .

La cantidad a minimizar se puede escribir como:

2
yi_a_bxi w

i J

N
F:Z[

i=1
por lo que se obtiene la solucién (a y b) de la misma forma que anteriormente, salvo que
se debe reemplazar o; por r;. Pero el valor de F no permite evaluar la calidad del ajuste
(F no tiene una distribucidn del chi cuadrado puesto que no es la suma de variables
N(0,1) al cuadrado; solamente F/c* tiene una distribucién del chi cuadrado, pero se
ignora el valor de ©).

Con el reemplazo de o; por r;, las féormulas previas permiten calcular las varianzas y
covarianzas relativas de a 'y b:

var{a} S, var{p} S
c’ SS, —S? c’ SS. —S?
COV{?’b} = 5, > corr{a,b} S
c SS..-S. A

Si N es grande, la distribucién de F/o” (chi cuadrado) es aproximadamente normal
de media igual al nimero de grados de libertad (N — 2). Luego, se puede estimar el valor
desconocido de ¢ al plantear
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6=,——.
N-=-2

Nuevamente, se puede determinar intervalos de confianza para los valores reales de
la recta de regresion en torno a los valores obtenidos (a, b), y testear hipdtesis sobre
estos valores reales. Para ello, basta con reemplazar ¢ porG, y utilizar la distribucién de
Student de N — 2 grados de libertad en lugar de la distribucién normal.

Por ejemplo, para testear la significancia de la regresion (Hp: B = 0), se examinara si
b0 es compatible con una variable de Student de N — 2 grados de libertad.

| var(b)

Un test equivalente consiste en calcular el coeficiente de correlacién empirico entre x e
Vv

el valor de

N

1 _ _
—(x,=x)(y;,—y)
SS,-S.S, Z} 2

R= _
J(SS, —S2)(SS,, —87) N
‘/[): 7 (x,=X) ;rz(y,- y)]

=1 1

Bajo la hipétesis nula (f = 0), la variable

N-2
Ty,=R|—=
= oNI-R

sigue una distribucion de Student con N — 2 grados de libertad. Por consiguiente, se
rechazard la hipétesis nula si 17yl es demasiado grande.

3.2.3. Desviaciones constantes

Cuando las desviaciones {c;, i = 1... N} son iguales, el método lleva el nombre de
minimos cuadrados ordinarios, es decir, no ponderados. Se tiene:

Vie(l,...N},0,=06 desconocido

0, equivalentemente, ; = 1. Para validar la hip6tesis que las desviaciones son iguales, se
puede graficar los residuos de regresién y,—p, en funcién de los valores estimados J,
se espera que la dispersion de los residuos sea aproximadamente constante.

El modelo de regresién permite prever los valores de y para un valor dado de x, al
plantear

y=a+bx

En este caso, se tiene:
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1 S(x-=x)°
ar{y}=0* l+—+— 21
vert) { s SSXX—Sf}

Esta varianza depende de x y es minima cuando x=Xx . Por lo tanto, el intervalo de
confianza sobre y (determinado al suponer que y tiene una distribucién normal de media

y y varianza dada por la férmula anterior) es méds amplio cuando x se aleja de x .

N = 30 observaciones N = 300 observaciones

Figura 1. Regiones con 95% de confianza sobre los valores de y

4. Ajuste de un modelo lineal de varias variables

Consideremos ahora un modelo lineal de M variables:

M
Vie{l,..N},p,=ax, +...+a,,X,, :Zaj X,
=

donde
* el indice i se refiere al nimero del dato (entre 1 y N)
* el indice; se refiere al nimero de la variable (entre 1 y M).

Si se toma x;; = 1 para todo i, se obtiene la regresion multilineal usual (la regresion
lineal examinada en la seccién anterior corresponde al caso cuando M es igual a 2). La
linealidad se refiere a los coeficientes a; y no se hace supuesto sobre los valores x;;
(podrian ser funciones no lineales de una misma variable, por ejemplo x; = x/). En este
ejemplo, existen tantas restricciones como datos (L = N) y M pardmetros, por lo que el
nimero de grados de libertad es N — M.
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4.1. Desviaciones variables y conocidas

Se supone que cada medicién y; tiene una desviacion estdndar G; conocida. Se busca
minimizar

2

i=1 ,

El minimo se encuentra al plantear
vje (..M} 2 ax 0,
0 sea:

Viell,..M}, Z Zak x,)x,=0

Para expresar la solucién, es conveniente usar notaciones vectoriales y matriciales.
Sea

. L. X..
e X una matriz de tamafio N x M cuyo término genérico es —-
c

i

* A un vector de tamafio M x 1 cuyo término genérico es a;

* Y un vector de tamafio N x 1 cuyo término genérico es Ry
Gi

El sistema de ecuaciones anteriores se escribe:

X'XA=X"Y

llamado sistema de ecuaciones normales del problema de minimos cuadrados. Por lo
anterior, la solucién estd dada por

=(X'X)"'X'Y

Existen varios métodos de resolucion de las ecuaciones normales:
* pivote de Gauss

e inversién matricial de X' X

» descomposicién de Choleski (LU) de la matriz X' X

Se demuestra que la matriz C = (X’ X)! es la matriz de varianza — covarianza de los
pardmetros {a;, j = 1... M}. Se puede utilizar este resultado para establecer intervalos o
regiones de confianza para estos parametros, o para testear hipdtesis sobre sus valores
reales (en particular, para testear si es factible considerar g; = 0).

60



Asimismo, el valor minimo de x2 puede ser utilizado para calcular la probabilidad
de que una variable del chi cuadrado sea mayor que este valor, lo que permite evaluar la
calidad del modelo.

4.2. Desviaciones conocidas solo con un factor de proporcionalidad

Supongamos que se conocen las desviaciones estindares solamente con un factor de
proporcionalidad:

Vie{l,...N},0,=0r, con ¢ desconocido.

Por ejemplo, si los y; tienen la misma desviacién desconocida, se planteard »; = 1.
En este caso, se resuelve las ecuaciones normales para minimizar

(EI formalismo es igual que en la seccion anterior, salvo que se reemplaza G; por ;). Se
puede estimar el factor de proporcionalidad por:

y obtener una estimacion de la matriz de varianza — covarianza de los parametros {aj, j
= 1... M} al plantear:

A

C=6*(X'X)"

. o . . Xy
donde X es una matriz de tamafio N X M cuyo término genérico es —-.

hi

4.3. Significancia del modelo

Se busca evaluar la utilidad de un modelo lineal de varias variables

M
Vie{l..N}.y,=Y a,x,+,

J=1

bajo el supuesto que los residuos €; son normales, independientes, de esperanza 0 y de
misma varianza. Las hipétesis nula (Hy) y alternativa (H;) son:

H()Z ar=ay=... =aM=O
H;: al menos un g; es distinto de cero
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La idea es realizar un analisis de varianza, dividiendo la suma total de residuos
cuadréticos (S) en una suma debida al modelo (regresién) (Sg) y una suma debida al
residuo o error (Sg). Mds precisamente, se define:

N N N
S=)Y =9’ S=)(5-)’ Sp=) (3=)’
i=1 i=l i=1
tal que S = Sr + Sg. El procedimiento consiste en definir una variable que sigue (bajo la

hipétesis nula) una distribucién de Fisher con M — 1y N — M grados de libertad:

o S (M=)
S (N -M)

y rechazar la hipétesis nula si el valor observado de F' es mayor que el valor critico para
el riesgo asumido.

Se define el coeficiente de determinacion multiple como
R? :ﬁ:l_i'
S S

Este coeficiente, comprendido entre 0 y 1, mide cudnto se explica la variable y al
utilizar el modelo de regresion con las variables x. Cuando M = 2 (regresion lineal de
una variable), el coeficiente de determinacién multiple no es otra cosa que el cuadrado
del coeficiente de correlacion entre x e y. Cuando se aumenta el nimero M de variables
x, el coeficiente de determinacién miltiple aumenta y se acerca a 1. Por lo tanto, s6lo
permite comparar modelos del mismo nivel, es decir, con el mismo nimero de variables
explicativas.

Se introduce también el coeficiente de determinacion multiple ajustado:

R Se/(N=M)
SIN -1

que introduce un castigo por el nimero de pardmetros a estimar (nivel de la regresion).
Este coeficiente ajustado no siempre aumenta al incluir variables explicativas; de hecho,
si variables innecesarias estdn consideradas, es muy probable que baje.

4.4. Test de un modelo lineal sujeto a condiciones
Supongamos que se ha ajustado un modelo inicial, con M variables explicativas:
y=a,x,+a,x,+..4a, x,

Se considera & condiciones lineales sobre los coeficientes, por ejemplo:
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* a; =0 (una condicion)
* a;=0y a, =1 (dos condiciones)
* a1+ ap =0 (una condicién).

El modelo inicial puede re-escribirse en un modelo transformado, el cual toma en
cuenta las condiciones lineales:

y=a,x,+..+a, x,
V=X, taX,t..tay, X,
y:

a, (x,—x,)+...+a,,x,,

El ndmero de coeficientes libres (M) disminuye del nimero %k de condiciones
lineales. Con el modelo inicial, los coeficientes cumplen las condiciones lineales s6lo de
manera aproximada. Se quiere testear si el modelo transformado es aceptable:

Hy: el modelo transformado es aceptable
H,: el modelo inicial es aceptable

Se supone que los residuos (errores) de la regresion son independientes y tienen una
distribucién normal. Sea N el nimero de observaciones disponibles y M el nimero de
variables explicativas. Sean Sp(Hp) y Sg(H)) las sumas de errores cuadraticos obtenidos
con el modelo transformado y con el modelo inicial, respectivamente. Se demuestra
que, bajo la hipétesis nula Hy, la cantidad

Sp(H,)—-S;(H))
- k
F= S, (H)
N-M

sigue una distribucién de Fisher con £y N — M grados de libertad. Por consiguiente, se
rechazard la hipdtesis Hj si la cantidad encontrada es demasiado grande para el nivel de
confianza deseado.

Este test permite determinar si es preferible usar un modelo completo (expandido) o
un modelo simplificado (reducido). Como otros casos particulares, sefialemos:

* el test de nulidad de los coeficientes de la regresion (a; = a; = ... = ay = 0) visto
anteriormente;

* el test de nulidad de la pendiente de una regresion lineal de una sola variable.

5. Ajuste de un modelo polinomial

Consideremos un modelo polinomial de la siguiente forma:

M

Vie{l,..N},p, =a,+ax,+..+a,x" :Za/x,"
Jj=0
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donde
* el indice i se refiere al nimero del dato (entre 1 y N)
* el indice; se refiere al grado del monomio (entre 0 y M).

En este ejemplo, el nimero de grados de libertad es N — M — 1. Los pardmetros ay,
ai,...ay son determinados al resolver el sistema de ecuaciones normales (se trata de un
caso particular de la regresién multilineal).

5.1. Grado del polinomio

La eleccién del grado M puede hacerse en base a la nube de correlacién entre x e y,
considerando también el nimero de datos disponibles (un grado muy alto puede llevar a
una curva de regresion que fluctda demasiado entre los puntos experimentales, por lo
que el modelo estd sobre-ajustado) (Figura 2).

Ajuste de una recta (M = 1) Ajuste de un polinomio de grado M = 6

)
%)

2 7 -2t

3 n L L n L , 3

Figura 2. Modelo lineal y modelo polinomial sobre-ajustado

3.2. Significancia del ajuste polinomial

Supongamos que se ha ajustado un modelo polinomial con un determinado grado M.
Se quiere saber si un modelo de grado inferior hubiese sido suficiente. Se suele proceder
de forma iterativa:
* Se testea la hipétesis de que el término de mayor grado no es necesario: ay = 0.
* Si se rechaza esta hipdtesis, entonces el modelo de grado M es necesario. Si no, se
continda el testeo, buscando si un modelo ain méas simple seria suficiente. El paso

siguiente es testear la hipétesis ay = ay. = 0.

* Si es preciso, continuar hasta testear ay = apr; = ... = a; = 0. Si se acepta esta tltima
hipdtesis, esto significa que la variable x no sirve para modelar la variable y.

Los resultados de estos tests pueden presentarse en una tabla de andlisis de varianza.
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Fuente de | Grados de Suma de Media de Razén
variacién libertad cuadrados | cuadrados
ay, 1 Sy — S MS,., MS,, ! MSg
Ay Appq 2 N MS,., MS, ., MSg
Ayp ... Ay M-1 S-Sk MS, MS, | MS
Ayp - Ay, Ay M So—Sg MS, MS,/ MS,
Error N-M-1 Sg MSy
Total N-1 Sy

Tabla 1. Tabla de andlisis de varianza (S, denota la suma de errores cuadréticos al
ajustar una regresion polinomial de grado p, y se plantea Sz = S

6. Ajuste de un modelo no lineal

En esta ultima seccién, abordamos brevemente el problema donde los pardmetros
{»,,i=1... N} son funciones no lineales de los {a, j = 1... M}:

Vie{l,..N},y,=f(a,,..ay;x,..x,,) = f(A;X))
Para minimizar la suma de cuadrados

. i[y - f(AX, W

i=1 ,‘ )

se requiere anular las derivadas parciales

2 [
c; , da,

Vje {L...M},gi=—i[y’ - f(A5X) \af(A;X,) -0

Jj i=l

Para resolver las ecuaciones anteriores (ecuaciones normales), se suele recurrir a
meétodos iterativos, como por ejemplo los métodos de Levenberg-Marquardt y Gauss-
Newton. A continuacion, se explica el principio de dichos métodos. Denotemos como
A¥ el estimador de A en la k-ésima iteracidn, y A™" el vector solucién de las ecuaciones
normales. Se tiene la siguiente aproximacion (linealizacion de f):

M of (A%;X,) 5a,

a/

FA™:X)= f(A"X, )+Z

k
con Sa —a’”’" —aj;.
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La suma de cuadrados se escribe entonces bajo la forma

M k.
v fanx)- Y e R,

XZ — Z J=1 Jj

=l G,

i

J

Se trata de un problema de minimos cuadrados, con un modelo lineal con respecto
a las incognitas {éa;, j = 1... M}. La solucion a este problema proporciona los valores
de estas incdgnitas, los cuales a su vez permiten actualizar los valores de los pardmetros

{agp,j=1... M}:
. k+1 _ _k
vje{l,..M},a;" =a;+0a,.

Después de numerosas iteraciones, se obtiene la solucion para los pardmetros {aj, j
=1... M}, o sea {¢/"", j = 1... M}. Se obtiene también una aproximacién de la matriz
de varianza — covarianza de estos pardmetros:

C=(X'X)"

: . iy 1 of (A™;X,
donde X es una matriz de tamafio N x M cuyo término genérico es L IATX) .

c, da,

1 J
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Anexo: Tablas estadisticas

TABLA 1 (NORMAL)

Distribucion normal
estandar N(0,1)

Densidad de probabilidad

Valores con probabilidad a de ser superados

Valor

o 0.25 0.2

0.15

0.1

0.05

0.025

0.01

0.005

0.0005

z 0.675 0.84

1.03

1.28

1.64

1.96

2.32

2.57

3.27
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TABLA 2 (STUDENT)

Distribucion de Student 7,
con n grados de libertad

Densidad de probabilidad

(04
t
Valor
Valores con probabilidad o de ser superados

o 0.25 0.2 0.15 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0005

1 1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 12.71 31.82 63.66 636.6
2 0.816 1.061 1.386 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.599
3 0.765 0.978 1.250 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.924
4 0.741 0.941 1.190 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610
5 0.727 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869
6 0.718 0.906 1.134 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959
7 0.711 0.896 1.119 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408

8 0.706 0.889 1.108 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041

9 0.703 0.883 1.100 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
10 0.700 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
11 0.697 0.876 1.088 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12 0.695 0.873 1.083 1.356 1.782 2179 2.681 3.055 4.318

13 0.694 0.870 1.079 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
15 0.691 0.866 1.074 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073
16 0.690 0.865 1.071 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 4.015
17 0.689 0.863 1.069 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.965
18 0.688 0.862 1.067 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.922
19 0.688 0.861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.883
20 0.687 0.860 1.064 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 0.686 0.859 1.063 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.819
22 0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792
23 0.685 0.858 1.060 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.768
24 0.685 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745
25 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
26 0.684 0.856 1.058 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707
27 0.684 0.855 1.057 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.690
28 0.683 0.855 1.056 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
29 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659
30 0.683 0.854 1.055 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.646

40 0.681 0.851 1.050 1.3083 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
60 0.679 0.848 1.045 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460
120 0.677 0.845 1.041 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373

© 0.674 0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291
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TABLA 3A (FISHER)

Densidad de probabilidad

Distribucion de Fisher F(n,n,) con n; y n, grados de libertad \
Valores con probabilidad o = 0.05 de ser superados —
Valor/
n m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 Y
1 161.45)|199.50 (215.71 [ 224.58 | 230.16 | 233.99 | 236.77 | 238.88 | 240.54 | 241.88 | 242.98 | 243.91 | 244.69 | 245.36 | 246.46 | 248.01 | 249.05 | 250.10 | 251.14 | 251.77 | 252.62 | 253.04 | 253.68 | 254.06 | 254.31
2 18.51 | 19.00 | 19.16 | 19.25 | 19.30 | 19.33 | 19.35 | 19.37 | 19.38 | 19.40 | 19.40 | 19.41 | 19.42 | 19.42 | 19.43 | 19.45 | 19.45 [ 19.46 | 19.47 | 19.48 | 19.48 | 19.49 | 19.49 | 19.49 19.50
3 10.13 | 9.55 | 9.28 | 9.12 | 9.01 8.94 | 889 | 885 | 8.81 8.79 | 8.76 | 8.74 | 8.73 | 8.71 8.69 | 866 | 8.64 | 862 | 859 | 858 | 856 | 855 | 854 | 853 8.53
4 7.71 694 | 659 | 639 | 6.26 | 6.16 | 6.09 | 6.04 | 6.00 | 596 | 594 | 591 589 | 587 | 584 | 580 | 577 | 575 | 572 | 570 | 568 | 5.66 | 5.65 | 5.64 5.63
5 6.61 579 | 5.41 519 | 5.05 | 495 | 488 | 482 | 477 | 474 | 470 | 468 | 466 | 464 | 460 | 456 | 453 [ 450 | 4.46 | 4.44 | 4.42 | 4.41 439 | 4.37 4.36
6 5.99 514 | 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.03 4.00 3.98 3.96 3.92 3.87 | 3.84 | 3.81 3.77 | 3.75 3.73 3.71 3.69 3.68 3.67
7 5.59 474 | 435 4.12 3.97 | 3.87 | 3.79 3.73 3.68 3.64 | 3.60 3.57 | 3.55 3.53 3.49 3.44 | 3.41 3.38 3.34 | 3.32 3.29 3.27 | 3.25 3.24 3.23
8 5.32 4.46 4.07 | 3.84 | 3.69 3.58 3.50 3.44 | 3.39 3.35 3.31 3.28 3.26 3.24 | 3.20 3.15 3.12 3.08 3.04 | 3.02 2.99 2.97 | 2.95 2.94 2.93
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 | 3.29 3.23 3.18 3.14 | 3.10 3.07 | 3.05 3.03 2.99 2.94 | 2.90 2.86 2.83 2.80 2.77 | 2.76 2.73 2.72 2.71
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 | 3.07 | 3.02 2.98 294 | 291 2.89 2.86 2.83 277 | 274 | 2.70 2.66 2.64 | 2.60 2.59 2.56 2.55 2.54
1" 4.84 | 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.82 2.79 2.76 2.74 | 2.70 2.65 2.61 257 | 253 2.51 247 | 2.46 2.43 2.42 2.40
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.1 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.72 2.69 2.66 2.64 | 2.60 254 | 2.51 247 | 243 2.40 237 | 2.35 2.32 2.31 2.30
13 4.67 | 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 277 | 2.71 2.67 | 2.63 2.60 2.58 2.55 2.51 2.46 2.42 2.38 234 | 2.31 2.28 2.26 2.23 2.22 2.21
14 4.60 3.74 | 3.34 | 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 257 | 258 2.51 2.48 244 | 2.39 2.35 2.31 227 | 224 | 2.21 2.19 2.16 2.14 2.13
16 4.49 3.63 3.24 | 3.01 2.85 2.74 | 2.66 2.59 254 | 249 2.46 2.42 2.40 2.37 | 2.33 2.28 224 | 219 2.15 212 2.09 2.07 | 2.04 | 2.02 2.01
20 4.35 3.49 3.10 287 | 2.7 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.31 2.28 2.25 2.22 2.18 212 2.08 2.04 1.99 1.97 1.93 1.91 1.88 1.86 1.84
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.22 2.18 2.15 2.13 2.09 2.03 1.98 1.94 1.89 1.86 1.82 1.80 1.77 1.75 1.73
30 417 | 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 227 | 2.21 2.16 2.13 2.09 2.06 2.04 1.99 1.93 1.89 1.84 1.79 1.76 1.72 1.70 1.66 1.64 1.62
40 4.08 3.23 2.84 | 2.61 2.45 234 | 225 2.18 212 2.08 2.04 | 2.00 1.97 1.95 1.90 1.84 1.79 1.74 1.69 1.66 1.61 1.59 1.55 1.53 1.51
50 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 | 2.08 1.99 1.95 1.92 1.89 1.85 1.78 1.74 1.69 1.63 1.60 1.55 1.52 1.48 1.46 1.44
75 3.97 | 3.12 2.73 2.49 234 | 2.22 2.13 2.06 2.01 1.96 1.92 1.88 1.85 1.83 1.78 1.71 1.66 1.61 1.55 1.52 1.47 1.44 1.39 1.36 1.34
100 3.94 | 3.09 2.70 2.46 2.31 2.19 2.10 2.03 1.97 1.93 1.89 1.85 1.82 1.79 1.75 1.68 1.63 1.57 1.52 1.48 1.42 1.39 1.34 1.31 1.28
200 3.89 3.04 | 2.65 2.42 2.26 214 | 2.06 1.98 1.93 1.88 1.84 1.80 1.77 1.74 1.69 1.62 1.57 1.52 1.46 1.41 1.35 1.32 1.26 1.22 1.19
500 3.86 3.01 2.62 2.39 2.23 212 2.03 1.96 1.90 1.85 1.81 1.77 1.74 1.71 1.66 1.59 1.54 1.48 1.42 1.38 1.31 1.28 1.21 1.16 1.1
© 3.75 2.97 | 259 2.36 2.21 2.09 2.01 1.94 1.88 1.83 1.79 1.75 1.72 1.69 1.64 1.57 1.52 1.46 1.39 1.35 1.28 1.24 1.17 1.11 1.00
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TABLA 3B (FISHER)

Densidad de probabilidad

Distribucion de Fisher F(n,n,) con n; y n, grados de libertad \
Valores con probabilidad o = 0.025 de ser superados —
Valor /
s m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 ©
1 647.791799.50 | 864.16 | 899.58 | 921.85|937.11 | 948.22 | 956.66 | 963.28 | 968.63 | 973.03 | 976.71 | 979.84 | 982.53 | 986.92|993.10 | 997.25|1001.4 | 1005.6 | 1008.1|1011.5|1013.2|1015.7|1017.2| 1018.3
2 38.51 | 39.00 | 39.17 | 39.25 | 39.30 | 39.33 | 39.36 | 39.37 | 39.39 | 39.40 | 39.41 | 39.41 | 39.42 | 39.43 | 39.44 | 39.45 | 39.46 | 39.46 | 39.47 | 39.48 | 39.48 | 39.49 | 39.49 | 39.50 39.50
3 17.44 | 16.04 | 15.44 | 15.10 | 14.88 | 14.73 | 14.62 | 14.54 | 14.47 | 14.42 | 14.37 | 14.34 | 14.30 | 14.28 | 14.23 [ 14.17 [ 1412 [ 14.08 | 14.04 [ 14.01 [ 13.97 | 13.96 | 13.93 | 13.91 13.90
4 1222 | 1065 | 9.98 | 960 | 9.36 | 9.20 | 9.07 | 898 | 890 | 884 | 879 | 875 | 8.71 8.68 | 8.63 | 856 | 8.51 8.46 | 8.41 8.38 | 834 | 832 | 829 | 827 8.26
5 10.01 | 843 | 776 | 739 | 715 | 698 | 6.85 | 6.76 | 6.68 | 6.62 | 6.57 | 6.52 | 6.49 | 6.46 | 6.40 | 6.33 | 6.28 | 6.23 | 6.18 | 6.14 | 6.10 | 6.08 | 6.05 | 6.03 6.02
6 8.81 726 | 660 [ 6.23 [ 599 | 582 [ 570 [ 560 | 552 | 546 | 5.41 537 | 533 | 530 | 524 | 517 | 512 | 5.07 | 5.01 498 | 494 | 492 | 488 | 4.86 4.85
7 8.07 654 | 589 | 552 | 529 | 5.12 499 | 490 | 482 | 476 | 4.71 467 | 463 | 460 | 454 | 447 | 441 436 | 4.31 428 | 4.28 4.21 418 | 4.16 4.14
8 7.57 6.06 | 542 | 5.05 | 482 | 4.65 453 | 443 | 436 | 430 | 424 | 420 | 416 | 413 | 4.08 | 4.00 395 | 3.89 | 3.84 | 3.81 3.76 3.74 | 3.70 | 3.68 3.67
9 7.21 5.71 5.08 | 472 | 448 | 432 | 420 | 410 | 4.03 | 3.96 | 3.91 3.87 | 3.83 | 3.80 | 3.74 | 3.67 | 3.61 3.56 | 3.51 3.47 | 343 | 340 | 3.37 | 3.35 3.33
10 6.94 | 546 | 483 | 447 | 424 | 407 | 395 | 385 | 3.78 | 3.72 | 3.66 | 3.62 | 3.58 [ 3.55 [ 3.50 [ 3.42 | 3.37 | 3.31 3.26 | 3.22 | 3.18 | 3.15 | 3.12 | 3.09 3.08
11 6.72 | 526 | 463 | 428 | 404 | 3.88 | 3.76 | 3.66 | 3.59 | 3.53 | 3.47 | 3.43 | 3.39 | 3.36 | 3.30 | 323 | 3.17 | 3.12 | 3.06 | 3.03 | 298 | 296 | 292 | 2.90 2.88
12 6.55 510 | 4.47 | 412 | 3.89 | 3.73 3.61 3.51 3.44 | 3.37 | 3.32 3.28 | 3.24 | 3.21 3.15 | 3.07 | 3.02 | 296 | 2.91 2.87 | 2.82 280 | 276 | 2.74 2.72
13 6.41 497 | 435 | 400 | 3.77 | 3.60 3.48 | 3.39 | 3.31 3.25 | 3.20 3.15 | 3.12 | 3.08 | 3.03 | 2.95 289 | 284 | 278 | 274 | 2.70 2.67 | 263 | 2.61 2.60
14 6.30 486 | 424 | 3.89 | 3.66 | 3.50 3.38 | 3.29 | 3.21 3.15 | 3.09 3.05 | 3.01 298 | 292 | 284 | 279 | 273 | 267 | 2.64 | 259 256 | 253 | 2.50 2.49
16 6.12 469 | 408 | 3.73 | 3,50 | 3.34 | 3.22 | 3.12 | 3.05 | 2.99 | 2.93 289 | 285 | 282 | 2.76 | 2.68 2.63 | 257 | 2.51 2.47 | 242 240 | 236 | 2.33 2.32
20 5.87 | 446 | 3.86 | 3.51 3.29 | 3.13 3.01 2.91 284 | 277 | 2.72 268 | 264 | 260 | 255 | 2.46 2.41 235 | 229 | 225 | 2.20 217 | 2143 | 210 2.09
24 5.72 432 | 3.72 | 3.38 | 3.15 | 2.99 2.87 | 278 | 2.70 | 2.64 | 2.59 254 | 250 | 247 | 2.41 2.33 227 | 2.21 215 | 2.11 2.05 2.02 1.98 1.95 1.94
30 557 | 418 | 359 | 325 | 3.03 | 287 | 275 | 265 | 257 | 2.51 2.46 2.41 237 | 234 | 228 | 2.20 214 | 2.07 | 2.01 1.97 1.91 1.88 1.84 1.81 1.79
40 5.42 4.05 | 346 | 3.13 | 290 | 2.74 | 2.62 | 253 | 245 | 2.39 | 2.33 229 | 225 | 2.21 215 | 2.07 | 2.01 1.94 1.88 1.83 1.77 1.74 1.69 1.66 1.64
50 534 | 397 | 339 | 3.05 | 283 | 267 | 255 | 246 | 238 | 232 | 2.26 222 | 218 | 2.14 | 2.08 1.99 1.93 1.87 1.80 1.75 1.69 1.66 1.60 1.57 1.55
75 5.23 3.88 | 3.30 | 296 | 274 | 258 246 | 237 | 229 | 222 | 217 | 212 | 2.08 | 2.05 1.99 1.90 1.83 1.76 1.69 1.65 1.58 1.54 1.48 1.44 1.42
100 5.18 3.83 | 325 | 292 | 270 | 254 | 242 | 232 | 224 | 218 | 2.12 2.08 | 2.04 | 2.00 1.94 1.85 1.78 1.71 1.64 1.59 1.52 1.48 1.42 1.38 1.35
200 5.10 3.76 | 3.18 | 285 | 263 | 247 | 235 | 226 | 2.18 | 2.11 2.06 2.01 1.97 1.93 1.87 1.78 1.71 1.64 1.56 1.51 1.44 1.39 1.32 1.27 1.23
500 5.05 3.72 | 3.14 | 2.81 259 | 243 2.31 222 | 214 | 2.07 | 2.02 1.97 1.93 1.89 1.83 1.74 1.67 1.60 1.52 1.46 1.38 1.34 1.25 1.19 1.14
o 4.93 3.67 | 3.11 2.78 | 256 | 2.41 229 | 219 | 2.11 2.05 1.99 1.94 1.90 1.87 1.80 1.71 1.64 1.57 1.48 1.43 1.34 1.30 1.21 1.13 1.00
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TABLA 3C (FISHER)

Densidad de probabilidad

Distribucion de Fisher F(n,n,) con n; y n, grados de libertad \
Valores con probabilidad o = 0.01 de ser superados =
Valor /
o m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 @
1 4052.214999.5|5403.4 | 5624.6 | 5763.7 | 5859.0 | 5928.4 | 5981.1 | 6022.5 | 6055.9 | 6083.3 | 6106.3 | 6125.9 | 6142.7 | 6170.1 | 6208.7 | 6234.6 | 6260.7 | 6286.8 [ 6302.5 [ 6323.6 [ 6334.1 [ 6350.0 [ 6359.5 6365.9
2 98.50 [ 99.00 [ 99.17 [ 99.25 [ 99.30 | 99.33 [ 99.36 | 99.37 [ 99.39 [ 99.40 [ 99.41 [ 99.42 | 99.42 | 99.43 | 99.44 | 99.45 | 99.46 | 99.47 [ 99.47 | 99.48 | 99.49 | 99.49 | 99.49 | 99.50 99.50
3 34.12 | 30.82 | 29.46 | 28.71 | 28.24 | 27.91 | 27.67 | 27.49 | 27.35 | 27.23 | 27.13 | 27.05 | 26.98 | 26.92 | 26.83 | 26.69 | 26.60 | 26.50 | 26.41 | 26.35 | 26.28 | 26.24 | 26.18 | 26.15 26.13
4 21.20 [ 18.00 | 16.69 | 15.98 [ 15.52 [ 15.21 [ 14.98 | 14.80 | 14.66 | 14.55 | 14.45 [ 14.37 | 14.31 [ 1425 [ 14,15 [ 14.02 [ 13.93 | 13.84 [ 13.75 [ 13.69 | 13.61 | 13.58 [ 13.52 | 13.49 13.46
5 16.26 | 13.27 | 12.06 | 11.39 | 10.97 | 10.67 | 10.46 | 10.29 | 10.16 | 10.05 | 9.96 9.89 9.82 9.77 9.68 9.55 9.47 9.38 9.29 9.24 9.17 9.13 9.08 9.04 9.02
6 13.75 | 10.92 | 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.79 7.72 7.66 7.60 7.52 7.40 7.31 7.23 7.14 7.09 7.02 6.99 6.93 6.90 6.88
7 1225 | 955 | 845 | 785 | 746 | 719 | 6.99 | 6.84 | 6.72 | 6.62 | 6.54 | 6.47 | 6.41 6.36 | 6.28 [ 6.16 | 6.07 | 599 | 5.91 586 | 579 | 575 | 5.70 | 5.67 5.65
8 1126 | 8.65 | 7.59 | 7.01 6.63 | 6.37 [ 6.18 [ 6.03 | 5.91 5.81 5.73 | 5.67 | 5.61 556 | 548 | 536 | 528 | 520 | 512 | 5.07 | 5.00 | 4.96 | 4.91 4.88 4.86
9 10.56 | 8.02 | 6.99 | 6.42 | 6.06 | 5.80 | 5.61 547 | 535 | 526 | 5.18 | 5.11 5.05 | 5.01 4.92 | 4.81 473 | 465 | 457 | 452 | 445 | 4.41 436 | 4.33 4.31
10 10.04 | 756 | 6.55 | 599 | 5.64 | 539 | 520 | 5.06 | 4.94 | 485 | 4.77 | 4.71 465 | 460 | 452 | 4.41 433 | 425 | 417 | 412 | 4.05 | 4.01 3.96 | 3.93 3.91
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 4.54 4.46 4.40 4.34 4.29 4.21 4.10 4.02 3.94 3.86 3.81 3.74 3.71 3.66 3.62 3.60
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 4.30 4.22 4.16 4.10 4.05 3.97 3.86 3.78 3.70 3.62 3.57 3.50 3.47 3.41 3.38 3.36
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 4.10 4.02 3.96 3.91 3.86 3.78 3.66 3.59 3.51 3.43 3.38 3.31 3.27 3.22 3.19 3.17
14 8.86 | 6.51 556 | 5.04 | 469 | 446 | 428 | 414 | 403 | 3.94 | 3.86 | 3.80 | 3.75 | 3.70 | 3.62 | 3.51 343 | 335 | 3.27 | 3.22 | 3.15 | 3.11 3.06 | 3.03 3.00
16 853 | 623 | 529 | 477 | 444 | 420 | 403 | 389 | 3.78 | 3.69 | 362 | 355 | 350 | 345 | 3.37 | 3.26 | 3.18 | 3.10 [ 3.02 [ 297 | 290 | 2.86 | 2.81 2.78 2.75
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 3.37 3.29 3.23 3.18 3.13 3.05 2.94 2.86 2.78 2.69 2.64 2.57 2.54 2.48 2.44 2.42
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 3.17 3.09 3.03 2.98 2.93 2.85 2.74 2.66 2.58 2.49 2.44 2.37 2.33 2.27 2.24 2.21
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 2.98 2.91 2.84 2.79 2.74 2.66 2.55 2.47 2.39 2.30 2.25 217 2.13 2.07 2.03 2.01
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 2.80 2.73 2.66 2.61 2.56 2.48 2.37 2.29 2.20 2.1 2.06 1.98 1.94 1.87 1.83 1.80
50 717 5.06 4.20 3.72 3.41 3.19 3.02 2.89 2.78 2.70 2.63 2.56 2.51 2.46 2.38 2.27 2.18 2.10 2.01 1.95 1.87 1.82 1.76 1.71 1.68
75 6.99 4.90 4.05 3.58 3.27 3.05 2.89 2.76 2.65 2.57 2.49 2.43 2.38 2.33 2.25 2.13 2.05 1.96 1.87 1.81 1.72 1.67 1.60 1.55 1.52
100 6.90 4.82 3.98 3.51 3.21 2.99 2.82 2.69 2.59 2.50 2.43 2.37 2.31 2.27 2.19 2.07 1.98 1.89 1.80 1.74 1.65 1.60 1.52 1.47 1.43
200 6.76 4.71 3.88 3.41 3.11 2.89 2.73 2.60 2.50 2.41 2.34 2.27 2.22 217 2.09 1.97 1.89 1.79 1.69 1.63 1.53 1.48 1.39 1.33 1.28
500 6.69 4.65 3.82 3.36 3.05 2.84 2.68 2.55 2.44 2.36 2.28 2.22 217 212 2.04 1.92 1.83 1.74 1.63 1.57 1.47 1.41 1.31 1.23 1.16
2 6.58 4.61 3.79 3.33 3.02 2.81 2.64 2.52 2.41 2.32 2.25 2.19 2.13 2.08 2.00 1.88 1.79 1.70 1.59 1.52 1.42 1.36 1.25 1.15 1.00
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TABLA 3D (FISHER)

Distribucion de Fisher F(n,n,) con n; y n, grados de libertad
Valores con probabilidad o = 0.005 de ser superados

Densidad de probabilidad

S
Valor
n ™ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 @
1 16210 | 19999 | 21614 | 22499 | 23056 | 23437 | 23715 | 23925 | 24091 | 24224 | 24334 | 24426 | 24504 | 24572 | 24681 | 24836 | 24940 | 25044 | 25148 | 25211 | 25295 | 25337 | 25401 | 25439 | 25464
2 198.50199.00(199.17[199.25|199.30|199.33|199.36 | 199.37 | 199.39 | 199.40 | 199.41 | 199.42|199.42 | 199.43 | 199.44 | 199.45| 199.46 | 199.47 | 199.47 | 199.48 (199.49( 199.49 | 199.49 | 199.50 | 199.50
3 55.55  49.80 | 47.47 | 46.19 | 45.39 | 44.84 | 44.43 | 44.13 | 43.88 | 43.69 | 43.52 | 43.39 | 43.27 | 43.17 | 43.01 | 42.78 | 42.62 | 42.47 | 42.31 | 42.21 | 42.09 | 42.02 | 41.93 | 41.87 41.83
4 31.33 | 26.28 | 24.26 | 23.15 | 22.46 | 21.97 | 21.62 | 21.35 | 21.14 | 20.97 | 20.82 | 20.70 | 20.60 | 20.51 | 20.37 | 20.17 | 20.03 | 19.89 [ 19.75 [ 19.67 | 19.55 | 19.50 [ 19.41 | 19.36 19.32
5 22.78 | 18.31 [ 16.53 | 15.56 | 14.94 | 14.51 | 14.20 [ 13.96 | 13.77 | 13.62 | 13.49 | 13.38 | 13.29 | 13.21 [ 13.09 | 12.90 | 12.78 | 12.66 | 12.53 | 12.45 | 12.35 | 12.30 | 12.22 | 12.17 12.14
[ 18.63 | 14.54 | 12.92 | 12.03 | 11.46 | 11.07 | 10.79 | 10.57 | 10.39 | 10.25 | 10.13 [ 10.03 | 9.95 | 9.88 | 9.76 [ 9.59 | 9.47 | 9.36 | 9.24 [ 9.17 | 9.07 | 9.03 [ 895 | 8.91 8.88
7 16.24 | 12.40 | 10.88 | 10.05 | 9.52 | 9.16 | 8.89 | 8.68 | 8.51 838 | 827 | 8.18 | 8.10 | 8.03 | 7.91 775 | 764 | 753 | 742 | 735 | 726 | 7.22 | 7.15 | 7.10 7.08
8 1469 | 11.04 | 9.60 | 8.81 830 | 795 | 769 | 750 | 7.34 | 7.21 710 | 7.01 694 | 6.87 | 6.76 | 6.61 6.50 | 640 | 6.29 | 6.22 | 6.13 | 6.09 | 6.02 | 598 5.95
9 13.61 | 1011 | 872 | 796 | 747 | 713 | 6.88 | 6.69 | 6.54 | 6.42 | 6.31 6.23 | 6.15 | 6.09 | 598 | 583 | 573 | 562 | 552 | 545 | 537 | 532 | 526 | 5.21 5.19
10 12.83 | 9.43 | 808 | 734 | 6.87 | 654 | 6.30 | 6.12 | 597 | 585 | 575 | 566 | 559 | 553 | 542 | 527 | 517 | 5.07 | 497 | 490 | 482 | 477 | 471 4.67 4.64
1" 12.23 | 8.91 760 | 688 | 6.42 | 6.10 | 586 | 568 | 554 | 542 | 532 | 524 | 516 | 510 | 5.00 | 486 | 476 | 465 | 455 | 449 | 440 | 436 | 429 | 425 4.23
12 11.75 | 8.51 723 | 6.52 | 6.07 | 576 | 552 | 535 | 520 | 5.09 | 4.99 | 4.91 484 | 477 | 467 | 453 | 443 | 433 | 423 | 417 | 4.08 | 4.04 | 3.97 | 3.93 3.90
13 1137 | 819 | 6.93 | 6.23 | 579 | 548 | 525 | 5.08 | 494 | 482 | 472 | 464 | 457 | 451 4.41 4.27 | 417 | 4.07 | 3.97 | 3.91 3.82 | 3.78 | 3.71 3.67 3.65
14 11.06 | 792 | 6.68 | 6.00 | 556 | 526 | 5.03 | 4.86 | 4.72 | 460 | 4.51 443 | 436 | 430 | 420 | 406 | 396 | 3.86 | 3.76 | 3.70 | 3.61 3.57 | 3.50 | 3.46 3.44
16 10.58 | 7.51 6.30 | 5.64 | 5.21 4.91 469 | 452 | 438 | 427 | 418 | 410 | 403 | 397 | 3.87 | 3.73 | 3.64 | 3.54 | 3.44 | 337 | 3.29 | 325 | 3.18 | 3.14 3.1
20 994 | 699 | 582 | 517 | 476 | 447 | 426 | 409 | 396 | 3.85 | 3.76 | 3.68 | 3.61 355 | 346 | 3.32 | 322 | 3.12 | 3.02 | 296 | 287 | 283 | 2.76 | 2.72 2.69
24 955 | 666 | 552 | 489 | 449 [ 420 | 399 | 3.83 | 369 | 359 | 350 | 3.42 | 335 | 330 | 320 | 3.06 | 297 | 2.87 | 2.77 | 270 | 2.61 257 | 250 | 2.46 2.43
30 918 | 635 | 524 | 462 | 423 | 395 | 3.74 | 358 | 3.45 | 334 | 325 [ 3.18 | 3.11 3.06 | 296 | 282 | 273 | 263 | 252 | 246 | 237 | 232 | 225 | 2.21 2.18
40 8.83 | 6.07 | 498 | 437 | 3.99 | 3.71 3.51 335 | 322 | 312 | 3.03 | 295 | 289 | 283 | 2.74 | 260 [ 250 | 240 [ 2.30 | 223 | 2.14 | 2.09 | 2.01 1.96 1.93
50 8.63 | 590 | 483 | 423 | 385 | 358 | 3.38 | 3.22 | 3.09 | 299 | 290 | 282 | 276 | 2.70 | 2.61 247 | 237 | 227 | 216 | 2.10 | 2.00 | 1.95 | 1.87 | 1.82 1.79
75 837 | 569 | 463 | 4.05 | 3.67 | 3.41 3.21 3.05 | 293 | 282 | 274 | 266 | 260 | 254 | 245 [ 2.31 2.21 210 | 199 | 192 | 182 | 1.77 | 1.68 | 1.63 1.59
100 824 | 559 | 454 | 396 | 359 | 3.33 | 3.13 | 297 | 285 | 2.74 | 266 | 258 | 252 [ 246 [ 237 | 223 | 213 [ 2.02 | 1.91 184 | 1.74 | 168 | 159 | 1.53 1.49
200 8.06 | 544 | 4.41 3.84 | 3.47 | 3.21 3.01 286 | 273 | 263 | 254 | 247 | 240 | 235 | 225 | 2.11 2.01 1.91 1.79 | 1.71 160 | 1.54 | 1.44 | 1.37 1.31
500 795 | 535 | 433 | 3.76 | 340 | 3.14 | 294 | 279 | 266 | 256 | 248 | 240 | 234 | 228 | 219 [ 2.04 [ 194 | 184 | 1.72 | 164 | 152 | 1.46 [ 1.35 [ 1.26 1.18
© 7.90 | 534 | 4.31 3.74 | 3.37 | 3.10 | 2.91 275 | 263 | 253 | 244 | 236 | 230 | 224 | 215 [ 200 [ 190 | 1.79 | 167 | 1.59 | 147 | 140 | 1.28 | 1.17 1.00
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TABLA 4 (CHI CUADRADOQO)

Distribucion del chi cuadrado ;(,,2
con n grados de libertad

Densidad de probabilidad

XZ
Valor
Valores con probabilidad o de ser superados

SO 0z 0.2 0.15 0.1 005 | 0025 | 001 0.005 | 0.0005
1 1.32 1.64 2.07 2.71 3.84 5.02 6.64 7.88 12.12
2 2.77 3.22 3.79 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60 15.20
3 411 4.64 5.32 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84 17.73
4 5.39 5.99 6.74 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86 20.00
5 6.63 7.29 8.12 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75 22.11
6 7.84 8.56 9.45 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55 24.10
7 9.04 9.80 10.75 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28 26.02
8 10.22 11.03 12.03 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95 27.87
9 11.39 12.24 13.29 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 29.67
10 12.55 13.44 14.53 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19 31.42
11 13.70 14.63 15.77 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76 33.14
12 14.85 15.91 16.99 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30 34.82
13 15.98 16.98 18.20 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82 36.48
14 17.12 18.15 19.41 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 38.11
16 18.25 19.31 20.60 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80 39.72
16 19.37 20.47 21.79 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 41.31
17 20.49 21.61 22.98 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72 42.88
18 21.60 22.76 24.16 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16 44.43
19 22.72 23.90 25.33 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58 45.97
20 23.83 25.04 26.50 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00 47.50
21 24.93 26.17 27.66 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40 49.01
22 26.04 27.30 28.82 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80 50.51
23 27.14 28.43 29.98 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 52.00
24 28.24 29.55 31.13 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56 53.48
25 29.34 30.68 32.28 34.39 37.65 40.65 44.31 46.93 54.95
26 30.43 31.79 33.43 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29 56.41
27 31.53 32.91 34.57 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 57.86
28 32.62 34.03 35.71 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99 59.30
29 33.71 35.14 36.85 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34 60.73
30 34.80 36.25 37.99 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67 62.16
40 45.62 47.27 49.24 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77 76.09
50 56.33 58.16 60.35 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49 89.56
60 66.98 68.97 71.34 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95 102.69
70 77.58 79.71 82.26 85.53 90.53 95.02 100.4 104.2 115.6
80 88.13 90.41 93.11 96.58 101.9 106.6 112.3 116.3 128.3
920 98.65 101.1 103.9 107.6 113.2 118.1 1241 128.3 140.8
100 109.1 111.7 114.7 118.5 124.3 129.6 135.8 140.2 153.2
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