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2EMHWLYRV�\�DOFDQFHV�
 
 
 
 
Este curso busca entregar conocimientos teóricos y prácticos para estudiar, modelar 

e interpretar datos procedentes de muestreo o de experimentos o pruebas industriales. Se 
dirige a ingenieros de minas, metalurgistas y geólogos cuya labor requiere del diseño de 
experimentos, análisis de datos, prueba de hipótesis o modelamiento de relación causa-
efecto entre variables. 

 
El apunte se divide en los siguientes capítulos. 
 

���3DUWH����$QiOLVLV�GH�GDWRV�
 
/HFFLyQ��: fundamentos de estadística matemática 
/HFFLyQ��: errores en datos 
/HFFLyQ��: estadística comparativa 
 

���3DUWH����'LVHxR�GH�SUXHEDV�LQGXVWULDOHV�
�

/HFFLyQ��: análisis de varianza 
/HFFLyQ��: diseño de experimentos 
 

���3DUWH����$MXVWH�HVWDGtVWLFR�\�PRGHODPLHQWR�GH�GDWRV�
 
/HFFLyQ��: métodos de mínimos cuadrados 
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&DStWXOR����)XQGDPHQWRV�GH��
HVWDGtVWLFD�PDWHPiWLFD�

 
 
 
 
 

La estadística se puede definir como un conjunto de procedimientos, herramientas y 
técnicas utilizadas para recolectar, presentar y analizar datos, sobre los cuales basar 
decisiones en una situación de incertidumbre o frente a información incompleta, cuando 
no se puede conocer la realidad en forma exhaustiva. El modelamiento estadístico 
permite organizar nuestras elecciones y decisiones, para que éstas sean coherentes con 
lo que se conoce del fenómeno estudiado, aunque no permite legitimar las elecciones de 
manera absoluta (siempre existe la posibilidad de tomar decisiones erróneas). 

 
Ejemplos de aplicación incluyen: 

 
• control de calidad: estimar el promedio de vida y la dispersión de vida de un equipo; 
 
• comparar las características de los equipos de distintos abastecedores; 
 
• control de estándares de calidad en la toma, preparación y análisis de muestras; 
 
• análisis de las características del mineral procesado (densidad, granulometría, ley, 

etc.); 
 
• diseño de experimentos e interpretación de sus resultados. 
 

���&RQFHSWRV�EiVLFRV�GH�HVWDGtVWLFD�
 

�����3REODFLyQ�\�PXHVWUD�
 
 A continuación, definiremos nociones básicas para el modelamiento estadístico. 
 

La SREODFLyQ es el conjunto, ya sea finito o infinito, de elementos o LQGLYLGXRV que 
interesa considerar y podrían ser accesibles en el estudio. En general no se conoce la 
población entera (a menos de hacer un censo completo, en caso de que la población sea 
finita y que las pruebas a realizar no sean destructivas). El PXHVWUHR consiste en 
observar una fracción de la población, con la finalidad de hacer inferencias sobre dicha 
población. El error cometido al sacar conclusiones sobre cierta realidad (la población) a 
partir de la observación de sólo una parte de ella (la muestra), se conoce como el HUURU�
GH� PXHVWUHR. Claramente, la manera con la cual se obtiene la muestra a partir de la 
población determina la calidad y la precisión de la información aportada por la muestra. 
Para que la inducción sea válida, la muestra debe ser UHSUHVHQWDWLYD de la población.  
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Los métodos de muestreo�SUREDELOtVWLFRV son aquellos que se basan en el principio 
de HTXLSUREDELOLGDG, es decir, aquellos en los que todos los individuos de la población 
tienen la misma probabilidad de ser elegidos para formar parte de la muestra. Sólo estos 
métodos aseguran la representatividad de la muestra extraída y son, por lo tanto, los más 
recomendables.  

 
Dentro de los métodos de muestreo probabilísticos encontramos:  

 
•  El PXHVWUHR�DOHDWRULR�VLPSOH. Consiste en numerar cada individuo de la población 

y, a través de un mecanismo de sorteo (bolas dentro de una bolsa, tablas de números 
aleatorios, números aleatorios generados con una calculadora o con un computador), 
elegir tantos individuos como sea necesario para completar el tamaño de muestra 
requerido. 

 
•  El PXHVWUHR�DOHDWRULR�HVWUDWLILFDGR. Consiste en definir categorías diferentes entre 

sí (HVWUDWRV) que sean homogéneas con respecto a alguna característica. Los estratos 
funcionan en forma independiente, pudiendo aplicarse dentro de ellos un muestreo 
aleatorio simple para elegir los individuos que formarán parte de la muestra. Este 
tipo de muestreo busca asegurarse de que todos los estratos estén adecuadamente 
representados en la muestra.  

 
•  El PXHVWUHR�VLVWHPiWLFR. Sea N el resultado de dividir el tamaño de la población por 

el tamaño de la muestra deseada. Se numera todos los elementos de la población y 
se elige un número (L) al azar entre 1 y N. Los individuos que integran la muestra son 
los que ocupan los lugares L, L+N, L+2N,... L+(Q-1)N, es decir se toman los individuos 
de N en N. Este tipo de muestreo es riesgoso cuando existen periodicidades en la 
población: al elegir a los individuos de la muestra con una periodicidad constante 
(N), se puede introducir una homogeneidad que no existe en la población. 

 
Se llama SDUiPHWURV a las características de la población que se desea investigar y 

que suelen ser desconocidas a priori. Se habla de YDULDEOHV cuando las características de 
la población son numéricas, es decir, se pueden medir (ya sea en una escala continua o 
una escala discreta), y de DWULEXWRV cuando estas características no son susceptibles de 
medirse numéricamente, sino que sólo presentan modalidades o categorías. A menudo, 
es posible codificar un atributo en una variable numérica discreta, ya sea categórica o 
binaria (presencia / ausencia de una característica). 
 

�����'LVWULEXFLyQ�GH�IUHFXHQFLD�
 

La GLVWULEXFLyQ� GH� IUHFXHQFLD fracciona los datos en grupos o clases e indica el 
número de observaciones en cada clase (Tabla 1), o el número de observaciones en cada 
clase dividido por el número total de observaciones. Un KLVWRJUDPD es un gráfico de 
barras que representa una distribución de frecuencia: las clases se miden en el eje de 
abscisa, mientras que el número de observaciones o las frecuencias se miden en el eje de 
ordenada (Figura 1). 
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0 0 1.6 77
0.1 0 1.7 64
0.2 15 1.8 45
0.3 75 1.9 42
0.4 132 2 48
0.5 178 2.1 34
0.6 152 2.2 19
0.7 187 2.3 14
0.8 192 2.4 13
0.9 185 2.5 9
1 177 2.6 10

1.1 174 2.7 10
1.2 144 2.8 3
1.3 132 2.9 2
1.4 119 3 4
1.5 95 y mayor... 25
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7DEOD��. Tabla de frecuencia para datos de ley de cobre 
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 )LJXUD��. Histograma asociado a la tabla 1 de frecuencia. 
 

La GLVWULEXFLyQ�GH�IUHFXHQFLD�DFXPXODGD muestra, para cada clase, el número total 
de observaciones en todas las clases inferiores así como en la clase en cuestión, dividido 
eventualmente por el número total de observaciones (Tabla 2). La representación gráfica 
de dicha distribución�se hace mediante un KLVWRJUDPD�DFXPXODGR (Figura 2). 

 
&ODVH�GH�WDPDxR 0DOOD�VXSHULRU 0DOOD�LQIHULRU 3URSRUFLyQ�HQ�FODVH 3URSRUFLyQ�DFXPXODGD

GH�SDUWtFXOD �FP� �FP�
L0 ---- 5.000 0.0204 0.0204
L1 5.000 3.800 0.0597 0.0801
L2 3.800 3.200 0.0597 0.1398
L3 3.200 2.500 0.0759 0.2157
L4 2.500 1.900 0.1383 0.3540
L5 1.900 1.300 0.1622 0.5162
L6 1.300 1.000 0.0813 0.5975
L7 1.000 0.600 0.0962 0.6937
L8 0.600 0.055 0.2412 0.9349
L9 0.055 0.000 0.0651 1.0000  

 
7DEOD��. Tabla de frecuencia acumulada para datos de granulometría 
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)LJXUD��. Histograma acumulado asociado a la tabla 2 de frecuencia acumulada. 
 

���&RQFHSWRV�EiVLFRV�GH�SUREDELOLGDGHV�
 

�����(VSDFLR�PXHVWUDO�
 
 Una experiencia aleatoria se modela a partir de un espacio muestral definido por 
tres elementos: 
 
• el conjunto de los resultados posibles o XQLYHUVR. 
 
• el conjunto de proposiciones (HYHQWRV) que se puede enunciar sobre los elementos 

del universo. 
 
• una probabilidad (es decir, una medida positiva de peso total 1) definida sobre los 

eventos. 
 

Así, se sustituye la experiencia aleatoria real por la colección de todos sus resultados 
posibles y de las probabilidades de realización de los eventos asociados. Por ejemplo, 
para el lanzamiento de un dado no cargado, el universo es Ω = {1,2,3,4,5,6}, los eventos 
son el conjunto de las partes de Ω (subconjuntos de Ω), mientras que la probabilidad 
atribuye a cada elemento de Ω un peso igual a 1/6. 

 

�����9DULDEOHV�DOHDWRULDV�\�GLVWULEXFLRQHV�GH�SUREDELOLGDG�
 
Una YDULDEOH�DOHDWRULD ; es una magnitud que, a todo elemento del universo, asocia 

un valor numérico o UHDOL]DFLyQ en 5 (variable aleatoria continua) o 1 (variable discreta 
entera). Una variable aleatoria ; se caracteriza por una distribución de probabilidad, la 
cual se representa por medio de 
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• Una IXQFLyQ�GH�GLVWULEXFLyQ, definida por: 
 

∀ [ ∈ 5, 3([) = Prob(; < [). 
 

3 es una función no decreciente que toma valores en el intervalo [0,1]. Se tiene: 
3(−∞) = 0 y 3(+∞) = 1. 

 
• Una GHQVLGDG�GH�SUREDELOLGDG (si la variable es continua): se trata de una función 

S positiva tal que 
 

∀ [ ∈ 5, ∫ ∞−
=

U
GWWS[3 )()( . 

 
• Una PDVD�GH�SUREDELOLGDG (si la variable es discreta, por ejemplo, entera), definida 

por 
 

∀ Q ∈ 1, S(Q) = Prob(; = Q). 
 

Al sortear numerosos valores independientes de ;, la distribución de frecuencia de 
los valores sorteados (realizaciones) tiende a la distribución de probabilidad, acorde a la 
OH\�GH�ORV�JUDQGHV�Q~PHURV. 
 

�����0RPHQWRV�GH�XQD�YDULDEOH�DOHDWRULD�
 

Se suele considerar parámetros sintéticos (PRPHQWRV) para describir la distribución 
de probabilidad. Entre ellos, los más importantes son: 
 
• la HVSHUDQ]D o YDORU�HVSHUDGR, que representa el valor medio en torno al cual los 

valores de ; se distribuyen según su distribución de probabilidad. Para una variable 
continua, se define por 

 

∫==µ V G[[S[;( )()( . 

 
En cambio, para una variable discreta (entera), la esperanza es: 
 

∑
∈

==µ WX QSQ;( )()( . 

 
• la YDULDQ]D, que mide la dispersión en torno al valor esperado: 
 

0)(})({)var( 2222 ≥µ−=µ−==σ ;(;(; . 
 

La raíz cuadrada de la varianza es la GHVYLDFLyQ�HVWiQGDU, denotada σ, y expresada 
en la misma unidad que la variable ;. 
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�����(VWLPDGRUHV�GH�ORV�PRPHQWRV�
 

Dado un conjunto de Q observaciones independientes de ;, o sea {;1,... ; Y }, se 
puede estimar el valor esperado y la varianza por  
 

• la PHGLD H[SHULPHQWDO, definida por ∑
=

=
Z
[ [;Q;

1

1
 

 

• la YDULDQ]D H[SHULPHQWDO, definida por ∑
=

−
−

=
\
] ] ;;Q6

1

22 )(
1

1
. 

 
Si se restituye a ;1,... ; Y  su carácter aleatorio, se ve que la media experimental y la 

varianza experimental son variables aleatorias. Se tiene los siguientes resultados: 
 
• µ=)(;( : la media experimental estima la esperanza sin sesgo (error sistemático). 
 

• Q;
2

)var(
σ= : la media tiene menos dispersión que cada observación individual. 

 
• µ→ ∞→^; : la media converge a la esperanza cuando el tamaño de la muestra Q se 

vuelve infinitamente grande. 
 
• 22 )( σ=6( : la varianza experimental estima la varianza sin sesgo. 
 
• 22 σ→ ∞→_6 : la varianza experimental converge a la varianza cuando el tamaño de 

la muestra Q se vuelve infinitamente grande. 
 

�����(MHPSORV�GH�GLVWULEXFLRQHV�GH�SUREDELOLGDG�
 
 A continuación, introduciremos algunas distribuciones de probabilidad comúnmente 
utilizadas en el análisis de datos.  
 

'LVWULEXFLyQ�XQLIRUPH�
 

La densidad de probabilidad es constante en un intervalo [D,E]: 
 

contrario casoen    0

],[si
1

)(,
ED[DE[S[ ∈

−=∈∀ 5  
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)LJXUD��. Densidad de probabilidad uniforme. 
 

'LVWULEXFLyQ�*DXVVLDQD�R�QRUPDO�
 

La densidad de probabilidad es la campana de Gauss: 
 




















σ
µ−−

πσ
=∈∀

2

2
1

exp
2

1
)(,

[[S[ 5 . 

 

 
 

)LJXUD��. Densidad de probabilidad Gaussiana (normal). 
 

La distribución normal HVWiQGDU corresponde a aquella de media 0 y varianza 1; se 
denota usualmente como 1(0,1). La función de distribución normal estándar no tiene 
expresión analítica simple, aunque se puede aproximar (con un error menor a 10-5) de la 
siguiente forma: 
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)9372980.01201676.04361836.0)((1

)()(,

32 WWW[S
GWWS[3[

`

+−−≈

=∈∀ ∫ ∞−
5

 

 

con [W
33267.01
1

+
= . 

 
Una variable aleatoria normal de media µ y varianza σ2 se obtiene de una variable 

aleatoria normal estándar al plantear: 
 

)1,0(),( 2 11 σ+µ=σµ . 
 

Asimismo, la suma de Q variables aleatorias normales independientes de media µ y 
varianza σ2 es una variable aleatoria normal de media Q�×�µ y varianza Q�×�σ2.  
 

'LVWULEXFLyQ�ORJQRUPDO�
 

; tiene distribución lognormal cuando su logaritmo sigue una distribución normal. 
La densidad de probabilidad es: 
 























σ

µ−
−

πσ
=>∀

2

)ln(

)ln(

)ln(

)(ln

2
1

exp
2

1
)(,0 a

a
a [

[[S[  

 
 

 
 

)LJXUD��. Densidad de probabilidad lognormal. 
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'LVWULEXFLyQ�JDPPD�\�GHO�FKL�FXDGUDGR�
 

La densidad de probabilidad de la distribución gamma estándar depende de un 
parámetro positivo θ (SDUiPHWUR�GH�IRUPD), igual a la media y a la varianza: 
 

1

)(
1

)(,0 −θ−

θΓ
=>∀ [H[S[ b

. 

 

 
 

)LJXUD��. Densidad de probabilidad gamma. 
 
 

El caso θ = 1 corresponde a la GLVWULEXFLyQ�H[SRQHQFLDO. 
 
Si se consideran Q variables normales estándar independientes (;1,... ; c ), entonces 

la variable 8 definida por 
 

∑
=

=
d
e e;8

1

2

2
1

 

 
tiene una distribución gamma estándar de parámetro θ = Q/2. 
 

La distribución de 28 se conoce como distribución del FKL�FXDGUDGR con Q grados 
de libertad y se denota como χc 2. Su esperanza es igual a Q y su varianza a 2Q.�
 

'LVWULEXFLyQ�GH�:HLEXOO�
 

Una variable ; sigue una distribución de Weibull estándar de parámetro θ (positivo) 
si ;θ tiene una distribución exponencial: 
 

)exp()(,0 1 θ−θ −θ=>∀ [[[S[  
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)LJXUD��. Densidad de probabilidad de Weibull. 
 

'LVWULEXFLyQ�GH�%HUQRXOOL�
 

Esta distribución es discreta y sólo tiene dos valores: 0 y 1. Si S1 es la probabilidad 
de obtener 1 (probabilidad de éxito), entonces la esperanza de la variable de Bernoulli 
es S1 y su varianza es S1 (1 – S1). 

 
 

 
 

)LJXUD��. Masa de probabilidad de Bernoulli. 
 

'LVWULEXFLyQ�ELQRPLDO�
 

Una variable binomial se obtiene al sumar 0 variables de Bernoulli independientes, 
de misma probabilidad de éxito S1. La masa de probabilidad es: 
 fgff

g SSQS0Q −−=∈∀ )1()(},,...0{ 11C  
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)LJXUD��. Masa de probabilidad binomial. 
 

'LVWULEXFLyQ�ELQRPLDO�QHJDWLYD�
 

La distribución binomial negativa depende de dos parámetros θ > 0 y η ∈ [0,1[: 
 

!)(
)(

)1()(, Q
QQSQ

h
η

θΓ
+θΓη−=∈∀ θ

1  

 

 
 

)LJXUD���. Masa de probabilidad binomial negativa. 
 

'LVWULEXFLyQ�GH�3RLVVRQ�
 

La masa de probabilidad depende de un parámetro positivo θ igual tanto a la media 
como a la varianza: 
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!
)exp()(, QQSQ

i
θθ−=∈∀ 1  

 

 
 

)LJXUD���. Masa de probabilidad de Poisson. 
 

�����7HRUHPD�GHO�OtPLWH�FHQWUDO�
 

Si una variable aleatoria ; tiene una esperanza µ y una varianza σ2 (ambas finitas), 
entonces 
 

∞→→
σ

µ− Q1Q
;

si)1,0(
/

 

 
donde ;  es la media experimental calculada en una muestra de ; de tamaño Q. 
 

En otros términos, independientemente de la distribución inicial de ; la distribución 
de la media experimental de una muestra de gran tamaño es normal. Usualmente, se 
considera que la convergencia se alcanza si Q > 50.  
 

���,QWHUYDORV�GH�FRQILDQ]D�
 
 Una aplicación directa de la teoría de probabilidades es la definición de intervalos 
de confianza para los parámetros de una población, dada la información de una muestra 
de tamaño Q. 
 

�����,QWHUYDORV�GH�FRQILDQ]D�SDUD�XQD�SURSRUFLyQ�
 

Se considera una variable aleatoria de Bernoulli ;, igual a 1 si se cumple una cierta 
propiedad $, 0 en caso contrario. Se tiene 
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



−=
===

)1()var(

)1(Prob)(

11

1

SS;
S;;(

 

 
Dada una muestra de tamaño Q, se puede estimar la proporción (probabilidad) S1 

con la frecuencia empírica  
 

∑
=

=
j
k k;Q;

1

1
 

 
En virtud del teorema del límite central, se tiene: 

 

)1,0(
/)1( 11

1 1QSS
S; ≈

−
−

. 

 
Utilizando las tablas de la distribución normal estándar:  
 

α−=












<
−
−<− αα 1

/)1(
Prob 2/

11

1
2/ ]QSS

S;] . 

 
donde ]α es el valor tal que 3(]α) = 1 – α (donde 3 es la función de distribución normal 
estándar). En particular, ]0.025 = 1.96, valor clásicamente utilizado para determinar 
intervalos con un 95% de confianza. Invertiendo la relación anterior para despejar S1, se 
obtiene: 
 

α−=<< 1}Prob{ max1min SSS  
 

con 
























+−++

+
=











+−−+

+
=

α
α

α

α

α
α

α

α

2

2
2/

2/

2
2/

2
2/

max

2

2
2/

2/

2
2/

2
2/

min

4
)1(

2

4
)1(

2

Q
]

Q
;;]Q

];]Q
QS

Q
]

Q
;;]Q

];]Q
QS

 

 
 Generalmente, se hace la siguiente aproximación: 
 

Q
;;];SQ

;;];S )1()1(
2/max2/min

−+=−−= αα . 

 

�����,QWHUYDORV�GH�FRQILDQ]D�SDUD�XQD�HVSHUDQ]D�
 

Supongamos que se conoce el valor de la varianza σ2 de una población, pero no se 
tiene certeza sobre el valor de la esperanza µ. En virtud del teorema del límite central, 
se tiene: 
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)1,0(
/

1Q
; ≈
σ

µ−
. 

 
Utilizando las tablas de la distribución normal estándar, se obtiene un intervalo de 

confianza 1 – α: 
 

α−=






 σ+<µ<σ− αα 1Prob 2/2/ Q];Q]; . 

 
En particular, µ tiene 95% de probabilidad de encontrarse entre Q; /96.1 σ−  y 

Q; /96.1 σ+ . 
 
Si se desconoce el valor de la varianza σ2, se buscará reemplazarlo por la varianza 

experimental 62. Para ello, se deberá utilizar la llamada GLVWULEXFLyQ� GH� 6WXGHQW en 
lugar de la distribución normal. Sea 1(0,1) una variable normal estándar (de esperanza 0 
y varianza 1) y χ l -1

2 una variable independiente del chi cuadrado con Q – 1 grados de 
libertad. Se define la variable de Student con Q – 1 grados de libertad (denotada 7 l -1) 
como  
 

2
1

1

1
)1,0(

−
− χ

−= mm Q17 . 

 
 Este resultado se puede aplicar al considerar  
 

Q;1
σ

µ−=)1,0(   y   2

2
2

1

)1(
σ
−=χ −

6Qn , 

 
lo que da: 
 

1
/

−=µ− o7Q6
;

. 

 
 Este resultado es independiente del valor de σ, por lo cual se puede usar aun cuando 
se desconoce σ. Con respecto al caso donde se conoce σ, basta con reemplazar σ por 6 
y la distribución normal estándar por la distribución de Student de Q – 1 grados de 
libertad:  
 

α−=






 +<µ<− α−α− 1Prob 2/,12/,1 Q

6W;Q
6W; pp  

 
donde Wl -1,α es el valor tal que 3(Wl -1,α) = 1 – α (donde 3 es la función de distribución de 
Student con  Q – 1 grados de libertad). 
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&DStWXOR����(UURUHV�HQ�GDWRV�
 
 
 
 

���3UHFLVLyQ�\�H[DFWLWXG�
 

La SUHFLVLyQ mide la dispersión de una medición y puede expresarse bajo la forma 
de una desviación estándar o de una varianza. Una baja precisión implica incertidumbre 
y reduce la confianza que uno tiene en una medición. 
 

La H[DFWLWXG mide la desviación de la medición con respecto al resultado correcto. 
Mediciones inexactas implican la existencia de sesgos (errores sistemáticos), debidos a 
errores instrumentales, muestreos no representativos, equivocaciones, etc. 
 

 
 
 

)LJXUD��. Ilustración de los conceptos de precisión y exactitud. 
 

Toda medición posee incertidumbre, es decir, un HUURU. Una estimación del error se 
puede llevar a cabo al replicar la medición (suponiendo que se mide la misma magnitud 
bajo las mismas condiciones) y calcular la desviación estándar o la varianza de los 
valores medidos.  
 

���3URSDJDFLyQ�GH�HUURUHV�
 

En esta sección, interesa saber cómo los errores se propagan a través de los cálculos 
que uno es susceptible realizar. 
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�����3URSDJDFLyQ�D�WUDYpV�GH�XQD�VXPD�R�XQD�GLIHUHQFLD�
 

Si una variable ] es la suma o la diferencia de dos variables ([,\) independientes 
cuyos errores son pequeños, entonces el error máximo en ] es: 
 

\[] δ+δ=δ  
 

En términos de varianzas de las mediciones, se tiene: 
 

222 qrs σ+σ=σ  
 

Más generalmente, en el caso donde ] es una combinación lineal de varias variables 
independientes: 
 

∑
=

=
t
u uu [D]

1

, 

 
se tendrá: 
 

∑
=

σ=σ
t
u vuw xD

1

222 . 

 
 

�����3URSDJDFLyQ�D�WUDYpV�GH�XQD�IXQFLyQ�FXDOTXLHUD�
 

La propagación de errores a través de una función puede ser determinada usando las 
derivadas parciales de esta función. Si ] = I([,y), entonces la fórmula de Taylor permite 
escribir 
 

\\
I[[

I] δ
∂
∂+δ

∂
∂≈δ , 

 
siempre que los errores (δ[, δ\) sean pequeños. En términos de varianzas, se tiene: 
 

2

2

2
2

2 yz{ \
I

[
I σ





∂
∂+σ







∂
∂≈σ . 

 
 A modo de ejemplo, consideremos una función que es el producto de dos variables: 
 

I([,\) = [ \ 
 
 La fórmula anterior equivale a: 
 

2

2

2

2

2

2
),(

),( \[\[I
|}|}~ σ

+σ=
σ

, 
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es decir, la varianza UHODWLYD de I([,\) es igual a la sumatoria de las varianzas relativas de 
[ y de \. Esta identidad queda válida si se considera el cuociente de las dos variables en 
lugar de su producto.  
 

Más generalmente, para una función definida como el producto o cuociente de 
varias variables independientes, se tendrá 
 

...
,...),,( 2

2

2

2

2

2

2

2
,...),,( +σ+

σ
+σ=

σ
]\[]\[I
�������

 

 
 Como ejemplo de aplicación, si se tiene una estimación de los errores relativos en el 
tonelaje y en la ley media, se podrá estimar el error relativo en la cantidad total de fino. 
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&DStWXOR����(VWDGtVWLFD�FRPSDUDWLYD�
 
 
 
 
 

En este capítulo, revisaremos la teoría de los tests (o pruebas) de significancia para 
juzgar la relevancia de diferencias observadas en distintas muestras. El test se basa en la 
formulación de una hipótesis sobre parámetros de las muestras o sobre su distribución, y 
una prueba estadística de su validez. 
 

���*HQHUDOLGDGHV�VREUH�ORV�WHVWV�HVWDGtVWLFRV�
 

Sólo se testea una hipótesis con respecto a otras posibilidades. Es necesario precisar 
cuál es la hipótesis alternativa (H1) con la cual se compara la hipótesis testeada (llamada 
KLSyWHVLV�QXOD y denotada como H0). En importante destacar que la�hipótesis nula es la 
que se privilegia, es decir, se supondrá válida salvo si existe una fuerte evidencia para 
probar lo contrario (en cuyo caso, se rechazará la hipótesis nula en favor de la hipótesis 
alternativa). Por ende, la elección de la hipótesis nula es de suma importancia, dado que 
los tests estadísticos siempre tienden a favorecer el status quo. Se distingue dos tipos de 
errores: 
 
•  HUURU�GH�SULPHUD�HVSHFLH (tipo I): rechazar la hipótesis nula cuando en realidad esta 

hipótesis es válida (ocurre con una probabilidad α); 
 
•  HUURU�GH�VHJXQGD�HVSHFLH (tipo II): aceptar la hipótesis nula cuando en realidad esta 

hipótesis es incorrecta (ocurre con una probabilidad β). 
 

Los tests estadísticos permiten controlar los errores de tipo I. Cuando el umbral de 
significancia está excedido, se justifica rechazar la hipótesis nula. En el caso contrario, 
no se ha probado que la hipótesis nula sea la correcta; sólo se acepta por falta de prueba 
de que sea incorrecta. 
 

Error tipo II
(probabilidad β)

Decisión correcta
(probabilidad 1 – α)

Se acepta H0

Decisión correcta
(probabilidad 1 – β)

Error tipo I
(probabilidad α)

Se rechaza H0

H0 es falsaH0 es correcta

Realidad de la población

Decisión

Error tipo II
(probabilidad β)

Decisión correcta
(probabilidad 1 – α)

Se acepta H0

Decisión correcta
(probabilidad 1 – β)

Error tipo I
(probabilidad α)

Se rechaza H0

H0 es falsaH0 es correcta

Realidad de la población

Decisión

 
 

7DEOD��. Errores de primera y segunda especie. 
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La cantidad 1 – α se llama la HILFLHQFLD del test, mientras que la cantidad 1 – β se 
llama la SRWHQFLD del test. 

 
Dado una muestra de tamaño Q fijo, se busca definir una partición del espacio 5

�
 de 

las posibles realizaciones de la muestra, para poder optar por una u otra hipótesis, según 
los valores observados en la muestra. La partición debe ser tal que la UHJLyQ�FUtWLFD o 
UHJLyQ�GH�UHFKD]R (para la cual se rechaza la hipótesis nula +0) contenga la mayor parte 
de las realizaciones posibles de +1 (hipótesis alternativa). En otras palabras, entre todas 
las particiones posibles, se busca aquella que maximiza la potencia 1 – β del test. 
 

La construcción de un test se basa en las siguientes etapas: 
 
1) Elegir las hipótesis +0 y +1. La hipótesis que se privilegia es +0, mientras que +1 es 

la hipótesis alternativa. 
 
2) Determinar la variable de decisión. 
 
3) Determinar la forma de la región crítica. 
 
4) Calcular esta región crítica, según el valor escogido del riesgo de primera especie α. 
 
5) Calcular la potencia 1 – β del test. 
 
6) Hacer un experimento y medir el valor de la variable de decisión. 
 
7) Concluir, aceptando o rechazando la hipótesis +0. 
 
 
(MHPSOR��FRQWURO�GH�FDOLGDG�
 

Se compra miles de piezas con cierta característica. El control de la calidad se hace 
sobre una muestra, por ejemplo, 100 piezas sorteadas al azar. Debido a los aleas de 
fabricación, no se puede esperar que todas las piezas cumplen la característica deseada a 
cabalidad. Por lo tanto, se fija una proporción máxima de piezas defectuosas en toda la 
población, por ejemplo S0 = 10%. Dado que la muestra presentó una frecuencia I de 
piezas defectuosas, ¿es esta frecuencia compatible con la proporción S0? o al contrario 
¿es más acorde a una mayor proporción, S1 = 15%? 
 

Una primera manera de responder a esta pregunta es fijar una frecuencia crítica, por 
ejemplo S = 12%, y decidir rechazar la hipótesis nula (+0: S0 = 10%) si la frecuencia 
observada supera 12%, para aceptar que la hipótesis alternativa (+1: S1 = 15%) es más 
verosímil.  
 

El rechazar equivocadamente la hipótesis +0 (error de primera especie) es un riesgo 
para el fabricante, mientras que el aceptar equivocadamente la hipótesis +0 es un riesgo 
para el cliente (error de segunda especie). Si el cliente desconfía del fabricante, elegiría 
testear la hipótesis +1 (S1 = 15%). De este modo, descartaría esta hipótesis y aceptaría la 
hipótesis +0 (S0 = 10%) sólo en base a una muestra muy probatoria. 
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Dado que en una población de 1 piezas, se sorteó Q individuos sin reposición, el 
número de piezas defectuosas Q�I�sigue una distribución KLSHUJHRPpWULFD, que depende 
de tres parámetros: el tamaño de la población (1), el tamaño de la muestra (Q) y la 
verdadera proporción de piezas defectuosas (S). Si Q/1 es menor que 10%, se puede 
asimilar la distribución hipergeométrica con una ELQRPLDO, con lo cual nos liberamos del 
parámetro 1. Además, si Q es suficientemente grande, la binomial se puede simplificar a 
una distribución normal (teorema del límite central):�
 

)1,0(
)1( 1Q
SSSI −+≈ . 

 
•  (UURU�GH�SULPHUD�HVSHFLH  
 

Bajo la hipótesis +0 (S = 10% = 0.1), se tiene:�
 

253.0}666.0)1,0({Prob}1.0|%12{Prob =>==>=α 1SI . 
 

Una de cada cuatro veces, se rechazará una fabricación correcta. �
 
•  (UURU�GH�VHJXQGD�HVSHFLH  
 

Bajo la hipótesis +1 (S = 15% = 0.15), se tiene:�
 

2005.0}8402.0)1,0({Prob}15.0|%12Prob{ =−<==<=β 1SI . 
 

Una de cada cinco veces, se aceptará una fabricación defectuosa.  
�
Al variar el criterio de decisión (valor de la frecuencia crítica), se puede disminuir α 

pero aumenta β: los dos riesgos son antagónicos. 
 

 
 

)LJXUD��. Antagonismos de los riesgos de primera y segunda especie. 
 

Para cambiar los riesgos α y β, se puede cambiar el criterio de decisión (valor de la 
frecuencia crítica S) o aumentar el tamaño de la muestra (Q):�
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Por ejemplo, si se quiere riesgos más pequeños (α = 0.05, β = 0.10), se puede tomar 

los siguientes valores: S = 0.126 y Q = 362.�
 

���&RPSDUDFLyQ�GH�GRV�SURSRUFLRQHV�
 

Interesa comparar las proporciones de individuos que cumplen cierta característica 
en dos poblaciones. Sean S1 y S2 las proporciones reales (es decir, las probabilidades de 
ocurrencia) de la característica en las poblaciones, y I1 y I2 las frecuencias empíricas 
observadas en las dos muestras correspondientes.  
 

La hipótesis nula y la hipótesis alternativa son: 
 

+0: S1 = S2 = S�
 
+1: S1 ≠ S2 

 
Se supondrá además que los tamaños de las muestras, Q1 y Q2, son grandes, de modo 

que se podrá aplicar el teorema del límite central. En particular, se puede considerar que 
las frecuencias observadas tienen distribuciones normales: 
 

)1,0(
)1(

1

11
11 1Q

SSSI −+≈  

 

)1,0(
)1(

2

22
22 1Q

SSSI −+≈  

 
Bajo la hipótesis +0, se tiene entonces: 

 

)1,0(
11

)1(
21

21 1QQSSII +−≈− . 

 
Se rechaza +0 si, para el riesgo α asumido, |I1 – I2| supera un valor máximo dado por 

las tablas de la distribución normal. 
 
 
 



24 
 

���&RPSDUDFLyQ�GH�GRV�PHGLDV�
 

�����+LSyWHVLV�
 

Se hace las siguientes suposiciones sobre los datos muestreados: 
 
•  su distribución es normal (Gaussiana); 
•  cada dato es una muestra independiente de la población a la cual pertenece; 
•  las características de las poblaciones muestreadas son constantes. 
 

Ahora, los tests que utilizaremos a continuación (tests de Student) son UREXVWRV, por 
lo que se puede tolerar desviaciones con respecto a estos supuestos, en particular, que la 
distribución de los datos no sea exactamente normal. La justificación se debe a que se 
trabaja con medias experimentales, las cuales siguen una distribución normal aún si los 
datos no tienen tal distribución (teorema del límite central). 
 

�����3REODFLRQHV�GH�PLVPD�YDULDQ]D�
 

Se busca ahora testear la significancia de la diferencia 21 ;; −  entre las medias de 
dos muestras de tamaños Q1 y Q2 y desviaciones estándares V1 y V2, respectivamente. 
 

La hipótesis nula y la hipótesis alternativa son: 
 

+0: las muestras provienen de poblaciones de misma media y misma varianza�
 
+1: las poblaciones tienen medias distinta, aunque la misma varianza. 

 
 Se define la siguiente variable de decisión: 
 

21

21

11
QQV
;;7
+

−=  con 
2

)1()1(

21

2
22

2
11

−+
−+−= QQ

VQVQV . 

 
 Bajo la hipótesis nula, 7 tiene una distribución de Student con Q1 + Q2 – 2 grados de 
libertad. Luego, con las tablas de esta distribución, se decide si el valor observado de |7| 
es significativamente alto, con un determinado riesgo de primera especie α. Cuando las 
muestras tienen el mismo tamaño (Q1 = Q2 = Q), las fórmulas anteriores se simplifican: 
 

QV
;;7
2

21 −=  con 
2

2
2

2
1 VVV += . 
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�����7HVWV�XQLODWHUDOHV�R�ELODWHUDOHV"�
 

Según la hipótesis alternativa elegida, se usará un test XQLODWHUDO o ELODWHUDO. 
 
•  Hipótesis alternativa (H1): las dos poblaciones tienen medias distintas (µ1 ≠ µ2). En 

este caso, se usará un test bilateral (el valor de 7 puede ser significativo, cualquiera 
sea su signo) con un valor crítico 2/,221 α−+ ��W . 

 
•  Hipótesis alternativa (H1): µ1 > µ2. En este caso, se usará un test unilateral (sólo los 

valores positivos de 7 pueden ser significativos) con un valor crítico α−+ ,221 ��W . 
 
•  Hipótesis alternativa (H1): µ1 < µ2. En este caso también, se usará un test unilateral 

con un valor crítico α−+− ,221 ��W . 
 

 
 

)LJXUD��. Tests unilaterales y bilaterales, según la hipótesis alternativa elegida. 
 

�����3REODFLRQHV�GH�YDULDQ]DV�GLVWLQWDV�
 

Cuando las varianzas de las dos poblaciones son distintas, el test debe modificarse 
de la siguiente forma. Bajo la hipótesis nula (µ1 = µ2), la variable 
 

2

2
2

1

2
1

21

Q
V

Q
V

;;7
+

−=  

 
tiene una distribución aproximadamente de Student, cuyo número de grados de libertad 
es igual a 
 

1
)/(

1
)/(

2

2
2

2
2

1

2
1

2
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2

2
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−
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�����6HOHFFLyQ�GHO�WDPDxR�GH�PXHVWUD�
 

Al planificar un experimento comparativo, es importante decidir el tamaño de las 
muestras que se usarán en el test. Sean: 

 
•  Q el tamaño de muestras (idéntico para ambas muestras) 
•  V la desviación estándar esperada 
•  δ la diferencia mínima que se quiere detectar 
•  ]α el valor normal (unilateral o bilateral, según la hipótesis alternativa) para un nivel 

de significancia 1 – α. 
 

Para controlar el error de primera especie, se debe tomar 
 

2

2 






δ
≥ α]VQ  

 
El haber considerado el valor normal (]α) para un nivel de significancia 1 – α es una 

aproximación, porque se desconoce el número de grados de libertad de la distribución 
de Student (precisamente porque no se conoce el tamaño de muestra Q). Para refinar la 
solución, una vez calculado el valor de Q, se puede reemplazar ]α por el valor de Student 
con 2Q – 2 grados de libertad para el mismo nivel 1 – α, luego recalcular el valor de Q. 
Se puede iterar este procedimiento hasta que no haya más cambios en el valor 
encontrado para Q. En la práctica, utilizar el valor normal en lugar del valor de Student 
no tiene mucho impacto cuando Q es mayor que 10. 
 

Si se desea controlar los errores de primera (tipo I) y de segunda especie (tipo II), se 
debe tomar el siguiente valor de Q: 
 

2
)(

2 





δ
+

≥ βα ]]VQ  

 
donde ]α es el valor para un nivel de significancia 1 – α (error tipo I) y ]β es el valor 
para un nivel de significancia 1 – β (error tipo II) (el valor ]β siempre es unilateral). 
 

Nuevamente, el haber considerado la distribución normal para definir los valores ]α 
y ]β constituye una aproximación. Como mencionado más arriba, se puede refinar la 
solución encontrada, utilizando un procedimiento iterativo. Otra opción consiste en: 
 

1) calcular Q con la fórmula anterior: 
2

)(
2 





δ
+

= βα ]]VQ � ��� � �  

 
2) determinar el número de grados de libertad I = 2(Q�@���@�"�  – 1) 
 

3) calcular el valor corregido de Q como 
1
3

+
+= I
IQQ � ��� ��� . 

 



27 
 

Con el tamaño de muestra Q así determinado, si el valor de 7 supera el valor crítico, 
entonces se rechaza la hipótesis nula con una probabilidad de error (tipo I) igual a α. Al 
contrario, si el valor crítico de 7 no está excedido, se acepta la hipótesis nula con una 
probabilidad β de equivocarse (error tipo II).  

 
Ahora, como el tamaño de muestra suele ser grande para controlar ambos errores, es 

común tomar un valor de β mayor que α, por ejemplo α = 0.05 y β = 0.20. En la prueba 
de nuevos procedimientos, esta elección privilegia el VWDWXV�TXR (mayor probabilidad β 
de aceptar la hipótesis nula cuando en realidad existe una diferencia entre el nuevo 
procedimiento y el antiguo). 
 

�����0XHVWUDV�SDUHDGDV�
 

Se busca comparar dos métodos, dos tratamientos o dos aparatos, que se aplican a 
cantidades no constantes, por ejemplo leyes en datos duplicados en un protocolo de 
muestreo. En este caso, es apropiado testear la significancia de la GLIHUHQFLD promedio 
entre pares de valores. 
 

Se define la variable de diferencia ' = ;1 – ;2 y se plantea 
 

QV
'7
/

= , 

 
donde V es la desviación estándar de '. Bajo la hipótesis nula (' tiene una esperanza 
nula), 7 tiene una distribución de Student con Q – 1 grados de libertad. Por lo tanto, se 
rechaza la hipótesis nula si el valor observado de 7 supera el valor crítico para el nivel 
de significancia deseado. 
 

Este test de comparación de muestras pareadas conduce a mejores resultados que la 
comparación de dos muestras, cuando las diferencias entre pares de datos son 
importantes y cuando las dos series de valores están correlacionadas. Al contrario, si las 
diferencias entre pares son pequeñas, el test puede ser menos potente que la 
comparación de las dos muestras. También es peligroso utilizar este test cuando no 
existe un acoplamiento natural de las dos muestras, y que el usuario define los pares 
arbitrariamente. 
 

Para la selección de tamaño de muestra, se tiene los mismos resultados que con el 
test de Student de comparación de dos medias, salvo que se debe omitir el factor 2 en 
las fórmulas que proporcionan el tamaño de muestra. Para controlar el error de tipo I, se 
debe tomar 

 
2








δ
≥ α]VQ  

 

mientras que para controlar los errores de tipo I y II, se debe tomar 
2

)(






δ
+

≥ βα ]]VQ . 
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�����&RPSDUDFLyQ�GH�XQD�PHGLD�FRQ�XQ�YDORU�SUHGHWHUPLQDGR�
 
 Se busca determinar si la media µ de una población (de la cual se tiene una muestra 
de tamaño Q, media ;  y desviación estándar V) es distinta a un valor predeterminado µ0. 
Para ello, se plantea: 
 

QV
;7

/
0µ−= . 

 
Bajo la hipótesis nula (µ = µ0), 7 tiene una distribución de Student con Q – 1 grados 

de libertad. Se rechaza la hipótesis nula si el valor observado de |7| supera el valor 
crítico para el nivel de significancia deseado. 
 

���2WURV�WHVWV�XVXDOHV�
 

�����&RPSDUDFLyQ�GH�GRV�YDULDQ]DV�
 

Se busca comparar las varianzas 61
2 y 62

2 de dos muestras normales independientes 
de tamaños Q1 y Q2. Se ordena las muestras de manera que 61

2 ≥ 62
2� Se define  

 

2
2

2
1

6
6) =  

 
Bajo la hipótesis nula (H0: las muestras provienen de poblaciones de distribuciones 

normales con la misma varianza), ) tiene una distribución de Fisher con Q1 – 1 y Q2 – 1 
grados de libertad. Luego se compara el valor de ) con el valor crítico para el nivel de 
significancia deseado (test bilateral o unilateral dependiendo de la hipótesis alternativa). 
Es importance recalcar que este test es valedero solamente cuando las muestras tienen 
distribuciones normales y no es robusto frente a una violación de esta hipótesis.  
 

�����$MXVWH�GH�GLVWULEXFLRQHV�
 

Supongamos que se tiene un conjunto de datos clasificados en N clases o categorías 
exclusivas. El WHVW�GHO�FKL�FXDGUDGR permite determinar si los números de ocurrencias 
observados en cada clase (2 � , L = 1… N) son significativamente distintos de los números 
esperados (( � , L = 1… N) bajo un determinado modelo de distribución. Si el modelo de 
distribución postulado es correcto, la variable 
 

∑
=

−=χ
�
� �

��
(
(2

1

2
2 )(

 

 
sigue una distribución del chi cuadrado con N – 1 grados de libertad. Consequentemente, 
se rechazará el modelo si el valor de χ2 supera el valor crítico para el riesgo asumido. 
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El test del chi cuadrado es OLEUH, es decir, independiente del modelo de distribución 
propuesto. Idealmente, se requiere al menos 5 individuos por clase; en caso contrario se 
agrupan varias clases para cumplir esta condición. Si, además de la distribución, se 
estima " parámetros (media, varianza...), entonces el chi cuadrado tiene N – 1 – " grados 
de libertad en lugar de N – 1. 

 
Se puede extender el test para ajustar una distribución de probabilidad bivariable. 

Se considera un conjunto de datos clasificados según dos variables categóricas (A y B) 
y resumidas en una tabla de contingencia de U columnas y V filas (Tabla 2). 

 

QQ � •Q � •Q1•WRWDO
Q• �Q � �Q � �Q1�%�

���
Q•�Q � �Q � �Q1�%�

���
Q•1Q � 1Q � 1Q11%  
WRWDO$¡���$ ¢���$  

QQ � •Q � •Q1•WRWDO
Q• �Q � �Q � �Q1�%�

���
Q•�Q � �Q � �Q1�%�

���
Q•1Q � 1Q � 1Q11%  
WRWDO$¡���$ ¢���$  

 
 

7DEOD��. Tabla de contingencia para dos variables categóricas. 
 

Se denota como (2 � £ , L = 1…  U, M = 1…  V) los números de ocurrencias observados en 
cada clase y (( � £ , L = 1…  U, M = 1…  V) los números esperados bajo un determinado 
modelo de distribución. Si el modelo es correcto, la variable  
 

∑∑
= =

−=χ
¤
¥

¦
§ ¥ §¥ §¥ § ((2

1 1

22 /)(  

 
tiene una distribución del chi cuadrado con (U – 1) (V – 1) grados de libertad. 
 
 Existen otros enfoques para probar el ajuste de distribuciones: 
 
•  Visualización del histograma de los datos. Para un histograma simétrico, se podrá 

considerar un modelo de distribución normal o de Student, mientras que para un 
histograma asimétrico se podrá buscar un modelo lognormal, gamma, chi cuadrado, 
exponencial o de Weibull. 

 
•  Ajuste gráfico utilizando JUiILFRV�FXDQWLOHV�FRQWUD�FXDQWLOHV�(visualizan los cuantiles 

de la distribución empírica de datos contra los cuantiles de una distribución teórica), 
JUiILFRV�GH�SUREDELOLGDG�QRUPDO�o ORJQRUPDO (visualizan el histograma acumulado 
de los datos, con ejes de escalas tales que el gráfico dibuja una recta en caso de tener 
una distribución normal o lognormal) (Figura 3).�

�
•  Test libres (de Kolmogorov o de Cramer von Mieses) que comparan la distribución 

acumulada empírica con una distribución acumulada teórica. 
�
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)LJXUD��. Gráfico cuantiles contra cuantiles y gráfico de probabilidad lognormal  
para datos de ley de cobre de distribución aproximadamente lognormal. 

 

�����7HVWV�GH�RXWOLHUV�
 

Un RXWOLHU es un dato atípico o inusual. Cabe preguntarse si se puede o no eliminar 
este dato atípico. La respuesta más simple y conservadora es la negativa, a menos que 
uno encuentra una explicación física del outlier (error instrumental, error de trascripción 
del dato, muestra contaminada, etc.). Ahora, es posible diseñar un test estadístico para 
saber si este dato proviene de la misma población que los demás, luego para corroborar 
la decisión de remover o no el outlier. En todo caso, el conocimiento extra-estadístico y 
el juicio del usuario es primordial.�
 
 A continuación, se presenta el WHVW�GH�*UXEEV�(o test del residuo de máxima norma), 
el cual se basa en la hipótesis de que los datos provienen de una distribución normal. 
Dada una muestra de tamaño Q, media experimental ;  y varianza experimental V2, se 
considera la siguiente variable:�
 

V
;;* |)max(| −=  

 
y se compara su valor con un valor crítico que depende del tamaño de la muestra y del 
riesgo asumido. La hipótesis +0 de no tener outlier se rechaza si�

 

2
2/,2

2
2/,2

2
1

¨¨
¨¨

WQ
W

Q
Q*

α−

α−

+−
−>  

 
donde W© ,α representa el valor de la distribución de Student con Q grados de libertad que 
corresponde a una probabilidad acumulada 1 – α. 
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&DStWXOR����$QiOLVLV�GH�YDULDQ]D�
 
 
 
 
 

El análisis de varianza ($129$, por su acrónimo inglés) permite determinar si las 
medias de varias muestras son significativamente distintas una de otra. La idea básica es 
dividir el total de la varianza de los datos entres varios componentes (varianza inter-
muestra o explicada y varianza intra-muestra o residual) y comparar estos componentes 
utilizando un test de Fisher. 
 

Se supone que las muestras tienen una distribución normal, de misma varianza, pero 
posiblemente de diferentes medias. Si no se verifica la hipótesis de normalidad, se debe 
buscar otros métodos, como el WHVW�GH�.UXVNDO�:DOOLV. 
 

���$QiOLVLV�GH�YDULDQ]D�SDUD�GLVHxRV�VLPSOHV�
 

Supongamos que, en un experimento donde se comparan N tratamientos (realizando 
una muestra por tratamiento), existen dos fuentes de variaciones: el tratamiento mismo 
y el error de medición. La variación debida al tratamiento (YDULDFLyQ�H[SOLFDGD o inter-
muestra) se puede medir por: 
 

∑
=

−=
ª
« «« ;;Q66

1

2
1 )(  

 
con ; : media global de todos los datos 
       ¬; : media de los datos asociados al tratamiento nºL�
       ­Q : número de datos asociados al tratamiento nºL. 
 

La variación debida al error (variación UHVLGXDO o intra-muestra) se mide por 
 

∑∑
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−=
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;;66
1 1

2
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donde ; ² ³  es el M-ésimo dato asociado al tratamiento nºL. 
 

La propiedad clave que utiliza el análisis de varianza es la DGLWLYLGDG�GH�ODV�VXPDV�
GH�FXDGUDGRV: 
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1 1

2)( 6666;;66
´
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 En lugar de trabajar con sumas, se prefiere considerar las medias de cuadrados (las 
cuales tienen sentido de varianza). Para ello, se divide cada suma de cuadrados por el 
número de grados de libertad correspondiente: 
 

1
1

1 −
= N
6606         NQ

6606
−

= 0
0         

1
10

−
+= Q
666606  

 
donde Q = Q1 + …  + Q¹  es el número total de datos. 
 

El test de Fisher permite entonces decidir si la media de cuadrados asociada a los 
diferentes tratamientos es significativamente mayor que aquella asociada a los errores. 
Bajo la hipótesis nula (las medias de todos los tratamientos son iguales: µ1 = …  = µ ¹ ), 
se tiene que: 
 

)/(
)1/(

0

1

0

1

NQ66
N66

06
06)

−
−==  

 
es una variable aleatoria de Fisher con N – 1 y Q – N grados de libertad. Por lo tanto, si el 
valor observado de ) es mayor que el valor crítico para el riesgo asumido (valor del test 
unilateral), se rechazará la hipótesis nula. 
 
 Los resultados de análisis de varianza suelen ser presentados en una tabla, como la 
tabla mostrada a continuación. 
 

Total

Error
(intra-muestra)

Tipo de mineral
(inter-muestra)

)Media de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Suma de 
cuadrados

Fuente de 
variación

Total

Error
(intra-muestra)

Tipo de mineral
(inter-muestra)

)Media de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Suma de 
cuadrados

Fuente de 
variación

 
 

7DEOD��. Tabla de análisis de varianza 
 
(MHPSOR: se considera los siguientes datos (N = 6) 
 

8.174.234.086.336.627.25promedio

121313121312número

654321tratamiento

8.174.234.086.336.627.25promedio

121313121312número

654321tratamiento

 
 

7DEOD��. Números y promedios de datos por tratamiento 
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En el total de los 6 tratamientos, se ha observado 65.10y   16.6,75 2 === V;Q .�
 

Se llena la tabla de análisis de varianza: 
 

74788total

618/69 = 8.9669618residual

170/5 = 345170explicada

Media de 
cuadrados

grados de 
libertad

Suma de 
cuadrados

fuente de 
variación

74788total

618/69 = 8.9669618residual

170/5 = 345170explicada

Media de 
cuadrados

grados de 
libertad

Suma de 
cuadrados

fuente de 
variación

 
 

7DEOD��. Tabla de análisis de varianza para los datos de la Tabla 2 
 

Luego, ) = 34/8.96 = 3.79. Se rechazará la hipótesis nula, dado que )(5,69) = 2.35 
para α = 5%. En conclusión, existen diferencias significativas entre los tratamientos.�
 

���$QiOLVLV�GH�YDULDQ]D�SDUD�GLVHxRV�DQLGDGRV�
 

�����'LVHxRV�DQLGDGRV�
 

Se busca diseñar un esquema de análisis para tener la mayor precisión al menor 
costo en determinados procedimientos o ensayos de laboratorio. Para este análisis, la 
información necesaria se obtiene al considerar un diseño anidado, en el cual las fuentes 
de variaciones son independientes. Por ejemplo:  
 
•  considerar varios lotes, muestrear varias veces cada lote y analizar varias veces cada 

muestra (esquema anidado: ORWHV > PXHVWUDV > DQiOLVLV) 
 
•  considerar distintas fechas, operadores e instrumentos. En cada fecha y para cada 

operador, se realiza una medición con cada instrumento (esquema anidado: IHFKDV > 
RSHUDGRUHV > LQVWUXPHQWRV). 

 
Se desea atribuir una varianza a cada fuente (ej: fecha, operador, instrumento). La 

varianza de una medición se descompone como:  
 

2
oinstrument

2
operador

2
fecha1 σ+σ+σ=9 . 

 
Para reducir el error, se puede repetir la medición y promediar los resultados. A 

modo de ejemplo, si cada operador realiza dos análisis por instrumento, se reducirá el 
error instrumental: 
 

2/2
oinstrument

2
operador

2
fecha2 σ+σ+σ=9 . 
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En cambio, al promediar las mediciones obtenidas por dos operadores que usan 
instrumentos distintos en fechas distintas, se obtendría una reducción de la varianza en 
todas las componentes:  

 
2/)( 2

oinstrument
2
operador

2
fecha3 σ+σ+σ=9 . 

 
Si el objetivo de los análisis es comparar dos instrumentos distintos, es mejor pedir 

que cada operador haga mediciones con los dos instrumentos en la misma fecha. En este 
caso, la varianza de la GLIHUHQFLD entre las dos mediciones efectuadas por cada operador 
sería 
 

2
oinstrument2σ  

 
y se cancelarían los errores correspondientes a fechas y operadores. Al contrario, si dos 
operadores distintos hicieran mediciones en fechas distintas, la varianza de la diferencia 
entre las mediciones sería mayor y aumentaría el riesgo de equivocar la conclusión: 
 

)(2 2
oinstrument

2
operador

2
fecha σ+σ+σ . 

 

�����7DEOD�GH�DQiOLVLV�GH�YDULDQ]D�
 

Consideremos un diseño anidado can D clases asociadas a una fuente de variación $. 
En cada una de estas clases, se tiene E sub-clases asociadas a una fuente de variación %, 
y así sucesivamente (F sub-clases de una fuente & y G sub-clases de una fuente '). 
Finalmente, cada sub-clase de ' tiene Q mediciones (réplicas). El número total de datos 
es 1�=� DEFGQ (nota: se puede extender el método presentado a números variables de 
ítems en cada clase). Basándose en la aditividad de las sumas de cuadrados, se obtiene 
la siguiente tabla de análisis de varianza. 
 

1 – 1 66�= 66º + 66» + 66 ¼ + 66½ + 66¾Total

DEFG (Q – 1)Error

DEF (G – 1)D

DE (F – 1)C

D (E – 1)B

D – 1A

Media de 
cuadradosGrados de libertadSuma de cuadradosFuente

1 – 1 66�= 66º + 66» + 66 ¼ + 66½ + 66¾Total

DEFG (Q – 1)Error

DEF (G – 1)D

DE (F – 1)C

D (E – 1)B

D – 1A

Media de 
cuadradosGrados de libertadSuma de cuadradosFuente
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2)(

1−= D
6606 ÁÁ

)1( −= ED
6606 ÄÄ

)1( −= FDE
6606 ÇÇ

)1( −= GDEF
6606 ÊÊ

)1( −= QDEFG
6606 ÍÍ

1−= 1
6606

 
 

7DEOD��. Tabla de análisis de varianza para un diseño anidado. 
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La significancia de cada media de cuadrados se testea al formar una variable de 

Fisher ) definida como la razón entre esta media de cuadrados y la media siguiente en 
la tabla.  
 
(MHPSOR (ensayos de laboratorio).  
 

Se considera 2 lotes, en cada uno de los cuales se elige 3 muestras y se realizan 3 
análisis por muestra. Los resultados se indican en la siguiente tabla. 
 

5.9226.711Media

5.4, 6.1, 4.65.8, 5.6, 5.73

5.7, 5.8, 5.27.7, 7.3, 5.12

6.2, 7.4, 6.98.0, 7.4, 7.81

Lote 2Lote 1Muestra

5.9226.711Media

5.4, 6.1, 4.65.8, 5.6, 5.73

5.7, 5.8, 5.27.7, 7.3, 5.12

6.2, 7.4, 6.98.0, 7.4, 7.81

Lote 2Lote 1Muestra

 
 

7DEOD��. Datos de ensayos de laboratorio 
 

La tabla de análisis de varianza se presenta a continuación. 
 

0.5156126.1867Análisis

1718.9850Total

4.8482.499449.9978Muestra

1.1202.800612.8006Lote

)Media de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Suma de 
cuadrados

Fuente de 
variación

0.5156126.1867Análisis

1718.9850Total

4.8482.499449.9978Muestra

1.1202.800612.8006Lote

)Media de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Suma de 
cuadrados

Fuente de 
variación

 
 

7DEOD��. Tabla de análisis de varianza para los datos de la Tabla 5 
 

La media de cuadrados de las muestras es significativamente mayor que la media de 
cuadrados de los análisis () = 4.848 es significativo). Luego, para optimizar el diseño 
sin aumentar el presupuesto total, sería preferible tomar más muestras y hacer menos 
análisis. 
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&DStWXOR����'LVHxR�GH�H[SHULPHQWRV�
 
 
 
 

���*HQHUDOLGDGHV�VREUH�HO�GLVHxR�GH�H[SHULPHQWRV�
 

�����'HILQLFLRQHV�\�SDVRV�SUHOLPLQDUHV�
 

Un experimento se puede definir como una prueba o una serie de pruebas donde se 
cambia a propósito el valor de variables de entrada de un proceso o sistema, de manera 
de observar e identificar los cambios en las variables de salida. 
 
 

 
 
 

)LJXUD��. Esquema general de un experimento 
 
 
 Se define a la UHVSXHVWD o YDULDEOH�GHSHQGLHQWH como la variable que se investiga y 
que, en general, se busca optimizar. Un IDFWRU o YDULDEOH�LQGHSHQGLHQWH es una variable 
que el experimentador puede hacer variar para medir su efecto en la respuesta. Puede 
ser FXDOLWDWLYR o FXDQWLWDWLYR. El valor de un factor en una prueba particular se conoce 
como su QLYHO. Un WUDWDPLHQWR es una combinación de niveles de factores, y una SUXHED� 
una operación del experimento con un tratamiento. 
 
 Un experimento se articula en torno a los siguientes pasos: 
 
1) Definir los objetivos específicos del experimento. Por ejemplo: 
 

� Determinar qué factor tiene mayor influencia sobre la respuesta. 
� Determinar para qué valores de los factores la variabilidad de la respuesta es 

pequeña. 
� Determinar los valores de los factores controlables que minimizan los efectos de 

los factores no controlables. 
 
2) Formular los objetivos en términos experimentales. ¿Qué experimentos se requiere 

hacer para lograr los objetivos? 

Proceso 

factores controlables 

factores no controlables 

variables de entrada 
variables de salida 

(respuestas) 
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3) ¿Qué variables de respuesta y factores se requiere seleccionar? ¿Qué se conoce del 

error experimental (o sea, de las variaciones aleatorias de las respuestas)? Conducir 
pruebas a escala piloto si es necesario. 

 
4) ¿Sobre qué rangos se debe alterar los factores? ¿Interesa conocer la interacción entre 

los factores? ¿Existe una o varias variable(s) no deseada(s) o no controlada(s) cuyos 
efectos deban ser eliminados? 

 
5) Acorde a lo anterior, al tiempo y presupuesto disponible y al efecto posible sobre los 

procesos en operación, seleccionar un diseño experimental apropiado. 
 

�����&RQFHSWRV�FODYHV�HQ�HO�GLVHxR�GH�H[SHULPHQWR�
 

$OHDWRUL]DFLyQ�
 

La asignación del material experimental y el orden en que se desarrollan las pruebas 
se eligen al azar. Esto permite que las observaciones (o los errores experimentales) 
puedan ser consideradas como variables aleatorias independientes, y mitigar los efectos 
que puedan tener factores externos no controlables. 
 

5HSOLFDFLyQ�
 

Se trata de una repetición LQGHSHQGLHQWH de un mismo tratamiento (combinación de 
factores). Permite tener una idea del error experimental y determinar si las diferencias 
observadas en los datos son estadísticamente significativas. También permite tener 
mejores estimaciones de los parámetros (por ejemplo, tomando el valor promedio 
observado en las réplicas). 
 

5HEORTXHR�
 

Permite mejorar la precisión con la cual se realiza la comparación entre los factores 
de interés, al reducir la variabilidad provocada por factores que no son de interés. 
 

�����*XtD�JHQHUDO�SDUD�GLVHxDU�H[SHULPHQWRV�
 

La primera etapa consiste en UHFRQRFHU�\�SODQWHDU�HO�SUREOHPD a investigar. Para 
ello, se recomienda trabajar en equipo multidisciplinario. Se debe plantear las SUHJXQWDV 
que ha de responder el experimento y los REMHWLYRV del mismo, por ejemplo:  

� diseñar un nuevo sistema y caracterizarlo;  
� optimizar un sistema existente;  
� confirmar un comportamiento observado en el pasado;  
� descubrir lo que ocurre bajo nuevas condiciones de operación;  
� determinar la robustez de la respuesta a cambios en los factores.  
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En lugar de diseñar un experimento complejo para responder a múltiples preguntas 

y objetivos, una estrategia común es realizar una serie de experimentos pequeños, cada 
uno asociado a un objetivo específico. Se habla entonces de experimentos iterativos o 
secuenciales.�
 
 La segunda etapa en el diseño consiste en VHOHFFLRQDU�XQD�YDULDEOH�GH�UHVSXHVWD. 
A menudo, se trata de la media o de la desviación estándar (o ambas) de la característica 
medida. Si el error de medición es muy importante, se puede tomar varias réplicas y 
utilizar la media de las mediciones replicadas como variable de respuesta. 
 
 Luego, se debe HOHJLU� ORV� IDFWRUHV, sus niveles y rangos. En esta etapa, se puede 
distinguir IDFWRUHV�SRWHQFLDOHV�GH�GLVHxR (factores que el experimentador puede y quiere 
variar durante el experimento, o factores cuyos niveles se dejan constantes) y IDFWRUHV�
GH�PROHVWLD que no son de interés (estos últimos pueden ser controlables o no). Se puede 
buscar factores relacionados con la medición, el material, los operadores, el entorno, los 
métodos y las máquinas. Para decidir los rangos y niveles de los factores, se requiere 
cierto conocimiento del proceso (tanto experiencia práctica como conocimiento teórico). 
 
 Posteriormente, se VHOHFFLRQD�XQ�GLVHxR�H[SHULPHQWDO. Hay que definir el tamaño 
de la muestra (número de réplicas), el orden de las pruebas experimentales, y determinar 
si considerar un rebloqueo u otras restricciones. Es aconsejable elegir el diseño lo más 
sencillo posible. 
 
 En la UHDOL]DFLyQ�GHO�H[SHULPHQWR, se debe monitorear el proceso para asegurarse 
que todo se haga como planeado. Se puede hacer unos ensayos o pruebas piloto antes de 
realizar el experimento, para verificar el sistema de medición, tener una idea del error 
experimental y practicar la técnica de experimento. 
 
 La etapa siguiente corresponde al DQiOLVLV�HVWDGtVWLFR�GH�ORV�GDWRV, el cual permite 
tomar decisiones y conclusiones objetivas. Se podrá recurrir a interpretaciones gráficas, 
pruebas (tests) de hipótesis o modelos experimentales (por ejemplo, ajustes de curvas de 
regresión). 
 
 Finalmente, se emiten las FRQFOXVLRQHV�\�UHFRPHQGDFLRQHV. Es aconsejable utilizar 
su conocimiento no estadístico del problema y tener presente que una significancia 
HVWDGtVWLFD no necesariamiente implica que exista una significancia SUiFWLFD (aunque sea 
estadísticamente probada, una diferencia en una respuesta puede ser irrelevante del 
punto de vista práctico). No olvidar documentar el experimento y los datos obtenidos. 
 

���'LVHxR�GH�EORTXHV�DOHDWRULRV�
 

El efecto de XQ factor no deseado (por ejemplo: el operador o factor humano; el 
tiempo; el cambio de maquinaria) puede ser eliminado al dividir las pruebas en distintos 
grupos o EORTXHV, cada uno de los cuales presenta un nivel del factor no deseado. Si el 
orden de los tratamientos en cada bloque se elige al azar, entonces el experimento se 
conoce como H[SHULPHQWR�GH�EORTXHV�DOHDWRULRV. El análisis de tal experimento permite 
separar los efectos de cambios de tratamiento y de cambios de bloque. 
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Por ejemplo, supongamos que un experimento se lleva a cabo durante seis días 
consecutivos e interesa medir las respuestas a un factor con tres posibles niveles (A, B, 
C). Podemos definir cada día como un bloque distinto y considerar el siguiente orden de 
tratamientos: 
 
    Día 1: CAB 
    Día 2: BAC 
    Día 3: BCA 
    Día 4: ABC 
    Día 5: CBA 
    Día 6: ACB 
 

El diseño de bloque aleatorio se puede resumir en una tabla de datos, como aquella 
mostrada a continuación. El número de tratamiento (en las filas) se denota I, mientras 
que el número de bloques (en las columnas) se denota como F. El número total de datos 
es Q = IF. 
 

Media

;Î
Ï…;Î 2;Î 1Tratamiento I

...

;2 Ï…;22;21Tratamiento 2

;1 Ï…;12;11Tratamiento 1

MediaBloque F…Bloque 2Bloque 1

Media

;Î
Ï…;Î 2;Î 1Tratamiento I

...

;2 Ï…;22;21Tratamiento 2

;1 Ï…;12;11Tratamiento 1

MediaBloque F…Bloque 2Bloque 1

•1;

•2;

•
Ð;

1•; 2•; Ñ; • ;
 

 
7DEOD��. Tabla de datos para un diseño de bloques aleatorios 

 
 La herramienta clave para determinar si existe algún efecto de los bloques o de los 
tratamientos es el DQiOLVLV�GH�YDULDQ]D. En este contexto, se define la siguiente tabla. 
 

Q – 1Total

(I – 1) (F – 1)Error

F – 1Entre columnas

I – 1Entre filas

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Suma de cuadradosFuente de 
variación

Q – 1Total

(I – 1) (F – 1)Error

F – 1Entre columnas

I – 1Entre filas

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Suma de cuadradosFuente de 
variación

∑
=

• −=
Ò
Ó ÓÒ ;;F66

1

2)(

∑
=

• −=
Ô
Õ ÕÔ ;;I66

1

2)(

∑∑
= =

•• −−=
Ò
Ó

Ô
Õ ÕÓ ÕÓÓ ÕÖ ;;;;66

1 1

))((

ÖÔÒ 66666666 ++=

1−
= I
6606 ÒÒ

1−
= F
6606 ÔÔ

)1)(1( −−
= FI

6606 ÖÖ

 
 

7DEOD��. Tabla de análisis de varianza para un diseño de bloques aleatorios 
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Una vez construida la tabla de análisis de varianza, se puede comparar 06×  y 06 Ø , 
así como 06 Ù  y 06 Ø , mediante tests de Fisher, para determinar si las diferencias son 
significativas. 
 
(MHPSOR����'LVHxR�GH�EORTXHV�DOHDWRULRV�VLQ�UpSOLFDV�
 

Se considera los datos de la Tabla 3. Se desea saber si las diferencias entre bloques 
y/o entre tratamientos son significativas. 
�

59386532592865116643Tratamiento 3

62507106613273617186Tratamiento 2

61236619589670206325Tratamiento 1

Bloque 5Bloque 4Bloque 3Bloque 2Bloque 1

59386532592865116643Tratamiento 3

62507106613273617186Tratamiento 2

61236619589670206325Tratamiento 1

Bloque 5Bloque 4Bloque 3Bloque 2Bloque 1

�
 

7DEOD��. Datos obtenidos de un diseño de bloques aleatorios 
 
 Se obtiene la siguiente tabla de análisis de varianza. 
 

143 263 503Total

39 2948314 351Error

561 25942 245 035Entre bloques

352 0582704 117Entre 
tratamientos

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadradosFuente de 

variación

143 263 503Total

39 2948314 351Error

561 25942 245 035Entre bloques

352 0582704 117Entre 
tratamientos

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadradosFuente de 

variación

 
 

7DEOD��. Tabla de análisis de varianza para los datos de la Tabla 3 
 
 La media de cuadrados entre tratamientos aparece significativamente más alta que 
la media de cuadrados de errores (el cuociente entre ambas medias es de 8.96, mientras 
que el valor crítico de la distribución de Fisher de 2 y 8 grados de libertad para un nivel 
de confianza de 99% es igual a 8.65). Asimismo, la media de cuadrados entre bloques 
también es significativamente más alta que la media de cuadrados de errores (cuociente 
igual a 14.28, en comparación con un valor crítico igual a 7.01 para una distribución de 
Fisher de 4 y 8 grados de libertad para un nivel de confianza de 99%). En conclusión, 
las variaciones debidas tanto a los bloques como a los tratamientos son significativas. 
Ambas variaciones son del mismo orden de magnitud (el cuociente entre las medias de 
cuadrados de tratamientos y de bloques, 1.59, no es significativo para una distribución 
de Fisher de 4 y 2 grados de libertad). 
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(MHPSOR����'LVHxR�FRQ�WUDWDPLHQWRV�UHSOLFDGRV�
 

Si cada tratamiento dentro de cada bloque está replicado, se puede obtener una 
mejor estimación del error experimental y mejorar la comparación entre tratamientos, 
así como entre tratamientos y bloques. El análisis de varianza se lleva a cabo de manera 
similar, pero es posible extraer una fuente adicional de variación debida a la interacción 
entre tratamientos y bloques.  

 
Sea I el número de tratamientos, F el número de bloques, U el número de réplicas y  

Q = IFU el número total de datos. Para L = 1…  I, M = 1…  F y N = 1…  U, denotaremos como 
; Ú Û"Ü  el dato correspondiente al tratamiento nºL, bloque nºM y réplica nºN. La tabla de 
análisis de varianza se indica a continuación. 

 

(I – 1) (F – 1)
Interacción 
bloques / 

tratamientos

Q – 1Total

IF (U – 1)Error

F – 1Entre 
bloques

I – 1Entre 
tratamientos

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadradosFuente de 

variación

(I – 1) (F – 1)
Interacción 
bloques / 

tratamientos

Q – 1Total

IF (U – 1)Error

F – 1Entre 
bloques

I – 1Entre 
tratamientos

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadradosFuente de 

variación

∑
=

•• −=
Ý
Þ ÞÝ ;;FU66

1

2)(

∑
=

•• −=
ß
à àß ;;IU66

1

2)(

∑∑
= =

••••• +−−=
Ý
Þ

ß
à àÞÞ àÝ ß ;;;;U66

1 1

2)(

∑∑∑
= = =

•−=
Ý
Þ

ß
à

á
â Þ àÞ à âã ;;66

1 1 1

2)(

1−
= I
6606 ÝÝ

1−
= F
6606 ßß

)1)(1( −−
= FI

6606 Ý ßÝ ß

)1( −
= UIF

6606 ãã

ãÝ ßßÝ 6666666666 +++=
 

 
7DEOD��. Tabla de análisis de varianza para un diseño de bloques aleatorios con réplicas 

 
Por ejemplo, consideremos la prueba de dos tratamientos (A y B) en tres bloques, 

con dos replicas para cada prueba. 
 

6.97.07.09.68.58.0B

4.34.46.37.18.37.3A

3/23/12/22/11/21/1tratamiento

Bloques / replicas

6.97.07.09.68.58.0B

4.34.46.37.18.37.3A

3/23/12/22/11/21/1tratamiento

Bloques / replicas

 
 

7DEOD��. Datos obtenidos de un diseño de bloques aleatorios con réplicas 
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063 = 1.15722.314Interacción 
bloques / tratamientos

1126.309Total

064 = 0.72364.335Error

062 = 7.20817.208Entre tratamientos

061 = 6.226212.452Entre bloques

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadrados

Fuente de 
variación

063 = 1.15722.314Interacción 
bloques / tratamientos

1126.309Total

064 = 0.72364.335Error

062 = 7.20817.208Entre tratamientos

061 = 6.226212.452Entre bloques

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadrados

Fuente de 
variación

 
 

7DEOD��. Tabla de análisis de varianza para los datos de la Tabla 6 
 

Se puede comentar lo siguiente: 
 

•  063 / 064 = 1.60, lo cual no es significativo para una variable de Fisher de 2 y 6 
grados de libertad. Por ende, se asume que no existe interacción entre tratamientos y 
bloques, y se combina ambos valores 063 y 064 para tener una mejor estimación de 
la varianza del error experimental: 

 

831.0
26

335.4315.2
combinado =

+
+=06 . 

 
El error experimental en la medición se puede cuantificar por la desviación estándar  
 

912.0combinado =06 . 
 
•  061���06combinado = 7.49, lo cual es significativo para una variable de Fisher de 2 y 8 

grados de libertad. El cambio de bloque tiene un efecto real sobre la medición. 
 
•  De igual manera, 062 / 06combinado = 8.67 es significativo para una variable de 

Fisher de 1 y 8 grados de libertad. El cambio de tratamiento tiene un efecto sobre la 
medición (de la tabla 6, se ve que el tratamiento B proporciona sistemáticamente 
valores mayores, en promedio de 1.55). 

 

���'LVHxR�GH�FXDGUDGR�ODWLQR�
 

Supongamos ahora que existen GRV factores no deseados (por ejemplo, el operador y 
el día en el que se hace el experimento) que no tienen interacción. El llamado GLVHxR�GH�
FXDGUDGR� ODWLQR�consiste en probar cada tratamiento una vez con cada operador y una 
vez por día. Debe existir igual número (S) de tratamientos, operadores y días. 
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DCBAE5

CBAED4

BAEDC3

AEDCB2

EDCBA1

54321
Día

Operador

DCBAE5

CBAED4

BAEDC3

AEDCB2

EDCBA1

54321
Día

Operador

 
 

7DEOD��. Ejemplo de diseño de cuadrado latino 
 

Aquí, el análisis de varianza consiste en dividir la suma total de cuadrados en cuatro 
componentes (filas, columnas, tratamientos y errores): 
 

äåæç 6666666666 +++=  
 
con los respectivos grados de libertad 
 

)1()2()1()1()1(12 −−+−+−+−=− SSSSSS . 
 

Una vez construida la tabla de análisis de varianza se compara las diferentes medias 
de cuadrados (06 è  / 06 é ), (06ê  / 06 é ) y (06 ë  / 06 é ) para determinar si las diferencias 
son significativas. 
 

���'LVHxR�IDFWRULDO��
 

�����(VWUDWHJLDV�SRVLEOHV�
 

Cuando existen varios factores en un mismo experimento, se puede considerar las 
siguientes estrategias: 
 
� 0HMRU�DSXHVWD: se hace una serie de pruebas, cambiando el valor de un solo factor 

entre una prueba y la siguiente y esperando observar una mejora en la respuesta. 
Este procedimiento no garantiza llegar a la combinación óptima de los factores. 

 
� 8Q�IDFWRU�D�OD�YH]: se parte de una combinación de niveles de factores y se realiza 

varias pruebas, en cada una de las cuales se modifica el valor de XQ�VROR factor con 
respecto a la combinación de partida. Este procedimiento no permite detectar 
interacciones entre factores (un factor puede no producir el mismo efecto en la 
respuesta según el valor de otros factores) y entrega generalmente soluciones no 
óptimas. 

 
� 7RGRV�ORV�IDFWRUHV�D�OD�YH]: se conduce un experimento llamado IDFWRULDO, donde los 

niveles de los factores se modifican conjuntamente. Este tipo de experimento es el 
que hace el uso más eficiente de los datos. 
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�����([SHULPHQWR�IDFWRULDO�
 

Se dice que un experimento es IDFWRULDO cuando se elige un conjunto de niveles para 
los factores, y una o varias pruebas se realizan con cada posible combinación de cada 
factor. Si se tiene Q factores con el mismo número de niveles ([) y cada combinación se 
repite U veces, entonces el número total de pruebas necesarias es U�[ì . Típicamente, se 
toma [ = 2 (un nivel bajo y un nivel alto para cada factor) o [ = 3, y el orden de las 
pruebas se elige al azar. 
 

Las ventajas de realizar experimentos factoriales son: 
 
•  Determinar interacciones entre factores. 
 
•  Si no existen tales interacciones, se tiene la máxima eficiencia para estimar los 

efectos propios de los factores. 
 
•  Las conclusiones son válidas en un amplio rango de situaciones. 
 

Por ejemplo, consideremos dos factores (A y B), cada uno con dos niveles (– y +). 
Al graficar la respuesta en función de los niveles del factor A, se puede determinar si 
existe o no interacción entre A y B (Figura 2). En el caso general, el análisis de varianza 
permite separar y cuantificar los efectos de los factores y los efectos de interacción entre 
factores. 
 

 
 

)LJXUD��. Determinación gráfica de la posible interacción entre los factores A y B  
 

�����([SHULPHQWR�GH�GRV�IDFWRUHV�
 

El modelo matemático para un experimento de dos factores (A,B) es: 
 

í îGïí îîíí îGï '%$<< ε++++=  
 
con 
•  < ð ñ
ò : respuesta de la N-ésima réplica con A en el nivel L y B en el nivel M. �

Factor A 
±   �  

Respuesta 

%��
%±�

%��
%±�

No hay interacción entre A y B 

Respuesta 

Factor A 
±   �  

%��

%±� %��
%±�

Hay interacción entre A y B 
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•  $ ð : valor promedio de todas las pruebas con A en el nivel L�
•  %ñ : valor promedio de todas las pruebas con B en el nivel M�
•  ' ð ñ : componente de interacción 
•  ε ð ñ"ò : componente de error.�
 

Se supone L ∈ {1…  D}, M ∈ {1…  E} y N ∈ {1…  U}. La tabla de análisis de varianza 
tiene la siguiente forma: 
 

E – 1Efecto de B

DEU – 1Total

DE (U – 1)Error

(D – 1)(E – 1)Interacción AB

D – 1Efecto de A

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadrados

Fuente de 
variación

E – 1Efecto de B

DEU – 1Total

DE (U – 1)Error

(D – 1)(E – 1)Interacción AB

D – 1Efecto de A

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadrados

Fuente de 
variación

∑
=

−=
ó
ô ôõ <<EU66

1

2)(

∑
=

−=
ö
÷ ÷ø <<DU66

1

2)(

∑∑
= =

+−−=
ó
ô

ö
÷ ÷ôô ÷õ ø <<<<U66

1 1

2)(

∑∑∑
= = =

−=
ó
ô

ö
÷

ù
ú ô ÷ô ÷ úû <<66

1 1 1

2)(

∑∑∑
= = =

−=
ó
ô

ö
÷

ù
ú ô ÷ ú <<66

1 1 1

2)(

1−= D
6606 õõ

1−= E
6606 øø

)1)(1( −−= ED
6606 õ øõ ø

)1( −= UDE
6606 ûû

 
 

7DEOD��. Tabla de análisis de varianza para un diseño de dos factores 
 

(MHPSOR����H[SHULPHQWR�FRQ�UpSOLFDV  
 

Se considera un experimento con U = 2 réplicas, Q = 2 factores (A y B), [ = 2 niveles 
(0 = bajo y 1 = alto). Los resultados de las mediciones se indican a continuación. 
 

23.9; 24.2

26.1; 27.3

A1

22.8; 21.1B1

23.2; 22.5B0

A0

23.9; 24.2

26.1; 27.3

A1

22.8; 21.1B1

23.2; 22.5B0

A0

 
 

7DEOD���. Tabla de datos para un diseño de dos factores 
 

Se busca determinar si A y/o B tienen efectos significativos, y si la interacción entre 
ambos factores es significativa. Se obtiene la tabla de análisis de varianza señalada a 
continuación. 
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6.3016.30Efecto de B

727.99Total

0.6242.46Error

1.5311.53Interacción AB

17.70117.70Efecto de A

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadradosFuente de 

variación

6.3016.30Efecto de B

727.99Total

0.6242.46Error

1.5311.53Interacción AB

17.70117.70Efecto de A

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadradosFuente de 

variación

 
 

7DEOD���. Tabla de análisis de varianza para los datos de la Tabla 10 
 
 El valor crítico para una variable de Fisher de 1 y 4 grados de libertad y un nivel de 
confianza de 95% es de 7.71. Por lo tanto, los efectos de A y de B son significativos (las 
medias de cuadrados divididas por la media de cuadrados de error son iguales a 28.78 y 
10.24, respectivamente). De la tabla 10, se puede calcular el efecto promedio de A: 
 

98.2
4

1.218.225.222.23
4

2.249.233.271.26 =+++−+++
 

 
y el efecto promedio de B: 
 

78.1
4

3.271.265.222.23
4

2.249.231.218.22 −=+++−+++
. 

 
En cambio, la interacción entre A y B no tiene un efecto significativo, puesto que el 

cuociente de la media de cuadrados (1.53) por la media de cuadrados de errores (0.62) 
es inferior al valor crítico 7.71. 
 
(MHPSOR����H[SHULPHQWR�VLQ�UpSOLFDV  
 

Si no hay réplica (U = 1), no se puede calcular el error residual 66ü . En este caso, se 
puede evaluar dicho error: 

 
•  haciendo U �SUXHEDV�FRQ�YDORUHV�LQWHUPHGLRV�GH�ORV�IDFWRUHV��HQ�FX\R�FDVR, el número 

de grados de libertad para el valor estimado de 66( será U �– 1); 
 
•  suponiendo que las componentes de interacción no son significativas, por lo cual se 

identifica estas componentes con el error residual; 
 
•  utilizando datos históricos. 
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A modo de ilustración, retomemos los datos de la Tabla 10, considerando solamente 
la primera réplica de cada experimento (en total, se tiene 4 datos con valores 23.2, 26.1, 
22.8 y 23.9). Se llega a la siguiente tabla de análisis de varianza. 
 

1.6911.69Efecto de B

36.50Total

?Error

0.8110.81Interacción AB

4.0014.00Efecto de A

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadradosFuente de 

variación

1.6911.69Efecto de B

36.50Total

?Error

0.8110.81Interacción AB

4.0014.00Efecto de A

Media de 
cuadrados

Grados de 
libertadSuma de cuadradosFuente de 

variación

 
 

7DEOD���. Tabla de análisis de varianza para el experimento sin réplica 
 
 Se requiere ahora estimar la media de cuadrados (varianza) del error experimental. 
Por ejemplo, se puede realizar tres pruebas con niveles intermedios de los factores A y 
B, obteniendo los siguientes datos: 24.1, 25.0 y 24.5. Se tendrá entonces una varianza 
de 0.203, con 3 – 1 = 2 grados de libertad. En este ejemplo, el efecto de A es juzgado 
significativo (4.00/0.203 = 19.7, valor significativo para una distribución de Fisher de 1 
y 2 grados de libertad), mientras que el efecto de B y la interacción entre A y B no son 
significativos. Se podría combinar las medias de cuadrados de B y de AB para tener una 
mejor estimación de la varianza del error experimental. 

�����([SHULPHQWR�GH�WUHV�IDFWRUHV�
 

Para un experimento de 3 factores (A,B,C), se tendría la siguiente tabla. 
 

Media de 
cuadrados

Grados de libertad
Suma de 

cuadrados
Fuente de 
variación

06DEFU – 166Total

06ýDEF (U – 1)66ýError

06þ�ÿ��(D – 1) (E – 1) (F – 1)66þ�ÿ��ABC

06ÿ��(E – 1) (F – 1)66ÿ��BC

06þ��(D – 1) (F – 1)66þ��AC

06þ��(D – 1) (E – 1)66þ��AB

06 �F – 166 �C

06ÿE – 166ÿB

06þD – 1 66þA

Media de 
cuadrados

Grados de libertad
Suma de 

cuadrados
Fuente de 
variación

06DEFU – 166Total

06ýDEF (U – 1)66ýError

06þ�ÿ��(D – 1) (E – 1) (F – 1)66þ�ÿ��ABC

06ÿ��(E – 1) (F – 1)66ÿ��BC

06þ��(D – 1) (F – 1)66þ��AC

06þ��(D – 1) (E – 1)66þ��AB

06 �F – 166 �C

06ÿE – 166ÿB

06þD – 1 66þA

 
 

7DEOD���. Tabla de análisis de varianza para un diseño de tres factores 
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 Por ejemplo, se puede volver a tomar los datos de la Tabla 10 y, esta vez, considerar 
las réplicas como un tercer factor (C). 
 

Media de 
cuadrados

Grados de libertad
Suma de 

cuadrados
Fuente de 
variación

727.98Total

?Error

0.00110.001ABC

0.4510.45BC

1.9011.90AC

1.5311.53AB

0.1010.10C

6.3016.30B

17.70117.70A

Media de 
cuadrados

Grados de libertad
Suma de 

cuadrados
Fuente de 
variación

727.98Total

?Error

0.00110.001ABC

0.4510.45BC

1.9011.90AC

1.5311.53AB

0.1010.10C

6.3016.30B

17.70117.70A

 
 

7DEOD���. Tabla de análisis de varianza para los datos de la Tabla 10 
 
 Dado que no hay réplicas, para estimar la varianza del error, se podría nuevamente 
hacer pruebas con valores intermedios para los factores. Una alternativa es considerar el 
valor de la interacción de mayor orden (en este caso, ABC) como primera estimación de 
la varianza (media de cuadrados) del error experimental. Luego, se puede mejorar esta 
estimación al combinar progresivamente las otras fuentes de variación que no son 
declaradas significativas.  
 

En este ejemplo, tomando un nivel de confianza de 95%: 
 
� Empezamos con una varianza de error estimada en 0.001 con 1 grado de libertad 

(fuente ABC). 
 
� La variación debida al factor C (0.10) no es significativa para una distribución de 

Fisher con 1 y 1 grados de libertad. Se puede entonces incluir la variación debida a 
este factor y a sus interacciones (AC, BC) para estimar mejor la varianza de error: 

 
(0.10 + 1.90 + 0.45 + 0.001 )/4 = 0.6128. 

 
� Las variaciones debidas a A y a B son significativas para una distribución de Fisher 

con 1 y 4 grados de libertad (las medias de cuadrados correspondientes divididas por 
la varianza de error dan 28.90 y 10.29, respectivamente, y son mayores que el valor 
crítico 7.71). En cambio, la variación debida a la interacción AB no es significativa.  

 

�����([SHULPHQWRV�IUDFFLRQDOHV�
 
 Cuando el número de factores aumenta, el número de pruebas a realizar para tener 
un experimento factorial completo se vuelve demasiado grande para el experimentador. 
Por ejemplo, considerando 6 factores en dos niveles, se necesitaría 64 pruebas (sin hacer 
réplicas). En este caso, se tendría 63 grados de libertad, de los cuales 6 están asociados a 
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los efectos principales de los factores (A, B, C, D, E, F) y 15 a las interacciones de 
segundo orden entre factores (AB, AC, AD..., EF), mientras que 42 grados de libertad 
están asociados a interacciones de tercer orden o superior (ABC...). 
 
 Si el experimentador asume que las interacciones de orden alto son despreciables, la 
información sobre los efectos principales y sobre las interacciones de bajo orden puede 
ser obtenida con solamente una fracción del experimento factorial completo. En este 
caso, se habla de GLVHxRV�IUDFFLRQDOHV. 
 
 Un uso común de este tipo de diseño consiste en experimentos en que se consideran 
muchos factores y el objetivo es determinar qué factores tienen el mayor efecto. Esto se 
puede utilizar al principio de un proyecto, cuando el efecto de muchos de los factores 
inicialmente considerados es susceptible de ser nulo o muy poco. Los factores que serán 
identificados como importantes podrán luego ser investigados más detalladamente en 
otros experimentos. 
 
 A modo de ejemplo, considerando tres factores (A,B,C) y dos niveles, existen dos 
diseños de medio, los cuales pueden ser representados geométricamente como en la 
Figura 3. En este tipo de diseño, no se puede diferenciar el efecto principal del factor A 
del efecto de la interacción entre B y C (similarmente, no se puede diferenciar los 
efectos de B y AC, así como los efectos de C y AB). 
  

± � ±
�

±

�

± � ±
�

±

�

diseño con la 
fracción principal

diseño con la 
fracción alterna

A

B

C C

A
B

± � ±
�

±

�

± � ±
�

±

�

diseño con la 
fracción principal

diseño con la 
fracción alterna

A

B

C C

A
B

 
 

)LJXUD��. Representación geométrica de diseños de fracción de medio  
(los puntos corresponden a las pruebas seleccionadas) 

 

���'LVHxR�GH�SUXHEDV�LQGXVWULDOHV��
 

Interesa saber si un cambio en un proceso o en las condiciones de operación trae un 
beneficio. A menudo, la prueba a escala real es la única manera de determinar con 
confianza si tal beneficio existe (mejoras a nivel de laboratorio o escala piloto pueden 
desvanecerse a escala industrial). Ahora, las pruebas industriales son caras y pueden 
reducir la eficiencia de los procesos, por lo que se buscará llegar a una conclusión firme 
en el menor tiempo posible. 
 

Se debe tener presente que varios factores son susceptibles alterar los resultados, en 
particular el factor tiempo (las condiciones operativas suelen cambiar en el tiempo). 
Muchas réplicas de la prueba son necesarias para mitigar los efectos de estos factores, lo 
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que puede ser obtenido al utilizar periodos de tiempo fijos para las réplicas (típicamente, 
periodos de un día). 
 
 Existen tres grandes enfoques para conducir una prueba industrial: 
 
1) Comparando respuestas en pares de datos (en particular, cuando se quiere comparar 

dos tipos de condiciones experimentales), en cuyo caso se puede utilizar el test de 
Student para muestras pareadas. 

 
2) Utilizando un diseño de bloques aleatorios, en donde el efecto de una variable no 

deseada (por ejemplo, el tiempo) se elimina al considerar bloques. 
 
3) Sin un diseño formal, por ejemplo, comparando las respuestas en forma grafica para 

llegar a una conclusión. Este enfoque requiere generalmente tener más datos que en 
los dos enfoques anteriores, ya que no hay un control formal del error experimental. 
Se debe tomar más datos cuando las correlaciones entre las variables de entrada y de 
respuesta son bajas. Asimismo, se debe suponer que estas correlaciones no cambian 
significativamente durante el periodo de prueba. 

 

�����7HVW�GH�6WXGHQW�SDUD�PXHVWUDV�SDUHDGDV�
 

La ventaja de este test es que permite eliminar las desviaciones debidas a errores, al 
considerar la GLIHUHQFLD entre dos respuestas (típicamente, la respuesta bajo condiciones 
normales de operación y la respuesta bajo nuevas condiciones). Para evitar sesgos, se 
recomienda alternar / variar los tratamientos, por ejemplo: 
 

Día   Condición   Condición  Diferencia 
1   normal    nueva   normal – nueva  
2   nueva    normal   normal – nueva 
3   nueva    normal   normal – nueva 
4   normal    nueva   normal – nueva 

 
A veces, al cambiar las condiciones de operación de la prueba, es necesario incluir 

un periodo de “estabilización” antes de poder obtener una respuesta confiable, por lo 
que se ignora la respuesta en el periodo de estabilización. Se puede entonces considerar 
grupos de tres o cuatro periodos, por ejemplo: 
 

Día   Secuencia de condiciones 
1   A$B%�
2   %A$�
3   $B% 
4   A$B%�
5   %A$�
6   B%A$�

 
En negrita, los pares utilizados para el test de Student. 
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�����'LVHxR�GH�EORTXHV�DOHDWRULRV�
 

Para experimentos con dos condiciones y sin réplicas, este enfoque proporciona los 
mismos resultados que el test de Student de muestras pareadas. Sin embargo, el diseño 
de bloques aleatorios es apropiado cuando se busca comparar más de dos condiciones. 
El factor tiempo es comúnmente la variable agrupada en bloques.  

 
Es indispensable que cada tratamiento sea probado al menos una vez en cada bloque 

y que el orden de los tratamientos sea elegido al azar. Si estas dos condiciones no se 
cumplen, el análisis de varianza dará resultados inválidos. 
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&DStWXOR����0pWRGRV�GH�PtQLPRV�FXDGUDGRV�
 
 
 
 

���0RGHODPLHQWR�GH�GDWRV�
 

Un PRGHOR�PDWHPiWLFR permite describir y resumir un conjunto de datos medidos y 
sus relaciones. Por ejemplo, puede tratarse de una clase de funciones (ej.: polinomios) 
cuyos coeficientes están ajustados a los datos. Modelos más complejos son obtenidos al 
considerar leyes físicas que rigen el comportamiento de los datos. A veces, uno combina 
los dos enfoques anteriores (PRGHORV�PHFDQtVWLFRV), de tal modo que la estructura del 
modelo proviene de mecanismos o leyes físicas que se piensa son importantes, mientras 
que los detalles de estos mecanismos son descritos por parámetros ajustados de manera 
de reproducir los datos medidos. Estos modelos son generalmente más confiables que 
un simple ajuste de los datos para extrapolar los resultados a nuevas situaciones o 
nuevas condiciones operatorias. 
 

Se puede clasificar los modelos matemáticos entre 
 
•  PRGHORV�GHWHUPLQtVWLFRV: el mismo input (entrada) genera el mismo output (salida); 
 
•  PRGHORV�SUREDELOtVWLFRV: el output intenta reflejar la naturaleza aleatoria del proceso. 

Un modelo determinístico se puede convertir en un modelo probabilístico al agregar 
un error aleatorio al output. Ahora, para recurrir a un modelo probabilístico, es 
necesario asegurarse de la “aleatoriedad” de las mediciones. Visualizar el valor de la 
medición en función de su orden (fecha en que se toma la medición) puede revelar 
la presencia de problemas, como por ejemplo, tendencias sistemáticas (valor de la 
medición que disminuye o que aumenta con el tiempo). 

 
Asimismo, los modelos (incluso determinísticos) recurren a la estadística, dado que 

se basan en datos medidos y muy raramente reproducen exactamente estos datos debido 
a errores de medición. Por lo tanto, se necesita métodos para evaluar si el modelo es 
apropiado, es decir, testearlo acorde a estándares estadísticos. 

 
La construcción de modelos es un proceso creativo que depende de la experiencia 

del modelador, sus preferencias y sus intuiciones, así como del objetivo para el cual se 
construye el modelo. 
 

���3ULQFLSLRV�EiVLFRV�GH�ORV�PpWRGRV�GH�PtQLPRV�FXDGUDGRV�
 

Se dispone de 1�GDWRV�PHGLGRV {\ � , L = 1…  1} (vistos como variables aleatorias, 
puesto que existen errores de medición) con desviaciones estándares {σ � , L = 1…  1}. 
Estas desviaciones miden la precisión de los datos y pueden estimarse si se dispone de 
réplicas en las mediciones. Se desea ajustar estos datos de modo de encontrar el “mejor” 
estimador { �\̂ , L = 1…  1} de los valores reales. 
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Supongamos también que se tiene /� UHVWULFFLRQHV (por ejemplo, ecuaciones del 
modelo predictivo que queremos construir): 
 

0),...;ˆ,...ˆ(},,...1{ 11 =∈∀ ��	 DD\\I/M  
 
con 0�SDUiPHWURV {D
 , N = 1…  0} que se busca determinar junto con { �\̂ , L = 1…  1}. 
 

Una manera de ajustar los datos es minimizar la siguiente cantidad: 
 

∑
=

ε=
�
� �)

1

2  con 




 \\

σ
−=ε

ˆ
 

 
bajo las / restricciones anteriores. 
 
 La motivación de este procedimiento es la siguiente: si uno supone que los errores 
{ε � , L = 1…  1} son variables aleatorias normales, se puede establecer que minimizar ) 
equivale a maximizar la YHURVLPLOLWXG de los parámetros {D1,...�D� } y { �\\ ˆ,...1̂ }, o sea, 
encontrar los parámetros que maximizan la probabilidad de haber encontrado los 
valores medidos {\1,...�\� }. 
 

Ahora, cada uno de los 1 términos en la suma de cuadrados que define ) aporta un 
grado de libertad, mientras que cada parámetro libre (ya sea �\̂  o D
 ) resta un grado de 
libertad. Asimismo, cada ecuación de restricción agrega un grado de libertad, puesto 
que elimina a un parámetro libre. El número total de grados de libertad es: 
 

0//101 −=++− )( . 
 
 
 

Por lo tanto, cuando está en su valor mínimo (y suponiendo que la distribución de 
los errores es normal), ) es una variable del chi cuadrado con / – 0 grados de libertad. 
Se puede utilizar este resultado para medir la calidad del ajuste, dado que las tablas de la 
distribución del chi cuadrado indican la probabilidad de superar un determinado valor 
para ). A modo de ejemplo, si la probabilidad 4 de superar el valor obtenido de ) es 
muy pequeña, esto significa que el ajuste no es satisfactorio: 

 
� el modelo es “ malo”  y puede ser rechazado; 
 
� los valores de desviación estándar {σ � , L = 1…  1} están subestimados; 
 
� los errores {ε � , L = 1…  1} no tienen una distribución normal. Usualmente, el tener 

errores no normales aumenta la occurrencia de valores extremos (outliers) que hacen 
bajar la probabilidad 4, por lo que se puede aceptar valores bajos de 4 (0.001). 

 
Para verificar que los errores de medición {ε � , L = 1…  1} (residuos de la regresión) 

tienen una distribución normal, se puede aplicar un gráfico de probabilidad normal con 
estos residuos. Si se invalida la hipótesis de normalidad, el ajuste de mínimos cuadrados 
sigue proporcionando un modelo para determinar la respuesta esperada (valor de \). 

datos parámetros restricciones 
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Pero ya no se puede definir intervalos de confianza sobre los parámetros del ajuste o 
hacer pruebas (tests) de hipótesis. 
 
(MHPSOR 
 

Se busca ajustar un modelo con una sola restricción:  
 

D\1L � =∈∀ ˆ},,...1{ , 
 
bajo el supuesto que las desviaciones estándares {σ � , L = 1…  1} son todas iguales a σ. 
Se busca minimizar 
 

∑
=








σ
−=χ

�
�

� D\
1

2
2 . 

 
El mínimo se obtiene al anular la derivada parcial de χ2 con respecto al parámetro D: 

 

02
1

2

2

=
σ
−−=

∂
χ∂ ∑

=

�
�

� D\
D  

 
o sea: 
 

\\1D
�
� � == ∑
=1

1
. 

 
Es decir, el mejor ajuste de los datos {\ � , L = 1…  1} por una constante corresponde a 

la media aritmética de estos datos (de haber considerado desviaciones σ �  variables, se 
hubiese encontrado una media ponderada de los datos). La calidad del ajuste se puede 
evaluar al calcular la suma de residuos cuadráticos 
 

∑
=








σ
−=χ

�
�

� \\
1

2
2  

 
y comparar su valor con el valor crítico para una variable del chi cuadrado con 1 – 1 
grados de libertad. 
 

���$MXVWH�GH�XQ�PRGHOR�OLQHDO�GH�XQD�YDULDEOH�
 

�����$MXVWH�GH�XQD�UHFWD�TXH�SDVD�SRU�HO�RULJHQ�
 
 Buscamos ahora un modelo de la siguiente forma: 
 

�� [E\1L =∈∀ ˆ},,...1{  
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donde: 
•  se dispone de mediciones {\ � , L = 1…  1} con desviaciones {σ � , L = 1…  1} 
•  cada medición \ �  está asociada a un valor [ �  (supuesto sin error de medición). 

 
En este ejemplo, existen tantas restricciones como datos (/ = 1) y un solo parámetro 

(0 = 1), por lo que el número de grados de libertad es 1 – 1. La minimización de los 
residuos cuadráticos conduce a: 
 

∑

∑

=

=

σ

σ= �
� �

�

�
� �

��

[

\[
E

1
2

2
1

2

. 

 
Como casos particulares, se tiene: 

 

•  σ �  = σ constante: ∑∑
==

=
�
� �

�
� �� [\[E

1

2

1

/  

 
•  σ � 2�proporcional a [ � : se obtiene una pendiente E igual al cuociente [\ /  

 
•  σ � �proporcional a [ � : la pendiente E es igual al promedio de las pendientes que se 

obtendrían al considerar cada dato individualmente:  
 

∑
=

=
�
  

 
[
\

1E
1

1
. 

 

�����0RGHOR�OLQHDO�GH�XQD�YDULDEOH�
 

�������'HVYLDFLRQHV�YDULDEOHV�\�FRQRFLGDV�
 

Consideremos la expresión general de un modelo lineal de una variable: 
 

!! [ED\1L +=∈∀ ˆ},,...1{  
 
donde: 

•  se dispone de mediciones {\ � , L = 1…  1} con desviaciones {σ � , L = 1…  1} 
•  cada medición \ �  está asociada a un valor [ �  (supuesto sin error de medición). 

 
Existen el mismo número de restricciones que de datos (/ = 1) y dos parámetros  

(0 = 2), por lo que el número de grados de libertad es 1 – 2. Se busca minimizar 
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El mínimo se obtiene al anular las derivadas parciales de χ2 con respecto a ambos 
parámetros: 
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La solución es: 
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Alternativamente, se puede escribir 
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Suponiendo que los \ 3  son independientes y utilizando la fórmula de propagación de 

errores y las expresiones de D y E en función de los \ 3 , se obtiene: 
 

4'4
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Estos resultados permiten determinar intervalos de confianza para los parámetros 

“ reales”  (α y β) de la recta de regresión en torno a los valores obtenidos (D y E), o para 
testear hipótesis sobre sus valores (por ejemplo, determinar si la pendiente real β puede 

(media de [) 

(media de \) 
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ser igual a 0). Para ello, se supondrá que D y E tienen distribuciones normales, de medias 
α y β y varianzas dadas por las fórmulas anteriores. Por ejemplo, se se consideran las 
siguientes hipótesis nula y alternativa (WHVW�GH�VLJQLILFDQFLD�GH�OD�UHJUHVLyQ): 
 

+0: β = 0 
+1: β ≠ 0 

 
se examinará si el valor de )var(/)0( EE−  es compatible con una normal N(0,1). 
 

�������'HVYLDFLRQHV�FRQRFLGDV�VyOR�FRQ�XQ�IDFWRU�GH�SURSRUFLRQDOLGDG�
 

Se supone que las desviaciones {σ 3 , L = 1…  1} sólo se conocen con un factor de 
proporcionalidad: 
 

55 U1L σ=σ∈∀ },,...1{  con σ desconocido. 
 

Por ejemplo, si \ 3  es la media de Q 3  mediciones y que todas las mediciones tienen la 
misma precisión, se puede plantear 

 
66 QU /1= . 

 
La cantidad a minimizar se puede escribir como: 
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por lo que se obtiene la solución (D y E) de la misma forma que anteriormente, salvo que 
se debe UHHPSOD]DU�V 9 �SRU�U9 . Pero el valor de ) no permite evaluar la calidad del ajuste 
() no tiene una distribución del chi cuadrado puesto que no es la suma de variables 
N(0,1) al cuadrado; solamente )/σ2 tiene una distribución del chi cuadrado, pero se 
ignora el valor de σ). 
 

Con el reemplazo de σ 3  por U 3 , las fórmulas previas permiten calcular las varianzas y 
covarianzas UHODWLYDV de D y E:  
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Si 1 es grande, la distribución de )/σ2 (chi cuadrado) es aproximadamente normal 

de media igual al número de grados de libertad (1�– 2). Luego, se puede estimar el valor 
desconocido de σ al plantear 
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2
ˆ

−
=σ 1

)
. 

 
Nuevamente, se puede determinar intervalos de confianza para los valores reales de 

la recta de regresión en torno a los valores obtenidos (D, E), y testear hipótesis sobre 
estos valores reales. Para ello, basta con reemplazar σ por σ̂ , y utilizar la distribución de 
Student de 1 – 2 grados de libertad en lugar de la distribución normal. 

 
Por ejemplo, para testear la significancia de la regresión (+0: β = 0), se examinará si 

el valor de 
)var(

0;;
−  es compatible con una variable de Student de 1 – 2 grados de libertad.  

Un test equivalente consiste en calcular el coeficiente de correlación empírico entre [ e 
\: 
 







−





−

−−
=

−−

−
=

∑∑

∑

==

= <
= ==

<
= ==

<
= ===

>>'>??'?
>?? >

\\U[[U

\\[[U
666666

66665

1

2
2

1

2
2

1
2

22

)(
1

)(
1

)()(
1

))((
 

 
Bajo la hipótesis nula (β = 0), la variable 

 

22 1
2
5

157@
−

−=−  

 
sigue una distribución de Student con 1 – 2 grados de libertad. Por consiguiente, se 
rechazará la hipótesis nula si |7A -2| es demasiado grande. 
 

�������'HVYLDFLRQHV�FRQVWDQWHV�
 
Cuando las desviaciones {σ 3 , L = 1…  1} son iguales, el método lleva el nombre de 

PtQLPRV�FXDGUDGRV�RUGLQDULRV, es decir, no ponderados. Se tiene: 
 

σ=σ∈∀ B1L },,...1{  desconocido 
 
o, equivalentemente, U 3  = 1. Para validar la hipótesis que las desviaciones son iguales, se 
puede graficar los residuos de regresión CC \\ ˆ−  en función de los valores estimados D\̂ : 
se espera que la dispersión de los residuos sea aproximadamente constante. 
 

El modelo de regresión permite prever los valores de \ para un valor dado de [, al 
plantear 
 

[ED\ +=̂  
 

En este caso, se tiene:  
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





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−++σ= 2
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1}var{ EE'E 666
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6\ . 

 
Esta varianza depende de [ y es mínima cuando [[= . Por lo tanto, el intervalo de 

confianza sobre \ (determinado al suponer que \ tiene una distribución normal de media 
\̂  y varianza dada por la fórmula anterior) es más amplio cuando [ se aleja de [ . 
 

 
 

)LJXUD��. Regiones con 95% de confianza sobre los valores de \�
 

���$MXVWH�GH�XQ�PRGHOR�OLQHDO�GH�YDULDV�YDULDEOHV�
 

Consideremos ahora un modelo lineal de 0 variables: 
 

∑
=

=++=∈∀
F
G H GGH FFHH [D[D[D\1L

1
11 ...ˆ},,...1{  

 
donde 

•  el índice L se refiere al número del dato (entre 1 y 1) 
•   el índice M se refiere al número de la variable (entre 1 y 0). 

 
Si se toma [ I 1 = 1 para todo L, se obtiene la regresión multilineal usual (la regresión 

lineal examinada en la sección anterior corresponde al caso cuando 0 es igual a 2). La 
linealidad se refiere a los coeficientes DJ  y no se hace supuesto sobre los valores [ I J  
(podrían ser funciones no lineales de una misma variable, por ejemplo [ I J  = [ I J ). En este 
ejemplo, existen tantas restricciones como datos (/ = 1) y 0 parámetros, por lo que el 
número de grados de libertad es 1 – 0. 
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�����'HVYLDFLRQHV�YDULDEOHV�\�FRQRFLGDV�
 

Se supone que cada medición \ I  tiene una desviación estándar σ I  conocida. Se busca 
minimizar 
 

∑ ∑
=

=







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
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El mínimo se encuentra al plantear 

 

0},,...1{
2

=
∂
χ∂∈∀ OD0M , 

 
o sea: 
 

0)(
2

},,...1{
1 1

2 =−
σ

∈∀ ∑ ∑
= =

P
Q Q R

S
T Q TTQQ [[D\0M . 

 
Para expresar la solución, es conveniente usar notaciones vectoriales y matriciales. 

Sea 
 

•  ; una matriz de tamaño 1 × 0 cuyo término genérico es U
U V[

σ
 

 

•  $ un vector de tamaño 0 × 1 cuyo término genérico es DJ �
 

•  < un vector de tamaño 1 × 1 cuyo término genérico es W
W\

σ
.�

 
El sistema de ecuaciones anteriores se escribe: 

 
<;$;; XX

=  
 
llamado sistema de�HFXDFLRQHV�QRUPDOHV del problema de mínimos cuadrados. Por lo 
anterior, la solución está dada por 
 

<;;;$ YY 1)( −=  
 

Existen varios métodos de resolución de las ecuaciones normales: 
•   pivote de Gauss 
•   inversión matricial de ; Z

 ; 
•   descomposición de Choleski (LU) de la matriz ; Z  ;�

 
Se demuestra que la matriz & = (; Z  ;)-1 es la matriz de varianza – covarianza de los 

parámetros {DJ , M = 1…  0}. Se puede utilizar este resultado para establecer intervalos o 
regiones de confianza para estos parámetros, o para testear hipótesis sobre sus valores 
reales (en particular, para testear si es factible considerar DJ  = 0). 
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Asimismo, el valor mínimo de χ2 puede ser utilizado para calcular la probabilidad 
de que una variable del chi cuadrado sea mayor que este valor, lo que permite evaluar la 
calidad del modelo. 
 

�����'HVYLDFLRQHV�FRQRFLGDV�VyOR�FRQ�XQ�IDFWRU�GH�SURSRUFLRQDOLGDG�
 

Supongamos que se conocen las desviaciones estándares solamente con un factor de 
proporcionalidad: 
 

[[ U1L σ=σ∈∀ },,...1{  con σ desconocido. 
 

Por ejemplo, si los \ I  tienen la misma desviación desconocida, se planteará U I  = 1. 
En este caso, se resuelve las ecuaciones normales para minimizar 
 

∑ ∑
=

=









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
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1
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(El formalismo es igual que en la sección anterior, salvo que se reemplaza σ I  por U I ). Se 
puede estimar el factor de proporcionalidad por: 
 

01
)
−

=σ̂  

 
y obtener una estimación de la matriz de varianza – covarianza de los parámetros {DJ , M 
= 1…  0} al plantear:  
 

12 )(ˆˆ −σ= ;;& `
 

 

donde ; es una matriz de tamaño 1 × 0 cuyo término genérico es a
a b
U
[

. 
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Se busca evaluar la utilidad de un modelo lineal de varias variables 
 

c
d
e c eec [D\1L ε+=∈∀ ∑
=1

},,...1{  

 
bajo el supuesto que los residuos ε f  son normales, independientes, de esperanza 0 y de 
misma varianza. Las hipótesis nula (H0) y alternativa (H1) son: 
 

H0: D1 = D2 = …  = Dg  = 0 
H1: al menos un D f  es distinto de cero 
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La idea es realizar un DQiOLVLV� GH� YDULDQ]D, dividiendo la suma total de residuos 
cuadráticos (6) en una suma debida al modelo (regresión) (6h ) y una suma debida al 
residuo o error (6i ). Más precisamente, se define: 

 

∑∑∑
===

−=−=−=
j
k kkl

j
k km

j
k k \\6\\6\\6

1

2

1

2

1

2 )̂()ˆ()(  

 
tal que 6 = 6h  + 6i . El procedimiento consiste en definir una variable que sigue (bajo la 
hipótesis nula) una distribución de Fisher con 0�±�1 y 1�± 0 grados de libertad: 
 

)/(
)1/(

016
06) n o

−
−=  

 
y rechazar la hipótesis nula si el valor observado de ) es mayor que el valor crítico para 
el riesgo asumido. 
 

Se define el FRHILFLHQWH�GH�GHWHUPLQDFLyQ�P~OWLSOH como 
 

6
6

6
65 pq

−== 12 . 

 
Este coeficiente, comprendido entre 0 y 1, mide cuánto se explica la variable \ al 

utilizar el modelo de regresión con las variables [. Cuando 0 = 2 (regresión lineal de 
una variable), el coeficiente de determinación múltiple no es otra cosa que el cuadrado 
del coeficiente de correlación entre [ e \. Cuando se aumenta el número 0 de variables 
[, el coeficiente de determinación múltiple aumenta y se acerca a 1. Por lo tanto, sólo 
permite comparar modelos del mismo nivel, es decir, con el mismo número de variables 
explicativas. 
 

Se introduce también el FRHILFLHQWH�GH�GHWHUPLQDFLyQ�P~OWLSOH�DMXVWDGR: 
 

)1/(
)/(

12

−
−−=′ 16
0165 r

 

 
que introduce un castigo por el número de parámetros a estimar (nivel de la regresión). 
Este coeficiente ajustado no siempre aumenta al incluir variables explicativas; de hecho, 
si variables innecesarias están consideradas, es muy probable que baje. 
 

�����7HVW�GH�XQ�PRGHOR�OLQHDO�VXMHWR�D�FRQGLFLRQHV�
 

Supongamos que se ha ajustado un PRGHOR�LQLFLDO, con 0 variables explicativas: 
 

ss [D[D[D\ +++= ...ˆ 2211  
 

Se considera N condiciones lineales sobre los coeficientes, por ejemplo: 
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•  D1 = 0 (una condición) 
•  D1 = 0 y D2 = 1 (dos condiciones) 
•  D1 + D2 = 0 (una condición). 
 

El modelo inicial puede re-escribirse en un PRGHOR�WUDQVIRUPDGR, el cual toma en 
cuenta las condiciones lineales: 
 
•  tt [D[D\ ++= ...ˆ 22 �
•  uu [D[D[\ +++= ...ˆ 332 �
•  vv [D[[D\ ++−= ...)(ˆ 211 �

 
El número de coeficientes libres (0) disminuye del número N de condiciones 

lineales. Con el modelo inicial, los coeficientes cumplen las condiciones lineales sólo de 
manera aproximada. Se quiere testear si el modelo transformado es aceptable: 
 

+0: el modelo transformado es aceptable 
+1: el modelo inicial es aceptable 

 
Se supone que los residuos (errores) de la regresión son independientes y tienen una 

distribución normal. Sea 1 el número de observaciones disponibles y 0 el número de 
variables explicativas. Sean 6w (+0) y 6 w (+1) las sumas de errores cuadráticos obtenidos 
con el modelo transformado y con el modelo inicial, respectivamente. Se demuestra 
que, bajo la hipótesis nula +0, la cantidad 
 

01
+6
N

+6+6
) x

xx

−

−

=
)(

)()(

1

10

 

 
sigue una distribución de Fisher con N y 1 – 0 grados de libertad. Por consiguiente, se 
rechazará la hipótesis +0 si la cantidad encontrada es demasiado grande para el nivel de 
confianza deseado. 
 

Este test permite determinar si es preferible usar un modelo completo (expandido) o 
un modelo simplificado (reducido). Como otros casos particulares, señalemos: 

 
•  el test de nulidad de los coeficientes de la regresión (D1 = D2 = …  = D y  = 0) visto 

anteriormente; 
 
•  el test de nulidad de la pendiente de una regresión lineal de una sola variable. 
 

���$MXVWH�GH�XQ�PRGHOR�SROLQRPLDO�
 

Consideremos un modelo polinomial de la siguiente forma: 
 

∑
=

=+++=∈∀
z
{

{|{z|z|| [D[D[DD\1L
0

10 ...ˆ},,...1{  



64 
 

donde 
•  el índice L se refiere al número del dato (entre 1 y 1) 
•   el índice M se refiere al grado del monomio (entre 0 y 0). 

 
En este ejemplo, el número de grados de libertad es 1 – 0�– 1. Los parámetros D0, 

D1,… Dy  son determinados al resolver el sistema de ecuaciones normales (se trata de un 
caso particular de la regresión multilineal). 
 

�����*UDGR�GHO�SROLQRPLR�
 

La elección del grado 0 puede hacerse en base a la nube de correlación entre [ e \, 
considerando también el número de datos disponibles (un grado muy alto puede llevar a 
una curva de regresión que fluctúa demasiado entre los puntos experimentales, por lo 
que el modelo está sobre-ajustado) (Figura 2). 
 

 
 

)LJXUD��. Modelo lineal y modelo polinomial sobre-ajustado�
 

�����6LJQLILFDQFLD�GHO�DMXVWH�SROLQRPLDO�
 

Supongamos que se ha ajustado un modelo polinomial con un determinado grado 0. 
Se quiere saber si un modelo de grado inferior hubiese sido suficiente. Se suele proceder 
de forma iterativa: 

 
•  Se testea la hipótesis de que el término de mayor grado no es necesario: Dy  = 0. 
 
•  Si se rechaza esta hipótesis, entonces el modelo de grado 0 es necesario. Si no, se 

continúa el testeo, buscando si un modelo aún más simple sería suficiente. El paso 
siguiente es testear la hipótesis Dy  = Dy -1 = 0. 

 
•  Si es preciso, continuar hasta testear Dy  = Dy -1 = …  = D1 = 0. Si se acepta esta última 

hipótesis, esto significa que la variable [ no sirve para modelar la variable \. 
 

Los resultados de estos tests pueden presentarse en una tabla de análisis de varianza. 
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601 – 1 Total

06}6}1 –0 – 1Error

060 / 06}06060 – 6}0D~ �«�D2, D1

061 / 06}06161 – 6}0 – 1 D ~ �«�D2

……………

06 ~ -2 / 06}06 ~ -26 ~ -2 – 6}2D~ ��D~ -1

06 ~ -1 / 06}06 ~ -16 ~ -1 – 6}1D ~

RazónMedia de 
cuadrados

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Fuente de 
variación

601 – 1 Total

06}6}1 –0 – 1Error

060 / 06}06060 – 6}0D~ �«�D2, D1

061 / 06}06161 – 6}0 – 1 D ~ �«�D2

……………

06 ~ -2 / 06}06 ~ -26 ~ -2 – 6}2D~ ��D~ -1

06 ~ -1 / 06}06 ~ -16 ~ -1 – 6}1D ~

RazónMedia de 
cuadrados

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Fuente de 
variación

 
 

7DEOD��.�Tabla de análisis de varianza (6�  denota la suma de errores cuadráticos al 
ajustar una regresión polinomial de grado S, y se plantea 6w  = 6 y ) 

 

���$MXVWH�GH�XQ�PRGHOR�QR�OLQHDO�
 

En esta última sección, abordamos brevemente el problema donde los parámetros 
{ �\̂ , L = 1…  1} son funciones no lineales de los {D� , M = 1…  0}: 
 

);()...;,...(ˆ},,...1{ 11 �� ���� I[[DDI\1L ;$==∈∀  
 

Para minimizar la suma de cuadrados 
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se requiere anular las derivadas parciales 
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Para resolver las ecuaciones anteriores (ecuaciones normales), se suele recurrir a 

PpWRGRV� LWHUDWLYRV, como por ejemplo los métodos de Levenberg-Marquardt y Gauss-
Newton. A continuación, se explica el principio de dichos métodos. Denotemos como 
$ �

 el estimador de $ en la N-ésima iteración, y $��� �
 el vector solución de las ecuaciones 

normales. Se tiene la siguiente aproximación (linealización de I): 
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con 

����� ��� DDD −=δ . 
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La suma de cuadrados se escribe entonces bajo la forma 
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Se trata de un problema de mínimos cuadrados, con un modelo OLQHDO�FRQ�UHVSHFWR�

D�ODV�LQFyJQLWDV�^δD� ��M� ��«�0`� La solución a este problema proporciona los valores 
de estas incógnitas, los cuales a su vez permiten actualizar los valores de los parámetros 
{D� , M = 1…  0}: 

 
� �¡ � DDD0M δ+=∈∀ +},,...1{ . 

 
Después de numerosas iteraciones, se obtiene la solución para los parámetros {D� , M 

= 1…  0}, o sea {D� ¢�£ ¤ , M = 1…  0}. Se obtiene también una aproximación de la matriz 
de varianza – covarianza de estos parámetros: 
 

1)( −= ;;& ¥
 

 

donde ; es una matriz de tamaño 1 × 0 cuyo término genérico es ¦ §¨ § ©
§ D
I

∂
∂

σ
);(1 ;$

. 
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$QH[R��7DEODV�HVWDGtVWLFDV�
 
 
 
 7$%/$����1250$/� 
 
 'LVWULEXFLyQ�QRUPDO�
HVWiQGDU�1������
 
 
 
 
 
 

9DORUHV�FRQ�SUREDELOLGDG�D�GH�VHU�VXSHUDGRV 
 

 
 

ª «�¬ ­¯® «°¬ ­ «°¬ ±�® «°¬ ± «°¬ «¯® «�¬ «°­�® «°¬ «�± «°¬ «°«�® «°¬ «°«¯«�®
² 0.675 0.84 1.03 1.28 1.64 1.96 2.32 2.57 3.27 
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7$%/$����678'(17� 
 
 'LVWULEXFLyQ�GH�6WXGHQW�7Q��FRQ�Q�JUDGRV�GH�OLEHUWDG�
 
 
 
 
 

9DORUHV�FRQ�SUREDELOLGDG�D�GH�VHU�VXSHUDGRV 
 

 

ª³ «�¬ ­¯® «°¬ ­ «°¬ ±�® «°¬ ± «°¬ «¯® «�¬ «°­�® «°¬ «�± «°¬ «°«�® «�¬ «°«¯«�®
± 1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 12.71 31.82 63.66 636.6 ­ 0.816 1.061 1.386 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.599 ´

0.765 0.978 1.250 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.924 µ
0.741 0.941 1.190 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610 ® 0.727 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869 ¶
0.718 0.906 1.134 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959 ·
0.711 0.896 1.119 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408 ¸
0.706 0.889 1.108 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041 ¹
0.703 0.883 1.100 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781 ±�« 0.700 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587 ±¯± 0.697 0.876 1.088 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437 ±�­ 0.695 0.873 1.083 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318 ± ´ 0.694 0.870 1.079 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221 ± µ 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140 ±º® 0.691 0.866 1.074 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073 ± ¶ 0.690 0.865 1.071 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 4.015 ± · 0.689 0.863 1.069 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.965 ± ¸ 0.688 0.862 1.067 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.922 ± ¹ 0.688 0.861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.883 ­¯« 0.687 0.860 1.064 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850 ­�± 0.686 0.859 1.063 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.819 ­¯­ 0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792 ­ ´ 0.685 0.858 1.060 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.768 ­ µ 0.685 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745 ­�® 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725 ­ ¶ 0.684 0.856 1.058 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707 ­ · 0.684 0.855 1.057 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.690 ­ ¸ 0.683 0.855 1.056 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674 ­ ¹ 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659 ´ « 0.683 0.854 1.055 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.646 µ « 0.681 0.851 1.050 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551 ¶ « 0.679 0.848 1.045 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460 ±º­°« 0.677 0.845 1.041 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373 » 0.674 0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291 
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7$%/$��$��),6+(5���
�
'LVWULEXFLyQ�GH�)LVKHU�)�Q��Q���FRQ�Q��\�Q��JUDGRV�GH�OLEHUWDG�
9DORUHV�FRQ�SUREDELOLGDG�D� ������GH�VHU�VXSHUDGRV�
 ¼½¼¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç ¿È ¿ ¿ ¿ À ¿ Á ¿ Â ¿ Ä ÀÈ À Â ÁÈ ÂÈ ÃÈ Å Ã ¿È È ÀÈ È ÃÈ È É

¿

161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 242.98 243.91 244.69 245.36 246.46 248.01 249.05 250.10 251.14 251.77 252.62 253.04 253.68 254.06 254.31 À

18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.40 19.41 19.42 19.42 19.43 19.45 19.45 19.46 19.47 19.48 19.48 19.49 19.49 19.49 19.50 Á

10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.76 8.74 8.73 8.71 8.69 8.66 8.64 8.62 8.59 8.58 8.56 8.55 8.54 8.53 8.53 Â

7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.94 5.91 5.89 5.87 5.84 5.80 5.77 5.75 5.72 5.70 5.68 5.66 5.65 5.64 5.63 Ã

6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.70 4.68 4.66 4.64 4.60 4.56 4.53 4.50 4.46 4.44 4.42 4.41 4.39 4.37 4.36 Ä

5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.03 4.00 3.98 3.96 3.92 3.87 3.84 3.81 3.77 3.75 3.73 3.71 3.69 3.68 3.67 Å

5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.60 3.57 3.55 3.53 3.49 3.44 3.41 3.38 3.34 3.32 3.29 3.27 3.25 3.24 3.23 Æ

5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.31 3.28 3.26 3.24 3.20 3.15 3.12 3.08 3.04 3.02 2.99 2.97 2.95 2.94 2.93 Ç

5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.10 3.07 3.05 3.03 2.99 2.94 2.90 2.86 2.83 2.80 2.77 2.76 2.73 2.72 2.71 ¿È

4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.94 2.91 2.89 2.86 2.83 2.77 2.74 2.70 2.66 2.64 2.60 2.59 2.56 2.55 2.54 ¿ ¿

4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.82 2.79 2.76 2.74 2.70 2.65 2.61 2.57 2.53 2.51 2.47 2.46 2.43 2.42 2.40 ¿ À

4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.72 2.69 2.66 2.64 2.60 2.54 2.51 2.47 2.43 2.40 2.37 2.35 2.32 2.31 2.30 ¿ Á

4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.63 2.60 2.58 2.55 2.51 2.46 2.42 2.38 2.34 2.31 2.28 2.26 2.23 2.22 2.21 ¿ Â

4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.57 2.53 2.51 2.48 2.44 2.39 2.35 2.31 2.27 2.24 2.21 2.19 2.16 2.14 2.13 ¿ Ä

4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.46 2.42 2.40 2.37 2.33 2.28 2.24 2.19 2.15 2.12 2.09 2.07 2.04 2.02 2.01 ÀÈ

4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.31 2.28 2.25 2.22 2.18 2.12 2.08 2.04 1.99 1.97 1.93 1.91 1.88 1.86 1.84 À Â

4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.22 2.18 2.15 2.13 2.09 2.03 1.98 1.94 1.89 1.86 1.82 1.80 1.77 1.75 1.73 ÁÈ

4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.13 2.09 2.06 2.04 1.99 1.93 1.89 1.84 1.79 1.76 1.72 1.70 1.66 1.64 1.62 ÂÈ

4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 2.04 2.00 1.97 1.95 1.90 1.84 1.79 1.74 1.69 1.66 1.61 1.59 1.55 1.53 1.51 ÃÈ

4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 2.03 1.99 1.95 1.92 1.89 1.85 1.78 1.74 1.69 1.63 1.60 1.55 1.52 1.48 1.46 1.44 Å Ã

3.97 3.12 2.73 2.49 2.34 2.22 2.13 2.06 2.01 1.96 1.92 1.88 1.85 1.83 1.78 1.71 1.66 1.61 1.55 1.52 1.47 1.44 1.39 1.36 1.34 ¿È È

3.94 3.09 2.70 2.46 2.31 2.19 2.10 2.03 1.97 1.93 1.89 1.85 1.82 1.79 1.75 1.68 1.63 1.57 1.52 1.48 1.42 1.39 1.34 1.31 1.28 ÀÈ È

3.89 3.04 2.65 2.42 2.26 2.14 2.06 1.98 1.93 1.88 1.84 1.80 1.77 1.74 1.69 1.62 1.57 1.52 1.46 1.41 1.35 1.32 1.26 1.22 1.19 ÃÈ È

3.86 3.01 2.62 2.39 2.23 2.12 2.03 1.96 1.90 1.85 1.81 1.77 1.74 1.71 1.66 1.59 1.54 1.48 1.42 1.38 1.31 1.28 1.21 1.16 1.11 É 3.75 2.97 2.59 2.36 2.21 2.09 2.01 1.94 1.88 1.83 1.79 1.75 1.72 1.69 1.64 1.57 1.52 1.46 1.39 1.35 1.28 1.24 1.17 1.11 1.00 
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7$%/$��%��),6+(5���
�
'LVWULEXFLyQ�GH�)LVKHU�)�Q��Q���FRQ�Q��\�Q��JUDGRV�GH�OLEHUWDG�
9DORUHV�FRQ�SUREDELOLGDG�D� �������GH�VHU�VXSHUDGRV�
 ¼½¼¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç ¿È ¿ ¿ ¿ À ¿ Á ¿ Â ¿ Ä ÀÈ À Â ÁÈ ÂÈ ÃÈ Å Ã ¿È È ÀÈ È ÃÈ È É

¿

647.79 799.50 864.16 899.58 921.85 937.11 948.22 956.66 963.28 968.63 973.03 976.71 979.84 982.53 986.92 993.10 997.25 1001.4 1005.6 1008.1 1011.5 1013.2 1015.7 1017.2 1018.3 À

38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40 39.41 39.41 39.42 39.43 39.44 39.45 39.46 39.46 39.47 39.48 39.48 39.49 39.49 39.50 39.50 Á

17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 14.42 14.37 14.34 14.30 14.28 14.23 14.17 14.12 14.08 14.04 14.01 13.97 13.96 13.93 13.91 13.90 Â

12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84 8.79 8.75 8.71 8.68 8.63 8.56 8.51 8.46 8.41 8.38 8.34 8.32 8.29 8.27 8.26 Ã

10.01 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 6.57 6.52 6.49 6.46 6.40 6.33 6.28 6.23 6.18 6.14 6.10 6.08 6.05 6.03 6.02 Ä

8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.52 5.46 5.41 5.37 5.33 5.30 5.24 5.17 5.12 5.07 5.01 4.98 4.94 4.92 4.88 4.86 4.85 Å

8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.99 4.90 4.82 4.76 4.71 4.67 4.63 4.60 4.54 4.47 4.41 4.36 4.31 4.28 4.23 4.21 4.18 4.16 4.14 Æ

7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 4.30 4.24 4.20 4.16 4.13 4.08 4.00 3.95 3.89 3.84 3.81 3.76 3.74 3.70 3.68 3.67 Ç

7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 3.96 3.91 3.87 3.83 3.80 3.74 3.67 3.61 3.56 3.51 3.47 3.43 3.40 3.37 3.35 3.33 ¿È

6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.95 3.85 3.78 3.72 3.66 3.62 3.58 3.55 3.50 3.42 3.37 3.31 3.26 3.22 3.18 3.15 3.12 3.09 3.08 ¿ ¿

6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.59 3.53 3.47 3.43 3.39 3.36 3.30 3.23 3.17 3.12 3.06 3.03 2.98 2.96 2.92 2.90 2.88 ¿ À

6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37 3.32 3.28 3.24 3.21 3.15 3.07 3.02 2.96 2.91 2.87 2.82 2.80 2.76 2.74 2.72 ¿ Á

6.41 4.97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.48 3.39 3.31 3.25 3.20 3.15 3.12 3.08 3.03 2.95 2.89 2.84 2.78 2.74 2.70 2.67 2.63 2.61 2.60 ¿ Â

6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.21 3.15 3.09 3.05 3.01 2.98 2.92 2.84 2.79 2.73 2.67 2.64 2.59 2.56 2.53 2.50 2.49 ¿ Ä

6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 2.99 2.93 2.89 2.85 2.82 2.76 2.68 2.63 2.57 2.51 2.47 2.42 2.40 2.36 2.33 2.32 ÀÈ

5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84 2.77 2.72 2.68 2.64 2.60 2.55 2.46 2.41 2.35 2.29 2.25 2.20 2.17 2.13 2.10 2.09 À Â

5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.70 2.64 2.59 2.54 2.50 2.47 2.41 2.33 2.27 2.21 2.15 2.11 2.05 2.02 1.98 1.95 1.94 ÁÈ

5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 2.51 2.46 2.41 2.37 2.34 2.28 2.20 2.14 2.07 2.01 1.97 1.91 1.88 1.84 1.81 1.79 ÂÈ

5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.45 2.39 2.33 2.29 2.25 2.21 2.15 2.07 2.01 1.94 1.88 1.83 1.77 1.74 1.69 1.66 1.64 ÃÈ

5.34 3.97 3.39 3.05 2.83 2.67 2.55 2.46 2.38 2.32 2.26 2.22 2.18 2.14 2.08 1.99 1.93 1.87 1.80 1.75 1.69 1.66 1.60 1.57 1.55 Å Ã

5.23 3.88 3.30 2.96 2.74 2.58 2.46 2.37 2.29 2.22 2.17 2.12 2.08 2.05 1.99 1.90 1.83 1.76 1.69 1.65 1.58 1.54 1.48 1.44 1.42 ¿È È

5.18 3.83 3.25 2.92 2.70 2.54 2.42 2.32 2.24 2.18 2.12 2.08 2.04 2.00 1.94 1.85 1.78 1.71 1.64 1.59 1.52 1.48 1.42 1.38 1.35 ÀÈ È

5.10 3.76 3.18 2.85 2.63 2.47 2.35 2.26 2.18 2.11 2.06 2.01 1.97 1.93 1.87 1.78 1.71 1.64 1.56 1.51 1.44 1.39 1.32 1.27 1.23 ÃÈ È

5.05 3.72 3.14 2.81 2.59 2.43 2.31 2.22 2.14 2.07 2.02 1.97 1.93 1.89 1.83 1.74 1.67 1.60 1.52 1.46 1.38 1.34 1.25 1.19 1.14 É 4.93 3.67 3.11 2.78 2.56 2.41 2.29 2.19 2.11 2.05 1.99 1.94 1.90 1.87 1.80 1.71 1.64 1.57 1.48 1.43 1.34 1.30 1.21 1.13 1.00 
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7$%/$��&��),6+(5���
�
'LVWULEXFLyQ�GH�)LVKHU�)�Q��Q���FRQ�Q��\�Q��JUDGRV�GH�OLEHUWDG�
9DORUHV�FRQ�SUREDELOLGDG�D� ������GH�VHU�VXSHUDGRV�
 ¼½¼¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç ¿È ¿ ¿ ¿ À ¿ Á ¿ Â ¿ Ä ÀÈ À Â ÁÈ ÂÈ ÃÈ Å Ã ¿È È ÀÈ È ÃÈ È Ê

¿

4052.2 4999.5 5403.4 5624.6 5763.7 5859.0 5928.4 5981.1 6022.5 6055.9 6083.3 6106.3 6125.9 6142.7 6170.1 6208.7 6234.6 6260.7 6286.8 6302.5 6323.6 6334.1 6350.0 6359.5 6365.9 À

98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 99.40 99.41 99.42 99.42 99.43 99.44 99.45 99.46 99.47 99.47 99.48 99.49 99.49 99.49 99.50 99.50 Á

34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.35 27.23 27.13 27.05 26.98 26.92 26.83 26.69 26.60 26.50 26.41 26.35 26.28 26.24 26.18 26.15 26.13 Â

21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 14.55 14.45 14.37 14.31 14.25 14.15 14.02 13.93 13.84 13.75 13.69 13.61 13.58 13.52 13.49 13.46 Ã

16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10.05 9.96 9.89 9.82 9.77 9.68 9.55 9.47 9.38 9.29 9.24 9.17 9.13 9.08 9.04 9.02 Ä

13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.79 7.72 7.66 7.60 7.52 7.40 7.31 7.23 7.14 7.09 7.02 6.99 6.93 6.90 6.88 Å

12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.54 6.47 6.41 6.36 6.28 6.16 6.07 5.99 5.91 5.86 5.79 5.75 5.70 5.67 5.65 Æ

11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81 5.73 5.67 5.61 5.56 5.48 5.36 5.28 5.20 5.12 5.07 5.00 4.96 4.91 4.88 4.86 Ç

10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 5.18 5.11 5.05 5.01 4.92 4.81 4.73 4.65 4.57 4.52 4.45 4.41 4.36 4.33 4.31 ¿È

10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 4.85 4.77 4.71 4.65 4.60 4.52 4.41 4.33 4.25 4.17 4.12 4.05 4.01 3.96 3.93 3.91 ¿ ¿

9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 4.54 4.46 4.40 4.34 4.29 4.21 4.10 4.02 3.94 3.86 3.81 3.74 3.71 3.66 3.62 3.60 ¿ À

9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 4.30 4.22 4.16 4.10 4.05 3.97 3.86 3.78 3.70 3.62 3.57 3.50 3.47 3.41 3.38 3.36 ¿ Á

9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 4.10 4.02 3.96 3.91 3.86 3.78 3.66 3.59 3.51 3.43 3.38 3.31 3.27 3.22 3.19 3.17 ¿ Â

8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03 3.94 3.86 3.80 3.75 3.70 3.62 3.51 3.43 3.35 3.27 3.22 3.15 3.11 3.06 3.03 3.00 ¿ Ä

8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 3.69 3.62 3.55 3.50 3.45 3.37 3.26 3.18 3.10 3.02 2.97 2.90 2.86 2.81 2.78 2.75 ÀÈ

8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 3.37 3.29 3.23 3.18 3.13 3.05 2.94 2.86 2.78 2.69 2.64 2.57 2.54 2.48 2.44 2.42 À Â

7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 3.17 3.09 3.03 2.98 2.93 2.85 2.74 2.66 2.58 2.49 2.44 2.37 2.33 2.27 2.24 2.21 ÁÈ

7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 2.98 2.91 2.84 2.79 2.74 2.66 2.55 2.47 2.39 2.30 2.25 2.17 2.13 2.07 2.03 2.01 ÂÈ

7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 2.80 2.73 2.66 2.61 2.56 2.48 2.37 2.29 2.20 2.11 2.06 1.98 1.94 1.87 1.83 1.80 ÃÈ

7.17 5.06 4.20 3.72 3.41 3.19 3.02 2.89 2.78 2.70 2.63 2.56 2.51 2.46 2.38 2.27 2.18 2.10 2.01 1.95 1.87 1.82 1.76 1.71 1.68 Å Ã

6.99 4.90 4.05 3.58 3.27 3.05 2.89 2.76 2.65 2.57 2.49 2.43 2.38 2.33 2.25 2.13 2.05 1.96 1.87 1.81 1.72 1.67 1.60 1.55 1.52 ¿È È

6.90 4.82 3.98 3.51 3.21 2.99 2.82 2.69 2.59 2.50 2.43 2.37 2.31 2.27 2.19 2.07 1.98 1.89 1.80 1.74 1.65 1.60 1.52 1.47 1.43 ÀÈ È

6.76 4.71 3.88 3.41 3.11 2.89 2.73 2.60 2.50 2.41 2.34 2.27 2.22 2.17 2.09 1.97 1.89 1.79 1.69 1.63 1.53 1.48 1.39 1.33 1.28 ÃÈ È

6.69 4.65 3.82 3.36 3.05 2.84 2.68 2.55 2.44 2.36 2.28 2.22 2.17 2.12 2.04 1.92 1.83 1.74 1.63 1.57 1.47 1.41 1.31 1.23 1.16 Ê 6.58 4.61 3.79 3.33 3.02 2.81 2.64 2.52 2.41 2.32 2.25 2.19 2.13 2.08 2.00 1.88 1.79 1.70 1.59 1.52 1.42 1.36 1.25 1.15 1.00 
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7$%/$��'��),6+(5���
�
'LVWULEXFLyQ�GH�)LVKHU�)�Q��Q���FRQ�Q��\�Q��JUDGRV�GH�OLEHUWDG�
9DORUHV�FRQ�SUREDELOLGDG�D� �������GH�VHU�VXSHUDGRV�
 

 

¼½¼¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç ¿È ¿ ¿ ¿ À ¿ Á ¿ Â ¿ Ä ÀÈ À Â ÁÈ ÂÈ ÃÈ Å Ã ¿È È ÀÈ È ÃÈ È É

¿

16210 19999 21614 22499 23056 23437 23715 23925 24091 24224 24334 24426 24504 24572 24681 24836 24940 25044 25148 25211 25295 25337 25401 25439 25464 À

198.50 199.00 199.17 199.25 199.30 199.33 199.36 199.37 199.39 199.40 199.41 199.42 199.42 199.43 199.44 199.45 199.46 199.47 199.47 199.48 199.49 199.49 199.49 199.50 199.50 Á

55.55 49.80 47.47 46.19 45.39 44.84 44.43 44.13 43.88 43.69 43.52 43.39 43.27 43.17 43.01 42.78 42.62 42.47 42.31 42.21 42.09 42.02 41.93 41.87 41.83 Â

31.33 26.28 24.26 23.15 22.46 21.97 21.62 21.35 21.14 20.97 20.82 20.70 20.60 20.51 20.37 20.17 20.03 19.89 19.75 19.67 19.55 19.50 19.41 19.36 19.32 Ã

22.78 18.31 16.53 15.56 14.94 14.51 14.20 13.96 13.77 13.62 13.49 13.38 13.29 13.21 13.09 12.90 12.78 12.66 12.53 12.45 12.35 12.30 12.22 12.17 12.14 Ä

18.63 14.54 12.92 12.03 11.46 11.07 10.79 10.57 10.39 10.25 10.13 10.03 9.95 9.88 9.76 9.59 9.47 9.36 9.24 9.17 9.07 9.03 8.95 8.91 8.88 Å

16.24 12.40 10.88 10.05 9.52 9.16 8.89 8.68 8.51 8.38 8.27 8.18 8.10 8.03 7.91 7.75 7.64 7.53 7.42 7.35 7.26 7.22 7.15 7.10 7.08 Æ

14.69 11.04 9.60 8.81 8.30 7.95 7.69 7.50 7.34 7.21 7.10 7.01 6.94 6.87 6.76 6.61 6.50 6.40 6.29 6.22 6.13 6.09 6.02 5.98 5.95 Ç

13.61 10.11 8.72 7.96 7.47 7.13 6.88 6.69 6.54 6.42 6.31 6.23 6.15 6.09 5.98 5.83 5.73 5.62 5.52 5.45 5.37 5.32 5.26 5.21 5.19 ¿È

12.83 9.43 8.08 7.34 6.87 6.54 6.30 6.12 5.97 5.85 5.75 5.66 5.59 5.53 5.42 5.27 5.17 5.07 4.97 4.90 4.82 4.77 4.71 4.67 4.64 ¿ ¿

12.23 8.91 7.60 6.88 6.42 6.10 5.86 5.68 5.54 5.42 5.32 5.24 5.16 5.10 5.00 4.86 4.76 4.65 4.55 4.49 4.40 4.36 4.29 4.25 4.23 ¿ À

11.75 8.51 7.23 6.52 6.07 5.76 5.52 5.35 5.20 5.09 4.99 4.91 4.84 4.77 4.67 4.53 4.43 4.33 4.23 4.17 4.08 4.04 3.97 3.93 3.90 ¿ Á

11.37 8.19 6.93 6.23 5.79 5.48 5.25 5.08 4.94 4.82 4.72 4.64 4.57 4.51 4.41 4.27 4.17 4.07 3.97 3.91 3.82 3.78 3.71 3.67 3.65 ¿ Â

11.06 7.92 6.68 6.00 5.56 5.26 5.03 4.86 4.72 4.60 4.51 4.43 4.36 4.30 4.20 4.06 3.96 3.86 3.76 3.70 3.61 3.57 3.50 3.46 3.44 ¿ Ä

10.58 7.51 6.30 5.64 5.21 4.91 4.69 4.52 4.38 4.27 4.18 4.10 4.03 3.97 3.87 3.73 3.64 3.54 3.44 3.37 3.29 3.25 3.18 3.14 3.11 ÀÈ

9.94 6.99 5.82 5.17 4.76 4.47 4.26 4.09 3.96 3.85 3.76 3.68 3.61 3.55 3.46 3.32 3.22 3.12 3.02 2.96 2.87 2.83 2.76 2.72 2.69 À Â

9.55 6.66 5.52 4.89 4.49 4.20 3.99 3.83 3.69 3.59 3.50 3.42 3.35 3.30 3.20 3.06 2.97 2.87 2.77 2.70 2.61 2.57 2.50 2.46 2.43 ÁÈ

9.18 6.35 5.24 4.62 4.23 3.95 3.74 3.58 3.45 3.34 3.25 3.18 3.11 3.06 2.96 2.82 2.73 2.63 2.52 2.46 2.37 2.32 2.25 2.21 2.18 ÂÈ

8.83 6.07 4.98 4.37 3.99 3.71 3.51 3.35 3.22 3.12 3.03 2.95 2.89 2.83 2.74 2.60 2.50 2.40 2.30 2.23 2.14 2.09 2.01 1.96 1.93 ÃÈ

8.63 5.90 4.83 4.23 3.85 3.58 3.38 3.22 3.09 2.99 2.90 2.82 2.76 2.70 2.61 2.47 2.37 2.27 2.16 2.10 2.00 1.95 1.87 1.82 1.79 Å Ã

8.37 5.69 4.63 4.05 3.67 3.41 3.21 3.05 2.93 2.82 2.74 2.66 2.60 2.54 2.45 2.31 2.21 2.10 1.99 1.92 1.82 1.77 1.68 1.63 1.59 ¿È È

8.24 5.59 4.54 3.96 3.59 3.33 3.13 2.97 2.85 2.74 2.66 2.58 2.52 2.46 2.37 2.23 2.13 2.02 1.91 1.84 1.74 1.68 1.59 1.53 1.49 ÀÈ È

8.06 5.44 4.41 3.84 3.47 3.21 3.01 2.86 2.73 2.63 2.54 2.47 2.40 2.35 2.25 2.11 2.01 1.91 1.79 1.71 1.60 1.54 1.44 1.37 1.31 ÃÈ È

7.95 5.35 4.33 3.76 3.40 3.14 2.94 2.79 2.66 2.56 2.48 2.40 2.34 2.28 2.19 2.04 1.94 1.84 1.72 1.64 1.52 1.46 1.35 1.26 1.18 É 7.90 5.34 4.31 3.74 3.37 3.10 2.91 2.75 2.63 2.53 2.44 2.36 2.30 2.24 2.15 2.00 1.90 1.79 1.67 1.59 1.47 1.40 1.28 1.17 1.00 
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7$%/$����&+,�&8$'5$'2� 
 
 

'LVWULEXFLyQ�GHO�FKL�FXDGUDGR�FQ
��

FRQ�Q�JUDGRV�GH�OLEHUWDG�
 
 
 
 
 

9DORUHV�FRQ�SUREDELOLGDG�D�GH�VHU�VXSHUDGRV 
 ËÌ Í°Î Ï�Ð Í�Î Ï Í�Î ÑºÐ Í�Î Ñ Í�Î Í�Ð Í�Î Í¯Ï¯Ð Í�Î ÍÒÑ Í�Î Í¯Í¯Ð Í�Î Í¯Í°Í�Ð

Ñ 1.32 1.64 2.07 2.71 3.84 5.02 6.64 7.88 12.12 

Ï 2.77 3.22 3.79 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60 15.20 Ó
4.11 4.64 5.32 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84 17.73 Ô
5.39 5.99 6.74 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86 20.00 

Ð 6.63 7.29 8.12 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75 22.11 Õ
7.84 8.56 9.45 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55 24.10 Ö
9.04 9.80 10.75 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28 26.02 ×

10.22 11.03 12.03 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95 27.87 Ø
11.39 12.24 13.29 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 29.67 

ÑºÍ 12.55 13.44 14.53 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19 31.42 

Ñ�Ñ 13.70 14.63 15.77 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76 33.14 

ÑºÏ 14.85 15.91 16.99 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30 34.82 

Ñ Ó 15.98 16.98 18.20 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82 36.48 

Ñ Ô 17.12 18.15 19.41 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 38.11 

ÑÙÐ 18.25 19.31 20.60 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80 39.72 

Ñ Õ 19.37 20.47 21.79 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 41.31 

Ñ Ö 20.49 21.61 22.98 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72 42.88 

Ñ × 21.60 22.76 24.16 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16 44.43 

Ñ Ø 22.72 23.90 25.33 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58 45.97 

Ï�Í 23.83 25.04 26.50 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00 47.50 

Ï°Ñ 24.93 26.17 27.66 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40 49.01 

Ï�Ï 26.04 27.30 28.82 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80 50.51 

Ï Ó 27.14 28.43 29.98 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 52.00 

Ï Ô 28.24 29.55 31.13 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56 53.48 

Ï�Ð 29.34 30.68 32.28 34.39 37.65 40.65 44.31 46.93 54.95 

Ï Õ 30.43 31.79 33.43 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29 56.41 

Ï Ö 31.53 32.91 34.57 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 57.86 

Ï × 32.62 34.03 35.71 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99 59.30 

Ï Ø 33.71 35.14 36.85 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34 60.73 Ó Í 34.80 36.25 37.99 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67 62.16 Ô Í 45.62 47.27 49.24 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77 76.09 

Ð¯Í 56.33 58.16 60.35 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49 89.56 Õ Í 66.98 68.97 71.34 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95 102.69 Ö Í 77.58 79.71 82.26 85.53 90.53 95.02 100.4 104.2 115.6 × Í 88.13 90.41 93.11 96.58 101.9 106.6 112.3 116.3 128.3 Ø Í 98.65 101.1 103.9 107.6 113.2 118.1 124.1 128.3 140.8 

Ñ�Í¯Í 109.1 111.7 114.7 118.5 124.3 129.6 135.8 140.2 153.2 


