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1. Pruebe los siguientes enunciados:

a) Sea A un conjunto no vacioy R C Ax A una relacién en A. Si R es transitiva
y a la vez una funcién inyectiva, entonces R es de equivalencia.

b) Sean f: A— By g: B — C funciones. Si g o f es sobreyectiva, entonces g
es sobreyectiva.

Solucion:

a) Dado que R es una funcién, podemos escribir
R={(a,b) e AxA|b= f(a)}.

Para todo a € A se tiene que (a, f(a)) € R y, en particular, también
se tiene que (f(a), f(f(a)) € R. Por la transitividad de R se tiene que
(a, f(f(a))) € R. Luego, como R es una funcion, se tiene que f(f(a)) = f(a).
De la inyectividad de f se sigue que f(a) = a para todo a € A. Esto implica
que f es la funcién identidad y, por tanto,

R ={(a,a) e Ax A|ac A}.

Esta relacion es claramente refleja y simétrica. Por tanto, es de equivalencia.

b) Sea c € C. Dado que go f es sobreyectiva, existe a € A tal que go f(a) = c.
Definamos b := f(a). Asi, tenemos que

Asi, para todo ¢ € C, existe b € B tal que g(b) = ¢. Dicho de otra manera,
se tiene que g es sobreyectiva.

]

2. Sea Biy(R) el conjunto de todas las funciones biyectivas de R en R. Considere la
siguiente funcion:

VU : Biy(R) x Biy(R) — Biy(R)
(f.9) = ¥(f,g)=gofolg™)

1



a) Justifique por qué V(f, g) estd en Biy(R).
b) Pruebe que ¥ es sobreyectiva, pero no inyectiva.

¢) Pruebe que, para todo f y g en Biy(R), se cumple
U(U(f,9), ¥ (f" 9) =V(f,9)

Solucién:
a) Dado que g es biyectiva, su inversa ¢! existe y también es biyectiva. La
composicién de funciones biyectivas es biyectiva. Asi, para todo par (f,g) €

Biy(R) x Biy(R), se tiene que ¥(f, g) es una funcién biyectiva de R en R.
b) Sea f € Biy(R). Dado que idg es una funcién biyectiva, se tiene que

U(f,idg) =idg o f oidﬂg1 = (idgo f)oidg = foidg = f.

Asi, para todo f € Biy(R), se tiene que (f,idg) € Biy(R) x Biy(R) y
U(f,idg) = f. Por tanto, W es sobreyectiva. Ahora, notemos que para todo
g € Biy(R) se tiene que

U(idg,g) = goidrog ' = (goidg)og ' =gog ' =idg.

Por tanto, la funcién no es inyectiva, pues basta con tomar g(z) = 2z, que
no es la funcién identidad, para ver que (idg,idg) y (idg, g) no son iguales y
ambos pares tienen por imagen a idg.

]

3. Sea x € R~ {1}. Pruebe que para todo n > 1 se tiene que

(I+2)- (1422 (1+2¥) =

Solucion:

Denotemos por M, a la multiplicacién de la izquierda. Por definicién se tiene que
M; = (1 + z). Por otra parte,

21 2

-1 —1 +1 -1
T x (x )(z ) el
z—1 z—1 r—1
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pues x # 1. Asi se tiene que M; = ] y, por tanto, la afirmacion es cierta
a’l‘ —

para n = 1.

Supongamos que la afirmacién es cierta para algin n > 1. Es decir,

My=(1+a)- (142 - (1+2>7") =



Probemos que el enunciado es cierto para n + 1. Por definicién,
My =(1+2)- 1422 - (1+22""" ) =(1+2)- 1+2Y) - (1+27).

Reescribiendo la multiplicacion anterior para exponer un término més de la mul-
tiplicacion se tiene que

My =(1+z) (1+a%) - (T+22) (L+2%).
Notemos que

Mpr=04z)-1+22) - (1+22)-(1+2¥).

(.

v~

My

Asi, M1y = M, - (1 + 2?"). Luego, por hipétesis inductiva, se tiene

x2n - 1 n
Mo =l (e,
De esta manera,
n ny 2 n+1
(¥ —1) o ()T =1 2 1
M, = (1 = = .
i r—1 (1+27) rz—1 r—1

Probando asi lo buscado. De esta manera, por el Principio de Induccién, el enun-
ciado es cierto.

O
Hay una manera de probar este enunciado sin usar induccién.
Solucién alternativa:

Sea n > 1. Note que

(I+z)- (142 (1+2¥") =

i-u+xyg+x%~~-u+ﬁ“ﬁ

Dado que (1 — z)(1 + z) = (1 — 2%) uno tiene que

(1—|—Z‘)-(1+x2). .(1+x2”—1):%.(1+x2)' '(1+x2n_1)'

Siguiendo este procedimiento, se llega a que

o1y (1— $2n_1) ) 227N = _

(1+z) - (1422 - (142
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4. Si sabe que {a, }nen satisface 4 = — = a,, + para todo n > 2, pruebe que

a1 Ant1
3n+1 -3
a, = —3n+1 1

Solucion:

Procederemos por Principio de Induccién. Por una parte, a; = % por definicién.

Por otro lado,
32 -3 o 3(3-1) 3

32-1 (3+1)(3-1) 4
Supongamos ahora que el enunciado es cierto para algin n > 1. Es decir,

3l — 3

an:—3n+1_1.

Afirmamos que el enunciado es cierto para n + 1. Es decir,
3(n+1)+1 -3

Unt1 = SeiD — 10

3
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Por definicién, se tiene que a,11 = . Asi, por hipétesis de induccién, se

tiene que

B 3
RO |
3ntl — 1
3
4-37H1 4 3t 43
3l — 1
3
3.3t —1
3+l — 1
3(3n+1 _ 1) gnt)+1 _ g
3n+)+1 _q 3D+ _ 17

Asi, la afirmacién es cierta para n + 1. Luego, por el Principio de Induccién, el
enunciado es cierto para todo n € N.
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