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Introducciéon

(o cuanta matematica deben saber para modelar una situacién biolégica basi-
ca)

La Ecuacion logistica es una ecuacion diferencial ordinaria que modela el tamano de
una poblacion sujeta a restricciones externas de espacio o alimento. Inicialmente, cuando la
poblacién es pequena y las restricciones no afectan, el crecimiento es exponencial, pero a
medida que el tamano de la poblacion aumenta y las restricciones se hacen notar, el ritmo
de crecimiento se va frenando hasta que la poblacion se estabiliza. Por supuesto, este modelo
es muy simple y no toma en cuenta otros factores.

El modelo para esa situacion establece que

dP P
W—”D(l—f)

donde P es el tamano de la poblacion, el que varia con el tiempo ¢, r es la tasa maximal
de crecimiento (una constante segin el modelo), y K es la capacidad de carga o saturacién

(en cierto modo el valor méximo de la poblacién). La derivada s representa a la rapidez
instantanea de crecimiento que, segin el modelo, vale 0 cuando P = 0 (cuando no hay
problacién) y también cuando P = K (cuando se alcanza la poblacién maxima). Se trata de
una ecuacion diferencial ordinaria porque las soluciones son funciones de una variable. En
este caso, toda solucién es una funcién de la forma

KP(0)e"

PO = e poye =1

donde P(0) representa la poblacién en el instante 0 (inicio de la medicién, por ejemplo) y
cada valor de P(0), con 0 < P(0) < K determina una solucién distinta. Analizando las
soluciones se puede demostrar matemdticamente que P(t) < K para todo instante ¢ pero
que tlgg P(t) = K, es decir, la poblacién no sobrepasa el tamano K sino que se acerca

gradualmente (y cada vez mas lento) hacia el valor K. También se puede probar que

d> P 9 P 2P
=r2p(1-=)(1=-22

(7))

y asi la grafica de P(t) tiene un punto de inflexion en P = 5

Su gréfico aproximado se muestra en la Figura [T}
Obtener y analizar esas soluciones requiere técnicas de Matematicas I y Matematicas II.
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Figura 1: Una solucion de la ecuacién logistica

Contenidos del curso Matematicas 1

= Propiedades de niimeros reales. Axiomas para suma y producto. Resta y cociente.
Potencias y raices. Propiedades algebracias (productos notables, suma de fracciones,
entre otras). Operaciones potencia y logaritmo. Propiedades de orden e inecuaciones.

» Funciones trigonométricas. Radianes y grados, circunferencia goniométrica. Perio-
dicidad, paridad e imparidad. Funciones trigonométricas de suma y resta. Funciones
trigonométricas inversas. Identidades trigonométricas. Ecuaciones trigonométricas.

» Vectores en el plano. Suma, ponderacién, norma, distancia, producto interno (pro-
ducto punto clasico), perpendicularidad, ecuacién paramétrica de la recta y su relacion
con otras formulaciones de la recta, paralelismo y perpendicularidad entre rectas.

= Funciones reales de variable real. Nimeros reales, operaciones, propiedades y or-
den. Ecuaciones e inecuaciones. Niimeros naturales, enteros, racionales, y reales. Con-
cepto de funcion matemaética, funciones entre nimeros reales, Dominio, regla de asig-
nacion, recorrido, operaciones entre funciones, composicién, funciones inyectivas, fun-
ciones sobreyectivas, funciones biyectivas, funciones invertibles y funciones inversas.
Grafica de funciones.

= Limite y continuidad de funciones reales de variable real. Definicién de limite.
Propiedades y calculo de limites. Continuidad. Propiedades béasicas de continuidad.
Discontinuidades.
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= Derivadas de funciones reales de variable real. Definicién de derivada y de fun-
cién derivable. Interpretaciones geométrica y fisica de la derivada. Calculo de derivadas.
Regla de la cadena y razén de cambio.

= Introduccion primitivas e integrales. Primitivas y su caracterizacién basica. Inte-
gral de Newton. Areas y Voliumenes de algunos solidos de revolucion y otras aplicaciones
de la integral.
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1. Numeros reales

1.1. Estructura algebraica

Los niimeros reales son la base sobre la que trabajaremos la mayor parte de los contenidos
del curso. Al conjunto de todos los ntimeros reales lo denotamos R, y consideraremos las
operaciones habituales de suma y producto entre nimeros. El comportamiento de los nimeros
respecto de las operaciones sigue en general patrones regulares que llamaremos propiedades
de los niimeros con tales operaciones.

Casi todas las propiedades algebraicas conocidas de los niimeros reales pueden ser justi-
ficadas a partir de unas pocas propiedades basicas que llamaremos axiomas de cuerpo de los
nimeros reales.

Observaciéon 1.1 (Simbologia). La simbologia ldgica y de conjuntos que se usa acd puede
consultarla en los Apéndice[Al y Apéndice Bl al fina de este apunte.

Los axiomas pueden ser escogidos de muchas formas distintas, pero lo que importa es que
mediante argumentos légicos se pueden demostrar (justificar formalmente) las propiedades
que son verdaderas en R (casi todas). El listado de axiomas que consideraremos aqui es:

1. Para cada par de nimeros reales a y b se cumple (a + b) € R. (Clausura de la suma)

2. Para cada par de nimeros reales a y b se cumple a + b = b+ a. (Conmutatividad de la
suma)

3. Para cada trio de nimeros reales a, b y ¢ se cumple a+(b+c) = (a+b)+c. (Asociatividad
de la suma)

4. Existe en R un elemento tnico denotado 0 que cumple 0 + a = a + 0 = a para cada
numero real a. (Neutro aditivo)

5. Cada numero real a tiene asociado un tnico ntmero real que sumado con a da 0, el
cual se denota —a y es llamado el inverso aditivo de a. Se tiene a+(—a) = (—a)+a =0
para todo a € R. (Inverso aditivo)

6. Para cada par de niimeros reales a y b se cumple (a - b) € R. (Clausura de la multipli-
cacién)
7. Para cada par de nimeros reales a y b se cumple a - b = b - a. (Conmutatividad de la

multiplicacién)

8. Para cada trio de niimeros reales a, b y ¢ se cumple a - (b-¢) = (a-b) - c. (Asociatividad
de la multiplicacién)

9. Existe en R un elemento unico denotado 1 que cumple 1-a = a -1 = a para cada
nimero real a. (Neutro multiplicativo)
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10.

11.

Cada numero real a distinto de cero tiene asociado un unico nimero real que multi-
plicado con @ da 1, el cual se denota ¢~ (atin sin formalizar potencias) y es llamado
el inverso multiplicativo de a. Se tiene a - (a™') = (') - @ = 1 para todo a € R con
a # 0. (Inverso multiplicativo)

Para todo trio a,b,c € R se cumple a - (b+¢) = a-b+ a- c. (Distributividad y
factorizacion)

12. 1 # 0 (los neutros son distintos, algo simple pero era necesario decirlo)

Las siguientes propiedades son muy elementales pero ayudan a mostrar que las propei-
dades conocidas se pueden deducir desde los axiomas dados razonando.

Propiedades 1.1 (Propiedades elementales). Se cumplen en R:

1.

Neutros son unicos.

Demostracién. Si 0y 0' son neutros aditivos, entonces 0 + 0’ = 0’ porque 0 es neutro
aditivo. Pero por otra parte, 0 + 0’ = 0 porque 0’ es neutro aditivo. Luego, 0 = ('
porque ambos son iguales a 0 + 0.

Para unicidad de neutro multiplicativo se usa un argumento analogo. O

Inversos son unicos para los niumeros de los que son 1nversos.

Demostracion. Si by b’ son inversos aditivos de a € R, se cumplen:
a+b=b+a=0Aa+b=0+a=0
Luego, combinando igualdades:
b=b+0=b+(a+b0)=0+a)+0 =0+ =1V

Esa cadena de igualdades permite reescribir uno de los inversos aditivos como el otro,
es decir, b = b, por lo que a posee un tinico inverso aditivo.
Para unicidad de inverso multiplicativo se utliza un argumento andlogo. O

VeeR(0-z=0)
Demostracion. Sea x € R. Se tiene:
002=0240=0-2+0-2+(—(0-2)) =(0+0)-2+(—(0-2)) =0-2+(—(0-2)) =0

]

Definicién 1.1 (Resta y cociente (fraccién)). Sean a,b € R.
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» Se llama diferencia entre a y b y se anota a — b al nimero real a + (—b)

» Se llama cociente (cuociente) entre a y b y se anota % al mimero real a - b, donde
b # 0.
Propiedades 1.2 (Propiedades de resta y cociente). Se cumplen en R:
1. Ve eR (—x = (-1)-x)
Demostracion. Sea x € R. Se tiene:
r+(-1)-z=1-z4+(-1)-2=01+(-1)-z2=0-2=0
Como suman 0, uno es inverso aditivo del otro, es decir, —z = (—1) - x O
2. Va,beR ((b—a)=—(a—10))
Demostracion. Sean a,b € R. Se tiene:
(a=b)+(b—a)=a+(=b)+b+(—a)=a+0+(—a)=a+(—a) =0
Como suman 0, uno es inverso aditivo del otro, es decir, (b —a) = —(a — b) O
3. VYa,b,ceR (a—(b+¢)=a—b—cAN a—(b—c)=a—b+c¢)
Demostracion. Sean a,b,c € R. Se tiene:
a—(b+c)=a+(-1)-(b+c)=a+(-1)-b+(-1)-c=a—-b—c
y también

a—(b—c)=a+(—(b—c))=a+(c—b)=a+c—b=a—-b+c

4. Va,b € (R~ A0}) ((a-0)7 = (a)™" - ()7)
Demostracion. Sean a,b € (R~ {0}). Se tiene:
(a-b)-(a) () =ab(a) () =ba(@) (D) =b-1-(0) =00 (b)) =1

Como su producto es 1, uno de los factores iniciales es inverso multiplicativo del otro
y viceversa, es decir,
(a-b)"=(a) - ()"

10
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5. Va,b e (R~ {0}) ((%)‘1 _ 9)

a

Demostracion. Sean a,b € (R~ {0}). Se tiene:

ab_

T o) @) m et @) = ) -

Como su producto es 1, uno de los factores iniciales es inverso multiplicativo del otro
Y
y viceversa, es decir,

0
a ¢ a-c
Demostracion. Sean a,b,c,d € R con b# 0y d # 0. Se tiene:
CC b D =g (Y (@M =T (0] e ()] =2 €
b = ae [ ()] = (0] e (@] = 8-
O

7. 0 no tiene inverso multiplicativo.

Demostracion. Si no fuera asi, debiera haber un ntimero real p tal que
p-0=0-p=1

Pero se sabe que 0-p = 0 y como 0 # 1, no puede ser que 0-p sea 1 y 0 a la vez,
impidiendo que exista inverso multiplicativo para 0. O]

Observacién 1.2 (Respecto de la justificacién). Note que justificar se puede hacer expli-
cando con palabras que guian la lectura, a la vez que, si es util, con reescrituras sucesivas
(“cadenas de igualdades”) que permiten usar igualdades previamente justificadas (“identida-
des”) para establecer nuevas igualdades entre expresiones aparentemente dispares.

Para obtener una igualdad de la forma A = B puede tomarse A o B y por cadena de
wqualdades “llegar” a la otra expresion, o bien mostra que ambas son iguales a una tercera, o
mostrar que una de ellas cumple el rol que permite asignarle un nombre, como en el inverso
de algo, por ejemplo.

Lo que no permite justificar una igualdad de la forma A = B es suponer que A = B y
luego transformar sucesivamente ambos lados de la igualdad, manteniendo igualdades hasta
llegar a 0 = 0 0o 1 =1 o alguna trivialidad semejante: el problema es que a partir de algo
falso también se deduce vilidamente una trivialidad como las mostradas vy, por ello, esa fora
de argumentacion no justifica lo pedido.

11
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Observacién 1.3 (Igualdades que no se cumplen en general). Aunque existan las expresio-
nes, para la mayoriua de niumeros se tiene:

1 1 1 a-b+c

" b7 a b = rhte
a ¢ a+tc a-b+c-d

"y ti7 4 "y aaq Tt

Observacion 1.4 (El problema de los ejemplos). Muchas veces se hacen afirmaciones que,
aunque puedan ser vdlidas en general, se pretende justificarlas con un ejemplo. Una afirma-

-, . , a-b+c
cion puede cumplirse en un caso, como por ejemplo, pretender que ——— = b+ ¢ porque
a
se cumple el siguiente ejemplo:
1-5+4
—— =9=5+14
1
En cambio, se tiene
2-54+4 14
——=—=7T#9=5+14
2 2 7
. . a-b+c .
Eso quiere decir que no es confiable usar ——— = b+ ¢ como regla vdlida en general.
a

Definicién 1.2 (Potencias de exponente entero). Usamos z", la potencia de base x € R y
exponente n € Z, como abreviatura segun sea el caso:

» 2" =g-2-...-5 cuando n € N (recuerde N =7Z7);
_—

n veces

» 2° =1 cuando n = 0;

s " = (x’l) . (x’l) . (a:’l) cuando n € 7~ .

S/

~
(—n) wveces

12
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1.2.

Guia

Justifique las siguientes propiedades:

Vae R~A0}) ((—a) ' == (a"))

d b
. Va,c € RVb,d € (R~ {0}) (%+§:a b+dc )
-d—c-b
Va,c € RVb,d € (R~ {0}) (%_C%:a b dc >

13
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1.3. Orden en los reales

El orden entre ntimeros reales es una relacién entre niimeros que, aunque intuitiva en
casos concretos, necesitamos formalizar mediante algunos axiomas basicos, a los que hay que
agregar luego la propiedad de continuidad de la recta real obtenida a partir del Axioma del
Supremo. A partir de esos axiomas podremos justificar (demostrar) casi todas las propiedades
de orden que necesitemos usar.

Existe un subconjunto de R, denotado por R, llamado conjunto de de los ntimeros reales
positivos, o cono positivo, y caracterizado por las siguientes tres propiedades:

1. Para todos a y b en R™ se cumple a +b € R,
2. Para todos a y b en R* se cumple a-b € RT,

3. Cada a € R cumple exactamente una de las siguientes condiciones: o bien a = 0, o
bien a € R, o bien (—a) € RT. (Ley de tricotomia).

Definicién 1.3. Se llama conjunto de nimeros reales negativos al conjunto denotado por
R ={reR| —zeR"}

Note que R = R~ U{0} UR™, donde el simbolo U significa la unién de conjuntos, es decir,
el conjunto cuyos elementos son los que pertenecen a alguno de los conjuntos que fueron
unidos. Por {0} entendemos el conjunto cuyo tnico elemento es 0.

Definicién 1.4. Sean a,b € R.

Diremos que a es menor que b si se cumple que b — a € RY. En tal caso usamos la
notacion a < b o, equivalentemente, b > a, que se lee b es mayor que a.

Diremos que a es menor o igual que b si se cumple que b —a € RY U {0}. En tal caso
usamos la notacion a < b o, equivalentemente, b > a, que se lee b es mayor o igual que a.

Si a no es menor que b, se puede anotar a £ b, o equivalentemente b % a.

Si a no es menor o igual que b, se puede anotar a £ b, o equivalentemente b # a.

Proposicion 1.1. Para todos a,b,c,x,y € R se cumplen:

1

~

.a<bimplicaa+c<b+c 6. a > 0 es equivalente a a™ > 0

) mpli
2 a<byb<cimplicana <c 7. 0<a<bequivale a0 < bt < a!

3. Quea<b y x<yequivale aa+xr <

b+y 8. x #0 implica 2> > 0.
.a<b > 0 impli cx <b-
4. a v vmpreat @ - % v 90 < a<b y 0<ax <y implican
5. a<b y x<0wmplicana-x > b-x O<a-z<b-y

14
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Note que en general no se cumple que de a* > 1 se deduzca que a > 1. Tampoco es
cierto en general que a® < 1 sea equivalente a a < 1.

A partir de la definicion de la relacién de orden se pueden deducir las propiedades habi-
tuales del orden entre ntimeros reales:

Proposicién 1.2. 1. (Tricotomia) Para todos a,b € R se cumple una y solo una de las
siguientes afirmaciones:

a=1>b,0biena<bobienb<a.
Para todos a,b € R se tiene que (a £ b) equivale a que b < a.

(Asimetria) Para todos a,b € R, a < b implica b £ a

(Transitividad) Para todos a,b,c € R, sia <b y b < ¢, entonces a < c.

(Compatibilidad con la suma) Para todos a,b,c,d € R con a < b yc < d se cumple
a+c<b+d.

6. (Compatibilidad con el producto) Para todos a,b,c,d € R con 0 <a<by0<c<d
se cumple 0 < ac < bd.

7. Todo a € R cumple a®> > 0, y sdlo se cumplird a* =0 cuando a = 0.

Como es habitual, que un nimero real a sea positivo lo denotamos por a > 0 y que sea
no negativo lo denotamos por a > 0. Abreviaremos Rj := R" U {0} y Ry := R~ U {0}.

(el stmbolo “:=” significa que asignamos lo que estd a su izquierda como un nombre o
abreviatura de los que estd a su derecha)

Observacion 1.5 (Elevar al cuadrado). Note que elevar al cuadrado mantiene el orden entre
positivos y lo invierte entre negativos:

1. Si0<a<b entonces a®> < b
2. Sia<b<0 entonces a® > b*
Demuestre ambas propiedades.

Observacién 1.6. Sean a,b € R, entonces a®> < b* no es quievalente a que a < b.

15
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1.4. Valor Absoluto de un numero real

Definicién 1.5. Se llama valor absoluto del numero real x al nimero real que denotamos
|z| que cumple

Se tiene de la definicién que

ot

|
(G218 \)
|

w

|

|
VR

|
| w
~~

I
3| w

Propiedades

1. Para todo z en R, se tiene que |z| > 0. Ademés |z| = 0 si y solo si z = 0.
2. Para todo z,y en R, se tiene que |z -y| = |z| - |y|
3. Para todo x en R, se tiene que —|z| < z < |z|

4. Para todo x,y en R, se tiene que |z + y| < |z| + |y|. (Desigualdad triangular).

Demostracion. 1.- Se obtiene directamente de la definicion de valor absoluto.

2.- Usemos la demostracion por casos.

Casoi) x > 0 ey > 0. Entonces zy > 0, por lo tanto |z| = z, |y| = v, |xry| = zy y se tiene
|zy| = xy = |z||x| : Luego en este caso vale la propiedad 2.

Caso ii) z > 0 e y < 0. Entonces zy < 0, por lo tanto |z| = z, |y| = —y, |[zy| = z(—y) =
—zy y se tiene |ry| = —zy = x(—y) = |z||x| : Luego en este caso también vale la propiedad
2.

Caso iii) < 0 e y > 0. Muy similar al anterior, intercambiando los papeles de x y de y.

Caso iv) z < 0 e y < 0. Entonces zy > 0, por lo tanto || = —z,|y| = —y, |zy| = 2y ¥
se tiene |zy| = 2y = —(—(zy)) = (—x)(—y) = |z||z| : Luego también en este caso vale la
propiedad 2.

3.- Ejercicio. 4.- Por las Propiedades 2 y 3 se tiene que para todos z,y € R se cumple
xy < |wy| = |x[ly].

Cuando x = 0 o y = 0, es claro que se cumple la propiedad 4. Cuando no es asi, es decir,
x # 0,y # 0, se tiene:

2 +y* = (v +y)? = 2® + 2oy +y* = o + 2xy + [y < [ +20ally] +|y[* = (2] +|y[)*.
Como |z +y| >0y |z|+ |y| > 0, se obtiene |x +y < |z| + |y|.

[

Mas propiedades. Sea a € R™, entonces para todo z € R :
6.- |z] <a <= —a<z<a.
7T-|z|>a <= x>a V < —a.

Dem: Ejercicio.
Nos interesan los siguientes subconjuntos de niumeros reales, llamados intervalos. Sean
a,beR
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1. Cerrado [a,b] ={z € R : a <z <b}
2. Abierto (a,b) ={z € R : a < x < b}. También se usa la notacién ]a, b] para (a,b).
3. Semiabiertos (a,b] ={z €R : a < 2 <b}ofa,b)={zeR : a<z < b}
Se usa también |a, b] para (a,b], y [a,b[ para [a,b)
Preguntas: ; Cudntos elementos tiene el intervalo [1,4]?, iy (1,4)?

Ej. Encuentre 2,5, [0,v3]N[1,2], [-3,7] U (3,8)
Usaremos los simbolos oo, —o0o ¢ R que no pretenden ser nimeros, sino simbolos que
indican que el intervalo no es acotado a derecha (c0) o a izquierda (—o0).

{reR : z>b} =[boo)
{reR : z > b} =(boo)
{reR : z<a} = (—00,q]
{zeR : z < a} =(—0,a)
Note que (—o0,00) = R.
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2. Inecuaciones

2.1. Inecuaciones basicas

Cuando nos preguntamos por los valores de una o mas variables que hacen verdadera,
hablamos de inecuaciones donde la (o las) variables se denominan incégnitas. Resolver una
inecuacion de la forma a(x) < f(z) (o de la forma a(z) < (z), a(z) > (), 0 a(x) > B(x))
es expresar en términos de un intervalo o de una unién de intervalos al conjunto{x eR|
a(z) < B(z)} (cambiando la desigualdad en los respectivos casos)

Observaciéon 2.1. Propiedades importantes:

1. Si a, b son constantes reales, con a distinto de cero, entonces

]—g,oo[ sia>0
{reR|ar+b>0} =

]_OO’E[ sia<0

2. Considerando A := {z € R | a(z) € R} (el "dominio”de la expresién) se cumple
A={zeR|ak >0ju{r e R|a) =0}u{z e R | a(z) <0} donde
los tres conjuntos son disjuntos entre ellos y el conjunto del centro aporta (algunos)
bordes de los intervalos en que se expresan los otros dos conjuntos. Fso significa que
resolvera(z) < p(x) ya me da informacion sobrea(x) > B(x) ya que seria casi el
complemento en los reales del otro, salvo algunos bordes.

S {r eR|a@) Blz) >0} ={z eR|af@) >0ABx) >0} U{reR|al) <
0AB(z) <0}

Sea que se exprese como cadena de igualdades entre conjuntos o como una cadena de
equivalencias ”ssi”, la idea es convertir la inecuacién o su conjunto solucién en una union
de intervalos mediante el uso de propiedades de orden, y con la estrategia de transformar
la desigualdad en una desigualdad de 0 con productos y cocientes de factores simples. Para
factores como los de la 1° propiedad se usa una tabla de valores.

Sea que se exprese como cadena de igualdades entre conjuntos o como una cadena de
equivalencias "ssi”, la idea es convertir la inecuacién sin agregar ni quitar soluciones, hasta
llevarla a una forma en que su conjunto solucién sea una unién de intervalos y siguiendo la
estrategia de transformar la desigualdad original en una desigualdad que compara a 0 con
productos y cocientes de factores simples.

Ejemplo 2.1. Resolver la inecuacion x*> — 3z > 0

Solucion: Para resolver la inecuacién z? — 3z > 0, buscamos su conjunto solucién, es
decir, el conjunto S = {z € R | 2* — 3z > 0}. Para ello, consideremos las siguientes
equivalencias, donde x € R es genérico
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2* — 3z > 0ssiz(z —3) >0 ssi <(m>0y(x—3)>0)é(w<0y(m—3)<0)>

(regla de signos)

ssi ((:U>ny>3)é(x<0yx<3)>

pero (x >0y x> 3)ssiz>3,ytambién (r <0y x <3)ssiz <0

ssi (£ >3 62 <0)ssia€]—o0,0[ U |3 00

Luego, el conjunto solucién es S = |—o0, 0] U |3, 00] O
La herramienta fundamental en inecuaciones simples es la regla de signos: el producto

o cociente de dos factores reales es positivo ssi ambos factores tienen igual signo. Ello se

extiende a mas factores multiplicados o divididos, como muestra el siguiente ejemplo:

—1)(z—2
Ejemplo 2.2. Resolver (z-1(z=2) > 0.
(z —3)
Solucién: Basta ver los signos de (x — 1), (z — 2) y (z — 3) Como cada uno de esos

factores cambia de signo en un solo punto, analizo sus signos en los intervalos que todos ellos
determinan, tomando en cuenta que los factores del numerador no pueden ser cero porque
la desigualdad es estricta, y el factor del denominador no puede ser cero para no dividir por
cero:

1. Para z € ]—o0,1[ se tiene (x — 1) < 0, (z —2) < 0y (z —3) < 0. Luego, en este

—1 -2
intervalo (v ( )(g) ) < 0, asi que no es parte de la solucion.
‘7’/' —
2. Para x € |1,2[se tiene (z — 1) > 0, (x —2) < 0y (x — 3) < 0. Luego, en este intervalo
(ZL’ - 1>(x - 2) ’ , 1A
( 3) > 0, asi que si es parte de la solucién.
x _

3. Para z €]2,3[ se tiene (z —1) > 0, (x —2) > 0y (x — 3) < 0. Luego, en este intervalo
(x —1)(x —2)

(z —3)

< 0, asi que no es parte de la solucion.

4. Para x € |3, 00[ se tiene (x —1) > 0, (x —2) > 0y (x —3) > 0. Luego, en este intervalo
(x —1)(z —2)

(z —3)

> 0, asi que si es parte de la solucion.

Luego, la solucion es la union de los casos que hacen verdadera la desigualdad: |1,2[ U |3, oo|

El anélisis anterior se puede resumir en una Tabla de Signos, en la cual dividimos R
en intervalos, en cada uno de los cuales cada factor tiene un signo definido: para ello, se
consideran todos los puntos en que algin factor cambia de signo, y con ellos formamos los
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intervalos. Esos puntos “borde” se incluyen o no segin si la desigualdad es estricta o no, y
si pertenecen al dominio maximo de las funciones involucradas o no.:

—oc0 1 2 3 00
(z —1) = [+ [+ 1+ |
(z —2) = =1+ 1+ |
((—3))( )|—|—|—|+ |
r—1)(x—2
- — |+
e E P E T
La Tabla de Signos responde también que el conjunto solucién es |1,2[ U |3, 00| O
Ejemplo 2.3. Resol t=5 >0
.3. Resolver ——— )
Jemp 202 4+ 7
Solucion: Notemos que el denominador no afecta al signo, ya que para cada r € R se

cumple 22 + 7 > 0. Luego, para todo z € R

r—95
——— >0ssiz—5>0
202+ 7
ssi x € |5, 00
El conjunto solucién es entonces |5, 0ol. O
x
Ejercicio 2.1. Resuelva la inecuacion 1 > 1 (sugerencia: en vez de cometer el error
x

de “pasar multiplicando 2x + 17 reste 1 para obtener una inecuacion como la de los ejemplos
previos)

Resp.: |—00, —1/2[ U |1, o0]
(x —1)°(x +3)*

(x —2)3(x + 5)8
de signos y el signo de las potencias pares e impares... y cuidado con los ceros)

Ejercicio 2.2. Resuelva la inecuacion > 0 (sugerencia: recuerde la regla

Resp.: |—00, =5[] U |]—=5,-3[ U |-3,1[ U ]2, 0]

2.2. Valor absoluto e inecuaciones

T stx >0

Definicién 2.1. El valor absoluto de un nimero real x se define por |x| := .
-z stx <0

Ejemplo 2.4.
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1.2 =2 3. 10| =0

2. | —3=—(-3)=3 4!—%2%
Proposicion 2.1. Para todos x,y € R se cumplen:
1. |x| >0, y ademds |z| =0 ssi z = 0.
2. |z| es el mayor nimero entre x y —x. En simbolos, |x| = max{—x,z}
3. |wyl = |a] - [yl
4. —le] <@ < a]
5. (Desigualdad triangular) |z + y| < |z| + |y|
Demostracion. 1. Se obtiene directamente de la definicién de valor absoluto.
2. Se obtiene directamente de la definiciéon de valor absoluto.
3. Se justificard por casos:

a) Sixz>0ey >0 entonces |x| = x e |y| =y por definicién, y ademds xy > 0, por
lo que |zy| = zy. Luego |xy| = zy = |x||y|, que es lo afirmado.

b) Siz > 0 ey < 0 entonces |z| = x e |y| = —y por definicién, y ademés zy < 0,
por lo que |zy| = z(—y) = |z||y|, que es lo afirmado.

c) Siz <0ey >0 lademostracién es andloga al caso anterior intercambiando z e
Y.
d) Siz <0ey<0entonces |x| = —x e |y| = —y por definicién, y ademds xy > 0,
por lo tanto |zy| = zy = (—z)(—y) = |z||y|, que es lo afirmado.
Eso completa la demostracién de esta afirmacion.

4. Queda como ejercicio propuesto.

5. Por la Propiedad 4 se tiene que para todo x € R se cumplen |z| > z y x > —|z| de
lo que se obtiene |z| > —z. De modo andlogo para todo y € R se tienen |y| > y vy

lyl = —y.
Ahora sumando adecuadamente, se tiene |z|+|y| > z+y ala vez que |z|+|y| > —(x+y),

de modo que por Propiedad 2 se obtiene |z| + |y| > |z + y.
[l

Ejemplo 2.5. Resuelva la siguiente inecuacion |z + 3| < bz + 2.

Solucion: Sea xz € R. Entonces
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1. Si bz 4+ 2 < 0 no habra solucién porque se tendria 0 < |z 4+ 3| < bz +2 < 0 y por
transitividad se obtendria 0 < 0, lo que es imposible. Se deben omitir del conjunto de

2
soluciones al intervalo } —00, —g}

5
2. Six e } —5 oo[ se cumplira 5z + 2 > 0 y se aplica la propiedad asociada:

|z + 3] <br+2ssi (—(bxr+2)<x+3<5xr+2)
ssi (—(brx+2)<x+3yx+3<dr+2)
ssi (—6x <5 y —4dzr<-—1)

) - 5 >1
ssi (@ ny 1

4 2 4

Ejemplo 2.6. Resuelva la siguiente inecuacion |2x — 4] > x + 1.

1 5 1
Luego, la solucién eSZS::|—,OO{m}——,OO|::}_>OO|: N

Solucion: Sea xz € R. Entonces

1. Siz+1 < 0se cumplird 41 < 0 < |22 — 4| que no aporta nuevas restricciones. Luego,
a las soluciones se agrega el intervalo | — co, —1].

2. En [—1,00[ se tiene z + 1 > 0 y se puede usar la propiedad respectiva:
20 —4|>x+1ssi Qv —4<—(z+1) 6 v+1<2z—4)
ssi 3z <3 6 bh<ux)

ssi (x<1 6 H<ux)

ssi z € (J]—o0,1[ U |5, 00])
Luego, la solucién es: S =] — oo, —1[U]—o00,1] U ]5,00[ = |]—00, 1] U |5, 0] O
Cuando no hay propiedades que ayuden, se analiza por casos segun los intervalos deter-

minados por los argumentos de los valores absolutos (las expresiones “encerradas” en los
valores absolutos).

Ejemplo 2.7. Resuelva la inecuacion |z + 2| + |x — 4] < 8

Solucién: Sea x € R. Como x + 2 cambia de signo en x = —2, y x — 4 cambia de signo
en xr = 4, resolvemos la inecuacién por intervalos:

» Siz €] —o00,—2[ entonces t +2 <0y zx—4<0,de modo que |[z+2|=—-z—-2y
|x — 4| = 4 — z. La inecuacién queda, para este intervalo, como —x — 2 +4 — x < 8.
Resolviendo:

—r—2+4—2x<8ssi —2xr<6ssix>—-3

De modo que este caso aporta la solucién |—oo, —2[ N ]|—3, 00[ = |—3, —2|.
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» Six € [-2,4] entonces z+2 > 0y z—4 < 0, de modo que |z +2| =z + 2y
|xr — 4] = 4 — x. La inecuacién queda, para este intervalo, como =z + 2 +4 — z < 8.
Resolviendo:

r+2+4—x<8ss16 <8

Como 6 < 8 es verdadero independiente de x, entonces x +2+ 4 — x < 8 tiene solucién
R, y claramente la solucién que este caso aporta es [—2,4[N R = [—2,4].

» Siz € [4,00] entonces z+2 > 0y x—4 > 0,de modo que |z+2| = 2+2y |z —4]| = x—4.
La inecuacién queda, para este intervalo, como z + 2 + x — 4 < 8. Resolviendo:

r+24+2r—-4<8ssi2x <10ssix <5H
De modo que este caso aporta la solucién [4, 0o[ N ]—o0, 5[ = [4, 5]

Reuniendo las soluciones de cada caso, se tiene que la solucién de |z + 2| + |z — 4] < 8 es
|-3,—2[U[-2,4[U[4,5][ =]-3,5]. O
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2.3. Guia

1. Resuelva las siguientes inecuaciones, es decir encuentre todos los niimeros reales que
son soluciones de ella.

a) —3<2x+5<7 f) 2*=3x+2<0 ) 4546

2 _
b) x <a’—12 <4x g) 4% —8z+3>0 v*+2z -3

c) —6<5—-2r<2 \ (22 4 5) k) (a:+2)(x—8)>o
d) (z 6B +19) >0 M) 5 >0 x2 +5
(z 5)(fv+6) p r—2

<0 : = ! <0

U Py ) ot <3 ) -5

2. Establezca en cada caso la vinculacion explicita entre la inecuacién planteada y la
operacién entre intervalos:

4
a) Inecuacién v 3~ 0 y operacién (] — 4, 00[ N ]3,00[) U (] — oo, =4[ N | — 00, 3[)

(x —1)(x+4)

(x +2)
(J—4,-2[N]—2,00[)

b) Inecuacién < 0y operacion ((] —o00,—4[ U1, oo[) N] — oo, —2[) U

3. Determine el conjunto de todos los ntimeros reales que cumplen con la condicién dada:

a) VreR ) Qr+1)vV2zx+9€eR™
1
b) — € R _
) € 9) Vz—5)@+8) eR
¢) vz eR” B — 5 cR
d) Vi —5ecR* I=va+l
— 1—+ 4
) 220 cpe R A=y
V42 l1—+vx+6
4. Resuelva las siguientes inecuaciones
a) 3 —2>0 e) 3$_2>0
241
x+2
b) > 1
3-z £ x2+3x—1>1
¢) (x=2)(z+1) < (z+2)(x—1) 22+ 1
rT—2 xT+2
2
d) x—1<x+1 g) r©—4<0
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h) (x+2)<x—%)§0 "

i) 4% + 3 < 2® — 20 + 2
(22 +4)(z — 3)(x + 3)

' 0 — 7 <5< |5z — 25
oA 5?36 q) |z —x|+x>1
k <0
):v3—932—|—:v—1 r) T2
) x2—6x—7<3 3—w
m) (x+1)(2° —2°+2—-1)>0 t) |z +2| <1+ |z+ 3
5. Resuelva las siguientes inecuaciones,
a) z+1>Va2—4 d) |3—2z| <5 9) |z +2/+ 20 -1 <2
b) dx —2 > Va2 —2
) dz—=2> vt =2 e) |1 — 32| > 2 h) |z 43|+ 3 —z| < |z
c) 8¢ — 3 <
V(z —6)(z —9) f)2<|4-5z] <4 i) x— |z|>2
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3. Vectores en el plano

Los vectores son objetos matematicos que poseen un valor numérico (su magnitud) y una
direccion, como los segmentos rectilineos, pero ademés poseen un sentido que indica, en el
segmento, cual extremo es inicial y cual extremo es final, es decir, se distingue punto inicial
y punto final. Por ello se acostumbra a representarlos por flechas, siendo muy tutiles para
representar fuerzas en Fisica.

Sin embargo, esa descripcion es incompleta, ya que dos vectores que poseen la misma
magnitud, son paralelos, y tienen el mismo sentido pero tienen puntos iniciales (y por tanto
finales) diferentes, serdn “el mismo vector”. Esto se indica habitualmente como que la “flecha”
se puede desplazar sin rotarla y sigue siendo el mismo vector.

Definicién 3.1. Diremos que un vector es lo que hay de comin a segmentos orientados
equivalentes, es decir, segmentos en que se distingue un extremo como punto inicial y el otro
como punto final, y donde la equivalencia entre el segmento orientado de A a B y el segmento
orientado de C' a D viene dada porque el punto medio M entre A y D coincide con el punto
medio M' entre B y C, como se muestra en la figura, en que los segmentos orientado son
equivalentes y corresponden al mismo vector (note que si los puntos no son colineales, los
puntos ABDC' forman un paralelogramo):

Observacién 3.1. 1. En general representaremos los puntos por letras mayisculas, como
P y Q, por ejemplo, mientras que para los vectores usaremos letras minusculas con
flecha, como U y .

2. Si A y B son puntos del plano, el segmento orientado de A hasta B determina un
unico vector denotado AB.
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. _ L )
3. Como caso especial, consideramos el vector nulo o vector cero 0 = AA, que serd nece-

sario luego.

4. St ABDC' son vértices consecutivos de un paralelogramo, entonces f@ = @ (dibuje
y comprenda)

5. Diremos que dos vectores no nulos (distintos de 5) son paralelos cuando cualquier
segmento orientado de uno de ellos es paralelo a cualquier segmento orientado del otro
vector, esto es, ﬁ I @ st las rectas AB y son paralelas.

6. En el caso B I @, podemos copiar el segmento de A hasta B sobre la recta Cﬁ de
modo que se obtenga un punto E sobre Cﬁ con zﬁ = ﬁ Observa:

7. Debido a lo anterior, en el caso 1@ | @ tenemos que la magnitud de uno de ellos es
proporcional a la magnitud del otro. Por ello consideramos que un vector v se puede
“ponderar” por un valor numérico k llamado “escalar” (como contrapuesto a “vector”)
produciendo un vector paralelo kv; si k > 0 se tiene que kU preserva el sentido del
vector, si k =0 se obtiene 0, pero si k < 0 el sentido de kU es opuesto al sentido de ©.
Observa la figura
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8. Entonces para vectores no nulos se cumple U || W exactamente cuando existe k € R con
k#0yv= k.

9. La norma o magnitud de U se denota HUH
10. Por lo dicho antes, se obtiene ||ku|| = |k| ||0]| (donde |k| es el valor absoluto de k)

11. La distancia entre dos puntos es la longitud del segmento que los une y, por tanto, es
la norma del vector que ellos determinan: d(A, B) = Hﬁ”

12. La suma de vectores se obtiene de la Ley del Paralelogramo (habitual al considerar
fuerzas concurrentes en un punto) como muestra la figura:

Se cumple zﬁ + ﬁ = zﬁ equivale a E = @
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13. La suma también se puede considerar concatenando los vectores (habitual al considerar
vectores como desplazamiento)

14. La resta se obtiene aprovechando la idea anterior:

=l

3.1. Vectores en el plano coordenado

En el Plano Coordenado R?, formado por coordenadas de los puntos del plano de la forma
(x,y), los vectores se determinan indicando un punto final, asumiendo que el punto inicial
sea el origen del sistema coordenado, O = (0,0), de modo que P = (a,b) determina al vector

denotado (ﬁ = (a,b), el que se llama, a su vez, “vector posicién del punto P”.
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a+c b+d
2 72
Proposicién 3.1. Si P = (a,b), Q = (¢,d), R= («, ) y S = (v,0) entonces

Lema 3.1. El punto medio entre los puntos (a,b) y (c,d) es (

1. }ﬁ = ﬁ equivale a c—a =vy—a yd—b = 6 —f equivale a (c—a,d—b) = (y—a, §—f)
2. @:(c—a,d—b).

Demostracion. 1. Usando una cadena de equivalencias entre afirmaciones:

-

= equivale a que el punto medio entre P y S coincide con el punto medio entre () y

R
. a+vy b+4 c+a d+f
= equivale a que , = ,
2 2 2 2
a+y ct+a b+d d+p

" ival
equivale a que 5V 5
m equivaleaquea—c=a—yyb—d=p—-9

» equivale a que (¢ —d,d —b) = (v —a, § — )

2. Basta usar el item anterior a 1@ y a (’ﬁ, donde T' = (¢ — a,d — b), que cumplen

Pﬁ = O, T por semejanza de tridngulos, como muestra la figura:

(e, d)

(w, b) (c, )

(r—a.d—h)

(0.0) (e a,0)
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]

Observacién 3.2. Tanto el punto (a,b) como el vector (a,b) los consideraremos en R?, al
decir (a,b) € R® y (a,b) € R*, para simplificar.

Las operaciones con vectores resultan simples coordenada a coordenada:
Proposicién 3.2. Para todos k € R, (a,b) € R? y (c,d) € R? se cumple

1. k- (a,b) = (ka, kb)

2. (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

3. (a,b) — (¢,d) = (a —¢,b—d)

Para la suma, observa el dibujo:

£

[T BT T B ) |

[}

i
1
[}

*

(o, el T

P fer, B}

kS

%,
A
.,
% f
— S o — —H) i
{- = 4
,

(o, by

A
| - i e - s

Ler L [ S ]

Proposicién 3.3. La norma o magnitud del vector (a,b) € R? es H(a, b)H =Va?+ b?

Demostracion. Como la norma del vector es igual a la longitud de cualquiera de los seg-
mentos orientados que determinan al vector, y como el vector (a, b) corresponde al segmento
orientado que va del punto (0, 0) al punto (a,b), entonces la nocién de distancia entre puntos
dada por el Teorema de Pitdgoras indica que esa longitud, y por tanto la norma del vector

(a,b), es \/(a —0)2 4 (b—0)2 = Va2 + b2 O
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La perpendicularidad es mas complicada, pero hay una forma de resolverla gracias, nue-
vamente, al Teorema de Pitagoras:

Proposicién 3.4. Los vectores no nulos y no distintos (a,b) y (c,d) son perpendiculares
equivale a que ac + bd = 0.

Demostracion. Como los vectores (a,b) y (¢, d) son determinados por los segmentos orien-
tados desde el punto (0,0) hasta el punto (a,c), y desde (0,0) hasta (¢, d) respectivamente,
entonces:

(a,b) es perpendicular a (c, d)
equivale a que sus segmentos son perpendiculares

equivale a que (0,0), (a,b) y (¢,d) forman los vértices de un tridngulo rectangulo en (0, 0)

(c.d)
Vector
(c,d) — (a,b)
Vector
(c.d)
(a,b)
Vector

(@,p)

(0,0)

equivale a que H(a,b)H2 + || (e, CZ)H2 = ||(a,b) — (c, d)H2 = ||(a—c,b— d)H2
equivale a que (a® +b*) + (> + d*) = (a — ¢)* + (b — d)* = (a® — 2ab + V*) + (* — 2cd + d?)
equivale a que 0= —2(ac+ bd)

equivale a que ac+bd =0
O

Ejemplo 3.1. Los vectores (3,2) y (—2,3) son perpendiculares, ya que 3 - (—2) +2-3 =
—6+4+6=0. [
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3.2. Guia

1. Determine las coordenadas del vector correspondiente a los puntos inicial y final indi-
cados, y calcule su norma:

a) De (1,2) a (4,7) d) De (0,0) a (—5,3)

Resp (3,5) norma /34 e) De (9,1) a (0,0)
b) De (3,-2)a(1,1) Resp (-9, —1) norma /82
c) De (1,1) a (3,-2) f) De (2,7) a (a,b)

2. Escriba los siguientes vectores en la forma a- (1, y), simplificando si se puede, o indique
si ello no es posible:

a) (3,1) 1 (V3,6)
b) (—15,60) , ,
Resp —15 (1, —4) 9) (a—ba"—2ab+b7)
c) (0,4) h) (a® —b* a—0b)
3 —1
d) (_7_) 3 _ 13y . 1
14 5 Resp (a’ — b°) 1’—a2+ab—|—b2
¢) (5’ 10) i) (a2 —2a,a® — 4a)
3. Determine, en cada caso, si los pares de vectores dados son paralelos o no:
a) (1,5) y (4,20) 1 (§ E) <§ é)
7 y Y
Resp Si 2°3 5 3
b) (—3,2) y (6,4 2 4
a3 00 ) (a9 (2
C) (57 3) y <_37 _18)
ab+b+a a+b+ab
d) (p,p)Y(x3—37x—3) h) (a—b,a+b)Y< T
e) (2,8)y (5,6) Resp Si

4. Determine la suma y la resta entre los siguientes vectores, simplificando si es posible y
calculando la norma de la resta:
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(Z; ;2.’27{%7},_3)3.(1’2) /) (xj—Q’xia> y(xj—Q’xib>
c) —(2,1)y(2-1) 9) ( a 7 fy 2) y
620

&) V2-(2,1) y (Vi2,V6) (gﬂa_ - 10x2yx+y2xy2)

5. Determine, en cada caso, si los pares de vectores son perpendiculares entre si o no:

a) (2,—1)y (3,1) e) (\/5 \/6) y (—5,\@)
b) (3,—5) (10,6)

(205 (20 p () (=)
0 (22 () o

6. Determine en cada caso si los tres puntos dados forman o no los vértices de un triangulo

c

rectangulo:

a) (2,—4), (6,-2)y (3,—0)

b) (3,—4), (5,-3) y (7,=5)

c) (102,—15), (13,—62) y (12,17)
d) (=9.5,11.8), (80.5,3.8), y (—9.1,16.3)

e) (a+b,a—>b),(0,0)y (b—a,a+b), para a,b € R

a b —b a
O’O ) ) )
N oo (G ate) ¥ (tree )
7. Determine en cada caso si los cuatro puntos dados forman un paralelégramo, un
rectangulo, un cuadrado, o no es ninguno de esos casos:

a) (1,-3),(2,-2), (4,-1) y (5,1)

b) (=1,0), (=4,5), (7,10), (5,12)

¢) (2.3,19.1), (229 12.9), (23.1, 10.5) y (2.5, 16.7)

d) (=5.5,—6.6), (—10.5,2.4), (—3.5,0.4) y (—12.5, —4.6)

13 4 17 7 61 73
e) (26,24), (?’ g), <_Z’ 5) y (Z’ E)

f) (57,—21), (35, —29), (47, —44), (45, —21)

1
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3.3. Vectores, angulos y pendientes.

Cuando tenemos vectores no verticales, es decir, de la forma v = (a,b) con a # 0, el
vector ¥ posee una pendiente que es un valor numérico que indica la inclinacién del vector
respecto del eje horizontal.

Definicién 3.2 (Pendiente de un segmento). La pendiente determinada por el segmento no
d—0b

c—a

vertical entre los puntos diferentes (a,b) y (¢,d) es el nimero m =

d—b —(b—d) b—d
c—a —(a—c) a-—c

Observacion 3.3. 1. Es claro que

2. La pendiente se relaciona con el sistema coordenado al formar el tridngulo rectdngulo
de vértices (a,b), (¢,b) y (¢,d), rectingulo en (c,b):

(c,d)

0.9

(a,b)

0,0) (c,b)

(a,0) ©0)

3. La pendiente da una medida comun de comparacion entre inclinaciones de segmentos
ya que, por semejanza de triangulos, que las pendientes de dos segmentos valgan m
significa que, independiente de la longitud del segmento, su inclinacion es la misma
que la de un segmento cuyos extremos tengan primeras coordenadas de la forma a y
a+ 1, entonces sus sequndas coordenadas tendrdn la forma b y b+ m respectivamente:
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(c.d)

(0.9

(a+1,b+m)
(0,b+m)

(a,b)

(0,b) (c,b)

@9 (a+1,0) (0)

4. Pero también la inclinacion se relaciona con el angulo que se forma entre el eje ho-
rizontal y el segmento, en los dibujos previos seria el dngulo en (a,b). Para ello, y
por razones necesarias para el curso de Fisica, entre otras razones, definiremos las
razones trigonométricas tangente, seno y coseno para un tridangulo rectangulo, lo que
retomaremos mds adelante en el curso.

3.4. Rectas

Definicién 3.3. Una recta en el plano es un conjunto de puntos tales que la pendiente entre
cualquier par de puntos del conjunto es igual a la pendiente entre cualquier otro par de puntos
del conjunto.

Proposicién 3.5. La recta que contiene a los puntos (a,b) y (c,d) con a # ¢ (recta no ver-

y—b d—b ~b d—b

tical) es el conjunto {(m,y) € R?| = } es decir, Y es una ecuacion

r—a c—a r—a c—a
de la recta.

. ) d—>b .
Note que la pendiente constante de la recta anterior es , ¥ que si lo denotamos por
c—a

m, entonces las siguientes son ecuaciones (algebraicamente) equivalentes a la anterior:
y=b+m(z—a)
y=mx+nconn=>b—ma

Proposicién 3.6. Toda recta vertical es de la forma x = a para algin a € R.

Proposicién 3.7. Dos rectas no verticales son paralelas exactamente cuando tienen igual
pendiente.

Proposicién 3.8. Toda recta admite una ecuacion de la forma ax +by+c =0 donde a y b
no son ambos cero.
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Observacién 3.4. Note que la ecuacion ax + by + ¢ = 0 equivale a una recta vertical si

b=0ya+#0

Observacién 3.5. Si L es una recta no vertical con pendiente m vy d #£ 0 es un vector
paralelo a L (por ejemplo, d = /@ con A # B dos puntos de L) entonces si d = (p,q) se

cumple
7 q
d=(p,q)=p- (L;)

de modo que el vector g = | 1, P s paralelo a Jy por tanto a L, y se cumple que m = b
q q
Dicho de otro modo, una recta de pendiente m es paralela al vector de coordenadas

(1,m)

Proposiciéon 3.9. Una recta no vertical ni horizontal de pendiente m es perpendicular a
una recta de pendiente m' exactamente cuando

m-m' = -1

Demostracion. Para justificar la afirmacién, basta notar que si L tiene pendiente m y L’
tiene pendiente m’, como ninguna es vertical ni horizontal, m # 0 y m’ # 0 y adem4s

L | (1,m) y también L' || (1,m')

Luego, se tiene

L1l OmLAm)<1-1+m-m' =0 m-m'=-1
]
3.5. Trigonometria basica
Definicién 3.4 (Razones trigonométricas). 1. En un tridngulo rectangulo con un dngulo

a y medidas hip, op y ad como en la figura, las razones trigonométricas badsicas del
angulo o son:

d
sen(a) = ;—59 cos(a) = fCLLT'p tan(a) = %
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hip
op
o\ [
ad
2. Definimos
sen(0°) =0 cos(0°) =1 tan(0°) =0
sen(90°) =1 cos(90°) =0 tan(90°) no existe
sen(180°) =0 cos(180°) = —1 tan(180°) =0

3. Para dangulos o con 90° < o < 180° el dngulo f = 180° — o cumple 0° < 5 < 90° y
definimos

sen(a) = sen(f3) cos(a) = — cos(f3) tan(a) = — tan(B)

a
180° — a 180° —

4. Para dngulos negativos de la forma —a para 0 < o < 180°, definimos:

sen(—a) = —sen(«) cos(—a) = cos(a) tan(—a) = — tan(a)
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180° + a
)ﬂ é j

Proposicion 3.10. Las razones trigonométricas cumplen, para un dangulo o:

1. tan(a) = sen(a)

cos(a)
2. Por Teorema de Pitdgoras, (sen(a))2 + (COS(Oz))2 =1

3. Se conocen las razones trigonométricas de algunos dngulos “notables” (no los usaremso

mucho):

a | sen(a) | cos(a) | tan(«)

300 1/2 | V3/2 | 1/V3

45° | 1/V2 121

60° | V32 12 | V3

Proposicién 3.11. 1. La pendiente m de un segmento no vertical cumple m = tan(«)

para —90° < a < 90° siendo « la medida del angulo que forma el segmento con el eje
horizontal.

2. La pendiente m de un vector o segmento orientado no vertical cumple m = tan(«)
para —180° < a < 180° y o # 90° siendo « la medida del dngulo que forma el vector,
considerando su sentido, con el eje horizontal.

Ahora podemos expresar un vector segun su norma (longitud, magnitud) y el 4ngulo que
forma en el eje horizontal, tomando en cuenta su sentido:

Proposicion 3.12. Todo vector no nulo y no vertical v que, considerando su sentido, forma
un dngulo de o grados respecto del eje horizontal, cumple T = ||7]| - (cos(r), sen(a))

Note que un vector de la forma (cos(«), sen(«)) es unitario.

Proposicién 3.13. Dado ¥ = (||7|| cos(a),

|¥|| sen(e)) se tiene:
1. La proyeccion de @ sobre el eje horizontal es ||| - (cos(a), 0)

2. La proyeccion de U sobre el eje vertical es ||17|| - (0, sen(«))
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3. U= HUH - (cos(a), 0) + HUH - (0, sen(a)) lo que se puede abreviar v = HUH 14 HUH -] si
se usan los vectores unitarios candnicos 1= (cos(a), 0) y j = (0, sen(w)).

4. Sip es la proyeccion del vector v sobre el vector d # 0, entonces U se descompone en su-

ma de una componente paralela a aZ: la proyeccién p, con una componente perpendicular
a d, el vector (U — p).
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3.6. Guia
Rectas
1. Determinar la pendiente de la recta que pasa por (3, —2) y (4,7).
Resp.: 9
2. (x) Pruebe, usando pendientes, que los cuatro puntos (3,3), (2,1), (4,4) y (3,2), son
los vértices de un paralelégramo que no es rectangulo.
3. Una recta de pendiente 4 pasa por el punto (3,10). La primera coordenada de otro
punto de la recta es 9. Determine la segunda coordenada de este punto.
Resp.: 34
4. Una recta de pendiente —5 pasa por el punto (1,6) y por los puntos A y B. Si la
segunda coordenada de A es —4 y la primera coordeanda de B es —2, determine la
primera coordenada de A y la segunda coordenada de B.
Resp.: Primera coordenada de A: 3. Segunda cordenada de B: 21
5. Tres de los vértices de un paralelégramo son (3,8), (5,7) y (4,7). Si la primera coor-
denada del cuarto punto es 6, determine su segunda coordenada.
Resp.: 6
6. (*) Muestre que (1,—2), (=4, —12) y (5,6) son colineales usando pendientes.
7. (%) Pruebe que la recta que pasa por (—1,2) y (2,4) es perpendicular a la recta que
pasa por (1,5) y (3,2).
8. Determine si los puntos (5,1), (8,6), (7,8) y (4, 3) son los vértices de un paralelégramo,
y determine si es ademéas un rectangulo o no.
Resp.: Paralelégramo no rectangulo
9. Determine si el punto (23, —7) estd al mismo lado que el origen, o al otro lado que él,
respecto del segmento dado por los puntos (—6v/3,7) y (18, —4).
Resp.: Al otro lado.
10. (x) Determine la ecuacién de la recta que pasa por (3,4) y es paralela a la recta que
pasa por (2,0) y (4,1).
11. Determine la ecuacién de la recta que pasa por el punto (9,5) y es perpendicular a la

recta que pasa por (7,5) y (3,8).

Resp.: y = 3%~ 7
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12. Determinar la ecuacién de la recta de pendiente —3 que pasa por el punto de intersec-
cién de lasrectas 2r +y —3 =0y z+y—4=0.
Resp.: y =2 — 3z

13. (*) Determinar el drea del tridngulo que tiene por lados a los ejes coordenados y a la
recta 3xr +2y —6 =0

14. El punto P de segunda coordenada 11 esta sobre la recta de pendiente 2 y que pasa
por el punto (3,9). Determine la primera coordenada de P.
Resp.: 4

Trigonometria basica

1. Determine los valores pedidos:

a) sen(—45) d) sen(—135)
b) tan(—60) e) sen(30) — 2tan(45)
c¢) sen(120) f) (sen(45))* — cos(—60))

2. Determine los valores de seno y tangente si se sabe
1
a) cos(p):§y—90<p<0
4
b) cos(p) = —5 y 90 < p < 180

c) cos(p) = —= y —-180<p <0

)

d) tan(p) si sen( )=0,3y cos(p) <0

e) sen(
) sen(
)

)
p) si tan(p) = —12 y cos(p) > 0
sen(p) -

cos(p) si tan(p) =0

7sen(p) — 5cos(p) si tan(p) no existe

f
9

Asuma que 0° < a < 90° y que todo ocurre en triangulos rectangulos:

2
a) Sicos(a) = 3 calcule:

1) sen(«)
2) tan(«)
3) sen(90° — «
4) cos(90° — «)
5) tan(90° — «
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b) Sisen(a) = g, calcule:

5) tan(90° — «)

d) Calcule tan(«) si se sabe que sen(90° — a) = p.

) p
e) Calcule cos(a) si se sabe que tan(90° — ) = p.
f) ¢Puede ocurrir que (cos(a))* 4 1 = (sen(a))??
g) (Cuanto valdria tan(«) si se cumpliera cos(a)
) )

h) ;Cuanto valdria cos(a) si se cumpliera tan(o
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4. Funciones

Definicién 4.1. 1. Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcion f de A en B es un
objeto matemdtico que asigna a cada objeto x de A un inico objeto f(x) de B llamado
imagen de x por f.

2. Definimos f : A — B como la afirmacion de que f es una funcz’énﬂ del conjunto A en
el conjunto B.

3. Si f: A— B, el conjunto A es llamado dominio de f y denotado dom(f), mientras
B es llamado codominio de la funcion y denotado cod(f).

4. Si f es una funcion, se denomina regla de asignacion de f a la manera que determina
la imagen f(z) para cada elemento de x de dom(f).

Observacién 4.1. s Una funcion que cumpla f : A — B es un objeto con tres com-
ponentes: dominio (A), codominio (B) y la regla de asignacion x — f(x), v € A. La
regla de asignacion puede ser dada de modo algebraico, algoritmico, o ser implicita.

» Note que siempre se cumple que f : dom(f) — cod(f). En particular, al afirmar que
f A — B siempre se cumplen A = dom(f) y B = cod(f).

s Como acd se habla de conjuntos, es bueno aclarar algunos conceptos basicos de con-
juntos, para lo cual puede ver el Apéndice[A] al final de esta seccidn.

Proposiciéon 4.1. Dos funciones f y g son iguales (es la misma funcion) cuando dom(f) =
dom(g) y cod(f) = cod(g) y para cada x del dominio se tiene f(x) = g(x) H

Ejemplo 4.1. Considere f : [0,345] — [—3, oo[ dada por f(x) = 3x+48. Como 1 € [0,345] =
dom(f) se tiene f(1) =3-1+48 =51, y como 22.5 € [0,345] se tiene f(22,5) = 115.5, pero
no existe imagen de —2 por f pese a que 3(—2) + 48 existe, porque —2 ¢ [0,345[, es decir,
la funcion f no tiene imagen para —2. OJ

Observacién 4.2. s Como el ejemplo anterior muestra, el dominio de una funcion no
siempre es “el conjunto de todos los numeros reales para los que el resultado es un
numero real”, es decir, el dominio no solo tiene que ver con “no diwvidir por cero” o
“no sacar raiz de negativos”.

= Sin embargo, esas restricciones siguen siendo vdlidas; por ejemplo, no se cumple f :
[—=3,4] — R con f(x) = \/x ya que la regla de asignacion no puede dar imagen para
los negativos que estdan presentes en el dominio [—3,4].

'En ese caso, f es el nombre de la funcién.
2 Aunque las expresiones para f (z) y g(x) se escriban diferente, lo que importa es que asignen la misma

imagen a cada objeto, como en el caso de (z + 1)2 y 2% + 2z + 1, que tienen el mismo valor para cualquier
nimero .

44



Matematicas I-II Sergio Mutioz / 2025 F. Ciencias/UChile

= Lo que ocurre es que si mos mantenemos en un conjunto referencial, por ejemplo R,
del cual dominio y codominio sean subconjuntos, dada una expresion algebraica hay
un dominio natural o dominio mas amplio que esa regla pueda aceptar. Por ejemplo,

1
para 5 el dominio mds amplio es R\ {2} = {z € R | x # 2}. Por otra parte, es
1

perfectamente vdlida la funcion g : [—2,0] — | — 00, 3] dada por g(x) = 5 aunque

su dominio no sea el mds amplio.

= Un dominio que no es “el mas amplio posible” ocurre con frecuencia al aplicar funcio-
nes para modelar situaciones reales: por ejemplo, una funcion que indique la presion
de un gas a distintas temperaturas tendrd un dominio adecuado a las temperaturas
consideradas, por ejemplo, [0,5.000] en grados Kelvin, es decir, temperaturas entre 0y
5000 grados Kelvin.

Definicién 4.2. Una funcion se dice “funcion real de variable real” cuando tanto su dominio
como su codominio son subconjuntos de R.

Observacién 4.3. = Fn este curso, salvo que se avise lo contrario, las funciones a con-
siderar serdn funciones reales de variable real.

= Fn ese contexto, a veces se indicara solo la regla de asignacion, en cuyo caso se asumird
que su codominio es R y que su dominio es el mds amplio posible, es decir, dom(f) =

{zr eR| f(z) € R}.

n Segun las restricciones de un contexto, puede darse el codominio B y la regla y esperar
el dominio mds amplio (o dominio mdzimo) {x € R | f(x) € B}.

s De todos, modos, sin saber dominio no se conoce la funcion, por lo que en realidad los
dos casos anteriores se tratan de buscar una funcion que cumpla algunas condiciones
(se conoce su regla y su codominio, y se busca el dominio mds amplio).

Ejemplo 4.2. Para determinar la funcion f : dom(f) — R que tiene regla de asignacion

f(z) = P y dominio mdximo en R, hacemos lo siguiente:
x

dom(f):{m€R|%+26R}:{JJ€R]x+27éO}

={zeR|x#-2}=R—-{-2} =] —00,-2[U] —2,00]
U

Por otra parte, en diversas aplicaciones se esperan un dominio o un codominio restringido
por la misma aplicacion. Es el caso de funciones cuyo resultado es temperatura, en que carece
de sentido que el resultado de la medicion sea inferior a -273,15 C°, sin importar si la regla
de asignacién de la funcién puede entregar valores inferiores.
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Ejemplo 4.3. Para determinar una funcion f : dom(f) —]—273, oo[, con regla de asignacion
f(x) =3z +5, y con dominio mds amplio dento de R, hacemos:

dom(f) ={z e R | f(x) €] —273,00[} = {z € R | =273 < 3z + 5}

—273 -5 —278
= ZEGR|T<$ = T,oo

El codominio de una funcién es el conjunto al que pertenecen las imagenes o resultados
de una funcién, pero no siempre es igual al conjunto de resultados de la funcion.

U

Definicién 4.3. Sea f una funcion. El recorrido de f (también llamado Imagen de f) es
el conjunto

rec(f) = {f(x) € B |2 € dom(f)}

es decir, el recorrido de una funcion es el subconjunto del codominio formado por las imdgenes
de los elementos del domino al aplicarles la funcion.

Proposicion 4.2. Dada una funcion f se cumple:

rec(f) = {y € cod(f) |y = f(x) para algin x € dom(f)}

Ejemplo 4.4. Para determinar el recorrido de f : [1,6] — R dada por f(x) = 2z — 9,
x € [1, 6], utilizamos la propiedad anterior:

rec(f) ={y € R|y =2z —9 para algin x € [1,6]}
9
= {QERM‘:% para algin v € [1,6]}

9
:{yER\lg%gﬁ}:{yeRl2§y—|—9§12}

={yeR|-T<y<3}=[-73

Ejemplo 4.5. Encuentre recorrido de f : [—2,2] — R dada por f(z) = V4 — x2.

Solucion:

rec(f) ={y € cod(f) | y = f(x) para algin = € dom(f)} =
={yeR|y=+V4— 22 para algin z € [-2,2]}
={yeR|y>0ya®+y*=4paraalgin z € [-2,2]}
={yeR|y>0ya*=4—y* paraalgin z € [-2,2]}}
={yeR|y>0n4—y*>0}
~ 0.2
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Ejercicio 4.1. Sea f : R — R funcidn definida por f(x) = 2*4+1. Pruebe que rec(f) = [1, 00|.
r+3

Ejemplo 4.6. Sea f: {z € R |z # 2} — R funcidn definida por f(z) = 5 Encuentre
dominio y recorrido mds amplios para f.
Solucién:
rec(f) = {y eER|y= z—i—g para algun x # 2}
={y e R|z(y— 1) =3+ 2y para algin x # 2}
:{yER|y7é1yx: 3y+_21y paraalgﬁnx;ﬁQ}
={yeR|y#1}
O
Ejemplo 4.7. Considere la funcion f: R — R definida por
20 -3 stx <0
f(m):{xZ%—l siO;:c
Calcule f(a* +5), para a € R arbitrario y calcule también rec(f).
Solucion: La funcién f es un ejemplo de funcién definida por casos (también llamada

por tramos), en que para distintos subconjuntos del dominio la regla de asignacién cambia
de forma. En este caso, los subconjuntos son intervalos contiguos.

= Sea a € R. Entonces a® +5 > 0 por lo que f(a®>+5) = (a* +5)* + 1 = a* + 10a* + 26.

= Para calcular el recorrido, observe que el recorrido sera la uniéon de los recorridos
“parciales” que entrega cada subintervalo con su propia regla de asignacién:

rec;(f) ={y € R| existe x <0 con y = 2z — 3}

3
Z{y€R| existexSOcony;— :xSO}:{y€R|y+3§0}=]—oo,—3]

recy(f) = {y € R| existe x > 0 con y = 2 + 1}
={yeR| existexr >0cony—1=2>>0}={ycR|y—1>0} =]1,00]

Luego, rec(f) = recy(f) Ureca(f) =] — 0o, =3] U |1, 00|
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4.1.

Algebra de funciones

Definicién 4.4. Dadas dos funciones reales f y g, se definen las siguientes funciones a
partir de ellas:

1.

Suma f + g : (dom(f) Ndom(g)) — R, con (f + g)(z) = f(z) + g(z) para cada
x € dom(f + g).

Producto: fg : (dom(f) Ndom(g)) — R, con (fg)(z) = f(z)g(x) para cada z €
dom(fg).

Multiplicacion por escalar: si X\ € R es constante, A\f : dom(f) — R, con (A\f)(x) =
A(f(z)) para cada x € dom(Af).

Cociente: g :{x € dom(f) Ndom(g) | g(z) # 0} = R, definida por (g) (x) = @

g9()

para cada xr €€ dom (i)
g

Ejercicio 4.2. Calcule, f + g, fg,i,g para las funciones f : R - R yg: R — R con

g f
2r stx <1
2
flz)=3x—-20,yg(x) =< = sil<z<d4
T
3 six >4

4.2.

Composicién de funciones

Hay otra forma de crear funciones, que es componerlas:

Definicién 4.5 (Composicién). Dadas g y [ funciones, definimos la composicién de g con
f (en ese orden) y denotada go f, por

» dom(go f) ={x € dom(f) | f(x) € dom(g)}
= cod(go f) = cod(g)
» (go f)(z) =g(f(x)) para cada x € dom(g o f)

Observacion 4.4. » La composicion g o f no existe si dom(go f) = 0.

» Siempre se cumple la equivalencia dom(g o f) = 0 ssi rec(f) N dom(g) = 0.

= Dado lo anterior, cuando rec(f) C dom(g) se tiene dom(go f) = dom(f) # 0, es decir,

este es el caso facil de composicion.

La Figura [2] ilustra el mecanismo; en ese caso A = {a,b,c}, B = C = {p,q,r,s} y
D= {t,U,U,U)}, de donde f2 © fl : {(I, b} — D con (.f2 ofl) (a) =uy (f2 ofl) (b) =w.
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Figura 2: Idea de la composicion de funciones.

Ejercicio 4.3. Sean F : R~ — R", G : R — R", funciones definidas por F(z) =
—z, G(z) = 2% Calcular (GoF)(—5) y determine para que valores de x existe (GoF)(x+3).

Ejemplo 4.8. Suponga que el costo total en pesos de fabricar q unidades de determinado
producto estd dado por la funcién C(q) = ¢* — 30¢* + 500q + 200.

1. Calcular el costo de producir 10 unidades del producto.

2. Calcular el costo de producir la décima unidad del producto.
Solucién:

1. El costo de producir 10 unidades del producto = C(10) = 10*—30(10)?4-500(10)+200 =
3200 pesos.

2. El costo de producir la décima unidad del producto es la diferencia entre el costo de
fabricacion de 10 unidades y el costo de fabricacion de 9 unidades. Es decir, costo de
la décima unidad = C'(10) — C(9) = 3200 — 2999 = 201 pesos.

O

Ejemplo 4.9. Suponga que la funcion y = F(x) = 50+ 2z representa el salario semanal que
percibe un vendedor, el que se encuentra determinado por el numero de unidades x vendidas
en la semana. Si a esto agregamos que la cantidad x vendida semanalmente depende del
precio del producto y que tal cantidad estd dada por v = G(p) = 150 4+ 2,5p entonces el
sueldo semanal se puede expresar directamente en funcion del precio por unidad. ;Cudl es
esta funcion ¢
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Solucién: y = F(G(p)) = F(150 + 2,5p) = 2(150 + 2, 5p) + 50 = 350 + 5p.

Para un caso concreto, si el producto se vende a 100 pesos en una semana, entonces la
cantidad que puede vender es x = 150 + 2,5 - 100 = 400 unidades. Esto le reporta un sueldo
en esa semana de y = F(400) = 2 - 400 + 50 = 850 pesos. O

4.3. Inyectividad, sobreyectividad y biyectividad. Inversas
Definicién 4.6. Sea f una funcion. Diremos que:
1. f es sobreyectiva ssi rec(f) = cod(f)
2. f es inyectiva ssi para todos x,y € dom(f) se cumple que f(x) = f(y) implica x =y
3. f es biyectiva ssi f es inyectiva y sobreyectiva.

Una funcion f: A — B es invertible ssi es biyectiva. En tal caso su inversa es la funcion
denotada f~* con f~': B — A que cumple que para todo 2 € A (f~' o f)(z) = 2 y para
todo y € B (f o f~')(y) = y. Sin embargo, sabiendo que f es biyectiva, basta comprobar
solo una de los dos condiciones dadas.

Observacién 4.5. No confunda la funcion inversa =1 con el reciproco de f, que cumple

a1

Ejemplo 4.10. Para cada una de las siguientes funciones determine si es inyectiva:

L f:[5,00[ =R, f(z) = 5;_*33
5

Solucion:

1. Sean x1, x4 € [5,00][ tales que f(x1) = f(x2). sSerd verdad que x1 = x5 7

5$1+3_5I2+3

f(l’l) = f(l'z) (5.’13'1 + 3)(332 — 3) = (51’2 -+ 3)(%’1 — 3)

r1—3  x9—3
C.0x1Te — 1521 + 339 — 9 = Doy — 1529 + 321 — 9
=152y + 3x9 = —1bxo + 3217 .. —dxr1 + 29 = —dT9 + 21
. —6r1 = —6x9 .71 =29

Luego f es inyectiva.
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2. Sean x1,x9 € R tales que f(x1) = f(x2). ;Serd verdad que x1 = x5 7

x1) = f(z = St T =+ xe + 7
fle)=i@) T T @m0 2
STl r =asbay caltm —a5—2o=0 caf—a5+x — 2 =0

($1 — .’Eg)(l'l + .1'2) + (1'1 — $2) =0 .. ($1 — .’L’Q)[.’ﬂl + 2o + 1] =0

Esta dltima igualdad no implica que x1 — xo = 0. Tomemos x1,x2 € R tales que

)
x1 +x9 + 1 =0, por ejemplo, x1 = 1,29 = —2 y se tiene que f(1) = 9’ f(=2) = 3
pero 1 # —2 luego f no es inyectiva.
[
2 .

6 >1

Ejemplo 4.11. Considere la funcion f : R — R definida por f(x) = v SZ_ v=
3r+4 six<l1

Pruebe que f es biyectiva y determine su funcion inversa.

Solucion:

1. Para determinar si f es sobreyectiva, calculamos su recorrido y lo comparamos con su
codominio R. Para ello, se tiene que rec(f) = rec(f1) Urec(f2) donde

rec(f)) ={y €R| emistex >1 cony=1>+6} ={y R | existex >1 cony—6 = 2*}
={yeR|y-6=2">1}
={yeR[y-6=21}={yeR[y =7} =[7 +od]

rec(fo) ={y € R| ezistex <1 cony=3x+4}={y e R| existex <1 cony—4 =3z}
={yeR[y-4<3;={yeR[y <7} =]-007
Luego rec(f) = [7,400[U] — 00, T[=R y [ es sobreyectiva.

2. Para determinar si f es inyectiva, sean x1,xo € R. Se presentan 3 casos segun el
intervalo al que pertencen ambos niumeros

a) Caso xy > 1,29 > 1.
flxy) = f(x2) ssiat+6=a3+6 ssizi=x ssir:—a5=0
st (x1 — ma)(x1 + 2) =0
Como x1 > 1,29 > 1, se tiene que x1 + x5 # 0. Luego v1 — x9 = 0, es decir,
x1 = X9, por lo que f no contradice inyectividad en este caso.
b) Caso x; < 1,29 < 1.
f(z1) = f(xs) sst 3wy +4 = 3w+ 4 ssi 3xy = 3wy 88 X1 = T3

Luego en este caso f tampoco contradice inyectividad.
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c) Caso xy > 1,29 < 1.
En este caso se tiene que x1 # w9 para demostrar que f es inyectiva probaremos
que f(x1) # f(x2), que equivale a mostrar que no se contradice inyectividad E|
Tenemos que f(x1) = 23 +6 > 7 > 3wy +4 = f(xy) es decir, f(x1) # f(x2) por
lo que en este caso f tampoco contradice inyectividad.

d) Caso xy < 1,29 > 1.

Este caso es andlogo al anterior, se trata solo de un cambio de nombres.
Luego f es inyectiva ya que en mingun caso se contradice su inyectividad.

Al ser inyectiva y sobreyectiva, obtenemos que f es biyectiva y entonces existe funcion in-
versa f~'. Ademds, dom(f') = rec(f) = R, rec(f~ ' = dom(f) = R. Veamos la regla de
asignacion. Usaremos el hecho de que y = f(x) ssix = f(y)

Vimos que en el cdlculo del recorrido de f separamos en dos casos para buscar x € R tal

que f(z) =y.

1. Siy>17, seax=+/y—6. Tenemos quey—6>1, luegox > 1y f(z) = f(\/y —6) =

(Vy—6)>+6=y.
y—4

—4 —14
2. Siy<7, seaa::yT.Lueg0x<1yf(x):f(T):ZSyT—l—élzy.

y—6 siy>7
La funcidn inversa f~' : R — R estd definida por f~'(y) = { y — 4 O

5 sty <7

Ejemplo 4.12. Determine si es sobreyectiva, inyectiva o biyectiva la funcion f : [—3,8] — R
dada por f(x) = 22* — 16z + 23.

3En realidad, este caso se puede descartar mirando el aporte al recorrido de cada intervalo, porque al
estar en intervalos distintos los valores x; y x2, sus imagenes estaran en esos aportes al recorrido, que ya
vimos son disjuntos.

52



Matematicas I-II Sergio Mutioz / 2025 F. Ciencias/UChile

Solucién:
rec(f) ={y € cod(f) | existe x € dom(f) con y = f(x)}
={y € R| existe z € [-3,8] con y = 22° — 162 + 23}
={y € R| existe z € [-3,8] con y = 2(z — 4)* — 9}
:{y € R| existe z € [-3, 8] con y—;—Q = (x—4)2}
: y+9 2
=<y € R| existe z € [-3,4] con 5 = (x —4)
9
U{y € R | existe z € [4,8] con y;— = (95—4)2}
+9 +9
GR]—€[049] U GR\—G[O 16]
={yeR|ye[-98tU{yeR[yc[-9,23]}
—[—9,89] U [9, 23]
=[—9, 89]
Luego rec(f) = [-9,89] y como cod(f) = R, entonces f no es sobreyectiva y por tanto no

es biyectiva. Por otra parte, el anélisis del recorrido de f indica que cada valor de |0, 23] es
imagen de dos valores del dominio, uno de [—3,4[ y otro de |4, 8], por ejemplo f(3) = —7
f(5), por lo que f tampoco es inyectiva.

oo
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4.4. Guia

Funciones

1. Para las funciones siguientes, determine si existe la imagen de 4, calculandola en caso
de que exista, o justificando el por qué no existe:

a) f:[1,2] > Rdadapor f(zr)=2+1 d) f:]—00,3] = R dada por f(x) =

b) f : [-3,7 — R dada por f(z) = vVh—ux
: e) f : R — R dada por f(z) =
8—=x 13

¢) f:R — R dada por f(z) =4 —2° 322 1 1

2. Determine cuales de las siguientes ecuaciones determina a la variable “y” como una
funcion de la variable “x”, aprovechando su conocimiento de conicas; pero si no corres-
ponde a una funcién, restrinja cada variable a un intervalo razonable donde si resulte
una funcion.

a) 22 +6x -2y +17=0 ¢) 32° 4+ 122 + 5y — 20y + 17 =0
b) 42— 6y —8x+17=0 d) —3y® +6y+42>+8x —11=0

3. Calcule en cada caso el recorrido de la funcién

a) f:R— R dada por f(z) = 2* + 5z +2
b) f:R — R dada por f(z) = 42> — 122 + 2
¢) f:R — R dadapor f(z) =5—2°
d) f:R — R dada por f(z) =10 — 6z — 2°
e) f:[1,3] = R dada por f(x) =2z —4
f) f:13,8) — R dada por f(z) =3 — 5z
3
—-3,2 R dad =
9) £ ]~ 3,2] - R dada por f(z) =
1
h) f:[1,5[—>Rdadaporf($):x_5
i) f:[0,4] — R dada por f(m):xzi_l

(z—1)7' siz<l1
327 41 sil<uz

4. Para f(z) = { determine f (%), f (\/5), (f(2) + f(—3)) y rec(f).
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(S8

10.

11.

3r—1 six>3
Calcule, para la funcién f: R — R definida por f(z) =< 2? -2 si —2<x<3
20 +3 six < =2

(—3) e) f(2)+ f(-3)
(V2) f) rec(f)

)

a) f(2) )
b)

f c) f
f(Wa—4) d) f

. Considere las funciones f : R - Ry g : R — R definidas por f(z) = 2z + 1y

g(x) = 2* — 1. Determine una expresién para f + g, fg y =, mostrando explicitamente
g

el dominio en cada caso.

Calcule f+g¢, fgy i para las funciones f : R — Ry g : R — R dadas por f(z) = 2z—5
g
{3 —x six <0

z
— 10<
5 si0<uzx

y g9(z) =

. Calcule f+ g9, fogy / para las funciones f : R — Ry g : [0,00[ — R dadas por
g

2r si0<x<1

flz)=3x—-20y g(z) = sil<ax<4

2
T
3 siz >4

Dadas las funciones f : [0,00] =+ Ry g : R — R dadas por f(z) = Vo vy g(z) =

-1 siz<l1
1 ) , determine si existen las funciones fog y go f y, en caso de existir,
— stz >1
x
determine dominio y regla de asignacion.

Calcule los dominios més amplios de las siguientes funciones f : dom(f) — R cuyas
reglas de asignacién estan dadas por

a) flz)=+v36—a2 d) f(x)=vVbh—x++Vr—2

b) f(x) =y 1-V1-—2a? e) flz)=v1—x+ Vo2
c)f(x):$214 /) (x):xi1+$i2

Determine en cada caso dominio y recorrido méas amplios de la funcién con regla de
asignacion dada:

r—1
z+3

a) f(z) =
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

b @) = —
) f(@) = ——

z+1 six <4
3—x six>4

2?4+1 siz>0
2 f(x)_{Qx—S siz <0
1

six > 2

six <2

3—x

Sean f,g: R — R funciones definidas por f(z) =3z — 7y g(z) = 2°.

a) Determine las funciones siguientes: (f + g), (g — 3f) (¢ + 12f), (fg), g, y (gf).
b) Determine las funciones siguientes: (fog), (go f), (fo f)y (gog)
Determine dominio y recorrido de la funcién f o g donde f : ] — 00,8 = Ry ¢ :
10, 00[ — R estéan dadas por f(z) =10 — 2 y g(z) = 2* + 4.
Determine dominio y recorrido de la funcién f o g donde f : ] —o00,—2[ > Ry g :

]2, 00[ — R estén dadas por f(z) =vV3 —zy g(z) = 2> + 2.

Sean f,g : R — R funciones definidas por f(z) = 2> + 5y g(z) = 2*. Determine las
funciones siguientes: (fog), (go f), (fo f), vy (gog).

T+ |z
— Y

Considere las funciones f : R — Ry g : R — R dadas por f(x) = 5

g(x) =
r six<0 . . . .
5 . Determine si existen fogy go f y en caso de existir, determine su
x© six >0
dominio y regla de asignacion.

El periodo T (en segundos) de un péndulo simple de longitud L (en pies) estd dada
L
por T' = 27 4/ 33 Si3 < L <4.;Cudl es el rango de valores posibles de T?.

9
Si consideramos la férmula F' = —C' 4 32 que relaciona la medida de temperatura en

grados Celsius (C') y en Fahrenheit (F), responda:

a) {Cuél es el Dominio de la funcién?
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19.

20.

21.

22.

23.

b) Considerando vélida la relacién para temperaturas en que el agua se mantiene
liquida, ;qué dominio y qué recorrido tiene ahora la funcién?

c) Para qué valor en Fahrenheit el agua hierve y para qué valor en Fahrenheit el
agua se congela?

d) ;Cual es la temperatura media del ser humano en Fahrenheit?
Un estudio ambiental en cierta comunidad suburbana revela que el nivel medio diario
de mondxido de carbono en el aire es C'(p) = 0.5p + 1 por partes por millén cuando la
poblaciéon es de p miles. Se estima que dentro de ¢ afios la poblacién serda de P(t) =
10 + 0.1¢* miles

a) Expresar el nivel de mondxido de carbono en el aire como una funcién del tiempo.

b) ;Cuéando llegard a 6,8 partes por millén el mondxido de carbono?.

Un importador de café brasileno estima que los consumidores locales compraran apro-

1
ximadamente Q(p) = —4.374 kg. de café por semana cuando el precio sea p pesos por
p

kg. Se estima que dentro de ¢ semanas el precio serd p(t) = 0.04t* + 0.2t 4 12 pesos por
kg.
a) (Expresar la demanda de consumo semanal de café como funcién del tiempo.

b) Dentro de 10 semanas, jcudntos kg. de café compraran los consumidores al im-
portador?.

c¢) (Cuando llegara a 30.375 kg. la demanda de café?.

Para cada una de las siguientes funciones determine si es inyectiva, y si no lo es,
restrinja su dominio de manera de obtener una funcién inyectiva:

1 3

a) fiR=R, f(2) = ) f1R=R flo)= 57

) £+ (=00, —1[U] = 1,1[UJ1,00]) = R, f(x) = -

2 7
Dadas f : [3,00[— R, definida por f(x) = I+2 y g : [17,00[— R, definida por
:L' —
g(x) = 2* - 8.
a) Pruebe que f es inyectiva. b) Determine g o f.

Para cada una de las siguientes funciones determine su recorrido y si es o no biyectiva.
Si lo es, calcule su funcién inversa.
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) f: R={-9/2) > R f(@) = o [{RoR f@)=1-d

2¢ +9 d) f : R R, f(x =
b) fx;;R_{_lﬂ}) — R, f(z) = ) 2_ o si$;>2 @

27 + 1 {4—2:1: stz > 2

2 1x <2
24. Considere la funcién f : R — R definida por f(x) = x4+ s? r <
2z si2<uw

Pruebe que f es biyectiva y determine su funcién inversa.

3r+2 siz<O0

€Tr) =
3+ 2 Singyg()

25. Considere las funciones f : R — R definidas por f(z) = {
3r—2 six<-—1
-1 si—l<zx
Determine si f es biyectiva, si g es biyectiva y encuentre (go f)™ .

26. En cada caso, determine si la funcién es inyectiva, y de no serlo, determine un subcon-
junto del dominio de la funciéon de modo que la restriccién de la regla de asignacién al
subconjunto si sea inyectiva:

a) f:R— R dada por f(z) =5— (z —1)*

1
b :R — R dad =
) f — ada por f(x) 3
3
:R — R dad =
c) f:R — R dada por f(x) P
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5. Funciones Trigonometricas

El estudio de la trigonometria se hard en este curso enfocado mas hacia funciones trigo-
nométricas que a su origen histérico como razones entre lados de triangulos rectangulos, lo
cual es una forma abstracta de considerar semejanza de tridngulos.

Las funciones trigonométricas estan involucradas en geometria, por supuesto, pero a
través de la representacion polar del plano su aporte va mas alla de los tridngulos, influyendo
asimismo en los nimeros complejos y la geometria que se apoya en ellos. Su caracter de
funciones periédicas (que repiten sus valores al sumar una valor fijo a la variable) les involucra
tanto en aplicaciones en movimiento armonico simple como en la ecuacién del calor, en
sonido y campos electromagnéticos, en modelos de poblaciones, modelos predador-presa, y
en modelos de reacciones quimicas, por nombrar los mas directos.

En suma, la trigonometria, vista como funciones trigonométricas, abre amplios espacios
en las ciencias bésicas (biologia, ecologia, matemaética, fisica y quimica).

Consideraremos las funciones trigonométricas con dominios los nimeros reales. Para ello
usaremos que cada nimero real ¢t estd en correspondencia uno a uno con un angulo que
mide ¢ radianes. Para visualizar esta correspondencia usaremos una circunferencia centrada
en (0,0) y de radio 1. Se la llama circunferencia unitaria y su ecuacién es z* +4° = 1. La
denotamos por C .

5.1. Angulos en radianes y funciones seno y coseno

En una circunferencia de centro O y radio r, la medida de un angulo central es proporcio-
nal a la medida del arco que sustenta. Definimos entonces la medida en radianes del angulo

como el cociente — donde [ es la medida del arco sustentado por el angulo. Ello permite

que la medida delréngulo en radianes sea independiente del radio de la circunferencia. En
particular, la medida en radianes de un angulo central en C coincide con la medida del arco
sustentado.

De ese modo, como un angulo recto sustenta un arco que es la cuarta parte del perimetro

27r
de la circunferencia, su medida en radianes serd —- = T Asimismo, la medida en radianes
r
de un angulo extendido es 7, ya que sustenta un arco que es la mitad del perimetro. El valor
27 es el cociente entre el perimetro de la circunferencia y su radio (es lo que permite definir
7) y mide en radianes al angulo maximo visible, un giro completo.

Angulos en radianes de medida mayor que 27 representan una superposicién de angulos,
en que se realiza un giro completo (o mas de uno) y algin dngulo mas. Desde el punto
de vista de arco, se trata de un arco que mide la longitud de una trayectoria superior al
perimetro de la circunferencia.

Definicién 5.1. Sea P : R — C la funcion definida por:

1. P(0) := (1,0) (punto inicial)
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Sit € RY, sea P(t) el punto de C obtenido al recorrer una longitud t desde P(0), como
arco en C , y en sentido antihorario.

Sit € R™, sea P(t) el punto de C obtenido al recorrer una longitud |t| desde P(0),
como arco en C , y en sentido horario.

Definicién 5.2. Se definen las funciones seno, denotada sen, y coseno, denotada cos, por:

cos:R =R ysen:R — R y, para cada t € R se cumple que P(t) = (cos(t),sen(t))

o7 ™
AN I N
/ '\\ 3n [ s \\. VT [ s\
\ sz [y \ -2/ i 2 /2 \
\ ST f‘"‘ n T \ i) f. T : 3n2 J T in \ f /
% / Y / Y /
e f LW \_/ N

Figura 3: Funcién seno

Figura 4: Funcién coseno

De la definicién y de los cuadrantes se obtiene de inmediato

Proposicién 5.1 (Signos). Para todo t € R se cumple:

1. 0<t<g:> (sen(t) > 0 y cos(t) > 0)
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2. g <t<m= (sen(t) >0y cos(t) <0)
3m
3 m<t< > = (sen(t) < 0 y cos(t) < 0)

3
4. g <t <2m= (sen(t) <0y cos(t) > 0)

Proposicién 5.2. 1. (Identidad Pitagdrica) Para todo t € R (sen’(t) + cos*(t) = 1), don-
de cos”(t) abrevia a (cos(t))*, y lo mismo para seno.

2. Para todot € R |sen(t)] <1 y |cos(t)] < 1.

3. cos(0) = 1 y sen(0) =0 6. cos (3;) =0 y sen (3;) =—1.
T T

4. cos (5) =0 y sen (§> =1

5. cos(m) = —1 ysen(m) = 0. 7. cos(2m) =1 y sen(2m) = 0.

Demostracion. Las propiedades [1] y [2| son consecuencia directa de que P(t) € C para todo
teR.

Para probar [3| note primero que por definicién P(0) = (cos(0),sen(0)), y como P(0) =
(1,0), se obtienen cos(0) =1y sen(0) = 0.

Para probar , note que por definicién P (g) = <cos (g) , sen <g>), y como P (g) =

(0,1), se obtienen cos g =0y sen g =1
Para probar [5| de P(m) = (cos(w),sen(w)) y P(r) = (—1,0) se obtienen cos(m) = —1y
sen(m) = 0.

Para probar H, de P (%T) = (cos (%T) , sen (37#)) y P (3;) = (0, —1) se obtiene

3
que cos (g) =0y sen (;) = -1

Para probar |7, de P (27) = (cos(27),sen(27)) y P(2w) = (1,0) se obtienen cos(27) = 1
y sen(2m) = 0. O

1
Ejemplo 5.1. Pruebe que sen (%) = cos <g> = E
Solucién: Dibuje B = P <%) en la circunferencia unitaria. Por B trace una paralela al

eje Y que corta en C' al eje X. El tridngulo OCB es isésceles, donde O = (0,0) el centro

de la circunferencia. Luego OC = CB, es decir, sen (%) = cos (%) . Usando la identidad
1

E,

Pitagérica sen? (%) + cos? (%) =1, se tiene que 2sen? <%> = 1, luego, sen (%) =
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0 i
pues el dngulo que mide 1 radianes esta en el primer cuadrante. Por lo tanto, sen (—) =

cOS (%) = % 0]

Teorema 5.1 (Reduccién al primer cuadrante). Toda imagen de un nimero real bajo las
funciones seno y coseno puede expresarse como la imagen, bajo la misma funcion y salvo el

. . . . s
signo, de un dangulo del primer cuadrante, esto es, de un numero real en [O, 5}

Simbdlicamente: Para cada o € R eziste § € [0, g] que cumple | cos(a)| = cos(f) y

| sen(a)| = sen(f)

Proposicién 5.3. 1. Para todo x € R (sen(—x) = —sen(x) y cos(—x) = cos(z))
2. Para todo z,y € R (cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sen(x) sen(y))
3. Para todo z,y € R (cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sen(x) sen(y))

||
<
w0
@D
=
/N
o
|
<
——
I
@)
o
2]
—~
<
S~—
N——

4. Para todo y € R (COS (— - y>
y) =

Para todo x,y € R (sen(x +

~—
~—

en(x) cos(y) + cos(x) sen(y
)

(
Para todo x,y € R (sen(x — y) = sen(x)cos(y) — cos(x) sen(y))

NS &

Para todo = € R (sen(2x) = 2sen(x) cos(x))
Para todo x € R (cos(2z) = cos*(x) — sen’(z))

Demostracion. Las afirmaciones 1]y [2] se demuestran en clases, y a partir de ellas se deducen
las demas afirmaciones; deduzcalas. O

Ejercicio 5.1. Pruebe que

T T 1
1. sen (—> = COS (—) = —
6 3 2

= (5) =g

\S)

@)

@]

9}
/’\
v

Il

wm

D

=}

3. Para todoy € R (cos ( > =sen(y) y sen (g - y) = COS(y))
4. Para todo y € R (cos(m —y) = —cos(y) y sen(m —y) = sen(y))
5. Para todo y € R (cos(m + y) = —cos(y) y sen(m +y) = —sen(y))

Teorema 5.2 (Periodicidad). Para todos x € R y k € Z se cumplen cos(x + 2km) = cos(z)
y sen(z + 2k7) = sen(z)
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Demostracion. Sean z € R y k € Z. Entonces

cos(x + 2km) = cos(x) cos(2km) — sen(x) sen(2km)
sen(z + 2km) = cos(z) sen(2km) + sen(z) cos(2km)

Pero P(2km) = P(0) = (1,0) dado que 2km es |k| veces el perimetro de la circunferencia
unitaria C , por lo cual

cos(x + 2km) =cos(z) - 1 —sen(z) - 0 = cos(z)

sen(z + 2km) =cos(x) - 0+ sen(z) - 1 = sen(z)

O

5.2. Limites, derivadas e integrales de funciones trigonométricas

Proposicién 5.4. Las funciones seno y coseno son continuas en su dominio.

Proposicion 5.5. 1. lim sen(a) =1
a—0 o
1—
9. 1im L% _
a—0 Q
Proposicién 5.6 (Derivadas de seno y coseno). 1. Para todo x € R se cumple sen’(x) =
cos(x)
2. Para todo x € R se cumple cos'(x) = — sen(z)
Demostracion. 1. Sea x € R. Entonces:

sen'(z) = lim sen(z) — sen(z) o sen(z +y) — sen()

z—x z—X y:j—ilf y—0 Yy
(.'.z—>x:>y—>0>

sen(z) cos(y) + cos(x) sen(y) — sen(x)

— Iim
~ liy (_ sen(z) (—1 - zoz(y)> + Cos(x)ser;(y)>

= —sen(z) - 0+ cos(z) - 1 = cos(x)

cos'(x) = (sen (g — x) )l = sen’ <g — :L’) : (g — x)l

= cos <g - x) - (=1) = —sen(z)
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!/
Ejemplo 5.2. Calcule (COSQ(\/E+ 5x4)> )
Solucion:

(COS2(\/E+ 5:164))/ = ZCOS(\/E—|— 5954) . (Cos(\/z+ 5x4)),
= 2cos(v/z + 5a) - (—sen(va + 52%)) - (Vi + 5a)’

— 2cos(v + 52 - sen(vZ + 52%) (ﬁ ¥ 20x3>

Proposicién 5.7. 1. /cos(x) dr =sen(z)+C, C €R
2. /sen(x) dex = —cos(z)+C, CeR

5.3. Mas funciones trigonométricas

Definicién 5.3 (Tangente, cotangente, secante y cosecante). 1. Definimos la funcion tan-

gente por
tan : (]R - {(Qk + 1)E | ke Z}) — R dada por tan(z) := sen(a)
2 cos(x)
2. Definimos la funcion secante por
(R {(2k+1)”|kez}>—>Rdd () !
sec : — — ada por sec(x) :=
2 b cos(x)
3. Definimos la funcion cosecante por
1
cosec : (]R - {lm | ke Z}) — R dada por cosec(z) =
sen(x)
4. Definimos la funcion cotangente por
cot : (R — {k‘w | ke Z}) — R dada por cot(z) = cos(z)
sen(z)

Note que las definiciones son correctas, debido a que {x € R | cos(x) = 0} = {(Qk: + 1)% | ke Z}
yaque {r €R|sen(z) =0} ={kr |k € Z}
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Figura 5: Gréfica de tangente
Proposicién 5.8.
rec(cos) = [—1,1] rec(sen) = [—1,1]
rec(tan) = R rec(sec) = | — oo, —1] U [1, 00|
rec(cot) = R rec(cosec) = | — oo, —1] U [1, 00|

Proposicién 5.9. Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante son continuas y
derivables en sus dominios, y se cumple:
/ o 2
1. tan'(z) = sec”(x)

2. secd(x) = sec(z) tan(z)
Ejercicio 5.2. Deduzca las derivadas de cotangente y cosecante.
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5.4. Guia

1. Recuerde que la Identidad Pitagérica dice: Para todo t € R, cos®(t) + sen®(t) = 1,
donde cos®(t) abrevia a (cos(t))*, y lo mismo para seno. Calcule:

a) cos (57”) q) cos (?)

Resp.: 0 1
— i Resp.: 5
T
b)  sen (7) e)  cos <_567T>
Resp.: —1 13
Resp.: —=
c) sen (81) 122
3 f) cos (_ 67T)
Resp.: V3 ’
esp.: 5 Resp.: 1

3
g) Sio<t< g y cos(t) = 5 calcule sen(t).

Resp.: sen(t) = %
. T 3
h) Si 5 < t<mysen(t) = B calcule cos(t).
4

Resp.: cos(t) = ~E

3 3
i) Sim<t< g y cos(t) = 5 calcule sen(t).

Resp.: sen(t) = —x

J) Si 3% <t <2mysen(t) = —g, calcule cos(t).

Resp.: cos(t) = %
11

k) Sibr<t< Tﬂ y cos(t) = —15—1, calcule sen(t).
Resp.: sen(t) = —4—\/6
— 11

2. Pruebe que:
a) sen(x + m) = —sen(z) y cos(x + 7) = — cos(x)
b) sen(m —x) =sen(x) y cos(m — x) = — cos(x)
T T
c) sen (§ - x> = cos(z) y cos (5 - x) = sen(x)
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1
3. Pruebe que sen <%> = COS <E> =3 y que cos <%> = sen (g) =

3
4. Simplifique, para x,y € R genéricos

a) sen(x +y) + sen(z — y)

| %

b)  cos(xz+y)— cos(x —y)

¢) (sen(z) cos(y) — cos(x) sen(y))2 + (cos(x) cos(y) + sen(z) sen(y))2

5. Encuentre en cada caso los valores de sen(z/2) ,

a) sen(z) =5/13y /2 <z <.
b) cos(z) =3/Ty3r/2<x <27

cos(x/2), tan(z/2):

6. Calcule las derivadas de las siguientes funciones respecto de su variable:

a) f(x)=xcos(x)
_ cos(x)
Bt

¢) flx)= ()
f) f(@) = (sen(x))
0

7. Calcule las siguientes primitivas:
a) /(3 cos(x)) dx
b) / (2sen(z) + 5cos(z)) dx
c) /(:B2 + 7cos(z)) dx

8. Calcule los siguientes limites:

5sen(z)

a) lim

x—0 433

b 10 - 2
) flz) = 2 sen(z) cos(x)

T

j) f(t) = tse;;l(t) +3t°

_ 2sen(x) cos(z)

k) J(@) = cos(z) — sen(z)
D )= sen(x) — 28;11(1‘) cos(z)
m o) = g

/ \/_+86n

(3cos®(z) + 3sen®(z)) du

cos — sen (;)) dx

\\

sen(3x)
m
x—0 4,]:‘
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o) lim 3sen(3z)
x—0 4,’1;'
sen (%)

d) lim

x—0 :Ij‘2

0)

p) lim

68

sen(2x)

220 sen(Hx)

lim

sen(3z) — sen(2x)

x—0 €
sen(x)
fm ————
z—0 x + tan(z)
x sen(x)
=0 1 — cos(x)
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6. Funciones y modelos

Al usar funciones para representar la relacién entre variables de una situacién nos debe-
mos cuidar de representar de modo razonable la relacién como regla de asignacion, si estamos
seguros de que la relacion es realmente una funcion, y de que dominio y codominio tienen
sentido.

Ejemplo 6.1. Un determinado farmaco que requla la temperatura corporal se inyecta por via

muscular. Su efecto, en horas, depende de la dosis x, en miligramos, segun la aproximacion
T4z

T 8r+3
1. ;Qué funcion modela la situacion?

2. ;Qué rango de dosis se requiere para que el fdirmaco tenga efecto entre 4 y 8 horas?
Solucion:

1. La regla de asignacion estd indicada, y de acuerdo al contexto, el dominio no debiera
ser negativo (no se extrae medicamento del paciente) y, aunque obviamente la dosis no
debe superar una cierta cantidad por kilogramo de peso del paciente, no impondremos
restriccion adicional al dominio por falta de informacidn; luego, usamos dom(f) =
[0, c0].

Para el codominio, consideramos horas desde cero a mayores que cero, ya que no tiene
sentido que haya efecto antes de administrada la dosis. A falta de mds informacion,
usamos cod(f) = [0, ool.

T4x
L [ 1 E |0 — [0 E(x) = )
uego, la funcidn es [0, 00[ — [0, 00] con E(x) 523
2. Para que el efecto dure entre cuatro a ocho horas, la dosis x > 0 debe cumplir que
T4x
4 < E(x) <8 4 < <8
< E(x) < 581 <gi3 S

Resolviendo por separado las dos inecuaciones e intersectando las soluciones, dado que
son simultaneas:

T4x . T4x 42z — 12 ) 3 . 2
< 881 < —4=——  s81 x<—=0bienx > =
8r + 3 8x + 3 8xr + 3 8 7
Y la otra inecuacion:
T4x . T4x 24 — 10x . 3 12
<8 ss1 0<8— = sst @ ——<z< —
8x + 3 8r + 3 8r + 3 8 5
T4x 2 12
L 4 < <8 ) —<r< —
uego, S%r3 = 881 7_:6_5

de modo que la dosis necesaria para que el efecto del medicamento dure entre cuatro y

ocho horas es entre - ~ 0.29 mgy = = 2.4 mg.

U
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6.1.

Guia

. Las estufas de gas para cocinas son una fuente de contaminantes interiores, como el

monoxido de carbono y el biéxido de nitrégeno. Una de las maneras mas eficaces
de eliminar los contaminantes del aire mientras se cocina es usar una campana de
ventilacion. Si una campana de ventilacion elimina F' litros de aire por segundo, el
porcentaje P de contaminantes que también se eliminan del aire alrededor esta dado,
seglin una estimacién para 10 < F' < 75, por una relacién lineal (una recta). Cuando
F = 10 litros por segundo, se remueve el 17.78 % de los contaminantes, y cuando
F = 30 litros por segundo, se remueve el 38.98 % de los contaminantes.

a) Exprese la relacién entre F'y P mediante una funcién, justificando la eleccién del
dominio y del codominio segtin el contexto.

b) Determine cudntos litros de aire por segundo deben eliminarse por el ventila-
dor para eliminar més de 58 % de contaminantes. Exprese su respuesta en litros
(redondeando).

. La cantidad de bosques de lluvia tropical en Centroamérica decrecié de 337000 kiléme-

tros cuadrados en 1969 a 208000 kilémetros cuadrados en 1985. La relacién entre la
cantidad (C') de bosque en kilémetros cuadrados y los anos (A) desde 1965 es aproxi-
madamente lineal.

a) Exprese la relacién lineal mediante una funcién, justificando la eleccién de dominio
y codominio segun el contexto.

b) Determine el tamafio de los bosques en 1965 y en 1997.

¢) Determine desde qué ano la cantidad de bosques seria menor a la décima parte
de lo que habia en 1985.

En 1990 la Comisién Internacional para Cambios en el Clima predijo que la tempera-
tura promedio sobre la Tierra se elevaria 0.3° Celsius por década, si no se establecen
limnitaciones internacionales sobre emisiones de fecto invernadero. La temperatura
promedio global fue de 15° Celsius en 1970. Se ha estimado que el nivel del mar se
elevara 65 centimetros si la temperatura promedio global se eleva a 19° Celsius.

a) Establezca una funcién entre la temperatura promedio global y el tiempo desde
1970, especificando que miden sus variables y justificando dominio y codominio
escogidos.

b) Determine en qué anos, de ser correctas las estimaciones, mediciones y prediccio-
nes, el nivel del mar debiera superar los 65 centimetros.

La rapidez de crecimiento r (en kilos por mes) de un nino relacionada con el peso
actual p (en kilos) por la férmula r = ¢p(10 — p), donde ¢ es una constante positiva
desconocida y 0 < p < 10. ;A qué peso se presentard | méaxima rapidez de crecimiento?
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d.

10.

11.

La cantidad de kilémetros K que cierto vehiculo puede recorrer con una estanque de
bencina a una velocidad de v kilémetros por hora esta dado por

1 5
K=—=v"4+—v ara 0 < v < 100
300 20 P
Determine la velocidad a que rinde mas kilémetros con un estanque, y cuantos kiléme-
tros rinde en ese caso.

La entrada a una catedral tiene la forma de un arco parabdlico y mide 9 metros de
alto en el centro y 6 metros de ancho en la base. Hay que disenar una reja rectangular
para proteger esa entrada, y se tienen barrotes de 8 metros de alto. ;Cual es el ancho
maximo que se puede cubrir con esos barrotes, sin cortarlos? (para terminar de dar el
ancho se cortaran barrotes, pero eso no importa aqui)

Una compania de TV-Cable da servicio a 5000 usuarios y cobra 20 mil pesos al mes.
Un estudio de mercado indica que por cada mil pesos menos en la tarifa, se sscribirian
500 clientes nuevos.

a) Calcule la cantidad C' de clientes que tendra la empresa si cobra x miles de pesos
al mes, con 0 < x < 20.

b) Determine la cantidad G (en miles de pesos) que gana la empresa al tener C
clientes y cobrar x miles de pesos al mes.

¢) Determine cuanto debe cobrar (en miles de pesos) la empresa para tener el maximo
ingreso mensual de dinero, cuantos clientes tendra en ese caso, y cual es la ganancia
mensual.

Se va a construir un jardin experimental, para lo cual se dispone de 308 metros de vallas
para encerrar un area rectangular de 4080 metros cuadrados. Encuentre la longitud y
el ancho del rectangulo.

Se quiere acolchar el piso de un gimnasio de 12 metros por 15 metros, dejando una franja
uniforme sin acolchar. El presupuesto alcanza sélo para comprar 108 metros cuadrados
de superficie acolchada. Calcule las dimensiones que tendra el area acolchada.

Para altitudes h de hasta 10000 metros, la densidad D de la atmdsfera de la Tierra (en
kg/m?) se aproxima mediante la siguiente férmula;

D =1.225 — (1.12 x 107*)h + (3.24 x 107%)h?
Determine a qué altura la densidad de la atmésfera es menor a 0.74 kg/m®

La temperatura 7' (en grados Celsius) a que hierve el agua estd relacionada con la
elevacion h (en metros sobre el nivel del mar) por:

h = 1000(100 — T') + 580(100 — T')?
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12.

cuando 95 < T < 100. Calcule la temperatura a que hierve el agua sobre el monte
Everest, que tiene alrededor de 8840 metros sobre el nivel del mar. ;A qué alturas el
agua herviria a menos de 90 grados Celsius?

Un fabricante produce audifonos con un costo de $2000 cada uno, y los vende a $5000
cada unidad con un volumen de venta de 4000 audifonos mensuales. El fabricante
considera que cada variacion de $1000 en el precio de venta tendrd un efecto de variar
el volumen de venta en 400 audifonos mensuales, de modo que un aumento de precio
disminuye el volumen de venta y viceversa.

a

c

S

e

—

)

)
)
)
)

Exprese el volumen de unidades vendidas respecto del precio de venta mediante
una funcién, justificando la eleccion de la regla de asignacién, del dominio y del
codominio, considerando que el dominio sea un intervalo de ntimeros reales.

Decida si la funcién obtenida es de un tipo conocido y, de serlo, describala.

Exprese la utilidad del fabricante respecto del precio de venta mediante una fun-
cién, justificando la eleccion de la regla de asignacion, del dominio y del codominio,
considerando que el dominio sea un intervalo de niimeros reales.

Decida si la funcién obtenida es de un tipo conocido y, de serlo, describala.
;Para qué precios la utilidad es mayor que $10000007

. Para qué precios la utilidad es menor que $10000007

. Cual es el recorrido de la funcion de utilidad? Explique.

. La utilidad puede ser tan alta como el fabricante quiera?

13. Se esta disenando un parque de juegos rectangular, cercado, con un area de 14000
metros cuadrados.

a) Exprese la longitud total de la cerca respecto de uno de los lados del rectangulo

como una funcién, justificando dominio, codominio y regla segun el contexto.

b) Decida si la funcién es de un tipo conocido y en tal caso describala.

c¢) Utilice algiin software de graficacién para obtener su gréfica (por ejemplo, Geo-

gebra).

d) ;Hay valores méximos o minimos?
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7. Derivadas

Definicién 7.1. Se dice que f es derivable en ¢ € dom(f) ssi eziste el limite lim M
T—C r — C

d,
En tal caso ese limite se denota f'(c), o también d—f(c), y se llama derivada de f en c.
x

Dada una funcién f, sea f': {x € dom(f) | f derivable en x} — R la funcion que a cada
x donde [ es derivable le asigna f'(x).

Observaciéon 7.1. Por cambio de variable, si f es derivable en ¢, su derivada se puede
fle+h)—f(c)
h

calcular como: f'(¢) = lim , que se obtiene mediante cambio de variable.
h—0

7.1. Interpretaciéon geométrica de la derivada

Geométricamente, la recta tangente a una curva plana en un punto de ella es la recta,
que contiene al punto, que mejor aproxima a la curva en las cercanias del punto (al punto se
le menciona como “punto de tangencia”’). Aunque en la circunferencia se puede caracterizar
a la recta tangente como la que “corta a la circunferencia en un tnico punto”, ello no es
cierto en general, por lo que se requiere de una caracterizaciéon més sofisticada.

Sea f una funcion de la que se espera determinar su recta tangente para un punto de
tangencia (c, f (c)) Si consideramos todas las rectas que pasan por ese punto, sélo una de
ellas serd la recta tangente, si es que existe. Consideramos las rectas que pasan por el punto
de tangencia y por otro punto de la grafica, de modo que al acercar el segundo punto hacia
el punto de tangencia, las rectas obtenidas tiendan a la recta tangente. Pero como todas esas
rectas pasan por el punto de tangencia, lo inico que necesitamos es determinar como varian
las pendientes, obteniendo la pendiente de la recta tangente.

Para x # ¢ se considera la recta que pasa por los puntos (c, f(c)) y por (z, f(x)). El
signo de x — ¢ indica si el segundo punto esta a derecha (z — ¢ > 0) o a izquierda (z — ¢ < 0)
del punto de tangencia, y se considera que x esta suficientemente cerca de ¢ como para que
lo importante sea lo que ocurre en las cercanias del punto de tangencia. La pendiente de tal
f(x) = f(o)

x—c
f en ¢, sera la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en (¢, f(c)), es decir, la recta
que pasa por (¢, f(¢)) y que representa la mejor aproximaciéon rectilinea a la grafica de f
cerca del punto de tangencia (c, f(c)).

recta es , v en caso de existir el limite cuando A — 0, tal limite, la derivada de

Definicién 7.2. Si f es una funcion derivable en c € dom(f), definimos la recta tangente al
grafico de f en el punto (c, f(c)) como la recta que pasa por dicho punto y cuya pendiente

/ . y—f(c)_ !
es f'(c), es decir, B f(c).

7.2. Propiedades y calculo de derivadas

Proposicién 7.1. Sea f funcion derivable en ¢ € dom(f). Entonces f es continua en c.
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Demostracion. Asumiendo f derivable en ¢, se tiene

I f(z) = 1m (f(c) + (f(z) = f(c))) = flc) + lim (f(z) — f(c))

r—c Tr—C Tr—C

= £(0) +lim(a — =D

r —cC

= f(c) + lim(z — ¢) lim (f(z) = f()

T—C T—e xr—c
= f(c)

obteniéndose que f es continua en c. O

= f(e)+0-f(c)

Las siguientes propiedades establecen y justifican la derivabilidad de varias funciones
basicas, a la vez que indican cual es la funcién derivada en cada caso. Se asume que los
dominios de las funciones son los mas amplios en R.

Proposicién 7.2. Sea f funcion constante. Entonces f es derivable en todo su dominio y
su deriwada es O siempre.

Se denota operacionalmente ()" =0

Demostracion. Suponga que f asigna el valor constante o a todo niimero real. Entonces para
todo c € R se tiene
flxz) = fle) a—a

= lim =1lim0=0
T—C xr —C T—c T — C T—cC

]

Proposiciéon 7.3. Para n € N, la funcion potencia n-ésima, es decir, f : R — R con
f(z) = a™, es derivable en todo mimero real con derivada f'(c) =nc"' para cada real c.

. / _
Se denota operacionalmente (x") = ng" !

Demostracion. Sea ¢ € R. Entonces

n

(por productos notables)

=lim(z" ' + 2" e+ 2"l + "+ T
Tr—rcC

— ncn—l

Proposicién 7.4. Sean f y g funciones derivables en c. Entonces
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1. Para cada constante A € R la funcion \f es derivable en ¢ y cumple (/\f),(c) = \'(c).

2. La funcién suma [+ g es derivable en ¢ y cumple (f +g)'(c) = f'(¢)+¢'(c). Lo mismo
ocurre con la funcion f — g.

3. La funcién producto f - g es derivable en ¢ y cumple (fg)'(c) = f'(c)g(c) + f(e)d (c).

4. St g(c) #0, entonces la funcion cociente i es derivable en ¢ y cumple

g
(L) - L1t —fas )
Demostracidn. 1. (Af)'(¢) = lim A (12 - if(C) ~ Alfm w (o)
2.
(f +9)() = Iim (f(z) + g(x)g :C(f(c) +9(c))
R TAC R
3.
(f9)'(¢) =1im (f(=) -g(w)i - c(f(C) 9(c))
i £ - 9(@) = (£(0) - g(w) = £(0) - 9(x)) — f() - 9(0)
::n (f(x) = f(0) - g(x) + ;‘(;) ‘C(g(a:) — g(c))
(ILH W) ' égn;gw) + 1) ( lim w>
=f'(0)ge) + F()g(¢)

tomando en cuenta que como ¢ es derivable en ¢, entonces es continua en ¢ y por tanto
lim g(z) = g(c).

4. Fjercicio.
O

Proposicién 7.5 (Regla de la cadena o derivada de una composicién). Sean f y g tales que
g(x) € dom(f) para todo x € ]a,b]. Si para x € ]a,b| se cumple que g es derivable en x y f
es derivable en y = g(z), entonces f o g es derivable en x y se cumple

(fog) (z)=f(9(c)) ¢'(2)
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Ejemplo 7.1. Se tiene que, como (2®) = 8- 2" (como funcion “ésterna” f) y que (5z* +
3z + 1) = 10x + 3 (como funcién “interna” g), entonces

(5% + 3z +1)%) = (8- (52° + 3z + 1)7) - (102 + 3)
Proposicién 7.6. Paran € Z fijo y x # 0 se cumple (2") = na"'.

Demostracién. Ya sabemos que Vn € N U {0}((z") = na"'). Sea n € Z . Asignando
p = —n se cumplen p € Ny n = —p. Pero

1y (:Ep)/ paP~!
n\' _(,—P\ _ [ _—_ _ _ _ p—1-—2p
(@) =) = <:z:p> N 1(:1:1’)2 =1 e b
=—pr P = na" !
lo que prueba lo pedido. O]
1
Proposicién 7.7. Paran € Z fijo y x > 0 se cumple (x%), = —gu!
n

Demostracion. Note que, por Regla de la cadena entre la funcién potencia n-ésima y la
funcién raiz n-ésima:

1 1 n 1 1a 1
y despejando, se obtiene (:c%)/ =—— 7= —(:c%)l = St = D] n
n(xz) n n n
Proposicién 7.8. Para m,n € Z fijos, con m # 0, y x > 0 se cumple (a:%), = @x%’l
n

Demostracion. Sin pérdida de generalidad sea n > 0. Como (x%) = (x%)m, aplicando Regla
de la Cadena y las propiedades previas, se tiene

N (eh) = m(e) - et = %(;ﬁ;l) ()

< .
m m—1+1-n m m—n m m_4
= —2XI n = — n = —In
n n n
0
Ejemplo 7.2. Calcule ((5:1: + (3z — 1)%)1()),.
Solucién:
((5:c + (32 — 1)%)1“)' = 10(5z + (32 — 1)3)"- (52 + 3z — 1)3)’
= 10(5z + (32 — 1)3)"-(5+ §(3x —1)5 - (32 — 1))
—10(52 + (3z — 1)5)"-(5+ 4(3z — 1)5)
0
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Ejemplo 7.3. Calcule (53:% — xg)/.

Solucion:

7.3. Antiderivadas e integrales elementales

Como derivadas lo basamos, por ahora, en operatoria, entonces integrales también lo
veremos por operatoria en este curso, incorporandolo al contexto completo de funciones mas
adelante.

Definicion 7.3. Se dice que g es una antiderivada (o primitiva) de f si g' = f.

Ejemplo 7.4. Como (1*) = 2z, entonces 2° es una primitiva de 2. Pero como (z°+510) =

2z + 0 = 2z, entonces también x* + 510 es primitiva de 2x.
Proposicién 7.9. Si g y h son primitivas de f, entonces g — h es constante.

Observacion 7.2. Por la proposicion anterior, si conocemos una primitiva g para f, toda
otra primitiva se escribe a partir de g como g + C, con C' € R una constante. De hecho,
valores diferentes de C' € R determinan primitivas diferentes de f.

Definicién 7.4 (Integral indefinida). Definimos la integral indefinida de f como el conjunto

de todas sus primitivas, y se denota [ f(x)dx (por ahora, dx indica la variable)
Si g es una primitiva de f, entonces se cumple /f(x) dr ={g(z) + C | C € R}, lo que
se abrevia
/f(a:)da::g(zv)—l—C, CeR
Proposicién 7.10. Note que siempre se cumple /g'(a:) de=g(x)+C,CeR
Ejemplo 7.5. 1. /Qx dr = 2° 4+ C, C € R, porque (2?) = 2x

2. /69& dr = 32° + C, C € R, porque (32?) = 6x

9 R R ' 9
3. [ (x +:U+1)dx:§+7+x+0,CER,porque §+?—|—x =x"+zr+1

7
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1 ' 1
4. / (3%5/2 + ﬁ) dr = gx7/2+2\/§+0, C € R, porque (ngz + 2\/5) = 31:5/2—1-%

Si damos alguna condicién que cumpla una primitiva, mientras se atenga al dominio de
ella y de su derivada, siempre existird una tnica primitiva que lo cumpliré:

Ejemplo 7.6. Encuentre la funcion g : R — R que cumple ¢'(z) = 32> +5 y g(2) = 9.

Solucién: Claramente g debe ser una primitiva de 322 + 5, asf que debe ser de la forma
g(z) = 2* 4+ 5z + C, porque /(3x2 +5)dr = 2° + 50+ C, C € R. Pero la condicién dada

implica que
9=g(2)=2°+5-24+C=18+C <+ (C=9-18=-9

de modo que la tnica primitiva que cumple la condicién dada es g : R — R con g(z) =
z® + 5z — 9 O
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7.4. Guia

Derivadas por operatoria

1. Calcule las siguientes derivadas por operatoria

3 n) ft)="—x"" + 3¢t
x?—4 B
AT ) o= Y2
¢) f(z)=3z"
N
&) f@) =+ = ) fl@)= K
) J@) =55 p) @) =5
3x+5 )f($)=7x12—53:7+3
f) f(l”)=5x_3 q )
) fla) = 2= ) fe) = (s -3V25)
g xz _xQ_zll S) g(l‘):(2$—1)2—6\/5_$
SR {) h(x) = (Vas+5)°
i) f(r) =v2x+5
j) f(z) = Va+a? w) l(a:):2\/ﬁ
l;; ;Ex;:ﬁ(x—l—)l()w - v) f(x):\/l—\/m
z) = (3 —2%)(z + 11)"*/°
22 + /A2 + 1
m) f(z)=Vad+o—27° w) s(z) = pra

Integrales elementales

1. Caleule:
2) / (20) da ) / 622 da
b) /(3x2+2x+7)dx /) /(2x5—5x3—|—x2—3)da:
0 /(x2+:1:+1)dx 9) /(a:—l)(x—2)dx
9) /4353 d h) /(x 3 de
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i) /x_3/5dx ) /(\/‘—%) dx

7) / (59:‘2 + %) dx m) / (2% — 5272 + 7/x) da

a) f'(z) =42+ 1y f(0) =3
b) f'(z) =22 +5x -2y f(0)=5
¢) fl(x) =52 ~92° +3x -1y f(3) =2
d) fllx)=a*—2*+2>—x+1y f(9) =9
3. Calcule:
a) /1[E2dSE c) /3(5x2—8$—|—9)dx
0 -2
0
b) /5(x2+3x—1)dx d) / (7T2* — 42* + 5z — 12) dx
2 -3
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Parte 11
Matematicas II (Primavera)
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8. Limites y Continuidad

8.1. Nociones intuitivas

Habitualmente se presenta la nocion de limite antes que la de continuidad, pese a que la
experiencia previa del estudiante es con funciones continuas. Asi, se acostumbra a decir que
un nimero L es el limite de una funcién f hacia un valor ¢ si los valores f(z) se aproximan a
L cuando z se aproxima a c. Eso es demasiado informal para ser 1til, por lo que conectaremos
con curvas y graficas:

Las gréficas de rectas y conicas son curvas continuas, considerando por separado las ramas
de hipérbolas, bajo la interpretacién de que un punto que recorre la curva puede hacerlo sin
interrupciones. Una metafora ttil es pensar que una curva es continua cuando es un cable
eléctrico que conduce la electricidad entre cualquier par de puntos de la curva.

Otra metafora, mas 1util para definir limite de una funcién, es considerar que una curva
es continua en uno de sus puntos si éste es concordante con los puntos circundantes de la
curva; la curva es continua entonces si es continua en cada uno de sus puntos. Para gréaficas
de funciones, el punto y sus circundantes se describen mediante sus primeras coordenadas.

La nocién de limite de una funcién f hacia ¢ € R (en horizontal) corresponde a la
existencia de un valor L € R (en vertical) de modo que el punto (¢, L) es concordante con
los puntos circundantes de la grafica de f, es decir, que la curva sea continua en (¢, L).

Precisando un poco més, un numero L es el limite de una funcién f hacia un valor ¢
cuando el punto (¢, L) es concordante con los puntos (x, f(x)) para = arbitrariamente cercano
a c.

Observacién 8.1. 1. Denotamos por L = lim f(z) a la afirmacion de que L es el limite
Tr—cC

de f hacia c.

2. La nocion de “puntos de la grdafica circundantes” se puede considerar respecto de la
recta vertical x = c.

3. Para que L = lim f(x), no importa si ¢ € dom(f) o no, sélo importa que ¢ no esté
Tr—cC

aislado de dom(f), ya que, si estuviera asilado, no habria grdfica de f circundante a
x = c (a esa recta vertical).

4. De existir el limite, debe ser inico para que tenga sentido la nocion de ser concordante
con los puntos circundantes.

5. La definicion matemadticamente correcta de limite la veremos mds adelante dentro del
capitulo de limites.

6. Una funcion f es continua en ¢ cuando el punto (c, f(c)) es concordante con los puntos
circundantes, es decir, cuando lim f(z) = f(c)
Tr—rC

7. Leemos “x tiende a ¢” para x — c. De hecho, se dice que L = lim f(z) = ssi f(z)
Tr—C

tiende a L cuando x tiende a c.
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8.2. Propiedades basicas de limites y continuidad

Proposicién 8.1. 1. La funcion que a cada x € R asigna el mismo valor x es la funcion
identidad, su grdfica es la recta de ecuacion y = x, y es una funcion continua en cada

c € R, es decir, limx = ¢
Tr—cC

2. Sia € R es constante (al menos no varia con x), entonces la funcion constante que a
cada x € R asigna el mismo valor o, es una funcion cuya grafica es la recta horizontal

Yy = «, es continua en cada c € R, y por tanto lim a = «
Tr—cC

3. Sean f y g funciones y sea ¢ un punto no aislado de (dom(f)Ndom(g)) tales que
existen lim f(x) y lim g(x), entonces:
Tr—c Tr—c

a) lim (f(x) + g(2)) = (1im f(x)) + (1im g() )
Si f y g son continuas en ¢, entonces lim (f(z) + g(x)) = f(c) + g(c), por lo que
la funcion f + g es continua donde lo ?Zafn simultdneamente f y g.

b) Sia € R es constante (no varia con x) entonces ii_)rrioz flz)=a- (glcliré f(a:))
Si f es continua en ¢, entonces lim af (z) = af(c), por lo que la funcion af es
continua donde lo sea f. o

) i f(x) - g(x) = (1m f(x)) - (Im g())
Si f y g son continuas en ¢, entonces gl}_}Hi f(z)-g(x) = f(c) - g(c), por lo que la

funcion f - g es continua donde lo sean simultaneamente f y g.

lim f(z)
d) Si }clg}: g(x) #0, entonces }Clgi “;Eg = T;;g(m)
r—rc

flx) _ flo)

Si f y g son continuas en ¢ y g(c) # 0, entonces lim ——= = —=_ por lo que la
ae g(z)  g(o)

funcion i es continua donde lo sean simultineamente f y g y g # 0.
g

4. Sic>0yneN, n>1, entonces h'in Y = /e, por lo que la funcion raiz enésima es
x (&

continua en RT.
2

—4
Ejemplo 8.1. Sean f: (R\ {2}) = R con f(z) = a 5 Y9 R — R con g(x) =z + 2.
I j—
y=f(x) y=£(x)
4 4
2 )
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Entonces

1. La funcion g es continua en R, al ser suma de funciones continuas, por lo que HH% r+2=
r—r
2+2=4

2. Aunque f(2) no existe, 2 no estd aislado de dom(f), es decir, f(x) existe para valores
cercanos pero distintos de 2.

3. Como f(x) = g(x) salvo en 2, cuando x tiende a 2 es claro que f(x) tiende a g(2), es
decir, a 4.

2
—4

4. FEs decir, lim a
r—2 r — 2

=4.

5. De todos modos, lo anterior se puede obtener mediante operatoria cuidadosa:

2 _ _
lim x 4 = lim (2 —2)(= +2)
=2 r — 2 z—2 (gj — 2)

-2 2
(Como x tiende a 2 pero no es 2, se cumple w =(z+2) >

(@—2)
=lim(z+2)=4

r—2

2
Ejemplo 8.2. 1. lim52% 2014 =5 (lim x) ) (lim x) Hlim 4 = 5(3)% —2(3)+4 = 43
z—3 z—3 r—3

z—3

? 3 2 _
Pt g2l
2. lim = ” ( denominador no da cero)
e»-2 5 —3x hm2 5— 3z
T——

3
7z ’ 2 . 7z
(xlimzx) R LI R
B lim 5 — 3 lim B 5—3(-2) 1
T——2 T——2
3.
2
—1
lim I—( cociente de limites no aplica, queda 0/0 .:. Racionalizamos )

12 4+ 1 — 2

= lim (Jf + 1)(3: — 1) ( hacia 1, no en 1)
M er2)e@-1)
r+1 2

m — —
z—=1qx + 2 3
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( cociente de limites no aplica, queda 0/0 .. Racionalizamos ) =

r—4 \/54—2_1, (x —4)(Vr+2)

R Y By Rk R B
=limyz+2=4
z—4

Observacién 8.2. Muchas de las funciones que trataremos en este curso presentan puntos de
discontinuidad, es decir, no son continuas en un punto, por alguna de las razones siguientes:

1. el punto (su primera coordenada) no estd en el dominio;

2. el punto (su primera coordenada) estd en el dominio y el limite hacia él existe, pero
no coincide con el valor de la funcion en él;

3. el limite hacia el punto no eziste.

Las primeras dos condiciones son faciles de verificar, al menos si podemos calcular los
limites, como en el caso de la funcion f del Ejemplo[8.1]

La tercera condicion depende de poder mostrar que un limite determinado mo existe.
Aunque hay casos complicados, por ahora veremos el caso mds simple, que involucra limites
laterales.

Definicién 8.1 (Limites laterales). Sea ¢ un valor no aislado del dominio de una funcion
f. Definimos:

1. Limite de f hacia ¢ por izquierda, denotado lim f(x), al considerar x — ¢ pero tini-
Tr—Cc™

camente por valores x < c, es decir, a izquierda de la recta vertical x = c.

2. Limite de f hacia c por derecha, denotado Hm+ f(x), al considerar x — ¢ pero unica-
Tr—rcC

mente por valores x > ¢, es decir, a derecha de la recta vertical x = c.
Proposicion 8.2. Sea ¢ un valor no aislado del dominio de una funcion f. Entonces:

1. lim f(x) eziste ssi lim f(z) y lUm f(x) existen y son iguales;
T—c r—ct T—c—

2. En tal caso,

lim f(z) = lim f(x) = lim f(x)

T—cC Tz—ct T—c™

20+1 s1x <1

Ejemplo 8.3. Sea f: R — R dada por f(z) = {7 , .
—x six>
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} y=i(x)
3]
3

2x+1 /

Figura 6: Grafica figura (8.3

Entonces

lim f(z) = lim 2z +1 =3
z—1- rz—1—
(f es 2z + 1 a izquierda de 1)

lim f(z)= lm7-z =6
z—1t z—1+
(f es 7T—x a derecha de 1)

Como los limites laterales no coinciden, entonces h'n% f(z) no existe y por lo tanto f no
T—

es continua en 1. Ver Figura[0]

Observacion 8.3. En caso de que una funcion tenga en su dominio un borde de intervalo,
abierto o cerrado, su limite en ese punto se calcula considerando solo el limite lateral que
tenga sentido.

Ejemplo 8.4. La funcion raiz cuadrada tiene dominio [0, 00, codominio R, y regla de asig-
nacién dada por el arcaismo visual \/x, es decir, a cada x > 0 le asigna \/x.

Como su dominio presenta un borde en 0, ocurre que lim +/x carece de sentido, dado
z—0~

que a izquierda de 0 no hay valores del dominio ni grdfica a izquierda del eje vertical.

Sin embargo h'n% VI = h’rn+ Vo =0, ya que el limite por derecha existe y no es contra-
r— x—0
dicho por el limite por izquierda.

Proposicién 8.3 (Propiedades adicionales de limites). Se cumplen:

1. (Teorema del Sandwich)
Si ¢ pertenece a un intervalo abierto I en el cual se cumple f(x) < g(x) < h(z) para
todo x € I, salvo tal vez en el mismo ¢, y se tiene lim f(x) = L = lim h(x), entonces
T—rC T—rC

limg(x) =L
Tr—cC
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2. (Nula por Acotada)
Si existe M > 0 tal que |f(x)| < M para todo x en un intervalo abierto que contiene
ac (es decir, f es acotada en torno a c), y lim g(x) = 0, entonces
Tr—rC

lim f(x)g(x) = 0

3. (Cambio de variable)

4. (Limite de una composicion de funciones)
Silim f(x) =by h’rrig(x) = L 1y, o bien en un intervalo abierto I que contenga a ¢ se
Tr—cC Tr—r

cumple Vx € I(x # a — f(x) #b), o bien g(b) = L, entonces

lim(go f)(z) = L

Tr—C

5. (Caso particular: limite de la composicion de una funcion continua con otra funcion)
Si g es continua en L y se cumple L = lim f(x), entonces
Tr—rC

lim g (f(x)) = g(L)

T—C

Ejemplo 8.5. h'rr% V3r+5 =, /h’rr%(?)x +5) =v3:-2+5 = V11 por composicion de fun-
z— z—

ciones y continuidad. Verifique los detalles.
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8.3. Guia

Limites y continuidad de funciones

1. Use propiedades de los limites laterales, para determinar los limites (si existen):

a) lim (3 — /) ¢) lim z—5 e) lim V9 — 2

z—0t z—5 2’3; — 5’ t——3+
b im —— = d) lim —— 1
) T )Hew—(4+w2 LD e

2. Estudie la continuidad de las siguientes funciones :

2l
a) f:R—=Rcon f(z) =4 = stz 70

0 siz=0
b)fiR—HRconf(x):{f ziig
Voo
¢) f:l0,00[ = Reon fz) =4 7 S¥>0
1 siz=0
|z + 2] _
d) f:R—=Recon f(z)=1 +2 six# —2
0 six=-2
e) f:R—=Rcon f(x) =2 — |z
f) f:R—=Rcon f(x) = %
9) f:R—=Rcon fr) =va?+1
h) f:R—=Rcon f(z) =vVa?+1
i) f:iR—Rcon f(z) = 131
=243 4o
Jj) f:R—=Rcon f(z) = T
r+5 sixz>0

3. Considere el conjunto de funciones cuyos integrantes son, para cada a € R:

2 six <2

fo :R—=R, confa(x):{ )

ax six > 2
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;Cuadles funciones del conjunto son continuas en R?

4. Determine los valores de a € R y b € R de modo que las funciones de la forma

fap ' R—=R, con fop(z) =<ar+b si —1<x<3

sean continuas en R

5. Calcular los siguientes limites.

3+ 1
im
z——1 2 +1
2_3x—-10
b) limL
=5  x2 — 25
2 =1

lim —mM8—
z—=—1 7% 4+ 3z + 2

a)

c)

2 six < -1
-2 six >3
T
) lim
) =01 —/1—2x
ot —4
m) lim
r—2 x—z
ot —1
n) :lclinlw?—l

203 — 1422 + 12
im
z—1 23 — 1022 + 272 — 18
. Vr+1-2
0) lim ——

r—3 xr — 3
3/.2 23 1
») lim Vv Vr +
r—1 (:L‘ — 1)2

ve+1-—1
m—

)

Ii
) =0 /1+x—1
m_1
T) lfm =~
z—1 ¢ —1
J14+xz—1
s) lim
x—0 €T
S+ 4u? + 4
B lm L
u——2 U —1u—=06
o x2—z—6
u) lim
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Guia limites trigonométricos

Calcule los siguientes limites:

5 3z — 6
1. Jim 250() 10, 1 237 —6)
=0 4z z—2 T — 2
sen(3x) 2
2. lim (- sen (27 — 25)

290 Az 1L lim —o——
. 3sen(3z)
itk S 2
> ili% 4z 12. lfm (z” ~9)
r—3 €xr — 3
sen (z?%)
4. 1
x—0 ;L’2 ’ Sen(l‘ - 2)
13. lim —
5 i SO0 (2?) ezt —d
’ x—0 x
14, 1 S02)
. sen (42?%) »—0 sen(5Hx)
x>
v . sen(3z) — sen(2x)
sen (527) 15. lim
7. lim ———— e=0 x
z—0 2t
sen(x — 1) 16. lim m
8. J}_}II% ? z—0 1 + tan(x)
0 1 sen(z — 3) 17 1im xsen(x)
T3 3 " 20 1 — cos(x)

Guia TVI y TVM

1. Demuestre que cada una de las ecuaciones siguientes tiene al menos una solucién real.

a) 2° —3r+1=0 c) cos(x) ==
b) 2* =+Vr+1 d) 2° +ax® + b +c=0

2. Suponga que f : [0,2] — R es continua en [0, 2] y diferenciable en |0, 2[, y que f(0) = 0,
F1)=1, f2)=1.
a) Muestre que existe ¢; € (0,1) tal que f'(¢;) = 1.
b) Muestre que existe ¢y € (1,2) tal que f'(¢cy) = 0.
c¢) (Dificil) Muestre que existe ¢ € (0,2) tal que f'(¢) = 1/3.
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9. Aplicaciones de la derivada y la continuidad

9.1. Teoremas fundamentales de continuidad y derivadas

El estudio del crecimiento y decrecimiento de la derivada y el que haya extremos locales
se fundamentan en dos propiedades fundamentales:

Proposicién 9.1 (Teorema del Valor Intermedio). Si f: A CR — B C R es continua en
la,b] C A, con f(a) # f(b), entonces cada valor k situado entre f(a) y f(b) determina al
menos un valor ¢ € [a,b] con k= f(c).

Proposiciéon 9.2 (Existencia de extremos). Si f : A C R — B C R es continua en
la,b] C A, entonces existen p,q € |a,b] tales que

Vo € [a,b] (f(p) < f(2) < f(q))

FEs decir, una funcion continua en un intervalo cerrado alcanza mdzximo (en q) y minimo
(en p) al menos una vez cada uno.

Proposicién 9.3 (Teorema del Valor Medio para funciones derivables). Si una funcion f
es derivable en un intervalo Ja, b y continua en [a, b [[] entonces existe un punto c € Ja,b] tal

que
o= 1010

Gracias al TVM se pueden justificar propiedades tales como que f crece en intervalos
donde f' > 0, y que f decrece en intervalos donde f < 0, lo que ya vimos en la Proposi-
cién (0.6)), y también se obtienen otras propiedades, como por ejemplo:

Proposicién 9.4. 1. Si f' =0 en un intervalo, entonces f es constante en ese intervalo.

2. Si f' = ¢ en un intervalo, entonces existe una constante C' tal que f = g+ C en ese
intervalo.

La ultima afirmacién es la que sustenta lo que afirmamos respecto de las diversas primi-
tivas de una funcion en la Definicién , esto es, que cualquier par de primitivas de una
funcién (en un intervalo) estéan separadas por una constante, ya que al ser primitivas de una
misma funcién, tienen a esa fucnion como la derivada para ambas primitivas.

9.2. Optimizacion

El objetivo de optimizar funciones es determinar sus valores maximos y minimos, es decir,
sus extremos, y saber donde ocurren es el dominio de la funcion.

Ejemplo 9.1. La funcién f : R — R dada or f(z) = 12 — 5(x — 3)? tiene un mdwimo en su
vértice (3,12), es decir, su mdzimo vale 12 y ocurre en x = 3.
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Figura 8: Una funcién con extremos menos simples

Sin embargo, la nociéon de extremo o de optimizacién es mas compleja. En la grafica de

1 27 162
la Figura E se muestra un segmento de la gréfica de y = - 2° — = 22 xr — 3, donde

+ _
3 10 25
notamos algunos aspectos relevantes:

= No hay un “vértice” con férmula simple para esa cubica; més ain, la mayoria de
las funciones no tiene carcteristicas tan simples como las cuadraticas graficadas por
parabolas.

= Hay un valor entre 1 y 2 donde la funciéon sube y luego baja, es un maximo en ese
subintervalo, pero hacia 5 la funcién adopta valores mas grandes, por lo que entre 1y
2 hay una especie de maximo, pero no es el maximo de toda la funcion.

= Ademads de esa especie de maximo, hay una especie de minimo del que no se ve en la
grafica si es minimo para toda la funcién o si es minimo para un cierto intervalo.

Formalizamos y caracterizamos los puntos donde optimizar una funcién en el interior de
su dominio:

Definicién 9.1 (Extremos relativos o locales de una funcién). Sea f funcion y sea ¢ punto
interior de dom(f) .

1. f tiene un minimo local en c ssi existe intervalo abierto I con ¢ € I C dom(f) tal
que f(c) < f(z) para todo x € I.

4No se dice que la funcién no sea derivable fuera del intervalo abierto ni que no sea continua fuera
dle intervalo cerrado, sélo se dice que al menos se cumplan esas condiciones para ese intervalo, podria ser
derivable en R y se sigue cumpliendo.
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2. f tiene un maximo local en c ssi eziste intervalo abierto I con ¢ € I C dom(f) tal
que f(c) > f(z) para todo x € I.

3. Se dice que f tiene un extremo local en ¢ ssi f tiene un mdximo local en ¢ o bien f
tiene un minimo local en c.

En algunos textos se usa el adjetivo relativo en vez de "local” para estos casos.
Diremos que un extremo local de una funcién es ademas un extremo global si mantiene
su condicién de extremo respecto de todo el dominio de la funcién.

Proposicion 9.5. Si f tiene un extremo local en ¢ y es derivable en un intervalo abierto
que contiene a ¢, entonces f'(c) = 0.

Demostracion. Supongamos que f tiene un minimo local en c¢. Como f es derivable en c, si
suponemos que f’(c) # 0, entonces o bien f'(¢) > 0 o bien f'(¢) < 0.

1. Si f'(¢) > 0, se tiene lim Jw) = /() = f'(¢) > 0. Como f es derivable en un intervalo
r—c Tr — C
abierto que contiene a ¢, ambos limites laterales hacia ¢ son significativos y deben ser
f(x) = f(e)

ambos iguales a f'(c), y por tanto positivos, en particular 1{im = f'(c) > 0.
T—c xr —C
f(z) = flo)

Entonces existe un intervalo |a, ¢[ tal que > 0 para todo = €]a,c[. Pero

x €la,c] implica x — ¢ < 0, de donde f(z) — f(c) = (z — C)W < 0 de modo
que f(x) < f(c), lo que contradice el que f tiene un minimo local en c.
2. Si f'(¢) <0, el argumento es anélogo, considerando 1im M = f'(¢) < 0yun

z—ct xr—c
intervalo |c, b donde f(x) < f(c), contradiciendo el que f tiene un minimo local en c.

Luego la tinica posibilidad es que f'(c) = 0.
Si suponemos que f tiene un maximo local en ¢, los argumentos son analogos. O]

Ejemplo 9.2. Retomando la funcion de la Figura @ derivamos f(z) = x> — 8- 2* +18.25 -
x —11.25 e igualamos a 0:

1 27 162 ! 27 162 9 18
0= (=3 22240 2, _3) —2_2° e 2 _2°
(3‘75 0" T ) T (x 5) (x 5)

18
que tiene soluciones E = 1.8 y 5= 3.6, que son exactamente los puntos donde hay mdximo

local y minimo local.

Para saber si se trata de maximo local o de minimo localpodemos analizar el crecimineto
de la funcién, ya que si crece a izquierda de un punto donde la derivada es 0 y decrece a su
derecha, en ese punto habra un maximo local, mientras que si decrece a izquierda del punto
y crece a su derecha, entonces el punto serd un minimo local.
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Dado que la derivada de una funcién en un punto de su dominio indica la tendencia al
cambio de la funcién en ese punto y coincide con el valor de la pendiente de la recta tangente
en ese punto, podemos establecer preliminarmente que:

Proposicién 9.6 (Crecimiento y derivadas). 1. Si f' > 0 en un intervalo J, entonces f
es creciente estricta en J, es decir, Va,b € J(a < b= f(a) < f(b)), 0o mejor, Va,b €

J(a#b:W>O>

2. S1 f' <0 en un intervalo J, entonces f es decreciente estricta en J, es decir, Va,b €

b) —
J(a <b= f(a) > f(b)), o mejor, Va,b € J(a#b:> M < 0)
—a
Recordemos que la funcion valor absoluto es continua en R pero sélo es diferenciable en
R\ {0}, y en 0, donde no tiene derivada, tiene un minimo.
Los puntos criticos son los valores donde buscar extremos de funciones:

Definicién 9.2 (Puntos criticos). Diremos que ¢ es un punto critico de una funcion f si
c € dom(f) y cumple que f'(c) =0 o que f'(c) no existe.

Proposicién 9.7 (Criterio de la primera derivada para clasificar puntos criticos). Sea ¢ un
punto critico de una funcion f que es continua en un intervalo abierto I que contiene a c.
St f es diferenciable en I excepto quizds en c, entonces:

1. Si f' < 0 en un intervalo abierto de la forma |a,c| contenido en I y f' > 0 en un

intervalo abierto de la forma |c,b[ contenido en I, entonces f(c) es un minimo relativo
de f.

2. Si ' > 0 en un intervalo abierto de la forma la,c| contenido en I y f' < 0 en un

intervalo abierto de la forma |c,b| contenido en I, entonces f(c) es un mdximo relativo
de f.

3. Si f" no cambia de signo en un intervalo abierto la, b tal que ¢ €la,b[C I, entonces f
no tiene extremo relativo en c.

Ejemplo 9.3. Continuando con el caso graficado en la Figura[§, al resolver la inecuacion
f'(z) > 0 para x, tenemos que

= f'>0en]|—o0, 1.8 y en 3.6, 0|
= f1<0en]l.8, 3.6]

Por lo tanto, podemos confirmar la informacion de la grdfica indicando que hay un mdzi-
mo local en 1.8 y un minimo local en 3.6.

Ejercicio 9.1. Encuentre los intervalos de crecimiento y los extremos de la funcion f(x) =
(2% — 4)%. Dibuge.
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Ejemplo 9.4. Analizar crecimiento y extremos locales de f : R — R dada por f(z) =
2(x —1)(x — 3)(x — )

Resp.: Al derivar, se obtiene:

f/(z) = 62 — 363 + 46 = 6(z — 3)2 — 8 = <x_3+5§>.(3§_3_5§>

por lo cual la tabla de signos de f'(x), y tabla de crecimiento de f, es

f +
for N

2
por lo cual f tiene un maximo local en 3 — 7 y un nminimo local en 3 + 7

Es notorio ademds que f se hace cero en 1, 3 y 5, dado que el producto de factores es igual a
cerro ssi alguno de los factores es igual a cero.
Su grafica es

(x from O to 5.9)

B
6
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9.3.

Guia

. Asegure la existencia de una solucion, en el intervalo ]1,2[, de la ecuacién 42* — 622 +

d3r—2=0

Asegure la existencia de una solucién de 2* + 3z — 2 = 0 en ]0, 1].

. Asegure la existencia de, al menos, una solucién real de x° + 42> — 72 + 14 = 0.

Determine la veracidad de la siguiente afirmacién:

”Si f es continua en [0,1] y cumple 0 < f(z) < 1 para todo z € |0, 1],
entonces existe ¢ € [0,1] tal que f(c) = ¢ (es decir, f tiene un punto fijo)”.

Demuestre que cada una de las ecuaciones siguientes tiene al menos una solucién real.

a) 2° —3x+1=0 c) cos(x) ==
b) 2 =+r+1 d) 2° +ax® +br +c=0

. Suponga que f : [0,2] — R es continua en [0, 2] y diferenciable en |0, 2], y que f(0) =0,

f) =1, f(2)=1
a) Muestre que existe ¢; € (0,1) tal que f'(¢;) = 1.
b) Muestre que existe ¢z € (1,2) tal que f'(¢c2) = 0.
¢) (Dificil) Muestre que existe ¢ € (0,2) tal que f'(c) =1/3.

Suponga que f : [0,2] — R es continua en [0, 2] y diferenciable en (0, 2), y que f(0) = 0,
f) =1, f(2) = 1.

a) Muestre que existe ¢; € (0,1) tal que f'(¢;) =1
b) Muestre que existe ¢y € (1,2) tal que f'(¢c2) = 0.

¢) Muestre que existe ¢ € (0,2) tal que f'(c) =1/3.

C2

(¥) Se desea construir una lata cilindrica con un volumen de 125 pulgadas cubicas
(cerca de 2 litros) cortando la tapa y el fondo de piezas de metal y formando su lado
curvo al doblar una hoja rectangular de metal que coincida con los extremos. ;Qué
radio r y altura h de la lata minimizaran el costo total del material necesario para el
rectangulo y los dos cuadrados 7

Con 4 metros de cable se forman o un cuadrado o un circulo o ambos. ;Cuanto cable
debe emplearse en cada figura para que encierren la maxima area posible ?
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10.

11.

12.

Se quiere construir una caja rectangular cerrada con volumen 576 pulgadas cubicas y
cuyo fondo sea el doble de largo que de ancho. Determine las dimensiones de la caja
que minimizaran el drea total de su superficie.

Determine, en cada caso, los valores maximos y minimos, los intervalos de crecimiento
) ) b
y decrecimiento, y trace un grafico aproximado de la funcién.

a) f:R*%Rconf(x):x—i—%

b) (*)g:R—>Rcong(x)z4+x%
¢) h:R—Rcon h(r) = 22> —32° — 362+ 7

2
d) 7:R — R con j(z) = 23(z*> — 2r — 6) (note que en 0 hay un maximo local y que
1'(0) no existe)

Analice las funciones naturalmente asociadas a las reglas de asignacion que se indican,
es decir, indique en cada caso: dominio maximo en R, en qué subconjunto de ese
dominio es continua y en qué subconjunto del dominio es derivable, en qué intervalos
crece y en qué intervalos decrece, maximos y minimos locales y con ello haga una
grafica aproximada. Compruebe sus resultados en Geogebra.

a) ¥° +4z® — 2 — 3 ) 2% + 3z + 2 §) (%) 2B/ — 2253 — 6223
) x+3
b) 4+ x5 ) 3ln(z) + 23 k) (%) 5+ 3cos(x)
3 2
c) Ve 9) w(z+2) ) (x) 2—3sen <2x—z)
- h) 8z° — 5x* — 202° 3
z? + 2z 4 2 L 32t 420742 22
D) g D s )
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9.4. Concavidad

Definicién 9.3. 1. Una funcion es céncava hacia abajo (o simplemente cdncava) en un
intervalo abierto I si cada segmento recto que une puntos de su grafica sobre I estd
situado bago la grifica (aunque coinciden en los extremos).

2. Una funcion es concava hacia arriba (o convera) en un intervalo abierto I si cada

segmento recto que une puntos de su grdifica sobre I estd situado sobre la grdfica
(aunque coinciden en los extremos).

3. Una funcion tiene un punto de inflexion en ¢ € dom(f) si la concavidad es diferente a
un lado que al otro de ¢, en un intervalo abierto que contenga a c.

Proposicién 9.8 (Concavidad y derivada). 1. Una funcidn [ es derivable y concava ha-
cia abajo en un intervalo abierto I si f' es decreciente en I.

2. Una funcion [ es derivable y céncava hacia arriba en un intervalo abierto I si f' es
creciente en I.

Obvserve en la figura algunas tangentes y note como cambian, en cada caso, las pendientes
de las tangentes a medida que se avanza de izquierda a derecha: en un caso las pendientes
son cada vez més bajas (de positivas a negativas) y en el otro caso el proceso es el contrario:

N
\I )

A

. /

N vl

Definicién 9.4 (Segunda derivada). La sequnda derivada de una funcidn es la derivada de

su deriwada, es decir, (f’))/ Se abrevia " y se dice que [ es dos veces derivable o que tiene
sequnda derivada.
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Proposicién 9.9 (Concavidad y derivada segunda). 1. Si una funcion f tiene sequnda
deriwada negativa en un interval(ﬂ abierto I entonces es concava hacia abajo en I.

2. Si una funcion f tiene sequnda derivada positiva en un intervalo abierto I entonces es
concava hacia arriba en I.

3. Si una funcion [ tiene sequnda derivada positiva en un intervalo abierto la,c| y tiene
sequnda derivada negativa en un intervalo abierto |c,b[, entonces f tiene un punto de
inflexion en el punto c.

4. St una funcion f tiene sequnda derivada negativa en un intervalo abierto |a,c| y tiene
sequnda derivada positiva en un intervalo abierto |c,b[, entonces f tiene un punto de
inflexion en el punto c.

9.5. Limites infinitos y en el infinito

Definicién 9.5 (Limite al infinito). Sea f funcidn cuyo dominio contiene a un intervalo de
la forma |p,00) C dom(f) para algin p € R. Se define el limite de f cuando x tiende a oo,

denotado lim por:
T—00

L= lim f(z) < Ve > 03K > 0Vz € dom(f) (K <z — |f(z) — L| <¢)

T—r00

La idea es que f se acerca a L cuando z crece ilimitadamente.

4 y=f(x}

A NANAN
N /J\/ \

=
U K

Las reglas de limite de suma, producto y las demas siguen siendo validas:

Y

1
Ejemplo 9.5. 1. lim — =0

T—00 I

1
2. lim - =0

z—y00 2

1
3 lim — =0,p>0

z—o0 P

5Se entiende “en cada punto del intervalo”
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Z+5 4

T

. lim = lim
4 T—00 Txd3 — 4722 +5 T—00
divido numerador y denominador por x3

42° + 52° + 2z + 1 4424
7 —

Para limites cuando la variable tiende a —oo todo es analogo; determine de qué modo
cambia la respectiva definicién (es un tema de desigualdades).

Definicién 9.6 (Limites infinitos). Sean f una funcion y ¢ no estd aislado de de dom(f).

Se dice que el limite de f cuando z tiende a ¢ es 0o, denotado lim f(x) = oo por:
Tr—cC

lim f(z) =00 < VK > 030 > 0Vz € dom(f) (0 < |z —c| <6 = K < f(z))

Tr—cC

Note que en ese caso el limite no existe, pero tiene una tendencia definida que sera ttil
al analizar funciones y otros propdsitos.

Sy e

at§

S

gy Ao

a—§

Gréfica de ejemplo.

La definicién puede modificarse para trabajar con limites laterales y con limites cuando
la variable tiende a oo 0 —o0

1 1
Ejemplo 9.6. 1. };ngm = oo: Sea K > 0. Entonces analizando K < m
obtenemos 0 < (v — 2)* < 174 (que sea mayor que cero es debido a que T # 2 ya
1
que no dividimos por cero). Luego sea § = —=: cuando 0 < |z — 2| < 0, tendremos

VK

1
0<|z—2]<— yporlotantox #2 y K <

VK
1

5~ Hemos probado entonces que

RN
(—2)

lim —— = o0.
T—2 (x — 2)2
.1 .1
2. lim — =00, lim —=—00
z—0tT T z—0— T
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, 1
=00, lim
=3t T — z—=3- T — 3

= —00

Proposicién 9.10. Si f(x) < g(x) en algin intervalo abierto que contiene a c, y lim f(z) =
T—cC

00, entonces lim g(x) = oo
r—c
La propiedad puede adaptarse al caso en que f tiende a —oo, y al caso en que en vez de
hacia ¢, x tiende a 00, 0 a una combinacién de esos casos.
Proposicién 9.11. 1. Silim f(x) = 0o y g es acotada y en un entorno de ¢ (en particular
r—rcC

si lim g(z) eziste y es positivo), entonces lim (f(x) + g(x)) = oo.
Tr—cC Tr—C

2. 8 lim f(z) = oo y g es acotada entre nimeros positivos en un entorno de ¢ (en
Tr—C

particular si lim g(x) existe y es positivo), entonces lim f(z)g(z) = co.
r—cC Tr—cC

3. Silim f(z) =0 con f > 0 en un entorno de ¢ y g es acotada entre nimeros positivos en
Tr—C

un entorno de ¢ (en particular silim g(x) existe y es positivo), entonces lim f(x)g(x) =
T—C T—C

+00.
4. Stlim f(z) = 0o y g es acotada, entonces lim M =0.
T—C T—C ({E)

La propiedad puede adaptarse al caso en que f tiende a —o0, al caso en que g es negativo,
y al caso en que en vez de hacia ¢, x tiende a +00, 0 a una combinacion de esos casos.

Ejercicio 9.2. Justifique los siguientes limites:
2+ 1

1. lim =00
co1+ 2 — 1
2_4 4
2 11m4m—|—x T =8
T2~ :L‘3—8

3. lm 2® =322+ 42 +5 =00

T—r00

4. lim 2° —32° 442 +5=—c0

T—r—00

5 lm 2t — 723 + 22 + 42+ 5 = 0

T—00

6. lim 2* —T2®+ 22 +42+5 =00

T—r—00

7. lim =223 — 322 +4x+5=—00

Tr—00

8 lim —22° -3z +4r+5=00

T—r—00

9. llm —32* — 72 + 2> +4r+5= -0

T—r00

10. lim —3z* =73+ 22 +4r+5=—-

T—r—00
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9.6. Regla de L’Hopital

Para el cdlculo de algunos limites de tipo indeterminado de la forma 0/0, como por
r — tan(z) 2

ejemplo lim

es util la siguiente consecuencia del TVM:
=0 sen(x) 2—0 sen(x)

Proposicién 9.12 (Regla de L'Hopital). Sean f y g funciones reales derivables en un inter-
valo abierto I salvo, tal vez, en un punto ¢ € 1. Si f y g cumplen las siguientes condiciones:

1. Vz eI —{c}(g9(z) #0A g (x) #0)
2. lim f(x) =0 = lim g(x)

Tr—cC Tr—cC

/
3, 1fm L@
2t (@)

f(z)

Entonces lim ——= existe y
z—e g()

existe

lim @) = lim Jz)
e g@) o g)

—t
Ejemplo 9.7. 1. Para lim x—an(:p)7 como lim z —tan(z) = 0 y lim sen(z) = 0 usamos
z—0 sen(x) z—0 z—0

L’Hopital (abreviado L’H):

/
—t x — tan(z 1 — sec?
g T tm@) _ o (potanle)) 1o se(n)
v=0 sen(x) L'Hz—0 (sen(x)) =0 cos(x)
Pt Ly , .
2. Para lim ——, como lim 2” +x = 0 y lim sen(x) = 0 puedo usar L’Hopital
20 sen(x) 2—0 2—0

L 2?4 ) (ZB2+$)/  2r+1
lim = lim —% = lim =
z—0 sen(w) L’Hx—0 (sen(x)) z—0 cos(x)

La Regla de L'Hopital se extiende también a limites que involucran 4oo:

Proposiciéon 9.13 (Regla de L’Hopital y limites infinitos). Sean f y g funciones reales
derivables en un intervalo abierto I salvo, tal vez, en un punto ¢ € I. Si f y g cumplen las
siguientes condiciones:

1. Ve eI —{c}(g9(z) #0Ng'(x) #0)

2. lim f(x) y lim g(x) son ambos cero, o ambos infinitos
r—c

r—rC
/
9 lm L)

es 0O 0 —00
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Entonces lim @ = lim f/ (z)
z—e g(x)  a—e g'()

Esa extension es valida si en consideramos limites laterales.

Proposiciéon 9.14 (Regla de L’Hopital y limites al infinito). Sean f y g funciones reales
derivables en un intervalo abierto |a,o00[. Si f y g cumplen las siguientes condiciones:

1. Vo > a(g(z) 0N g'(z) #0)

2. lim f(x) y lim g(z) son ambos cero, o ambos infinitos
T—00 Tr—00

!
3. lim ﬁ existe, o bien es oo o bien —oo
£—00 g’(gj)
/
Entonces 1im @ = lim f/(a:)
z—oo g(x)  a—00 ¢'(x)

Esa extension es valida si en consideramos limites a —oo.

Ejemplo 9.8. Aunque podemos resolverlo de modo directo, ilustraremos el uso de L’H reite-
33 243

radas veces para lim M Como lim 32> + 2> +3 =00 y lim z* 4+ 62° + 5 = oo,
T—00 :[‘4 —+ 61‘2 +5 T—00 T—00

usando L’H:
L 3t 42?2 +3 ) (3x3+x2+3)/ . 92?2+ 22
lim ———— = lim ;= lim ———

T—00 1}4 -+ 61}2 + 5 L'Hz—o0 (I4 + 61:2 + 5) T—00 4:1:3 + 122

Pero nuevamente lim 9% + 2z = oo y lim 42® + 122 = oo y simplemente usamos L’H otra
vez: T—>00 Tr—00

922 + 2 (922 +22) 18z 42 o (18x +2)
m -———=1Im —=llm ——— = llm ————
z—o00 43 + 122 L’Hz—o0 (41’3 + 121’) r—o0 1272 + 12 L’H 2—00 (121.2 + 12)

e 1/ _— = O
e O

3 2
De ese modo lim SF- T4 3 _
z—oo g4 + 622 4+ 5

9.7. Trazado de curvas y asintotas verticales y horizontales

Ademas de los criterios ya vistos para ayudar a graficar funciones veremos las asintotas
verticales y horizontales. Que son rectas que se aproximan progresiva e indefinidamente a la
grafica de la funcién f.

La recta de ecuacién x = ¢ es una asintota vertical de la curva y = f(x) si

lim f(x) =400 osi lim f(z)=+o0

z—ct T—c
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La recta de ecuaciéon y = L es una asintota horizontal de la curva y = f(x) si

lim f(z)=L osi lim f(z)=1L

T—>+00 r—r—00

T

r—38

Ejercicio 9.3. Indique asintotas verticales y horizontales, si las hay de la curva y =

La recta z = 8 es una asintota vertical pues h’r% f(z) =0
T—

La recta y = 1 es una asintota horizontal pues 11’111 flz)=1
T—rT00

Ejercicio 9.4. Haga un estudio completo incluidas asintotas verticales y horizontales, st las
2+ 1 — a2

hay, de la curva y = ( )2
x —

r——+00 r——+00

5 6 123
Ejemplo 9.9. lim (22° — 52° — 62 — 123) = lim 2% - (2 ————— —)

pero como

Tr—r-+00 r—r-+00

5 6 123
lim 2® = 400 y lim (2 ————— —):2>O,

entonces 1im (22° — 52 — 62 — 123) = +00

T—+00
3 9 243
Ejemplo 9.10. lim (72° + 32% + 9z +243) = lim z°- <7 +-+ 5+ —3)
T——00 T——00 x €x €T
pero como
3 9 243
lim 2° = —oo y lim <7+——|——2—|——3) =7>0,
T——00 T—r—00 X X X

entonces 1im (72* + 322 + 9z + 243) = —o0

T—r—00

. . 2—3a° ) - (% - 3) . (23

E.]emplo 9.11. zl_l>r_rl<>013x2—+8 = $ll)r_noo (m = $ll)r_noo$ . (13 T %> pero como

2 -3
Im 2°=—00 vy lim(’”5 >:—3<0

Tr—r—00 T—r—00

) y 2 — 325 N
entonces lim ———— = 400
z——o0 1322 4+ 8
cos(z)

Ej lo 9.12. i
jemplo 9.12. I ==

= 0 porque cos(x) estd acotado entre —1 y 1, y lim (x+44) =
T—r—00

—0o0
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9.8. Guia

Concavidad y limites con y hacia +oo

1. Verifique en datalle que si f”(z) = ¢”(z) para todo = € R, entonces existen m,n € R

constantes tales que f(z) = g(z) + mz + n.

2. Analice concavidad de

a) 1’3 + 41}2 —2xr—3 6) M ]) (*) 138/3 . 2:135/3 —6x2/3
1 x+3
o) 4+ f) 3In(x) +2* k) (%) 5+ 3cos(x)
3 2
11—z h) 82° — ba* — 20z
22 + 27 + 2 L 3% 4227 42 72
R )
3. Justifique las siguientes afirmaciones
a) lim 2 = —00 g) lim —62"—2*+2°+7r—5=—o0
z—0- T3 T——00 ) 3 2
g 1 h) lim —62*—2®+22+72 -5 = —c0
b) lm L —l?:iv—i- — 100 t 5 +oo
z—1t 3 —1 , Er_ 8 5
3_8 1) lim ——=
C) lim v r = —00 z—+00 /31 + 1 3
z—1t 1/:[‘_1 l/ 5x_8 5
J m — =
d) lim 2225 o L Ny o B

k

e) lim 2° —52° + 61+ 7= o0 )
r——+00

f) lim 2® —52% + 62+ 7= —c0 l)

m — =
z—4o00 1322 4+ 11
202 +4x —5 2

T—r—00

m —m— =
z—too 722 —bx +11 7

4. Determine en cada caso las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales de la
curva, si las hubiera, y haga una grafica de la misma usando su conocimiento previo y
software de apoyo junto a Wolfram Alpha

1
W) () y= 5
r+1
b f—
)y o
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cos(x)

e)y:2x—7r T

5. Calcule mediante L’Hopital los siguientes limites y verifique sus respuestas en
http://www.wolframalpha.com/

segun las instrucciones dadas:

x + sen(2x)
a) lim ———=
2—0 r — sen(2x)
Para Wolfram: una vez en el sitio web, ingrese 1imit x to 0 (x+sin(2x))/(x-sin(2x))
y ejecute (con “Enter”)
cos(z) — 1

x—0 cos(2z) — 1
Para Wolfram: (cos(x)-1)/(cos(2x)-1)

L, V2+ a2
¢) lim ——
T—00 €T

Para Wolfram: x to infty sqrt(2+x~2)/x

{ 222+ 1
d) glcll)rg)xcosec(x) B) lim x* +

s+ 3x — 5
4 1 ac—>5+
e) (%) lim ( — ) ’

202 4+ 1
‘ 2 2 Lo V241
f) a}l_r)% (sec®(z) — tan®(z)) i) Tim. P
2024+ 1
fm — = 222+ 1
9) () hf?f 37 _5 j) lim vert+ 1

T3 z—=—00 3T — D

k) lim V3224 8r+6— V322 + 3z + 1

T—r—00

L, V3+2r—V3+x
[) lim

T—00 €T

6. Estudie, en cada caso, la diferenciabilidad de la funcién, usando L’Hopital cuando haga
falta.

a) (x) f:R =R con

b) h: R — R con
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¢) j:R— R con

1
, z? sen(—) six#0
jlx) = x
0 siz=0

7. Grafique en Wolfram Alpha y en Google (si, como una consulta cualquiera) y =
323 + 50022

T 50022 1 100 1 2000 escrito como y=(3x~3+500 x72)/(x~3+500 x~2+100x+2000).

a) Compare las graficas y trate de explicar por qué se ven distintas y qué debe hacer
para saber cudl es la grafica d ela funcion.

b) Decida si hay asintotas verticales, pero no determine dénde analiticamente sino
mediante las graficas e informacién de los sitios web dados.

¢) Determine también si hay asintotas horizontales y qué recta es asintota.

8. (%) Un depdsito contiene 550 litros de agua pura. Al depdsito se comienza a bombear
salmuera que contiene 30 gramos de sal por litro de agua a una velocidad de 25 litros
por minuto.

a) Demuestre que la concentracién de sal en el depdsito es, ¢ minutos después de
iniciado el bombeo de salmuera, de

30t

C&):22+t

gramos por litro

b) Demuestre, usando limites, que la concentracién de sal en el depdsito tiende
asintéticamente a ser de 30 gramos de sal por litro.
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10. Sistemas de Ecuaciones lineales y Matrices

Ejemplo 10.1. Balancear la reaccion de combustion de Etano:
C2H6 + Oy — CO9 + Hy0O

Solucion:  Se pide encontrar valores de z, y, z y w tales que la cantidad de atomos en
x - CoHg 4+ 1y - Oy sea la misma que en z - COy + w - HyO. Por cada elemento se tiene:

= Para el Carbono debe cumplirse que 2z = 2
= Para Hidrégeno debe cumplirse que 6x = 2w
= Para Oxigeno debe cumplirse que 2y = 2z + w

Vemos que es facil de resolver, si dejamos que y, z, y w se expresen respecto de x:

_ 6
)

224w 4dx+3r 7
I T R

Al no haber mas restricciones, el valor de = queda libre y cualquier valor que adopte x en
R produce una solucién, y como buscamos balancear la reaccion, vistos los denominadores,
podemos tomar x = 2, obteniendo entonces z =4, y =7, y w = 6, de modo que la reaccion
se balancea con

z =21 w =3z Y

2CQH6 + 702 — 4002 + 6H20

Pero cualquier multiplo entero de 6 también da soluciones, sélo que es menos practico:
por ejemplo,
402H6 + 1402 — 8002 + ].QHQO

O

Definicién 10.1. Un sistema de m ecuaciones lineales y n incognitas 1, --- ,T, €s una
restriccion a los valores de las incognitas expresado en ecuaciones simultdneas de la forma:

a11T1 + -+ A1y :b1
A91T1 + * -+ + A2 Ty :b2
11+ -+ Qpp®Tp = bm

Una solucion de un sistema de m ecuaciones lineales y n incognitas es una lista de
asignaciones r4 = ci, ..., T, = ¢, de numeros reales c1, ..., c, que satisfacen cada ecuacion
del sistema.

Ejemplo 10.2. (Continuacion ejemplo} Planteado como sistema de ecuaciones, queda
2z —z =0

6x —2w = 0 0
2y =2z —w = 0
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En el caso de un sistema de m = 2,n = 2 cada ecuacién es una recta en el plano R%. Hay
3 casos posibles para las graficas de las ecuaciones

1. Las rectas se intersectan en un solo punto. Hay una tnica solucién del sistema.
2. Las ecuaciones describen las misma recta. Hay infinitas soluciones del sistema.
3. Las dos rectas son paralelas. No hay solucion del sistema.

En el caso de de un sistema de m = 3 y n = 3 cada ecuacién es un plano en el espacio.
En general un sistema de m ecuaciones lineales y n incégnitas puede tener exactamente una
solucion, infinitas soluciones o no tener solucién. Para resolver un sistema de ecuaciones se
pueden hacer las siguientes operaciones, que no cambian el conjunto solucién:

1. Intercambiar dos ecuaciones.
2. Multiplicar una ecuaciéon por una constante no nula.

3. Sumar a una ecuaciéon un multiplo no nulo de otra.
Ejemplo 10.3. Encuentre las soluciones del sistema:

r+2y+z =-6
dr —2y—2z =—4
20 —y+3z =19
Solucién: Multiplicando la primera ecuacién por —4, suméndole el resultado a la se-

gunda, multiplicando la primera ecuacién por —2 y suméandole el resultado a la tercera, se
elimina x de estas dos ecuaciones y tenemos el sistema:

r+2y+2z =—6
—10y — 52z =20
=Sy + 2z =31

En el sistema anterior, si la segunda ecuacién se multiplica por <> y se le suma a la

tercera ecuacion, eliminamos y de la tercera ecuacion y se obtiene un sistema equivalente el
anterior

r+2y+z =-6
—10y — 52z =20
7
—Z =21
2
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-1 2
Al multiplicar la segunda ecuacién por T0 y la tercera ecuacién por - llegamos al si-
guiente sistema equivalente al original.

r+2y+2z =—6
1
=z = -2
y+ 5
z =6
Observando este ultimo sistema se ve que z = 6. Usando este valor en la segunda ecuacion
1
obtenemos que y = —2 — 52 = —2 — 3 = —b5. Para obtener el valor de z usamos la primera
ecuacién y que y = =5,z =6. Luego vt = -2y — 2 — 6 = —2.
r = -2
Por consiguiente la solucién del sistema original es tnicay es ¢ y = —5 ([l
z = 6

La solucion de un sistema de ecuaciones lineales depende solamente de los nimeros a;; que
aparecen en el sistema y no de las variables. Usaremos un arreglo de niimeros que llamaremos
una matriz asociada al sistema.

Definicién 10.2 (Matrices). Se llama matriz de orden m X n con coeficientes reales a un
arreglo de niumeros reales de la forma:

a1 G122 - Qip
Q21 Q22 -+ Q2n
am1 QAmo - Amn

4 =3

Ejemplo 10.4. (7 0 1

) es una matriz formada por los seis numeros 4, —3, 8, 7,0 y 1
Observacién 10.1. Dada una matriz como la mostrada en la definicio10.4 hay m filas
horizontales y n columnas verticales, por lo que se dice que la matriz es de la forma m X n;
tanto m como n cuentan filas y columnas, asi que ambos son niumeros naturales. Los niumeros
que aparecen se denotan, respecto de la matriz, por su posicion en la interseccion de una fila y
de una columna, de modo que as1 es la forma de indicar al nimero que ocupa la interseccion
(o posicion) en la sequnda fila y primera columna. En general, se dice que el coeficiente
(i,7) de la matriz anterior es a;; y es el que ocupa la posicion en fila i y columna j, para
1<i<myl<y<n.

Una matriz se dice cuadrada si tiene igual numero de filas que de columnas.

Denotamos por f; a la i-ésima fila de la matriz, para 1 <1 < m, si la matriz posee m
filas. Andlogamente, c; denota a la j-ésima columna de la matriz, con 1 < j <n, si la matriz
posee n. columnas.

Si denotamos a una matriz como Apxn, n0s referimos a que tiene nombre A, su forma
es de m € N filas y n € N columnas, y por A = (aij) entenderemos que su coeficiente

mxXn

110



Matematicas I-II Sergio Mutioz / 2025 F. Ciencias/UChile

genérico es a;; € R, con1 <i<m y1l<j<n (note que no importa el nombre dado a i
ni a j, mientras no haya confusion y sean niumeros naturales), mientras que denotar a una
matriz como By, indica que su nombre es B, es de p € N filas y ¢ € N columnas, y por
B = (bij)qu entenderemos su coeficiente genérico es bj; €R con1 <1 <pyl<j<gq.

4 20

Ejemplo 10.5. La matriz A = <_2 - 1

) es de la forma 2 x 3 y cumple a;1 = 4 y que
CL22:7.

Definicién 10.3 (Matriz ampliada). Se dice que

a1 Q2 -+ Aip by
az1  Q2a -+ Qg | bo
Am1 Qm2 - Amn bm

es la matriz ampliada del sistema

a11T1 + -+ A1 Ty :bl
aA91T1 + *++ + A2 Ty :b2
11+ + App®Tp = bm

20+ 4y — bz =1 2 4 =51
“\1 -1 10

Definicién 10.4 (Igualdad de matrices). Dos matrices A y B son iguales si tienen igual

forma, y los coeficientes respectivos, para cada posicion fila-columna, son a su vez iguales.

Ejemplo 10.6. La matriz ampliada del sistema {
r—y+=z

Las operaciones que realizamos con ecuaciones de un sistema de ecuaciones se replican
en las respectivas matrices ampliadas a fin de lograr que al modificar la matriz ampliada, el
sistema de ecuaciones lineales que representa tenga las mismas soluciones que el sistema de
ecuaciones representado por la matriz ampliada inicial.

En general, un sistema de ecuaciones lineales con pocas ecuaciones e incégnitas pudiera
resolverse de forma mas directa, pero se cometen errores al olvidar algunas restricciones,
obteniendo a veces falsas soluciones en sistemas que no tienen soluciones; por otra parte, si
un sistema es de muchas ecuaciones e incognitas, hace falta un método ordenado, para lo
cual la versién matricial es relevante.

Definicién 10.5 (Operaciones elementales de fila). A cualquier matriz podemos aplicarle
una de las siguientes operaciones elementales:

1. Reemplazar una fila por el resultado de sumarle un matiplo de otra fila, columna a
columna.
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Se denota f; + kf;, al reemplazar la fila f;, situado en la matriz al lado de la fila f;.

2. Reemplazar una fila por su mailtiplo o ponderado (cada uno de los coeficientes de la
fila) por una constante no nula.

Se denota por kf;, si k es la constante no nula, al lado de la fila a reemplazar f;.
3. Intercambiar dos filas de la matriz.

Se denota por f; <+ f; al lado de una de las dos filas, para indicar que la i-ésima fila
se intercambia con la j-ésima fila.

Si la matriz B se obtiene de la matriz A por una o mds operaciones elementales de fila,
diremos que son matrices equivalentes por filas y lo denotamos A ~ B.

Note que las operaciones elementales se aplican a cualquier matriz, ampliada o no, ya
que lo ampliado es una indicacién adicional a la matriz.

Ejemplo 10.7. Se cumplen:

1 2 3 1 2 3
L {-301|p+3n ~ [0 6 10
0 2 4 02 4
1 2 3 1 2 3
2. l=3 0 1|2/ ~ |[-60 2
0 2 4 0 2 4
1 2 3 1 2 3
0 2 4 -3 01

Proposicién 10.1. Si A y B son matrices y A ~ B, entonces:
1. A y B tienen la misma forma (igual cantidad de filas, e igual cantidad de columnas)

2. St A y B son matrices ampliadas de respectivos sistemas de ecuaciones lineales, en-
tonces esos sistemas tienen exactamente las mismas soluciones.

Para decidir las soluciones de un sistema de ecuaciones

Definicién 10.6 (Matriz escalonada y reducida). 1. Diremos que una matriz A estd en
forma escalonada por filas si cumple:

a) Para cada fila no nula (no sdlo ceros en ella), el primer elemento no cero de
izquierda a derecha se llama pivote (si ademds vale 1, algunos textos lo llaman
1-principal) y en su columna, todo elemento que estd bajo el pivote es 0.
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b) El pivote de cada fila no nula aparece a la izquierda de los pivotes de las filas
inferiores.
c) Todas las filas nulas (solo ceros en ellas), si las hay, aparecen en la parte inferior

de la matriz.

2. Diremos que una matriz escalonada por filas estd en forma reducida por filas si
ademds cumple:

a) Todos los pivotes valen 1.

b) El pivote es el inico elemento distinto de cero en su columna.

4 2 1 1
. 0 -3 -1 6 . .
Ejemplo 10.8. 0o 0 o 2| ¢ escalonada y sus pivotes estdn destacados, pero la
0 0 0 O
0217
matriz |0 0 0 0] no es escalonada. 0
11 2 6)
10 2 0
. 01 -1 0 . . .
Ejemplo 10.9. 00 o 1l¢ escalonada y reducida y sus pivotes estan destacados,
00 0 O
11 2 3
pero la matriz |0 1 2 6] es escalonada pero no reducida, tanto porque el pivote de la
0 05 1
tercera fila no es 1, como porque los pivotes de sequnda y tercera filas no son los
unicos elementos no nulos de su respectiva columna. 0

La estrategia es convertir la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones lineales, median-
te operaciones elementales de filas que no alteran las soluciones, en una matriz escalonada
y reducida, ya que esta forma da de inmediato la forma de sus soluciones, aunque saber
cuantas soluciones tiene un sistema se logra simplemente con la forma escalonada.

Para ello, es 1til saber que las soluciones del SEL no dependen de la secuencia de ope-
raciones realizadas, ya que cada matriz equivale por filas a una unica matriz escalonada
reducida:

Proposicién 10.2. St A ~ B y A y B son matrices escalonadas y reducidas, entonces
A = B (es la misma matriz)

Como la soluciéon de un SEL se puede expresar desde su matriz ampliada escalonada
reducida, la propiedad anterior indica la unicidad de la solucién.
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Ejemplo 10.10 (Caso de solucién tdnica). Resolvamos el sistema de ecuaciones lineales

T+ 2y—=z
r+y—2z
rT+y+=z

Solucién:

2
-3
6

Resolveremos en paralelo directamente en el sistema de ecuaciones y en la matriz, para
que se evidencie que ambas formas proveen la misma respuesta, paso a paso inclusive:

r +y —z = 2 1 2 —1] 2
r 4y —2z = -3 11 =2|-3 | fo—Ff
Eliminando x abajo Haciendo ceros en columna 1
r 2y -z = 2 1 2 —-1] 2
-y —z = =) ~1 0 -1 1|5 |(=1)-fo
-y +2z = 4 0 -1 2| 4
Cambiando signo en segunda ecuacién Cambiando signo a fila 2
r+2y—z = 2 1 2 —=1(2\ fA—-2-f
y+z = 5 ~10 1 115
—y+2z = 4 0 -1 2 |4 I3+ fo
Eliminando y primera y tercera ecuaciones Hacer ceros en segunda columna
x —3z = -8 1 0 =3|-8
y +z = 5 ~1 01 1|5
3z = 9 00 319 (1/3) - f3
Dividiendo tercera ecuacion por 3 Ponderando tercera fila por 1/3
x —3z = =8 1 0 =3|-8
y 4z = 5 o1 1|5 |30
z = 3 00 1|3 2= s
Eliminando z primera y segunda ecuaciones | Haciendo ceros en tercera columna
x =1 1 0 01
Yy = 2 ~1 01 0|2
z = 3 00 1|3
z=1
La solucion del sistema es ¢ y = 2 U
z2=3
r 4y +5z = 4
Ejemplo 10.11. El sistema de ecuaciones 2y +3z = 5 estd casi listo para
2z = —4

resolver, y se puede resolver si vamos reemplazando valores hacia arriba, pero matricialmente
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sigue siendo mds limpio: la matriz ampliada asociada (que estd escalonada) es

1 1 5| 4
0 2 3|5
00 2|—4
es que claramente da un valor para z, z = —2, gracias al cual, en la sequnda ecuacion,
11
tenemos un valor para y, y = EL gracias a los cuales, en la primera ecuacion, tenemos un

17
valor para x, v = —.

Pero podemos hacerlo mejor reduciendo la matriz:

1 1 5| 4 1 1 5| 4 fi—5f3 1 1 0|14
0235 |, ~ 023 5 |f-3f ~ 02011 |1
0.0 2[4/ f 00 1]-2 00 1/-2)2
17
1 0 0| —=
Lol g, >
0 0 -2
0 0 1]-2
17
r =—
2
y la dltima matriz corresponde al sistema de ecuaciones lineales y = 11 que da exacta-
2
z =-2
mente la solucion, unica, del sistema de ecuaciones lineales inicial.
1 0 5|2 x +5z = 2
Ejemplo 10.12. | 0 1 —1|3 | esla matriz ampliada del sistema y —z = 2,
00 010 0 =0
r = 2-—5«
y sus soluciones son infinitas de la forma ¢ y = 24« para cada valor de « € R (cada
z = o
valor de v provee una solucion diferente del sistema) 0

Ejemplo 10.13 (Caso de infinitas soluciones). Resolver

r+3y—4z=4
20+ Ty + 22 =20
—r—2y+142 =38
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Solucion: Por matrices:
1 3 —4|4 1 3 -4 4 fi—3-fs
2 7T 02120 | fo—2-f1 ~ 0 1 10|12
-1 -2 1418 fs+ fi 0 1 10 |12 fa—fo

1 0 —=34]-32
~ 0 1 10 | 12

00 O 0
xr = —32+ 34k
) ) r— 34z = —32 .
Volviendo a SEL, se obtiene o mejor { y = 12 — 10k para cada valor
y+ 10z =12 I
z =

de k en R.

Otra forma de representar las soluciones es mediante trios de ntimeros reales (x,y, z) =
(—32 + 34k, 12 — 10k, k) para cada valor de k en los reales.

Note que cada valor de k en R aporta una solucién diferente al sistema propuesto:

» para k = 0 se tiene la solucion (z,y, z) = (=32, 12,0),
» para k = 1 se tiene la solucién (z,y, 2) = (2,2,1),
» para k = —1 se tiene la solucién (z,y, z) = (—66,22,—1), etc.

Es claro entonces que este sistema de ecuaciones posee tantas soluciones como nuimeros reales
haya, razon por la cual decimos que el sistema propuesto tiene una infinidad de soluciones
que dependen de un parametro, k en este caso. [l

Ejemplo 10.14 (Caso en que no hay soluciones). Resolver

r+2y+2=>5
rT+y—2z2=2
3r+4y—2=26

Solucién:
12 115 1 2 115
11 =112 | Ah=-fH ~ 0—1—2—3(1>f
3 —116 ) f3—3-fi 0 —2 —4|-9 2
1 2 115 \A=2F 10 —-3|-1
~ 0 1 213 ~ 01 2|3
0 =2 —4|-9 ) fs+2-f, 00 0|3
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y aunque como matriz (sin considerar ampliacién) se puede seguir reduciendo, volviendo
a SEL se obtiene

r—3z =-—1
y+2z2 =3
0 =-3
Pero la tercera ecuacién es contradictoria, por lo tanto, el sistema de ecuaciones no posee
solucién. En este caso decimos que el sistema es incompatible. 0]
Resumiendo:

Proposicién 10.3. Si (A | B) es la matriz ampliada de un SEL, entonces:
= Fl sistema no tiene solucion cuando hay un pivote en la parte ampliada B.

s Fl sistema tiene solucion unica cuando cada columna de la parte no ampliada, A, tiene
pivote.

» Fl sistema tiene infinitas soluciones si hay una columna sin pivote en la parte no
ampliada, A, y la parte ampliada B no tiene pivote.

Ejemplo 10.15. Encuentre el valor de k € R, de modo que el sistema de ecuaciones lineales
rx+y+kz =3

tengan unica, ninguna o infintas soluciones: < x +ky + 2z =2
kx+y+z =1

Solucién: Basta escalonar la matriz ampliada del sistema, ya que se requiere analizar
los pivotes y no explicitar las soluciones

1 1 k3 1 1 k 3
(AB)=| 1 k 1|2 | fo+(-Dfi ~ 0 k—1 1—Fk|—1
L1 11 | 1 1 ) s+ (kA
1 1 k 3
~ 0 k—1 1—k | =1
0 1—k 1—k*|1=3k ) fs+ fo
1 1 k 3
~ 0 k—1 1—k -1
0 0 2—k—k| -3k
1 1 k 3
= 0 k—1 1—k -1
0 0 (~k—2)(k—1)|-3k

Analicemos los casos posibles segiin las expresiones que involucran a k:
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1.

11 1] 3
Si k=1, la dltima matrizes | 0 0 0| —1 |, que no tiene solucién, ya que hay un
00 0|-3
pivote en la parte ampliada.
1 1 3] 3
. Si k= =2, la tltima matrizes | 0 —3 3| —1 |, que tampoco tiene solucién, ya
0 0 0|6

que hay un pivote en la parte ampliada.

Si k# 1y k # —2, el sistema tiene tres pivotes, el 1 de fila 1, el £k — 1 de fila 2, y
el (=k — 2)(k — 1) de la fila tres, que no son nulos en este caso, y como la parte no
ampliada de la matriz tiene tres columnas y un pivote en cada una, el sistema tiene
solucion tunica.

Finalmente, la respuesta es

1.
2.

3.

El sistema no tiene solucién si k =1,k = —2.
El sistema tiene solucién tnica si k # 1,k # —2,

El sistema no puede tener infinitas soluciones pues nunca ocurre que el rango de la
matriz sea menor que la cantidad de filas, tento en lo ampliado como en lo no ampliado.

O

Ejercicio 10.1. Encuentre el valor de k € R, de modo que los sistemas de ecuaciones lineales
tengan unica, ninguna o infintas soluciones:

r—y+2z =8 p r+2y+kz =6
—r+y—z =4 C|3r+6y+82 =5
r+ky+z =-4
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10.1. Guia

1. Encontrar el conjunto solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones:

r+y+3z
20 —y + 4z
—y+=z

(a)

(3:17—|—2y—|—z
5x + 3y + 3z
([ Tx + 4y + 5z

(2 — 2y + 2 +2u

dr —y+z—u
(0T — 3y — 2
(2x—y—z
3+ 4y — 2z
3z — 2y + 4z

3r+2y+ 2
(i) S 22+ 3y + 2
2¢ + 1y + 32

=5
=11
= 3.

20 + 3y — 2z — du

I + 4[L‘2 + 10I3 + 201’4

(3:r—|—2y—|—z =
(b) S 5x +3y+32 =
T +y—=z =1.
_1 (3o +2y+2z =1
_y () or+3y+3z2 =2
_3 Tx+4y+52 =
(T +y—=z =
=0
—0 3r —2y+Hz+u =1
0 ) +y—32+2u =2
B 6r+y—4z+3u =7.
=4 r+y+2z =-1
=11 (h) 2z —y+22z =—-4
= 11. dor+y+4z = -2.
5 T1+ T2+ a3+ 24
_q G) 1+ 229 + 323 + 4y
_11 1 + 319 + 623 + 1024

Resp.: 1(a) x =8/5,y = —=7/5,2 =8/5 1(b) Sin solucién

I(c)z=-3z+1l,y=42—-1,z€R
1(e) z = (13u) /21,y = (8u) /7,2 = —u/3, u € R

I(g)z=3,y=1,2=1
1i)x=2,y=—-2,2=3

I(h)z=1y=2,z=-2
1(j) Sin solucién

=0
=0.

I(d)x=-3z+1,y=42—1,z€R
1(f)y=14x—13,z=5z — 5,z € R

2. Resuelva los siguientes sistemas y verifique sus soluciones reemplazando en el sistema
y logrando que las igualdades se cumplan:

r+y+z =8 r—0y+z
a) o —2y+2 =4 ¢) < 10z 4y + 3z
r+y—3z =-4 do + 2y — bz

b) T+y—95z
oxr — oy + 21z

= -1
=95
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(x—|—7y—4z =1 (x—Sy—z =0
d) {2x+43y+z =-3 j) Sz —2y+z =38
(—r — 18y + 132 =2 2z —6y+2z =6
(2 +2y+2 =2 .
e) { —y+ 3z =38 Ytz =5
2 _ 10 k) 2z —y+4z =11
) (—Y+ 2 =3
r—2y+2z =-10
f) Qy+4z =—10 (30 +2y+2 =1
[ —32 =9 [) b2 +3y+3z =2
(2 —y—82 =0 (Tty—=z =1
9) qy+4z =38 )
By + 142 =22 ST 2y
(:c—|—3y—82 =20 m) Bt dy+3e =2
Tr + 4y + 52
h) {y—3z =11 \
(2y + 72 =—4 (32 + 2y + 2
(x—|—4y—22 =9 dr +3y+32 =2
i) Sx+by+2z =-2 n) Tr+4y+52z =3
(z+4y — 282 =22 (T +y—2 =0

3. Escalone y reduzca las matrices siguientes. Si cada una fuera la matriz ampliada de un
sistema de ecuaciones lineales, ;qué solucién tendria el sistema?

2 1 3 1 2 7 2 0
A_(720) B_(24—1) C_<0—5>'

-1 0 1 1 1 01 _11_22_33
D=| 0 2 3 E=11 2 21 F:4812
0 0 7 3 —4 2 3 00 0

4. Encuentre el o los valores de k € R, de modo que cada sistemas de ecuaciones lineales
tenga unica, ninguna o infintas soluciones:
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(:L'+2y—3z =4 5
T — =
(a) ¢ 3z —y+ 5z =2 (b) Y
5 20+ 2y =k.
4z +y+ (k" —14)z =k+2.
(3x+2y—i—z =5 r+y+2z =—1
() 2x+3y+2z =1 (d) < 2kz —y +22 =—4
(22 +ky+32 =11 dr+(k+1)y+4z =-2.
(
r—y+z =95
r—2y+z =4
() —x+ky—2z =8 (f) 4
3r+y+kz =-—1
(3r+y—=z =-3

5. Determine para cuales valores de k£ € R, el sistema de ecuaciones tiene solucion unica,
infinitas soluciones o ninguna solucién. Para los valores de k en que existe solucién

determinela en funcién de k.

x +(k* = 1)z
r +(k+2)y +(1-k)z
2 +(k* = 1)z

k
2+k
2k

6. Considere el siguiente Sistema de Ecuaciones Lineales, donde £ € R es un parametro

desconocido pero no es una incégnita del sistema:

T +2z
2x +y +7%
—z 4y +(FP+k+1)z

—1

I

Determine, utilizando en cada caso escalonamiento y reduccién de la matriz ampliada

asociadas:

a) Las soluciones del sistema para k = 2
b) Las soluciones del sistema para k =0
c¢) Los valores de k para que el sistema tenga:

1) Infinitas soluciones
2) Ninguna solucién

3) Solucién unica
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11. Matrices

11.1. Producto de matrices y SEL

Ya se usaron matrices para representar y resolver sistemas de ecuaciones lineales, median-
te matriz ampliada. Veremos que podemos definir operaciones entre matrices que permiten
una representacion aun mas significativa, y que nos abrird el camino a nuevas herramientas
matematicas, como las aplicaciones lineales, aproximaciones lineales de funciones de varias
variables, cambios de variable en las integrales de varias variables, y el estudio de sistemas
de ecuaciones diferenciales, todo lo cual ampliara nuestra capacidad de modelar situaciones
de la Biologia, la Ecologia, la Fisica y la Quimica.

Comenzamos con un ejemplo muy simple para repasar e iniciar la operatoria de matrices.

Ejemplo 11.1. Balancear la reaccion de combustion de Etano:
CQHG + 02 — COQ + HQO

Solucion:  Se pide encontrar valores de z, y, z y w tales que la cantidad de atomos en
x - CyHg + y - Oy sea la misma que en z - COs + w - HyO. Por cada elemento se tiene:

= Para C debe cumplirse que 2x = z
» Para H debe cumplirse que 6z = 2w

= Para O debe cumplirse que 2y = 2z + w

2x —Z =0
Planteado como sistema de ecuaciones, queda ¢ 6x —2w = 0
2y =2z —w = 0

Segin lo estudiado en el curso Matematicas II, tal sistema de ecuaciones lineales ho-
mogéneo se puede representar mediante la matriz

2 0 -1 O
6 0 0 =2
02 -2 -1

Note que al ser homogéneo el sistema, no hace falta ampliar, ya que la parte ampliada es
una columna de ceros.
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Aplicando operaciones elementales de fila a la matriz, se tiene:

20 -1 0
20 -1 0
-3 00 3 =2
60 0 -2 f21 ERIEN Jar f3
92 _ 5/ 1
02 —2 -1/ 3/ 01 -1 1t
2
20 -1 0\1
Sh
~ 01 -1 L
211
00 3 -—2/30
1 1
L0 ) 0 f1+§f3
1
~ 01 -1 —=
2
2
00 1 3] L2t S5
1
1 00 —<
3
7
~ 010 —
6
001 2
3
1 ( 1 0
- x —-w =
1 00 3 3
: 7 : 7
Pero lamatriz |0 1 0 ~5 corresponde al sistema y _Ew = (0 donde ca-
001 2 2
3 \ 2z —gw =0
da valor posible de w origina una solucién diferente de la forma (z, y, 2z, w) = %w, gw, ;w, w)

Como se cuentan atomos, se buscaran soluciones enteras, y dados los denominadores, toman-
do w = 6 tenemos la solucién (2,7,4,6), es decir, la reaccién se balancea con

2CQH6 + 702 — 4002 + 6H20
Pero cualquier miultiplo entero de 6 también da soluciones, s6lo que es menos practico:

por ejemplo,
4CQH6 + 1402 — SCOQ + 12HQO
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Ahora estamos interesados en representar los sistemas de ecuaciones lineales de modo
razonable mediante operaciones entre matrices [

Ejemplo 11.2. (Continuacion del ejempld11. ]

2x —z =0
Notemos que en el sistema { 6x —2w = 0 las tres incognitas aparecen
2y =2z —w = 0
2 0 -1 0
asociadas, en cada ecuacion, a la respectiva fila de la matriz del sistema |6 0 0 =21,
02 -2 -1
donde 2x — z relaciona (x,y, z,w) con (20 —10), y asi las demds. Interpretando (z,y, z,w)
x
como la matriz columna Z consideremos el producto de la matriz fila (20 — 1 0) con la
w

6Recordemos que una matriz es un arreglo rectangular de niimeros que se sitian en los vértices de una
grilla o rejilla bidimensional, de la forma:

airir ai2 -+ G1m
a1 a2 -+ G2am
an 1 an 2 Anm

y en tal caso hay n filas horizontales y m columnas verticales, por lo que se dice que la matriz es de la forma
n X m; tanto n como m cuentan filas y columnas, asi que ambos son nimeros naturales. Los nimeros que
aparecen se denotan, respecto de la matriz, por su posicién en la interseccién de una fila y de una columna,
de modo que as; es la forma de indicar al ndmero que ocupa la interseccién (o posicién) en la segunda fila
y primera columna. En general, se dice que el coeficiente (¢, j) de la matriz anterior es a;; y es el que ocupa
la posicion en fila ¢ y columna j, para 1 <i<ny 1< j < m. Por ahora veremos matrices de coefientes en
R. Una matriz se dice cuadrada si tiene igual nimero de filas que de columnas.

Denotamos por f; a la i-ésima fila de la matriz, para 1 < ¢ < n, si la matriz posee n filas. Andlogamente,
c; denota a la j-ésima columna de la matriz, con 1 < j < m, si la matriz posee m columnas.

Si denotamos a una matriz como A, x,, nos referimos a que tiene nombre A, su forma es de n € N filas
y m € N columnas, y por A = (ai j)n><’rn entenderemos que que su coeficiente genérico es a;; € R, con
1<i<nyl<j<m (note que no importa el nombre dado a i ni a j, mientras no haya confusién y sean
ndmeros naturales), mientras que denotar a una matriz como B,y indica que su nombre es B, esde p € N
filas y ¢ € N columnas, y por B = (bij)qu entenderemos su coeficiente genérico es b;; € Rcon 1 <i<py
1<j<q

Dos matrices A y B son iguales si tienen igual forma, y los coeficientes respectivos, para cada posicién
fila-columna, son a su vez iguales.

Se dice que

a1 a2 o aim | b1 ap1x1+ -+ amT, =bh

azi agz 0 agm | ba , , ' a2171 + -+ a2mTm = be
es la matriz ampliada del sistema

Ap1 Gp2 - Gpm | by 11+ -+ GpmTm = bp
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X
matriz columna Z como
w
x
(20 —10)- z =27+ 0y + (—1)z + 0w = 27 — 2
w

La razon de poner como columna a la sequnda parte es por conveniencia, ya que el
sistema tiene mas ecuaciones, y por tanto la matriz tiene mds filas, de modo que el resultado
del producto serd una matriz con mds filas:

20 —1 0 . 2% — 2
60 0 —2 Y1 =1 6z—2w
02 —2 —1 N 2y — 22 — w
w
Destacando las filas:
20 -1 0 & % — 2
6 0 0 —2]|- g — [ 6z =2w
0 2 —2 —1 ; % — 22 —w

Pero dijimos que la matriz de ese sistema no necesitaba ampliarse porque lo ampliado era
una columna de ceros. En verdad, lo que tenemos es:

2 — 2 2 0 -1 0 v 0
6r—2w |=[60 0 =2 Z = o
20 — 2z —w 02 -2 -1 0
w
2 0 -1 0 N 0
Si abreviamos A= |6 0 0 —-2],yX = y , y finalmente X = | 0|, el sistema
z
02 -2 -1 w 0

de ecuaciones lineales con que partimos equivale a la ecuacion entre matrices (ecuacion
matricial)

A-X=B8B

que resulta sugerente por si misma como ecuacion. Mds aun, si vemos la forma de tales
matrices, tenemos:
A3><4 ) X4><1 = B3><1

Note que A tiene tantas columnas como filas tiene X, y que el resultado, B, tiene tantas
filas como A y tantas columnas como B. O
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Definicién 11.1 (Producto de Matrices). Sean A = (a;;)nxm Y B = (bjp)mxp dos matrices
arbitrarias. Se define el producto A - B por

A' B = (Cjk)nXp
donde .
cikZZaij-bjkpamlgignylgkgp

j=1
Es decir, el elemento ¢;;, de fila ¢ columna k& de AB es el producto de la fila ¢ de A con
la columna k£ de B:

bk
< ba
Cikzzaij'bjk:(ail Qi - aim)'
j=1
bmk

ya que el indice j va de 1 a m tanto en la fila 7 de A como en la columna k de B.
Denotando por f;(A) a la filai de A y por ¢x(B) a la columna k de B, se ve que

fi(A)-a(B) fi(A) - ca(B) -+ fi(A)-cp(B)
AB — f2(A) -er(B)  fa(A)-ca(B) - f2(A) - c(B)

FulA)-cr(B) FulA)-ea(B) - fulA)-cy(B)
Ejemplo 11.3. Calcule:

1 2 3 140
1._201-31—
0 1 —

nxXp

1 2 3 x

2. (ZE Y z)- 20 4|1y
3 4 =2 z

Solucién:
1(1 23)_ _31‘11_0 _(5 9 —13)
-2 01 0 1 — 2 =7 =3

2.

1 2 3 x T+ 2y + 32
(:Cyz)- 2 0 4 Yy :(:cyz)- 2 + 4z

3 4 =2 z 3+ 4y — 2z

= (2% + 22y + 322) + 22y + 4y2) + (322 + dyz — 227)
= 2% — 222 + day + 622 + Syz
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OJ
Note que una matriz de forma 1 x 1 la identificamos con el niimero real respectivo.
Definicién 11.2 (Diagonal de una matriz, matriz identidad).
1. Definimos, para una matriz A = (a; ;)nxm, la diagonal de la matriz como (a11 Qg - app)

donde p es el menor valor entre n y m

2. Definimos, para cada n € N, la matriz identidad de tamarno n por

10 -0
01 -0
I, =
00 --- 1
es decir, la matriz que tiene solo 1 en cada elemento de su diagonal y solo 0 fuera de
ella.
2 3 4
Ejemplo 11.4. En la siguiente matriz se ha destacado su diagonal | 5 7T 81y
9 10 12
esa diagonal es (1 6 11)
U
Ejemplo 11.5.
1000
100
10 01 00
]2<01> S P L=1o 010
0001
0J

Proposicion 11.1. Para A, xm, Bmxp Y Cpxq Se cumplen

1. I, - Apsm = Ansm = Apxm - I, €s decir, las matrices identidad son neutros multipli-
cativos.

2. A- (B . C’) = (A . B) -C' es decir, se cumple asociatividad, lo que significa que A-B-C
no es ambiguo.

Note que si una matriz no es cuadrada el neutro multiplicativo por izquierda es distinto
del neutro multiplicativo por derecha, atin siendo ambas matrices identidad, porque tendran
distinto tamano.
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Ejemplo 11.6 (Producto no conmutativo). Note que el producto de matrices no conmuta
en general, ain estando definido el producto en ambos sentidos (que sean matrices cuadradas
de la misma forma):

(10 G o)) G006
o) G G) G )

Resulta casi natural preguntarse por la existencia de inverso multiplicativo, dado que
hay neutro(s) multiplicativo(s). La respuesta es que a veces hay, y por razones técnicas lo
limitaremos a matrices cuadradas:

O

Definicién 11.3 (Matriz inversa). La inversa de una matriz cuadrada A, si existe, es una
matriz de la misma forma, denotada A7, que cumple

A-AV=T=A"1.4

Y

donde I es la identidad del mismo tamano que A.
En caso de existir inversa de A, se dice que A es matriz invertible.

. , -1 1 0 1 10 0 1 -1 1
Ejemplo 11.7. Se tiene ( 1 0) . (1 1) = (0 1) = (1 1) . ( 1 0) por lo que las

_ -1 1 0 1 L
matrices 1 o) ¥\ {]) serian inversas una de la otra.

El problema de la existencia de inversa de una matriz lo abordaremos luego, veamos
primero la unicidad, en caso de haber inversa:

Proposicién 11.2. Si A es matriz invertible, su inversa es unica.

Demostracion. La idea es la siguiente: si A es invertible, entonces es una matriz cuadrada

para la que existe B de la misma forma tal que AB = BA = [. Si C también cumpliera
AC = CA = I, entonces

Cc=Cl I es neutro multiplicativo
=CAB va que [ = AB
=1IB vaque CA=1
=B
por lo que C = B y la inversa de A es tnica. O

128



Matematicas I-11 Sergio Mutioz / 2025 F. Ciencias/UChile

El problema serd saber si una matriz cuadrada es invertible o no, y de serlo, determinar
su inversa.

1 -2 2 a x p
Ejemplo 11.8. Sea A= [2 1 1| Sibuscamos una matrizB = b y q| que cumpla
1 0 1 c zr
AB = I3, entonces pedimos que :
1 -2 2 a x p 1 00
2 1 1 by gq|l=10 10
1 0 1 c zr 0 01

Notemos que cada columna de B produce, al multiplicar por A, la respectiva columna de
I3, es decir, que

1 -2 2 a 1
2 1 1 bl=10
1 0 1 c 0
1 -2 2 T 0
2 1 1 yl=11
1 0 1 z 0
1 -2 2 P 0
2 1 1 ql =10
1 0 1 T 1

Pero al resolver por matriz ampliada cada uno de esos sistemas, se tiene que se escalona
y reduce por operaciones elementles de fila segin las columnas de A, no de la parte ampliada,
y se esperaria que entonces la secuencia de operaciones y la escalonada reducida obtenida,
en la parte no ampliada, fueran las mismas en los tres casos.

A fin de realizarlo de modo eficiente, reunimos en una sola matriz ampliada y luego
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escalonamos y reducimos:

1 -2 2| 100 1 0 1] 001
2 1 1] 010)Aefs ~ 2 1 1] 010|f2—2f
1 0 1 001 1 =22 | 100/ f3—fi
1 0 1 | 00 1
~ 0O 1 -1 1] 01 -2
0 -2 1 | 1 0 =1/ f3+2fs
L0 1T [ 00 1Y\ f+f
~ 01 =1 [ 01 =2|f—Ff
00 —-11]12 —
10 0 | 1 2 -4
~ o1 0 | -1 -1 3
00 -1 1] 1 2 =5/ (=1fs
1001 1 2 —4
~ 0o10] -1 -1 3
001 ] -1 -2 5
1 2 —4
Por lo ya comentado, debiera ocurrir que B= | =1 —1 3 |, y es fdcil ver que AB =
-1 -2 5
I3.
También se cumple BA = I3, por lo que en realidad A es invertible con inversa B, es
1 2 —4
decir A7V = [ =1 -1 3 O
-1 -2 5

Proposiciéon 11.3. Para toda matriz cuadrada A se cumplen:

1. A es invertible ssi al escalonar y reducir A se obtiene la identidad.

2. Si B tiene la misma forma que A y AB = I, entonces BA = I y A es invertible y
B=A"

Entonces, el método para invertir o asegurar que A, , no tiene inversa es:
1. Ampliar A con I,, es decir, tomar (A | 1)

2. Escalonar y reducir (A | I).

3. Si se obtiene (I | B), entonces A es invertible con inversa A~

4. Si se obtiene (C’ | D) con C' # I, entonces A no es invertible.

130



Matematicas I-11 Sergio Mutioz / 2025 F. Ciencias/UChile

11.2. Determinante de una matriz cuadrada

b
En R, la ecuacién ax = b tiene solucién tnica z = — = a ‘b ssi a # 0.
a

En matrices, la ecuacién Ay, Xnx1 = Bnx1 tiene solucién unica X = A7'B ssi el “de-
terminante” de A es distinto de cero.

Definicién 11.4 (Determinante). El determinante de una matriz cuadrada A = (a;j)nxn,
denotado det(A) se define segin su tamano n del siguiente modo:

» Sin=1, en rigor A es sdlo el nimero ayq, y det(A) = a4

s Sin=2, A= (Z 2) y se define det(A) = ad — be

a b c
m Sin=3,A=|d e f]| ysedefine
g h 1

det(A) = +a det (Z {)—bdet (‘; J;)—I—cdet (Z 2)

= En general, si n =k + 1, se calcula del siguiente modo:

k+1
det (A(k+1)><(k+1)) = Z(_1)1+ja1j det (M(lyj)(A))

J=1

donde para cada j € {1,2,...,k+1} la matriz Mq j) es la matriz k x k obtenida de A
omitiendo su fila 1 y su columna j.
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Ejemplo 11.9.

g Oy 11 i -2 1 4 31 4
det =(=1)""2det | 2 3 4]+ (=1)"3det [1 3 4
L2 34 2 1 3 01 3
0 2 13
3 -2 4 3 -2 1
+(=1D)"4det [1 2 4| +(-D'*1det |1 2 3
0 2 3 0 2 1

:2(—2det(? §) det@ ;L)Jr ( >>
—3(3det(i) g)—det<o §>+4dt( )>
(10 (3 3) - o} 3) vaen ( 3))

—_

+

3

w

det <§ ?1)) 2) det <(1) 3)+det( ))
—2( 2(9-4) - (6-8) +4(2-6))
3(3(9-4) - (3) +4(1))
+4(3(6-8) +2(3) +4(2))
- (3(2-6)+2(1) + (2)
= —56

Hay otras formas de calcular determinantes. El primero extiende a cualquier fila o co-
lumna de A (una cada vez) la forma dada en la defincién para la fila 1:

Proposicién 11.4 (Desarrollo de Laplace). Dada A = (aij)nxn conn > 2, para cada fila
p y columna q consideramos la matriz menor de A, My, (A) como la matriz obtenida de A

omitiendo su fila p y su columna q.
El desarrollo de det(A) por fila p es

n

det(A) = Y (=1} ay,; det(Mp(A))

j=1
El desarrollo de det(A) por columna q es

n

det(A) = Z(—n”qai,q det( M. (A))

i=1

La idea es aprovechar los ceros que tenga la matriz, entre otras cosas:
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Ejemplo 11.10. Calcular det

=W DN
o ot O

4
7
3
Solucién:  Desarrollando por columna 2, que tiene dos ceros:

det 4 3

INQEICIIN)
o ot o
[SUIEN TN

=0+ (—1)***5det (2 4) +0=5(6-16) = —50

O
La segunda forma aprovecha las operaciones elementales de fila para lograr una versién
mas simple en relacién a los calculos usados:

Proposicién 11.5 (Determinantes y operaciones de fila). Sea A, x, con n > 2. Se cumplen:

» Si B se obtiene de A intercambiando dos filas, entonces det(A) = — det(B).

1
» Si B se obtiene de A ponderando una fila de A por o k # 0, entonces det(A) =
kdet(B)[]

= Si B se obtiene de A sumando a una fila de A un multiplo de otra fila de A, entonces
det(A) = det(B).

1 2 3
Ejemplo 11.11. Calcular det | 2 —1 1
1 3 7
Solucién:
1 2 3 1 2 3
det |2 =1 1] fo—2fi =det|0 =5 —5](—1/5)f2( es decir, factorizo por — 5)
1 3 7) f3—~nh 0 1 4
1 2 3
=-—5det |0 1 1 (por columna 1)
01 4
11
——5-1-det<1 4)——5(4—1)——15
O
Proposiciéon 11.6. 1. Si una matriz cuadrada tiene una fila o columna nula, entonces

su determinante es 0.

"Esto se entiende mejor factorizando k de una fila de A.
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2. Si una matriz cuadrada tiene dos filas iguales o dos columnas iguales, entonces su
determinante es 0.

Definicién 11.5 (Matrices triangulares y diagonales). 1. Se dice que una matriz es trian-
gular superior si todos los elementos bajo su diagonal valen 0.

2. Se dice que una matriz es triangular inferior si todos los elementos sobre su diagonal
valen 0.

3. Se dice que una matriz es triangular si es triangular superior o es triangular inferior.

4. Se dice que una matriz es diagonal si es, a la vez, triangular superior y triangular
inferior.

Proposicion 11.7. El determinante de una matriz cuadrada triangular es el producto de
los elementos de su diagonal.

Proposicién 11.8 (El determinante es multiplicativo). El determinante del producto de dos
matrices cuadradas de igual forma es el producto de sus determinantes:

det (Anm . Ban) = det (Anm) -det (Bnm)

1

Proposicién 11.9. Si A es invertible, entonces det(A™1) = dct(4)
e

11.3. Transpuesta, suma y ponderacion

Definicién 11.6 (Transpuesta de una matriz). La transpuesta de una matriz A,y, es la
matriz A de forma q x p que tiene por columna i a la fila i de A, para cada i € {1,..., p}.

(1234>t B
567 8),,

Proposiciéon 11.10. El determinante de la transpuesta de una matriz cuadrada es igual al
determinante de la matriz:

Ejemplo 11.12.

=W N =
0 3 O Ot

4x2

det (A)t = det(A)

Definicién 11.7 (Suma y ponderaciéon de Matrices). Sean A,xm Yy Buxm dos matrices ar-
bitrarias. Se definen:
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La ponderacion de A por un escalar A € R, como la matriz NA determinada por

Arair Araia o Acaim
A-a Aa e Ao,
\A — 21 .22 2
Avpr A-apz 0 Al

o, abreviando mediante el coeficiente genérico de A, tenemos NA = (/\ . aij)

nxm’

La suma de las matrices A y B (note que tienen la msma forma) como la matriz A+ B
determinada por

(G11+b11) (G12+b12) (a1m+b1m)
A+ B— ((121+521) (CL22+522) (a2m+bzm>
(an1+bn1) (an2+bn2) (anm+bnm>

o, abreviando mediante los coeficientes genéricos de A y B, tenemos A+ B = (aij +

ij)nxm

Proposicién 11.11. Para matrices A, B y C, y numeros reales o y 3, se cumplen:

1.
2.

10.
11.
12.
15.

14.

© 2 RS> &

a(BA) =(a-B)A

1-A=A

(a+ p)A=aA+ LA

Si la multiplicacion estd bien definida, A(aB) = a(AB) = (0A)B

Si A y B tienen la misma forma, entonces « (A + B) =aA+aB

Si A y B tienen la misma forma, entonces A+ B= B+ A

A+ (=1)A es la matriz nula de la misma forma que A.

Si A, B y C tienen la misma forma, entonces A+ (B+C)=(A+ B)+C

Si las sumas y productos estdn bien definidos, segin la forma de las matrices, entonces
AB+C)=AB+ AC y(B+C)A=BA+CA

(A=A

(ad)" = a(A)

Si la suma estd bien definida, (A + B)' = A" + B'
Si el producto estd bien definido, (AB)" = B' A

Si A es cuadrada de n x n, entonces det(aA) = " det(A)
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11.4. Guia

1 3
2 1 3 —1 2 3 —1 1 0 1
1. SeanA—(O —1>’B_<O 1 4)6’—(2 0),D: —11 2 Ez(o 1 O)

Calcular las siguientes matrices (cuando la operacién descrita tenga sentido.

a) 3A—2B d) B+D g) 2B —3F
b) 5C e) 4A" —3C h) A—D
¢) 3E f) (A+C) i) (B—2E)
12 3 0
-1 -1 -4 0
2. Para A = 1 1 5 0 calcule:
0 0 0 1
a) 2A + A"+ A? b) det(A) c) A7!

3. Encontrar la matriz A en cada caso
t 2 1
a) (A+(} _21 2)) =105
3 8
t
' 10 (8 0
0 (a4 (0 05)) = (5 1)

¢) 24-(1 2 0) =34"+(2 1 1)

4. Calcule los siguientes productos de matrices, si estan definidos y determine si el pro-
ducto es conmutativo en cada caso:

2 31 a p t
1 -1 2
a)(2 0 4>- 1 97 d)(i g) V2 0 0,27
10 2 0 1 0
1 0 0 1 2 3 4 1 4 -2 12_012 p
nl-31 0[5 6738 I la b e PO 4
0 0 —2 ~10 21 B "
111 111
) (013 (318 Al 11 111
o0 9 0 0 111 111
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111\ /111y /111 (10 (123
g (11 1|1 11] 111 Z>(01)'<456)

111 \t11) \111

011\ /o1 1\ (011 Lo ogy (100
By {00 1]-{o0 1|00 1 j)(456)-010

000/ \ooo/ \ooo 00 1

5. Determine los valores de a, b, ¢ y d, o las relaciones entre ellos, que hagan posible las

igualdades siguientes para la matriz A = “ Z
3 =5 1 -1 00 00
G)A'(—l 2):<2 0) d)A'<1 0):(1 o)'A
b) 2 1Y\ A 7T 2 e) A- Byys = Bayo - A para toda matriz
-1 2 - \—-1 4 Boyo

94 (0 0)= (0 0) 2

: . r 1 2 x 1 2
6. Determine el valor de z, si existe, que cumpla (2 x) . (1 0) = (3 4)

7. Piense y responda:

a) Si existe el producto ABC' de las matrices Asxs, B v Csxs, qué forma tiene A?

b) Considerando una defincién razonable de potencia de una matriz, indique las
formas que puede tener una matriz A para que exista A>

c¢) Determine qué formas pueden tener las matrices A y B si existen AB y BA

d) Cémo deben ser los coeficientes de las matrices Asys y Baxe si AB = (8 8) +
BA?

111
e) SiA= |1 1 1], calcule A% y prediga cémo es A", para n € N.
1 11

8. Modelo metalirgico. Supongamos que una empresa fabrica tres modelos de maqui-
nas herramientas, M1, M2 y M3, y como materia prima fundamental utiliza tres tipos
de metales, Hierro (H), Niquel (N) y Cobalto (C). La cantidad de materia prima que
necesita para fabricar cada méquina, expresada en toneladas, se muestra en la siguiente
tabla.

H|N]|C
M, | 5 [04]02
M,| 4 [03]0.1
M| 35]05]0.2
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TABLA 1

Las mejores ofertas de la materia prima corresponden a los proveedores P1, P2 y P3.
Los precios por tonelada (expresados en cierta unidad monetaria) impuestos por cada
uno de los proveedores a cada uno de los metales aparecen en la siguiente tabla:

P | B | P
160 | 155 | 150
6000 | 6250 | 7200
3000 | 3010 | 2995

QZz =

TABLA 2

a) Escriba las matrices A y B que representan la informacién entregada por las
Tablas 1 y 2 anteriores, respectivamente.

b) Escriba la matriz que muestra el gasto en materia prima por modelo de maquina
y proveedor.

¢) Analizando la tabla que genera la matriz que encontré en el item anterior, puede

concluir a qué proveedor resulta mas econémico comprar la materia prima.

9. Demuestre que para todos a 'y 3 en R se cumplen

(e o) (o) o) = (st nte )

10. Demuestre sin calcular mediante expansion de Laplace, sino mediante operaciones ele-
mentales de fila y propiedades del determinante, que

a a a a
a b b b
det 0 b e e =a(b—a)(c—0b)(d—c)
a b ¢ d
a 1 1 1
. 1 a1l 1 5
11. Demuestre sin desarrollar que det 114117 (a—1)°(a+3)
1 11 a
1 a be 1 a d?
12. Demuestre sin desarrollar, que det [ 1 b ac| =det [1 b b
1 ab 1 ¢ ¢
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a—b—c 2a 2a
13. Demuestre sin desarrollar que det 2b b—c—a 2b =(a+b+c)?
2c 2c c—a—>b
0 a b c
. —a 0 d e 2
14. Demuestre sin desarrollar que det | bo—d 0 f|~ (af —be + cd)
—c —e —f 0
a+b a a a
15. Demuestre sin desarrollar que det @ atb a “ = b*(b + 4a)
a a a+b a
a a a a+b
x—1 0 1
16. Determine el valor de x € Rtal quedet | -2 242 -1 | =0
0 0 z+1
cosf sinf 0
17. Demuestre que la matriz A = | —sinf cosf 0] es invertible para todo 8 € R y

0 0 1
encuentre AL

18. Encuentre la solucién a la ecuacién matricial siguiente:

94 = AX + B,

1 0 -1 2
domdeA—<_1 1)yB—<_3 1).

19. Si una matriz cuadrada cumple A'A = I, demuestre que det(A) = £1.

20. Sea A una matriz cuadrada de tamaiio n. Demuestre que A" = A si y sélo si A es
simétrica. Esto es si y s6lo si los coeficientes de A satisfacen a;; = a;; para todo
i#7, 4,5 €{l,...,n}. det(A) = £1.
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12. Integral de Riemann

12.1. Sumas de Riemann

Sea f funcién definida y acotada sobre el intervalo cerrado [a,b] (no necesariamente
continua ni positiva).

Definicién 12.1. Una Particion P de [a,b] es una coleccion de n subintervalos
[z, 2], [w1, 2], - -+ [y, @il -+ [T, ),

de [a,b] tales que
ro=a<z1<---<x,=0b

Observaciéon 12.1. 1. La longitud del i-ésimo intervalo [x;,—1,x;] es Ax; = x; — x4

—a se habla de

2. Si todos los intervalos de la particion tienen igual longitud Ax =
una particién regular.

3. Para cada 1 < i < n, sea ¢; € [x;_1,x;] un punto arbitrario del intervalo entonces
S ={ci,co -+ ,cn} se llama una seleccion de la particion P.

Definicién 12.2. Sea f funcion definida y acotada sobre el intervalo cerrado [a,b], y sea P
una particion de [a,b] y S una seleccion de P. Entonces una suma de Riemann para la
funcion f determinada por P y S es

=1

Observacion 12.2. 1. Note que |f(c;)|Ax; es el drea de un rectangulo de ancho Az; y
altura | f(c;)|, ast que una suma de Riemann es sumar o restar dreas de rectdngulos.

2. El punto ¢; es un punto arbitrario del subintervalo [x;_q,x;].

Ejemplo 12.1. Encuentre las sumas de Riemann asociadas a f donde f(x) = 5+x*, en[1, 3]
usando una particion reqular y escogiendo en cada subintervalo el borde izquierdo, usando
primero n = 6, y luego con n € N genérico.

Solucion:
. . 3—1
= Paran = 6 y usando los bordes izquierdos de los subintervalos, tenemos Az = & =
1 1 1+2
gaycz‘:%‘—1=1+(i—1)§:zg . Luego
4
Clngzl C2=$1=§
D
63:.772:5 c4—x3:2
7 8
5 =24 = = 6 = T5 = =
5 1= 3 6 5= 3
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Luego, la suma de Riemann respectiva es
6 .

1 v+ 2
; CzAl'mezl _gg (3)

6 6 6
1+ 2 1 1 1+ 2
=52+ () nesn ()

= i=1

=1

1 1
=104+ — 2" =104+ — 16 + 2 4 4
0—|—27;(2+ )P =10+ (9416 + 25+ 36 + 49 + 64)
» Para n € N genérico y usando los bordes izquierdos de los subintervalos, tenemos
A 3—1 2 2 n+21-2
xr =

= 7yCz—$z 1—1+(Z—1) = — . Luego,
n n

chzm’—fo” Zf(n+2z—2)
:‘Z( (HAR) )ity (i)

n

2 2
:—5n—|—$Z(n2+4i2—|—4+4m—4n—8i)
=1

:10—1—%;712—1— Zz +—Zl+—2m —% l

=1 =1

2 , 81 8 8n(n+1) 8 , 16n(n+1)
:10+$n +E6n(n+1)(2n+1)+$n+ﬁ7—$n B
A(14n2 —6n+1)

B 3n?

12.2. Integral definida

Definicién 12.3. Sea P una particion del intervalo |a,b]. Se llama norma de la particién
P al mdazimo de las longitudes de los subintervalos Ax; = x; — x;_1 de P y se anota |P|.

Definicién 12.4. Sea f una funcion definida y acotada en [a, b]. Se llama integral definida
de la funcion f de a a b al numero real

I'= lim i:f(ci)Al‘z

[P|—0 <
=1

siempre que este limite exista sin importar cual seleccion fue usada en cada suma de Rie-
mann, en cuyo caso se dice que f es integrable en [a,b].
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Notacién de Leibniz:

|P|—0

b n
I :/a f(x) de = lim ;f(cl)Aa:Z

a se llama limite inferior de la integral y
b se llama limite superior de la integral.
El siguiente Teorema lo usaremos pero no lo demostraremos aqui

Teorema 12.1. f continua en [a,b] entonces f integrable en [a,b].

Observacion 12.3. En el caso de una funcién continua en [a,b] y una coleccion de parti-
crones requlares del intervalo en n subintervalos, para cada n € N, entonces

IP| -0 <= n— o0

En el caso de una funcién continua en [a,b] y una particién regular se tiene que

b n
/ f(z) dx = nll_)Igto(cl)Ax

Observacién 12.4. Vimos que la definicion de integral se aplica solamente si a < b, pero
es conveniente incluir los casos a =b y a > b. Se define la integral, para estos casos, como

/aaf(a:)dmzo, /baf(:c)dx:—/abf(x)dx.

De las propiedades de los limites se tienen las siguientes propiedades de las integrales:
b

b b
Proposicién 12.1. 1. / [f(x) + g(x)] dz :/ f(x) dx +/ g(x) dx,
b b
2. Va e R / ozf(x)dx:a/ f(x)dx
b
3. SiVx € [a,b] f(x) > 0 entonces / f(z)dz >0

4. SiVz € la,b] f(z) > g(z) entonces/ f(z)dx 2/ g(x)dx

b c b
5. Seana < ¢ <b. Entonces/ f(z) dx:/ f(x) d:v—i—/ f(z) dx

b
Segun la observacion|12.4], cualquiera sea el orden entre a, b y ¢ se cumplz’m’/ flz) dz =

/acf(x) dx+/cbf(x) dx
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12.3. Evaluacién de integrales: Teorema Fundamental del Calculo
(TFC), primera parte.

Teorema 12.2. Teorema Fundamental del Calculo primera parte: Si g es una pri-
mitiva de una funcion f integrable en [a,b] es decir, si ¢'(x) = f(x), entonces /b f(z) dx =
9(b) - g(a). “

Idea intuitiva: (debida a Newton) Introduzcamos una funcién A : [a,b] — R como

= / f(u) du. Si el incremento de x es Az entonces el de A es AA.

AA A AA
Se tiene que AA = f(z)Ax, es decir, g~ f(z), de donde fl— = llmm——m = f(x).
x x

Es decir, Vz € [a,b], A'(x) = f(z). Sea g(x) otra primitiva de f(z), en [a b] es decir
Va € [a,b], ¢'(z) = f(x) entonces

Az) = g(x) +C

Como A(a / f(u / f(u) du = / f(z) dz se tiene que

/ f(x) dx = A(b) = A(b) — A(a) = [g(b) + C] = [g(a) + CT = g(b) — g(a).

b

La diferencia g(b) — g(a) se abrevia por [g(x)]*=" o mas simple por [¢g(z)]% o simplemente

r=
b

y asi el Teorema queda

g9()

a

b
/ f(z) do = [g(x)]°, sig = f en [a,b]

Con esto tenemos por ejemplo que:

b n+1 b bn+1_ n+1
1.—/x”dm: < = ¢ , n#—1
a n+1], n+1

b
2. — / cos(z) dr = [sen(x)]” = sen(b) — sen(a)
3. — / sen(x) dr = [— cos(x)]® = cos(a) — cos(b)
4.—/bcdx:c(b—a)
’ b
5.—Sim < f(x) < M entonces m(b —a) < / f(z) de < M(b—a)
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12.3.1. Sustitucion simple

Cuando hay que integrar una funcion que aparenta ser la derivada por Regla de la Cadena
de sus primitivas, es decir, cuando es producto y entre sus factores hay una composicién,
podemos usar el Método de Sustitucion Simple, que se basa en lo siguiente:

Teorema 12.3. Si en algin intervalo / f(z)dz = F(z)+k, k € R y g es derivable, entonces

/f(g(x)) -¢'(z)dr = F(g(z)) + k, k €R

Demostracion. Basta notar que, por Regla de la cadena, (F(g(x)))l = F'(g(z)) - ¢'(z) =
fg(@)) - g'(z) O

Observacién 12.5. La forma operativa de sustitucion simple (o cambio de variable, como
también se le conoce) es definir una variable auziliar u = g(z), de modo que, usando la

notacion diferencial du = ¢'(x)dx (se basa en que d_u = ¢'(x)) y por tanto la sustitucidn
x

se escribe también como:
[ 6 g @) dr= [ s du
con la idea de que la sequnda integral sea mds simple (mds alla del nombre de la variable).
Cuidado, la variable auziliar no es una respuesta razonable, hay que volver después a la
variable original

Ejemplo 12.2. Calcule /sen(Sx) dx

Solucion:

/ sen(3z) dz — / sen<u)% _ % / sen(u) du

u =3z
Sodu=3dx c.dr = du
3
_ _cosg(u) ke _Cosé?)x) Lk keR

Observacion 12.6. Note que podemos omitir k € R cuando entorpezca.

Observacion 12.7. Al realizar la sustitucion o cambio de variable, no debe mezclar varia-
bles, es importante.
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Ejemplo 12.3. Calcule / S

Solucion:

du = dx
w?  u? 1 1
-2 47 4= — kkeR
3T 2w —12 3@—1p "FE
[
Ejemplo 12.4. Calcule /tan(w) dx
Solucién:
1
/tan(m) dx—/sen(x>dx— —/—du
cos(x) u
u = cos(x)
c.odu = —sen(x) dz
=—In(Ju]) + k=—1In(|cos(z)|) + k, k €R
[
Ejemplo 12.5. Calcule /2”” dx
Solucién:  Recuerde (!) que para todo z € R se tiene, por definicién, 2° = ¢*®) por lo
cual
du e
9 — z1n(2) :/ u —
/ dx /e dx e (@)~ M) +k
( u=x1n(2) )
du
du=1In(2)dx .. .dr=
Sodu=1In(2)dr . dx n(2)
_ +k keR
CIn(2)
[
Ejercicio 12.1. Compruebe que para cada a > 0, a # 1 se cumple /cﬁ dr = la( ) + k,
n(a

ke R.
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Ejemplo 12.6. Calcule la siguiente integral indefinida /6:1635“C4Jr7 dz

Solucidn:
4 3 HY
/6x351+7dx: 5/5“du:3m+k
uw=at+7
( du =423 de . gdu = 62° dx)
5m4+7
:32ln(5) +k, keR

Ejercicio 12.2. Calcule /\/Sx—i- ldz.

12.3.2. Integracién por partes

Teorema 12.4. Si existen todas las primitivas involucradas, se cumple:
[ t@g @ do = faigta) - [ gta)s(a) ds

Demostracion. Se basa en la derivada de un producto de funciones: como ( f(z) - g(x))/ =

f(z)-g'(x) +g(x)- f'(z), se tiene f(z)-¢'(z) = (f(z) -g(:c)), —g(x) - f'(z), de lo que resulta
la igualdad planteada. O]

Observacion 12.8. La “formula” de integracion por partes se escribe, de manera operativa,

como
/u-dv:u-v—/v'du

donde u = f(z) yv = g(x), y se usan las diferenciales du = f'(x)dx y dv = ¢'(x)dx lo

., . . . ., . U
que se llama “notacion diferencial” y tiene una correlacion visual con i f'(z) y con
x
dv

— = ¢'(z) respectivamente.
- g () resp

Esta es la forma operativa ya que, al enfrentar una integral que sea un producto de
funciones, no sabemos a priori que un factor es f y mi que el otro factor es g', y menos
conocemos de antemano a g. Los ejemplos mostrardn cdmo usar (elegir) u y dv.

Pasar de dv a v es sin constante de integracion.

Ejemplo 12.7. Calcule /xsen(m)dm
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Solucion: El integrando ya tiene dos factores, x y sen(z). Podemos escoger u = x con
dv = sen(x) dx (la idea es encontrar v...) o bien al revés, pero usaremos la primera opcién
ya que, aunque ambos factores son faciles de derivar e integrar, como 2’ = 1 se nos simplifica
la integral que queda. Observe:

/ v sen(a)dz = / wdv = uv — / vdu = —zcos(z) + / cos(z) dz

u=2x codu=dx
dv =sen(z)dr ..v= —cos(x)

= —xcos(z) +sen(r) +k, keR
[l

Observacion 12.9. En el ejemplo anterior habia dos factores visibles, pero 1 siempre es un
factor a considerar si hiciera falta, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 12.8. Calcule /ln(:v) dx
Solucién:  Aparentemente hay sélo un factor, In(x), pero en verdad 1 es también un factor,

pero evidentemente integraremos 1 (en realidad, usaremos du = dz) y derivaremos In(z), ya
que al revés no sirve (compruébelo). Entonces:

1
/ln(m)dx: /udv:uv—/vdu :a:ln(x)—/x—dx
x
1
u = In(x) ..du:;
dv=dxr . v==x

:xln(x)—/dx:xln(x)—x+k, keR

Observacion 12.10. A veces hay que integrar por partes varias veces hasta terminar.
Ejercicio 12.3. Calcule /xz sen(z)dx
Observacion 12.11. Hay casos aparentemente extranos de uso de integracion por partes,

donde reaparece la integral original, pero en realidad aparece sumado un mailtiplo de ella, no
la misma. Vea el ejemplo siguiente.

Ejemplo 12.9. Calcule /COSZ(m) dx
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Solucion:

/cosz(x) dr = /udv = uv — /v du = cos(z) sen(x) — / —sen®(z) dw

S

= cos(z) sen(x) + /(1 — cos*(z))dx = cos(z) sen(z) + x — /COSQ(SL‘) dx

y entonces agrupamos las apariciones de / COSQ(QE) dx, cuidando de no cometer errores con-

ceptuales (incorporando la constante de integracién)
2 / cos?(z) dr = cos(z)sen(z) +x + k, k€ R

por lo cual obtenemos finalmente

/COSQ(x)dﬁzm%ﬂ—Fg—l—k, keR

12.3.3. Meétodo de integracion por Partes para integrales definidas

Sean f y g funciones con derivadas continuas.
b
[ @) e =@t - [ rwot)
Ejemplo 12.10. Calcule /2 xsen(z)dx
0

Solucién:  Sea u = x,dv = sen(z)dz. Entonces du = dx y v = — cos(x). Luego

jus
us 2

/0 ? psen(z)dr = [z cos(@)]] + /0 cos(z)dz

= [~z cos(x) + sen(:p)]g

_ (_ gcos (g) + sen (g)) — (—0cos(0) +sen(0)) =1
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12.3.4. Meétodo de sustitucion simple para integrales definidas.

Suponga que ¢ es una funcién con derivada continua en [a,b] y que f funcién continua
en el conjunto g([a,b]). Sea u = g(z). Entonces

9(b)
/ f(g ) do = f(u) du
g9(a)

En efecto si F' es una primitiva de f se tiene que

g(b)
/ Fg(x))g (x) dz = [F(g(x)] = F(g(b)) — F(g(a)) = [F(u)]!=4" = . flu) du

5 4 3
Ejercicio 12.4. Fvalue las siguientes integrales / (z° +7) du, V3x + 1 dw, / 2|z| dx
1 1

7 2 /2 3 8
Ejercicio 12.5. Fuvalue las siguientes z'ntegmles/ v*V a3 + 7 dx, / xg— dx. / ze'% dx
0 V3 xr 0

Ejercicio 12.6. Evalue las siguientes integrales

3 : 4 1 4 %
1. / 2*Va3 + 9 dw 2. / U+ vy dx 3. / sen(2z) cos®(21) dx
0 1 Va 0

12.4. Algunas aplicaciones de integral definida
12.4.1. Area bajo una curva
Sea f funcién continua y positiva en [a,b]. Entonces el area A debajo de la grafica de

y = f(z) desde z = a hastay = bes A = / f(z) dz. si f no es positiva en el intervalo, el

drea encerrada entre la curva y el eje X es | |f(z)|dx, que a efectos practicos se subdivide

a
en suma de integrales donde el signo de f sea constante, es decir, se suma la integral cuando
f >0y seresta cuando f < 0.

Ejercicio 12.7. Calcule el drea bajo la curva y =1+ x en el intervalo [—2,5].

12.4.2. Area entre curvas o regiones planas con respecto al eje X

Sean f y ¢ funciones continuas tales f(z) > g(x) V x € [a,b]. Entonces el area A de la
regién acotada por las grafica de y = f(z) e y = g(x) y por las rectas verticales x = a e

b
x:besA:/ |f(x) — g(x)| dz.
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12.4.3. Area entre curvas o regiones planas con respecto al eje Y

Sean f y ¢ funciones continuas tales V y € [c, d] (f(y) > g(y)) Entonces el area A de la
regién acotada por las gréfica de = f(y) e x = g(y) y por las rectas horizontales y = a e

y=bes A =/ |f(y) — 9(y)| dy.

Ejercicio 12.8. Encuentre el drea de la region limitada por las curvasy = 2> +1 ey = 20 —2.
Haga un dibujo de la region.

2

Ejercicio 12.9. Encuentre el drea de la region limitada por las curvas y = z° — 2x e

y = —2* +4. Haga un dibujo de la region.

12.5. Valor promedio de una funcién y Teorema Fundamental del
Calculo segunda parte

Valor promedio de una funcién: Sea f funcién integrable en [a, b]. Entonces el valor

1 b
promedio § de y = f(x) en [a,b] es § = m/ f(z) dx.

Observacion 12.12. Si f es continua en [a,b], entonces existe un valor ¢ € [a,b] tal que

flo) = 2 S0 &

Teorema 12.5 (Teorema Fundamental del Célculo segunda parte). Sea f funcion continua
en el intervalo cerrado [a,b]. Se define una funcion F en [a,b] por F(x) = / f(t) dt. para

a

cada x € [a,b]. Entonces para cada x € [a,b] se cumple F'(z) = f(x).

Observacion 12.13. Esta parte del TFC dice que toda funcion continua en un intervalo
tiene primitivas. Pero cuidado, no dice que se puedan encontrar explicitamente esas primaiti-
vas; se ha demostrado rigurosamente que no hay combinacion elemental de funciones simples

. - 2
(como las que se ven en estos cursos) que exprese las primitivas de /em dx, | cos(x®)dz y

otras similares.

Demostracion. Tenemos que

F'(z) = lim F(‘th_ Fla) _ lim % (/:+hf(t) dt — /;f(t) dt)

h—0
/:+hf(t) dt = / F(£) dt + /:+hf(t) dt

Pero
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Asi

Usando el valor promedio de f en [z,x 4 h| se tiene que

1 x+h B B
7 / f(t) dt = f(t) para algin t € [x,z + h]

Notemos que ¢ — x cuando h — 0 y como f es continua, se tiene que

z+h
F/(z) = lim 1/ F() dt = lim f(7) = f(x).

h—0 h oz

2

Ejemplo 12.11. Derive la funcion h(x) = / t3sen(t) dt,
0

Solucién: Observamos que h(z) = F(g(z)), donde F(z) = / t3sen(t) dt,g(u) = u?.
0

Luego F'(a) = a*sen(a) y por lo tanto

R (z) = (F(g(x))) = F'(g(2))d (z) = (2%)3sen(z?)2x = 22%zsen(z?) = 227 sen(2?).
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12.6. Guia

Sumas de Riemann e integral definida

1. Calcular la suma de Riemann con particion regular del intervalo dado en n subintervalos
iguales. Use i) ¢; = z;, el borde derecho del i-ésimo subintervalo [z;_1, x;]. i) ¢; = x;_1,
el borde izquierdo del i-ésimo subintervalo [z;_1, x;]

a) f(x) = 3z — 4 en el intervalo [2,5] b) f(x) =1 — 2% en el intervalo [—1,1].

¢) f(z) = 2* — 2% en el intervalo [~1,1] d) f(x) = 2° — 2° en el intervalo [—1,0].

2. Evalte las siguientes integrales definidas:

4 z 1
a) / (z° 4+ 2) dx i) / sen(3z) dx D) T2*V1 + 92t da
1 0

b) / (\F + \/_> 5) | sen(x) cos(x) da 7 /Oﬁ%y\/rély?dy
c) /fﬁjld:ﬂ k)

q) /0 * (2 = sen (1)) dt 0

[ EHe

[SNE]

us
2

(sen(t))% cos(t)dt r) /_11 (1 —2y° +y') dy

tt+1)2dt. ) /ﬁ Iy
S —_—
2 o V1+9y?

|z — 1| dx

H\H\\\o\o\o\

-2 t) / bz sen(2x) dx
9 0 0
f) x(z —4)dx n) xe ¥ dx 1 1
0 -2 —
e 6 ) [, G
g9) | |o°—aldx A) | (4t +12)°dt
-1
v ? (3 + 4)?
h / x cos(x?) dx 0) —F—dzx
) [ st -

Aplicaciones de la integral definida

1. Calcule, en cada caso, el area entre la curva y el intervalo del eje horizontal y dibuje
la region del plano.

) y=tan(z), 5~ <w < g d) y=2-2% —vV2<2<V2
— .3
b)y—sen(Qm)%gxg%r ¢) y=2",0< <2
—Tr Vs
c)y:x%,ngS?) f)yzZsen(x),?gxgg
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g)y:2sen(2:p),_—7r<x<5—7r i) fla)=B-2)Va,0<r <3
6 = — 6 - -
h) y=2° -9z, —4<2<4 j)g(m):tan(x),Tgxgg

2. Calcule, en cada caso, el area encerrada entre las curvas y dibuje la regién del plano.

a) y=2—1*ey=u d) x=3—-y yr=y+1
b) s=3—-y’'yr=y+1 e)y=@—1Pey=a-1
)y=2>—4r+3ecy=—2+22+3 ) y=a*—222 ey =227

3. Use una integral para demostrar que el drea de un cuarto de circunferencia de radio r

T 2
es T
1 1 1 +1
4. El teorema fundamental del cdlculo parece implicar que / — dr=——| =-2 en
1T T|_q

aparente contradiccion con el hecho que — es positivo para cada z # 0. | Qué estd
x

mal en este razonamiento ?

5. Derive respecto de x:

sen(z

x :ES )
a) / V1 + 12dt ¢) / Vel + ¢4 dt ¢) V1 —t2dt
0 z+1

0

3z x? z+2
b) / e’ dt d) / V14 t3dt f) / sen(v/t)dt
0 T z2+1
6. Cierto dia la temperatura ¢ horas después de la medianoche esta dada por la férmula
T(t) = 80 + 10sen (;T—Q(t - 10)). ;Cal es la temperatura promedio 7' entre el medio
dia y las 6 de la tarde 7

7. Calcule numéricamente usando el método de trapezoide (se ensefard en ayudantia)
para cada una de las integrales usando el niimero indicado de subdivisiones.

a) /14(2x—3)3dx(n:3) ‘) /022xer2dx(n:4) ‘) /01 L de(n=3)

3+ 1

b) /1201n(9”)dx(n:5) Q) /O2mdx(n:4> f) /126r2dx(n:4>

0 €T

8. Suponga que un tanque de agua de 5000 litros de agua tarda 10 minutos en vaciarse
y que después de t minutos, la cantidad de agua que queda en el estanque es V() =
50(10 — t)? litros. ; Ctal es la cantidad promedio V (t) de agua del estanque durante
el tiempo en que se vacia ?
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12.7. Funciones definidas por integrales.
La integral de Riemann permite definir nuevas funciones:

Ejemplo 12.12. Funcién Logaritmo Natural Se define la funcion

1
In:R" - R porin(z) :/ ;dt
1

1
llamada logaritmo natural y se tiene de inmediato que In(1) =0, (In(z))" = =, luego es una
x

: ‘ 1 : :
funcion creciente y como (In(x))" = ——;, es concava hacia abajo. Ademds lim In(z) =
T T—00

+00, h’m+ In(x) = —o0. Las otras propiedades ya se vieron antes.
z—0

1

1+t2dt'

Ejemplo 12.13 (Funciones trigonométricas inversas). Sea g : R — R con g(x) = /
0

1
Como 52 es continua en R, el dominio de g efectivamente es R y ademds g es derivable

t2
con , ]
|
(z) = dt] =——>0
g @) (/0 1+t > 1+ 22

. . . . , T T
Luego g es creciente estricta e inyectiva y ademds se cumple que, para todo x € }—5, 5[

(tangente no es continua en R:

1

(¢ (tan(2)))" = ¢ (tan(z)) - tan’(z) = 1+ (tan(@)) sec’(z)
1 20, —
= so2(@) sec’(z) =1

Luego eziste una constante C' € R tal que g (tan(x)) = x + C , pero evaluando en x = 0 se
obtiene

0
1

Luego, para todo x € }—g, g[ se cumple g (tan(z)) = x de modo que g seria una inversa
de tangente, de modo que se tiene

o1 T
Arctan(z) = dt, e]——, —[
rctan(z) /0 ez x 5 3

De forma similar se tiene que

* 1
Arcsen(z) = dt, xe}——, —
@ -] = "
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13. Exponenciales y Logaritmos

Definicién 13.1 (Exponencial (Potencia de exponente real, base positiva)). Para todo a > 1
y todo x € R definimos la exponencial de base a de x por:

1. Stz € N, definimos a® =ga-a-...-q es simplemente producto reiterado de a.
—_—

T veces

2. Definimos a® =1

1
3. Six € Z”, definimos a® = ——7 Yo que (—z)eN
a T

4. Sz’x:BEQ, con 0 # q # 1, definimos a® = a?/? = /a?
q

5. Six ¢ Q, definimos a® = lima" parar € Q
r—T
Dicho de otro modo a® = sup{a" | r € QAr < z}

1\ 1
Para 0 < a < 1, definimos a® = | — , ya que — > 1 estd definido en el caso anterior.
a a

De ese modo se tiene definido a® para cualquier a > 0 distinto de 1 y todo x € R.
Proposicién 13.1 (Propiedad fundamental).
Va e R*"Va,y e R(@™W =a"-a’ A" =1 A (a" =a? &z =y) A (a¥)! =a")

Definicién 13.2 (Funcién exponencial). La funcidn exponencial de base a, con 1 # a > 0,
es exp,: R — R con exp,(x) = a”.

De hecho, podemos considerar la funcién exp,; como la funcién constante de valor 1EI
A consecuencia de la propiedad fundamental, se cumple que exp, es inyectiva siempre
que 1 #a > 0.

Proposicién 13.2 (Monotonia). Para todo a > 0 y todos r,s € R con r < s se cumple
» Sia>1 entonces 0 < a” < a®, es decir, exp, es creciente.
» 510 <a<1 entonces a” > a® >0, es decir, exp, es decreciente.

Proposicién 13.3. Para todo a € R con 1 # a > 0, la funcion exp, cumple:
1. Es continua en R.

2. Sia>1, entonces lim a* = 400 y lim a” = 0.

8no estamos diciendo que 1° tenga sentido, ya que no lo tiene, sino que arbitrariamente asignamos

exp,(0) = 1.
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3. 510<a<1, entonces lim a®* =0y lim a” = +o0.
T—>00 T—r—00

4. El Recorrido o Imagen de exp, es RT.

Definicién 13.3 (Logaritmo de base positiva distinta de 1). Sea a > 0 con a # 1. Definimos
el logaritmo de base a de x > 0 como la funcidén inversa de exp,: R — RT, es decir:
log,: Rt = R con y =log,(z) <= z = a’

Observacién 13.1. s Cuando a = 10 se trata de los logaritmos simples o de Briggs.
En tal caso no se anota la base, es decir, se usa log(z) en vez de logy(x).

s Hay logaritmo y exponencial naturales o de Neper, basados en el niumero de Euler e ~
2, 718281828459045 que describiremos mds adelante. Ambos presentan caracteristicas
especiales y son fundamentales en la matemdtica y sus aplicaciones. Se escribe In(z)
en vez de log,(x).

Proposicién 13.4. Sean a,b > 0 con a,b# 1 y sean x,y € R. Entonces:

1. log,(a) =1 Alog,(1) =0 5. log,(zy) = log,(x) +log,(y), .,y >0

2. x =log,(a") 6. log, (f) = log,(z) — log,(y), z,y >0
Y

1 =1 =
3 Oga(‘r) Oga(y) =T Yy, Y > 0 7. loga(by) = lega<b)

4. x>0=>2= a(loga(x)) 8. a®b® = (ab)”
Proposicién 13.5 (Monotonia de los logaritmos). Sea 0 < a # 1. Entonces:

L.a>1= (0<z<y<&log,(z) <log,(y))

2.0<a<1l= (0<z<y<elog,(z) > log,(y))

Proposicién 13.6 (Cambios de base). Sean a,b > 0 con a,b # 1 y sean x,y € R. Entonces:

1. o = bxlogb(a)

Observaciéon 13.2. En particular, basta con usar base 10 o base e para expresar toda expo-
nencial y logaritmo.

Por sus propiedades respecto de escala de medicion (notacion cientifica en particular), la
base 10 es relevante.

Por la simpleza que da para limites especiales, derivadas e integrales, la base e es rele-
vante.
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Proposicién 13.7 (Derivadas e integrales de exponenciales).

d
—e" =¢" .'./ewdx:ez—l—C,C'eR
dx
d T
Sil# a>0, entonces —a"” = a” - In(a) /ax dv = —— + C, CeR.
dx In(a)
Proposicién 13.8 (Limites especiales). Sea 0 < a # 1. Entonces:
1 om Tt (e ticular Tim —— L —In(¢) = 1
- lim —— =In(a), y en particular lim —— = In(e) =
. log,(x) 1 , . In(z) 1
2. i;rr% =1 n(a)’ Y en partzcularilg}lm =-= 1
Ejemplo 13.1. Calcular z* para x > 0
Solucién: Basta notar que, para cada z > 0, z° = ¢*™® y por tanto
d d
%xx _ %egc.ln(x) _ 61‘-ln(ac) X % (33 X ln(a:))

= e®@ . (In(z) + 1) = 2" - (In(z) + 1)
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13.1. Guia

Repaso de operatoria basica

1. Sean a, b nimeros reales. Pruebe que :

a) (a+b)® =a®+ 3a%b+ 3ab® + b°.
b) (a—0b)*=a®—3a®b + 3ab® — b°.

¢) a® + b
d) a® - b= (a—

(a +b)(a* — ab + b).
b)(a® 4 ab + b?).

2. Sean a, b, ¢, d nimeros reales tales queb#O,d#Oy%zg.Pruebe que
a+b c+d a+b c+d .
a) et c)a_b—c_dsuz—b;éO/\c—d;éO.
a—b c—d a a+c
= — sib+d # 0.
) = a ) 3T pra it
. o 1
3. Sean x,y numeros reales positivos. Probar que (— ) T+ y)
x

4. Factorizar por completo las siguientes expresiones
a) 92° + 30z + 25 c) 272% 4 93 e) o° —Tw —22* + 14
b) z* —y* d) 24x* — 3z f) 2° —2* —42° + 4
5. Simplifique la fraccién
) 223 — 2xy? ) (22 — 4)%(—4) — (—4x)(4x)(x* — 4)
a c
Azt — 8xdy + 4a2y? (22 —4)2
b 4r(z + 2)? — 22%(2)(z + 2) 0) (22 — 3)*(—6x) — (—32? — 9)(4z)(z* — 3)
(v +2)" (22— 37
6. Dadas las expresiones siguientes, expréselas como una fraccion simple, inicamente con
exponentes positivos
-1 -2 3
1 1 21‘ _2 2 1
b) 42 (x? +1)72 + da(z? + 1)2 d) S (@® = 4)73 4 (2 — 4)3
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JT—3

a)

r—9
b VI +2
22 —3x—4

g VTR

Vi+h+3—-vVr+3

d) .

8. Realice las operaciones y exprese su respuesta en la forma radical mas simple, cuando

sea posible racionalice los denominadores

(3zy*\/22y)(22+/182y?)

Vi —2x 41

Y

¢) V27 —3V18 + 6V12
a) xy?\/24x%y

x4/ 82y

9. Dadas las expresiones siguientes, expréselas como una fraccién simple.

2
O Ve R . NERN
xs =2 C)T

1 1
d) Vithtl  a+l

h

b) 3xva?+4+

T
Vitid
Exponenciales y logaritmos

1. En cada uno de los casos siguientes, determinar el ¢ € N U {0} que da lugar a una
afirmacién verdadera.

a) 3°.4° =12 c) 5.5 =1 e) 8-10° = 20
b) 9-81=12" d) 2°-3* =68 f) 43710 =4t . 2810

2. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones.

3. Sean a,b > 0 con a,b # 1 y sean x,y € R. Demuestre usando propiedades de exponen-

cial:
a) log,(a) =1 Alog,(1) =0 f) log,(b) —yloga(b)
b) y = log,(a’) q) aw) Ty
c)r>0=zx= a(log“(x)) h) a® ( b)*
d) log,(zy) = log,(x) +log,(y), z,y >0 i) a® = p*loar(@
e) lo L 0 0 T log, ()
) 1o () = om) om0 20> ) g, o) = L
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4. Simplifique:

a) logs(9) ) 1og,(0,001) k) logg(1/6)
b) logy(8) 9) 108;1/16(1/4) 1) logss(2)
c) log(7) h) logs(1/25) m) log 5(9)
d) logy(1/81) 1) logy(1/3) n) log,,(64)
¢) log;(1000) 7) logs(V5) 1) logy(1/8)

0) log;(49')
) 10g10(\/1_0)
q) log,/5(8)

5. Reescriba en funcién de log(x), log(y) y log(z), asumiendo z,y, z > 0:

10g4(8 — )

) logs(zz/y)
g) logs(¥/v)

k) 10)%3@ +4) = logg(1 —
[) logs(x—2) = logs(3x+
7)
m) logz(z —5) = log;(6x)
n) logs(2?) = logs(—3z —
2)
1) logy(a?) = logy(12—x)
0) logs(x —4) =2
p) logy(z —5) =4
) logy(x) = 3/2

j) 0g9($4\3/5

27
k) logs ( \ E)

i)

1
)
[) log, (xS ;)

u) 2logg(x) = 3logs(5)

v) logg(z) —logs(x+1) =
3logs(4)

w) logy(r+2) —logy(z) =

2log,(4)

7. Resuelva dejando la(s) solucién(es) expresada(s) mediante logaritmos.

a) 5 =16
b) 107% =2
c) 217" =3

d) 3%t =5
e) 4(1+10°") =9
f) 5:1: — 4:1:+1
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Derivadas con exponenciales, logaritmos, y trigonométricas inver-
sas

Calcule las siguientes derivadas

2. (3%) 11.

3. (2In(cos(22)))’ 12. (In (tan(z)))’

1 (3 ﬂ“)' 13. (sec

1n<sen<x2+1>>)’ 14, (tan ( viza))
(

w

T
15.

S8

(
(12 - ln(4x)>/

6255

!/
16. | sen ( cos(z ))
7 641)/ 1 + sen(z)

2
8. ((322 +5)°@)’ 17. (2 tan(32))’
€T /
9. (zlog,(logy(x))) 18. (sen <Z> + V16— 2?)
b !/
19. |( cos Los(x) ,con0<x<m a>b>0
a+ bcos(x)

Integrales con exponencial y logaritmo

Calcule, inspirandose a veces en las derivadas anteriores y en las integrales que vaya
obteniéndo:

a) /(eu?) da D) /26xdx k) /:Ce dx
b) /(5-8”"+ (%))dm g) (%) /e““dm ) /x-e”CQ’L?da:
¢) / (2%+3—r) dz h) / 5572 dg m) (%) / z - 5% dy

d) (%) /ex—i_ld:v i) /12”7”“1 dx n) /x2.7x3+34d:c
em
e) (%) /5-35””0[:75 j) (%) /61’-€3$2+5 dx ) /%dm
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0)/ > dx
r+1

1
p>/3x+2dx

4
d
%) /7x+56 v

r) (%) /x22f_5dx

32x

———dx
5x? — 502

322

dx

3 +5

322+ 4z +3

x3 + 222 + 3x + 76 v
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14. Ecuaciones diferenciales

14.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Definicién 14.1. Son ecuaciones que buscan por solucion a funciones, y la ecuacion a
cumplir vincula o la funcion, su variable, y la derivada de la funcion respecto de dicha

variable. Se escriben de modo abreviado como d—y = H(z,y) donde H(z,y) es una expresion
x

(en realidad es una funcion en dos variables) y donde se espera que y sea funcion derivable
de z, lo que se denota y = y(x) dado que no se conoce a la funcién y, pero se quiere indicar
que es funcion de x.

Observaciéon 14.1. Las integrales indefinidas son un caso simple de este tipo de EDO ya

d
que /g(a:) dr =y(z) + C ssi d_y = g(x) y se tendria H(x,y) = g(x)
x
Observacion 14.2. Una ecuacion diferencial de primer orden tiene infinitas soluciones.
Pero si imponemos una condicion inicial, entonces la solucion es unica. Se habla de un
problema de valores iniciales o problema de Cauchy.
Escribiremos un problema de Cauchy como

donde xy pertenece a algun intervalo en el que la EDO y sus soluciones tengan sentido,
y para yo arbitrario.
Ejemplo 14.1. FEscriba la situacion siguiente como un problema de Cauchy y resuélvalo:

Encuentre la unica solucion y(z) de la ecuacion diferencial W ge + 2% sujeta a la

dz
condicidn inicial y(0) = 1.

Solucién: El problema de Cauchy indicado es

dy 2
el — 97

I +x
y(0) =1

y para resolverlo notamos que la EDO es simplemente una expresiéon para primitivas de
27 + 22 es decir,
y(x) = /(293 + 1) dr = /(e‘“n@) + 2%)dx

27 x>
= Y ikkeR
m@) T3 TMrE
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20 03
Entonces para k € R se debe tener 1 = y(0) = n(2) + 3 +k = n(2) + k, es decir,
1
k=1-— M, por lo que la soluciéon es
2 3 1
- T
y(@) In(2) 3T In(2)

O

Definicién 14.2. 1. Diremos que una ecuacion diferencial de primer orden es lineal si
se puede escribir como:

Y — gy + o),

donde g y h son funciones que dependen sdlo de la variable independiente x.

2. Diremos que una ecuacion diferencial lineal de primer orden es homogénea si la pode-

7 L8y
mos escribir como: — = g(x)y
dx

Observacién 14.3. Note que una EDO lineal homogénea siempre admite como solucion a
la funcion constante de valor 0.

Las ecuaciones diferenciales se usan para describir modelos matematicos de situaciones
reales. Antes de resolver ecuaciones diferenciales veremos algunos ejemplos.

14.1.1. Ejemplos de Ecuaciones lineales homogéneas

Ejemplo 14.2. Decaimiento radioactivo Se considera una muestra de material que tiene
N(t) dtomos de un isétopo radiactivo en el momento t. Se ha observado que una fraccion
constante de estos dtomos radioactivos decae espontdneamente durante cada unidad de tiem-
po en proporci’on a la cantidad N (t). Para conseguir un modelo para N (t) se usa la ecuacion

N
diferencial — = —k - N, donde k > 0 es una constate positiva, y el signo negativo indica

explitamente que N decrece al aumentar t. Si Ny es el numero de dtomos radioactivos pre-
sentes en la muestra en un instante ty, se tiene que la evolucion del proceso es descrita por

el problema de Cauchy:
dN

“Y kN
dt
N(to) =Ny >0

donde asumimos que N > 0 dado el contexto. Note que el tiempo t se puede medir de forma
relativa, esto es, podemos asumir que t = 0 es el instante en que se comienza a observar la
desintegracion, por ejemplo, u otro instante arbitrario pero fijo para el modelo.
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Ejemplo 14.3. Crecimiento exponencial Sea P(t) > 0 el tamano de una poblacion en un
instante t (medido en anos) con tasa de natalidad 5 y tasa de mortandad §, ambas constantes
en este modelo. Se tiene que la razon de cambio con respecto al tiempo es proporcional al

tamano de la poblacion, es decir, su crecimiento estd descrito por la ecuacion diferencial:
dP

— =k-P, donde k = 8 —0 > 0 es la tasa de crecimiento anual. Si Py es la biomasa

dt
bacteriana inicial al iniciarse el proceso de crecimiento (o algin instante predeterminado

pero fijo), se tiene que la evolucion del proceso es descrita por el problema de Cauchy:

dP
S kP
dt
P(O) =F >0

Acd asumimos que k > 0 porque se trata de crecimiento, pero usamos —k cuando se trata
de decrecimiento (mantenemos en esta seccion k > 0 para explicitar crecimiento o decreci-
miento).

Ejemplo 14.4. Eliminacién de medicamentos Suponga que se sabe que la cantidad
A(t) > de cierto medicamento en la corriente sanguinea, medido por el exceso sobre el
nivel natural de la misma, disminuye a una razon de cambio proporcional a la cantidad

excedente actual. Esto es, — = —kA donde k > 0 se denomina constante de eliminacion

del medicamento. Si Ag es la cantidad inicial (tiempo relativo a ese instante) de medicamento,
se tiene que la evolucion del proceso es descrita por el problema de Cauchy:

dA
“2 A
dt

Ejemplo 14.5 (Un caso de EDO lineal no homogénea). Ley de enfriamiento de Newton
Consideremos el cambio de temperatura de un objeto que se enfria. La ley de enfriamiento de
Newton considera que la velocidad del cambio de temperatura es directamente proporcional
a la diferencia de temperatura del objeto y del medio que lo rodea. Ademds, se supone que el
medio que rodea al cuerpo tiene una temperatura constante T, .

La ley de enfriamiento de Newton afirma que la funcion que asigna la temperatura T'(t)
de un objeto en el tiempo t es solucion del problema de Cauchy:

dr

—  =—k(T-T,
dt ( OL)
T(0) =T,

donde k > 0 es un coeficiente de conductividad térmico que depende de cada objeto y Ty es
la temperatura inicial del objeto.
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14.1.2. EIl método de separacién de variables para resolver algunas EDO

Definicién 14.3. Una EDO se dice de variables separables si se puede escribir de la forma
dy
—_— = . h

Y~ gw) - hly)

d
Proposicién 14.1. Una EDO separable d_y = g(z) - h(y) se puede resolver por medio de
x

/ @d _ / o(x)dz

1 dy _
h(y) dz

d
Demostracion. Note que d—y = g(z) - h(y) ssi g(x) y como ademds y es (o debe
x

ser) funcién de = entonces

/g(x)da::/@%dx

u = y(x)
pero realizando un cambio de variable , dy
codu =y dx = dx

1
= [ —du
o
i . 1
que entrega funciones que, al derivar respecto de u, dan ——

1h(U)’

lo que equivale a que al derivar respecto de y den @
1
/ h(y)

Ejemplo 14.6. Un cultivo de bacterias Streptococcus A recién inoculadas (un grupo comin
de microorganismos que causa inflamacion séptica en la garganta) contiene 100 células. Al
revisar el cultivo 60 minutos después, se determina que hay 450 células.

O

1. Determine el nimero de células presentes en cualquier tiempo t (medido en minutos),
suponiendo que el crecimiento es exponencial.

2. ¢Cudl es el tiempo de duplicacion de esta bacteria? (el tiempo de duplicacion es el
tiempo que se requiere para que el nimero de células se duplique).

Solucion:

d
1. Crecimiento exponencial significa que — = kP(t), k > 0, donde P(t) es el nimero

de células en el instante t. Se trata de una EDO de variables separables, y se tiene
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dP
5 = k/dt, es decir, In(|P(t)|) = kt + C, para algin C' € R. Por otra parte, el

contexto indica que P(t) > 0, por lo cual |P(t)| = P(t), es decir, In(P(t)) = kt + C.

Pero considerando ¢ = 0 como el momento de la inoculacién, se sabe que In(100) =
0+ C, es decir, C' = In(100), de donde P(t) = **+n(100) — 100k,

Pero también sabemos que P(60) = 450, es decir, 450 = 100e*° 4,5 = %% de donde
In(4,5)
k= > 0.
60

Por lo tanto P(t) = 100e 5™ o mejor
P(t) = 100( §/4,5)"

2. Sean t,7 € R. Entonces P(t) se duplica al transcurrir un tiempo 7 ssi P(t+7) = 2P(t),

es decir, 100( {/4,5) "7 = 2. 100( {/4,5)", que equivale a 100( Y/4,5)" - (Y/4,5)" =

2- 100( V4, 5)t y como la exponencial no es cero, simplificando se obtiene ( /4, 5)T =

60 In(2
2, yasi T = ] (2(5)) ~ 27,65. De paso, eso significa que el tiempo de duplicacion
n )
es invariante, no depende del instante ¢ a partir del cual quiero que se duplique la
poblacién.

Luego el tiempo de duplicacion para este cultivo de Streptococcus A es cerca de 28
minutos.

O

Ejemplo 14.7 (Ley de enfriamiento de Newton en medidas anglosajonas). Una taza de
café instantdneo recién servida tiene una temperatura de 180°F. Después de dos minutos de
permanecer en una sala a 70°F, el café se enfria hasta 165°F.

1. Determine la funcion solucion.

2. sEn qué tiempo t el café llega a una temperatura de 120°F. ¢

Solucion:

1. Es un problema de la ley de enfriamiento de Newton, en que la temperatura ambiente
(se asume constante) es T, = 70°F y efectivamente el café se enfria, es decir, se tiene
T(t) > 70, en cada instante t medido en minutos desde que se sirvié la taza de café,
por lo que se requiere de una constante k£ > 0 con la cual se cumpla el problema de

Cauchy
dT
= - k(T -
p ( 70)
T(0) =180

y adicionalmente se sabe que T'(2) = 165°.
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ar
Como la EDO es de variables separables, entonces / = —k / dt, es decir,

T —70
In(T"—70) = C — kt, C € R o mejor,
T(t) =70 +eCe™

Pero 180 = T(0) = 70 + e“e® de donde ¢“ = 110 y por tanto T(t) = 70 4 110" para
todo t € R.

1 95 95
Ademéds 165 = T'(2) = 110e* =-In(— ) =1 — ). L
demds 165 (2) =70+ 110e*" de donde k 51 <110) n( 110) uego

T(t) = 10+ 110 - ™ (Vi)

0 mejor

95\
T(t) =70+ 110( FO) , paracadateR

2. Sea t € R. Entonces

120 = 7(0) = 70+ 1101/ 2)
N n 110
In (2%
o= G0 7
In (\/ 1)

O

Ejemplo 14.8. Se llama vida media 7 de un isétopo al tiempo que se requiere para

que la mitad de la cantidad inicial se desintegre en otros elementos, es decir T =t cuando
1 In(2

N(t) = §N(0)' Pruebe que 7 = %

Observacién 14.4. Recordemos que en los ejemplos (14.9), (14.3) y (14.4) teniamos una
ecuacion del tipo:

d
d—gt/:—ky, conk>0ey>0

y aplicando el método de separacion de variables tenemos

Yok [
)

In(ly]) =In(y) = -kt + C

como y > 0,

para algun C' € R. Por lo tanto,
y(t) — e—kt—i—C — e—kt . 6C — 6C’ . e—kt
Para t = 0 se obtiene y(0) = e y la solucion de la ecuacion resulta ser

y(t) = y(0)e ™.
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Ejemplo 14.9 (Ley de enfriamiento de Newton). Recordemos dicha ley.

ar

— = —kK(T-T,), k
o ( ) >0

Rescribamosla como ]

T-T,

Como se trata de enfriamiento se tiene que T(t) > Ty,

1
dl' = | —kdt
/ T — Ta /

In(|T —T,|) =In(T —T,) = =kt + C

dT" = —kdt

Luego

T(t) . Ta — ek’t-i-C' — e—kt X 60

Para t =0 se tiene ¢ = T(0) — T,, luego,
T(t) =T, + e *™(T(0) - T,)

Notemos que
lim T(t) =1T,,

t—+00

es decir, a medida que transcurre el tiempo, la temperatura del objeto converge a la tem-
peratura del medio que lo rodea. La rapidez de dicha convergencia depende el coeficente de
conductividad térmica k.

Ejemplo 14.10. Recordemos la Ecuacion logistica,que se presento al inicio del curso de
Matemdticas I, que indica como crece una poblacion sujeta a restricciones externas de espacio
o alimento. Inicialmente crece exponencialmente y luego se va frenando hasta llegar a un
limite. Pero la ecuacion que establece el modelo indica que la rapidez de crecimiento en cada
instante t es proporcional al tamano actual de la poblacion P y proporcional a la diferencia
entre el tamano maximo M y la poblacion actual, es decir, el crecimiento estd descrito por
la ecuacion diferencial:

P
Cii—t:k:P(M—P), k>0

donde k es la velocidad de crecimiento de la poblacion (sin contar la limitacion externa
M ). Si P(0) es la poblacion inicial la evolucion del proceso estd descrita por el problema de

Cauchy:
dP
— = kP(M-P
{ = (M - P)
PO) = P, >0.
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Supongamos que M > P. Para aplicar el método de separacion de variable usemos

1

——_dP = kdt.
par—pyif = ket

Por método de fracciones parciales

SRS I
P(M—P) M\P M-P

1 1 1
M/(E+M—P)dpz/kdt

Como P >0y M— P >0 se tiene que

%(MW%JMM—M):/MR

Luego

Es decir,

P
hl(M—P) =kEMt+C

P M+ _ kMt C
M—-P

De donde

Usando la condicion inicial P(0) = Py, obtenemos que e =

0 luego
M—p Y

P o Po@kMt
M—-P M-P,

Finalmente la funcion solucion es

M Py

P(t) =
() Po‘i‘(M—Po)e*kMt

Notemos que si la poblacion inicial Py < M, entonces P(t) < M para todot > 0 y

lim P(t) = M,
t—4o00

Como i kP(M — P) > 0 a medida que transcurre el tiempo, la poblacién crece en forma

reqular a una poblacion limite finito M cuando t — +o00.
Si Py > M, un andlisis similar demuestra que P(t) decrece en forma reqular a una
poblacion limite finito M cuando t — +o00.
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Ejemplo 14.11. Supongamos que en el instante t = 0, la mitad de una poblacion de 100 mil
personas ha escuchado un rumor y que el nimero de P(t) de personas que lo han escuchado

crece a razon de 1000 personas por dia. Si P(t) satisgace la ecuacion logistica
dP
— = kP(100 — P

(con P en miles de personas yt en dias), determine el nimero de personas que han escuchado
el rumor después de 30 dias.

Solucién:  Necesitamos determinar el valor de la constante k. Sabemos que P(0) = 50 y
P'(0) =1 luego 1 = k50(100 — 50). y k = 0.0004, luego la ecuacién diferencial queda
dpr

—— = 0.0004P(100 — P
o ( )

Por separacién de variables tenemos

1
— 4P = [ 0.0004tdt
/ P(100 — P) /

Por método de fracciones parciales

1 1 /1 N 1
P(100 — P) 100\ P 100 — P
Luego

1 1 1
100 (f + 100——P) dP = /0.0004dt

(ln(P) — In(100 — P)) - /0.04dt

Es decir,

P
ln(lOO — P) =0.04t+ C

Cuando ¢t = 0, P(0) = 50 luego, C' = 0, De donde

P _ (004
100 — P
Finalmente la funcién solucién es
100 0.04¢
Pt)= —"
1 + 60.04t

Por lo tanto, el niimero de personas que han escuchado el rumor después de 30 dias es P(30)
que es aproximadamente 76.85 miles de personas. O
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Teorema 14.1 (Existencia y unicidad de solucién de un problema ). Dado el problema de
Cauchy (o de valor inicial)

dy

A —

I (z,y)
y(zo) =0

st tanto H como 5 So" funciones continuas en un rectingulo abierto R = {(x,y) € R? |

a<x<bc<y<d} que contiene a (xg,yo), entonces existe una unica solucion y = f(x)
del problema, con f definida en un intervalo |xg — 6, xg + 0] C Ja, b].
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14.2. Solucién general EDO Lineales

d
Observacion 14.5. Para resolver una EDO Lineal de la forma d_y = g(x)y+ h(x), se sigue
x
el siguiente método:

1. Determinamos un factor integrante de la “forma” u(x) = el —9(@)dz ﬂ y notamos que,
por regla de la cadena,

) = 8009 ([ g(aar) = uto) (= oto) = -utogte)

2. Multiplicamos la EDO Lineal por u(z) y al reordenar

() () = p(x) 52— p(w)glaly = pla) T+ 1 )y = ()

3. Entonces pu(x)y se obtiene de /u(x) -h(x)dzx, de donde se despeja y obtiene y.

d 2
Ejemplo 14.12. Resolver d_y =Yy g2 cos(x), con x > 0.
T x

Solucion: La EDO es Lineal, asi que aplicamos el método anterior:

2
1. En este caso, g(z) = = y h(x) = 2% cos().
T

2. Buscamos un factor integrante de la “forma” e ~9@) 4 bHero
—2
/—g(m) dr = /—dx = —=2In|z|+ C = —2In(x) + C( ya que z > 0)
x

Elegimos factor integrante p(z) = e 2@ = 572,

3. Entonces

pw(x)h(z) = 272 2% cos(x) = cos(z) y por otra parte
o dy _ -2 dy 92
pa)h(z) = pla)— — ple)g(z)y = ™ — — 2™~y
_pdy - —2 \/
= QE—Qx By = (m 2y)

-2

Luego = cos(z), z >0
9Note que el efecto de la constante de integracién es producir ponderadores no negativos para u(z), de
la forma e“

como al resolver crecimiento exponencial o decaimiento radioactivo, y que no son relevantes.
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4. Entonces %y + C = /COS(ZL‘) dz, de donde 7%y = sen(z) + C, C' € R, de donde

obtenemos las soluciones

y = az’sen(x) + Ca?, >0, C e R.

En caso de que se trate de un problema de valor inicial (o de Cauchy) con y(xo) = yo, o > 0,
ello determina la constante C'. 0]
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14.3.

Guia

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.

dy
dx

/(5) -

(%) La vida media de la morfina en el torrente sanguineo humano es de tres horas. Si
inicialmente hay 0,4 mg de morfina en el torrente sanguineo, halle la ecuacion para la
cantidad de morfina presente en el torrente sanguineo después de t horas.

., Cuando llegara la cantidad por debajo de 0.01 mg?

= wsen(2z)
Encuentre la tnica solucién del problema de Cauchy:

Un espécimen de carbén de lenia encontrado en Stonehenge contiene el 63 % de carbono
14 con respecto de una muestra de carbén actual. ;Cudl es la edad de la muestra 7
Resp: Aproximadamente 3800 afios.

El radio se desintegra exponencialmente. Su vida media es de 1620 anos. ;Cuénto
tiempo tardara una muestra de 50 gr. en reducirse a bgr ?

(¥*) Un asado de 5 kilos que inicialmente estd a 25°C se coloca en un horno que
estd a 400°C. Al cabo de 10 minutos el asado esta a 100°C. ;Cuantos minutos méas

tardara para llegar a 150°C? La ecuacién diferencial que representa esta situacién es
dTr

dt
La razon a la que se propaga una epidemia en una comunidad es directamente propor-
cional a la cantidad de residentes que han sido infectados y al niimero de residentes

propensos a la enfermedad que no han sido infectados. Si Q(t) es la cantidad de residen-
tes que ha sido infectado en el instante ¢, ¢t medido en semanas, la ecuacién diferencial

= —k(T —1T,), k>0 donde T, es la temperatura ambiente.

d
que describe la propagacion de la epidemia es d_? = kQ(M — Q) que corresponde a una

ecuacién logistica. Encuentre Q(¢) si la comunidad tiene 2000 personas propensos a la
enfermedad, si 500 personas tenian la enfermedad inicialmente y habia 855 personas
infectadas al final de la primera semana.

Resuelva las siguientes EDO Lineales, tengan o no valores iniciales:
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SH

) tan(z)y’ — 2y = 2a.

) 2y’ + y(xcot(x) + 1) = cot(x).

) 2%y + (2 +27)y = 1.

) zy + 2y = 42®, y(1) = 4.

) zy — 3y =% y(1) = 0.
(*) oy + (v — 2)y = 32°¢™, y(1) = 3. (corregido)
Y — 2y =4z, y(0) = 1.
y —2zy =1, y(a) = b.

9]

~

S Q

1

)
7)
k)
1) y + cos(z)y = cos(x), y(m) = 0.
m) (%) zIn(z)y’ +y = 2In(x).
n) (x* + 1)y — 22y =2> + 1, y(1) = 7.
)
)
)
)

n) y + 2xy = 2.

S

y' + cot(x)y = 3sen(z) cos(z).

3

r(z+ 1)y —y =22z +1).

q) vy —y = wsen(z).

8. Un estanque contiene 1000 litros de salmuera con 15Kg de sal disuelta. Agua pura entra
al estanque a una razén de 10 litros por minuto. La solucién se mantiene perfectamente
revuelta todo el tiempo y sale del estanque a la misma velocidad. ; Cuanta sal hay en
el estanque después de t minutos? ; Después de 20 minutos?

9. En un cierto pais hay $10 mil millones en circulacién y cada dia $50 millones pasan por
los bancos. El gobierno decide reemplazar los billetes por un modelo nuevo cambiando
todos los billetes antiguos que llegan a los bancos cada dia. Sea z(t) la cantidad de
dinero en circulacién en forma de billetes nuevos, con z(0) =0

a) Formule un modelo matematico que represente la transicién de los billetes antiguos
a los nuevos. (Encuentre una ecuacién diferencial con condiciones iniciales)
b) Resuelva la ecuacién de la parte (a).

¢) {Cudnto demorarédn los billetes nuevos en constituir el 90 % del total en circula-
cién?
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15. Integrales Impropias

Sean a,b € R. Sabemos que / f(x) dx existe si f es continua en [a, b].

Las Integrales Impropias son de dos tipos:

1. El intervalo de integracién de la forma [a, +00], | — 00, al, | — 0o, +00]

2. El integrando tiene una asintota vertical en ese punto, es decir, lim f(z) = +oc.
Tr—cC

Definicién 15.1 (Integrales impropias). 1. Intervalo no acotado:

a) Si f es continua en |a,+o00|, definimos

+Oof( dr = hm/f

u t——+

st este limite existe.

b) Si f es continua en | — oo, b], definimos

b b
/ f(z) dx = tg'r_n f(z) dx

si este limite existe.
c) Si f es continua en | — oo, +00[ definimos

—+00 “+oo

(@) da::/_c f@)de+ | f@)de

donde c es cualquier nimero real, si ambos limites existen.
2. Asintota vertical o funcion no continua en un punto:

a) Si f es continua en [a,b] definimos
b
/ f(z) dx = hm / f(z

b) Si f es continua en |a,b| definimos

st este limite existe.

[ =i [ ) as

t—at t

st este limite existe.
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c) Si f es continua en [a,b] salvo en un punto ¢ € (a,b) donde f tiene una discon-

tinutdad, definimos
b c b
/f(:z:) dx:/ (@) dx+/ () da

st ambos limites existen.

3. Si el limite que define la integral tmpropia existe, se dice que la integral impropia
converge al valor del limite. En caso contrario se dice que la integral impropia
diverge o que no converge (algunos autores dicen que diverge si el limite es 0o o es
—00).

Ejemplo 15.1. Analice:
400 1
.
0
1
2. / dx
o V1—=x

o 1
3. —d
/ool+as2 !

Solucion:

+o00 t 1 1
1. / — d:)j = lim — d:v = lim % = lim (__ + _> —
1

t—-+00 t—+oo J; t—+oo \ 212 2

1
2

1
Luego la integral / — dx converge a 3
x3

1

LS| LS|
/ de = lim |~ do = lim (-2v1—a))

oo V1 —x t——oo [, t——00

= lim VI -t-2)=
——00

0

Luego la integral / dx diverge.

1
o V1—=x
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S | 0 1 S|
dx = d —d
/_Ool+x2 v /_001—1—3:2 x+/0 14 a2 .

0 t
= lim dx + lim
s——o0 [, 1+ 22 + t—oo Jg 1+ 22

= lim [Arctan(z)]? + lim [Arctan(z)]}
§——00 t—o0

dx

= lim [Arctan(0) — Arctan(s)] + th [Arctan(t) — Arctan(0)]

S——00

R

oo

Luego la integral / dx converge a T.

—0o0

1+ 22

2
1
Ejemplo 15.2. Analice la integral impropia / — dzx
0o (2z—1)3

Solucion:

2 1 2
/—Qdm:/ —Qda:+/ ! @
0o (2z—-1)3 0o (2z—1)3 L (2z—1)3

Tenemos que

-
-
—_

2 1
/ dr=lm [ — 4
o (2z-1)3 t=+(3)~Jo (2xz —1)

Adems4s

2 1 2 1
/ — — _dr= lim S E— P
1 (22 —1)3 t=(p*+Je (22 —1)3

|-

2

1 3 3

Luego / ——dr = -+ ZV/3 y asi, esta integral converge. U
0o (2z—1)3 2 2

W=

N W
5
w

— lim [§(2x—1)

t—(3)t
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15.1. Guia

Integrales impropias

<1
2. (x) Considere la integral impropia / — dz, con p € R. Pruebe que:
. T

i) Si p <1 entonces la integral diverge.

ii) Si p > 1 entonces la integral converge.

o0

3. 1) Pruebe que /

—00
t

a2 dx converge.
x

1+ 2

7
de.

ii) ;Existe lim
t=oo J_, 1+

4. Averigiie si las siguientes integrales impropias convergen o divergen. Evalielas si es
posible.

a) /0 Oosen2(x)dx d) / e da 9) (%) /0 Oocos(x)e_se”(z) dx

oo

D) (%) /Oooxe—%dx ) /300 ;Hda; B /Oooﬁdx
c) /Ogmdx f) /;%da: i) /_:éd:v

t

5. (%) 1) {Es correcto escribir / flx)der = th’m f(z)dz?
— 0o —00 ¢

o0

ii) Pruebe que la integral /

— 00

t

z3dx diverge pero lim 23 dr = 0.
t—o0 ¢

6. Averigiie si las siguientes integrales impropias convergen o divergen.

2 de d) / tan(x) dx
0

a) 7)1$1n(4x) dx ! /Omﬁdi ’ /510 vee?

7. Averigiie si las siguientes integrales impropias convergen o divergen.

a) (%) ) /ooidx c) (%) 2 a1
/ x dx 0o ¢ / ; dx VT
1 1 —+ IQ 0 ]. + e*

8. Averigiie si las siguientes integrales impropias convergen o divergen comparandolas cos
integrales impropias conocidas

180



Matematicas I-II Sergio Mutioz / 2025 F. Ciencias/UChile

24 cos(x)

)/Oo -z g b) /OO L )/OO ! d d)/ d
a e X e —— ) 1 C E——— 4 — aAX
0 1 Vat+1 1 V3Tt 41 1 xP

9. Utilice criterio de comparacion directo o de comparacién en el limite para analizar la
convergencia de:

) (%) /OO ! dx ( i direct t ! 1 limit
a ————— dx (sugerencia: compare directamente con — o en el limite
241+ ad) 8 P x?
1
con E)

(0.9}
b) (x) / e da (sugerencia: compare directamente con e~ %)
1

o 1
C)/ ——dx
2 \/I+2—1

o 1
d —d
) /1 2?2In(xr + 1) ‘
e) (x) Averigiie sobre el método de L’Hopital para calcular limites y tselo junto al

[o¢]
criterio de comparacién en el limite para analizar la convergencia de / e " dx
1

N
9) /;O@dw

1
h) / e " dr
0
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16. Nociones de matematica discreta

Esta seccion trata de algunos temas vinculados con formas de contar permutaciones,
arreglos y combinaciones mediante factoriales, algo de probabilidades, sumatoria y binomio,
un poco de Induccion Matematica, todos elementos que pueden adquirir importancia propia,
como probabilidades, o servir de herramienta para la expresion y calculo de valores que
provienen de una cantidad finita de valores.

16.1. Combinatoria

Se trata de contar todos los casos posibles en que ciertos sucesos pueden ocurrir, y se
basa en dos principios bastante simples, que se pueden comprender con un ejemplo:

Proposicién 16.1 (Principio aditivo). Si dos sucesos que conforman un suceso mayor no se
influyen mutuamente, la cantidad de veces que cada cual ocurre son sumadas para calcular
su aporte conjunto al conteo de casos del suceso mayor.

Proposicién 16.2 (Principio multiplicativo). Si dos sucesos que conforman un suceso mayor
se influyen en secuencia, la cantidad de veces que cada cual ocurre son multiplicadas para
calcular su aporte conjunto al conteo de casos del suceso mayor.

Ejemplo 16.1.
La figura muestra posibles caminos para ir de A hasta N. Asumiendo caminos sin retro-
ceso, entonces

1. En la primera etapa se puede pasar por J, G o H, los que son independientes y se
suman sus posibilidades: son 3.

2. En la sequnda etapa se puede pasar por K o L, que son independientes y se suman Sus
posibilidades: son 2.

3. Habiendo 3 posibilidades y luego dos posibilidades, un camino concreto de A hasta
N toma alguna de las 3 posibilidades (J,G,H) y luego, en secuencia, alguna de las 2
posibilidades (L,K), por lo que en total hay 6 posibles caminos de A hasta N.
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Proposicién 16.3. Dados n € N elementos diferentes, la cantidad de listas (donde importa

el orden) que se pueden formar de largo k, usando los n elementos, si se pueden repetir, es
k
n”.

Proposicién 16.4 (Permutaciones). La cantidad de diferentes reordenamientos sin repeti-
ciones (o0 "permutaciones”) de n € N objetos es n!, donde n! es el “factorial de n”, dado por
nl=n-(n—1)---3-2-1. Adicionalmente se define 0! = 1.

Proposicién 16.5 (Arreglos). La cantidad de listas ordenadas de k € N elementos tomados

de entre n € N elementos, con n > k (arreglos de largo k) es —————

(n—k)!

Proposicién 16.6 (Combinaciones). La cantidad de conjuntos (donde no importa el orden)
de k € N elementos distintos tomados de entre n € N elementos, con n > k (combinaciones
! n!

de k elementos) es m Se denota (Z) = —(n TR

Proposicién 16.7. Dados n,k € N, con 0 < k < n, se cumplen:

00
0 n
n n
()2
n n
()=
4. Si k>0, entonces (k: ﬁ 1) + (Z) = (n —]: 1) (tridngulo de Pascal)

16.2. Teorema del Binomio de Newton

Proposicién 16.8. Sin € N y 0 # a,b € R, entonces

(a+b)":(n)an~b0+(¢)‘anj'bi+"'+< n >,a1.b"1+...+(n).ao.bn
0 7 n—1 n
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16.3.

Guia

Combinatoria

1.
2.

10.

11.

. Cuantos numeros diferentes se pueden formar usando los digitos 2, 4, 7, y 97

. Cuantos numeros diferentes se pueden formar usando los digitos 2, 4, 7, y 9, si cada
digito se usa una sola vez en cada nimero?

Si en un departamento hay 15 profesores y 72 alumnos, y cada alumno debe tomar a
un unico tutor, jcuantas parejas alumno-tutor se podran formar?

.De cuantas formas pueden formar fila 15 personas?

. . De cuantas formas distintas pueden serntarse 15 alumnos en una sala con 40 asientos?

. De cuantas formas distintas pueden quedar asientos vacios si se ocupan 15 asientos
de una sala de 40 asientos?

Se encuentra un grupo de estudiantes en un congreso, y se producen 15 saludos entre
ellos; si cada uo salud6 a todos los demas, ;jcudntos estudiantes eran?. En el mismo
congreso, hubo 2485 saludos el primer dia; si se asume que cada persona saludé a todos
los demas, ;cuantos asistentes habia?.

De 21 asistentes a un trabajo de campo, deben cocinar 3 de ellos por turnos. ;Cuédntas
comisiones para cocinar se pueden formar?

;De cuantas maneras se pueden ordenar 6 libros en un estante si dos de ellos deben
quedar juntos?.

En una asamblea deben escogerse 9 representantes, tres de entre 1500 estudiantes,
cuatro entre 200 académicos, y dos entre 50 fucionarios. ;De cuantas formas pueden
elegirse los representantes?.

Un grupo de cinco hombres y siete mujeres forma una comisiéon que debe formarse con
2 de los hombres y 3 de las mujeres. Calcula por separado cada caso:

a) Cualquiera puede pertenecer a la comisién.
b) Una mujer determinada debe pertenecer a la comision.

¢) Dos de los hombres no pueden estar en la comisién.
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Teorema del Binomio de Newton

1. Encuentre el coeficiente numérico que acompana a la potencia de z indicada al desa-
rrollar y simplificar por Teorema del Binomio (no se preocupe de la aritmética, sino de
expresar en términos de operaciones bésicas o de coeficientes binomiales):

a) Coeficiente numérico de 2° en (1 + z)°
b) Coeficiente numérico de x'° en (2? + 2)°

¢) Coeficiente numérico de x'! en (2* + 1)°

1\ 13
d) Coeficiente numérico de ™" en <x + —)
T

1\ 2!
e) Coeficiente numérico de 2% en (3962 + —)
x

5\ %
f) Coeficiente numérico de z?' en (2x4 — —2>
x

2. Sin sumar los términos, sino buscando formar el desarrollo de algtin binomio, determine
4
4
el valor de la expresién 4+
reion 3 ()

5

. i Z (2) 2°7% = 0 ; Cuénto vale x?

k=0

w

1 en el desarrollo de

3 22

en el desarrollo de

4 23

en el desarrollo de

4. Determine el coeficiente de 2~

5. Determine el coeficiente de 2~ '3

6. Determine el coeficiente de 22
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16.4. Sumatorias

La suma de los cuadrados de los n primeros niimeros naturales se escribe
1+2° 4 +n’

Observe que el término general de esta suma es de la forma i y se obtiene cada sumando
dando a 7 los valores 1,2,3,--- ,n. Existe un simbolo que permite escribir sumas en forma

abreviada, llamado simbolo de sumatoria que consiste en la letra griega Z Usando este

n
27
=1

simbolo la suma anterior se escribe

se lee suma de i* desde 1 hasta n
Se subentiende que si a; es un nimero u otro tipo de objeto mateméatico que se asigna a
n

1, entonces Z a; quiere decir que ¢ € Z, con 1 <4 < n, y donde
i=1

n

Zai=a1+a2+"'+an

i=1

Del mismo modo, definimos para p,q € Z con p < ¢

Zai:ap+ap+1+---+aq

i=p

Es claro que en lugar de la letra i se puede usar otra letra cualesquiera. Z k= Z

k=1 i=1
n

Z 4. Las letras 7, j, k que se usan para tal efecto se llaman indices.
j=1
Otras formas de usar la sumatoria:

6
=242+ 42

=1

Proposicién 16.9. Sean a;,b; nimeros reales para j € Z, y sean p < n con p,n € 7.
Entonces:

Z.iai:ap Q.ilz(n—p)—l—l
1=p i=p
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3. Zaz—ap—i- Z az—<2az>+an 6. Z’t— n—l—l

=(p+1)

4. zn:(aﬁb Za,—l—Zb 7. Zz = (2”“)

i=p

5. g(cai):cgai 8 Z :( ”*1))

n

9. Z(aiﬂ — a;) = Ap41 — Gp (propiedad telescopica)

i=p
P —prtt
10. Sir # 1 entonces para todos p < q en Z§ se cumple ZTZ =T (suma geométri-
, —r
i=p
ca)
n n+q
11. Para todo q € 7 Z a; = Z a;_q (desplazamiento de indices)
i=p i=p+q

Ejercicio 16.1. Use propiedades para demostrar

> (2i — 1) = n® Sugerencia 2i —1=i*— (i —1).
i=1

Ejercicio 16.2. Pruebe que para todo n € N,

2 -D@Ej+1) 2+l
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16.5. Guia

1. Use el simbolo Z para abreviar las sumas que aparecen y calcule

a) B34+5)+(6+5)+9+5)+---+(3-32+5)

b)()6+11+16+ L 151

* — JE— JE— P —

279 T 2

) 241 441 641, 20+l

“ 75 5 5 5
4 28 3441

d S92

)(*)5+ ++ e

)28+28+28+28+28+28+28
6 — — — — — — —
102 10®  10° 107  10° 10t 1013

plylyl L b1 111 111
> 6 12 20 30 T2 56 72 o0 110 CETMR LT T it
2. Calcule
10 " k(k+1)
) 3 2k(k + 1) 9D 5
k=1 k=1
121 n
b) > (3n+2)° h) > (2k —1)7
n=4 k=1
2 4i—1 . - 5
c) () Z ,keN i) () Z@k —1)
i=k 7 k=1
d) Y (k- 5)? 7)) _k(k+1)(k+2)
k=1 k=1
i o) 2
&) (1) 38 b (Y2
k=5 j=2
n 1 n 2
Ny o IDNCEDREY
k=1 =10
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Apéndices

A.

10.

Nociones de conjuntos, sus propiedades y operacio-
nes

. Un conjunto es una coleccion de objetos donde sélo importa qué objetos pertenecen

a €l. Si p es un objeto y D es un conjunto, escribimos p € D como abreviatura de
la afirmacién “p pertenece a D” (eso puede ser verdadero o no segin el caso). Para
abreviar la afirmacién de que p no pertenece a D, usamos p ¢ D (nuevamente eso es
verdadero o falso segun el caso).

Entonces dos conjuntos A y B son iguales, es decir, A y B representan al mismo
conjunto, ssi A y B tienen exactamente los mismos elementos.

Se usan llaves “{” y “}” para mostrar conjuntos. Por ejemplo, {3, 7} es el conjunto que
tiene sélo a dos objetos, el 3y el 7, es decir se cumple 3 € {3,7} y 7 € {3,7}, y sip es
cualquier objeto distinto de 3 y de 7, se cumple p ¢ {3,7}.

Por la igualdad de conjuntos, se cumple {4,2,2} = {4,2} = {2,4}, donde la primera
igualdad ocurre porque al mencionar los elementos del conjunto, la repeticion de 2 no
influye en que pertenezca ni deja de pertenecer por mencionarlo dos veces; la segunda
igualdad ocurre porque lo que importa es qué objetos pertenecen, no en qué orden
menciono a esos objetos.

No confunda {1} con 1 ni con (1): las llaves “{“y “}” denotan a un conjunto, que no
es lo mismo que el o los elementos que tenga.

Para conjuntos B y D, decimos “B es subconjunto de D” cuando todo elemento de B
es también elemento de D, y se abrevia B C D. Ese simbolo, “C”, se aplica a conjuntos
y no a otras cosas. A veces se dice que B “contiene” a A si A C B, pero no quiere decir
que A sea un elemento de B.

Note que A C A, porque es verdad que todo objeto de A también estd en A.

Una forma de asegurar que dos conjuntos A y B son iguales es asegurarse de que A C B
(todo elemento de A estd en B) y de que B C A (B no tiene elementos extra por sobre
los de A, porque todo elemento de B estd también en A).

Cuidado: en algunos textos se usa B C D para decir que B es subconjunto de D, pero
otros usan B C D para decir que B es subconjunto de D pero que no son iguales, lo
que se conoce como “subconjunto propio”.

Si con A es un conjunto y a(x) es una afirmacién respecto de x, entonces la expresion
{r € A | a(x)} abrevia al subconjunto de A formado por sus elementos que hacen
verdadera a a(z).
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11. En particular, {x € A | x # z} es un conjunto, es subconjunto de A, pero no tiene
elementos: se llama conjunto vacio, denotado @ o también (), y no depende de A. Es
el tinico conjunto sin elementos.

12. Dados dos conjuntos A y B, existe un unico conjunto que tiene a los elementos que A

y B tienen en comtn, es decir, los elementos de ambos a la vez: se llama “interseccion
de Ay B” y se denota AN B.

13. Dados dos conjuntos A y B, existe un tnico conjunto que tiene a los elementos que
estdn en alguno de los dos (o en ambos), es decir, tanto a los elementos de A como a
los elementos de B y ninguno mas: se llama “uniéon de A y B” y se denota AU B.

14. Dados dos conjuntos A y B, existe un unico conjunto que tiene a los elementos que
estdn en A pero no en B: se llama “resta de Ay B” y se denota A\ B (o simplemente
A — B). Note quesip€ Byp¢ A, entonces p ¢ (A\ B) (tampoco —p € (A \ B) en
general).

15. Recuerde la notacién de intervalos de nimeros reales, donde a < b:

w a0 ={reR|a<z<b} v [g,00[={r€eR|a<z}
w Ja,b={reR|a<z<b} v Ja,00[={zr€R|a<z}
w o, b ={r eR|a<z<b} n | —00,b={reR |z <0b}
w g, b={reR|a<z<b} w | —o0,b={reR|x<b}

B. Simbologia légico-matematica

En lo que sigue vamos a utilizar la siguiente simbologia para representar y manipular
afirmaciones matematicas tomando en cuenta su verdad (si son ciertas) y su falsedad (si no
son ciertas), es decir, su valor de verdad:

Definicién B.1. Sean p y q dos afirmaciones matemdticas, sea A un conjunto de objetos
matemdticos, y sea x una variable sobre ese conjunto H Definimos:

» (pAq) selee “pyq”, yrepresenta a la afirmacion “p y q son ambas verdaderas” y es
verdad en tal caso, siendo falsa si cualquiera de ellas es falsa.

» (pVq) selee “p o q”, y representa a la afirmacion “algunas de las afirmaciones p y q
es verdadera” y es verdad en tal caso, siendo falsa si ambas son falsas.

= —p selee “nop”, y representa a la afirmacion que niega la verdad de p, siendo verdadera
cuando p es falsa, y falsa cuando p es verdadera.

0Que sea una variable sobre ese conjunto quiere decir que representa de modo genérico a los objetos de
tal conjunto.
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» (p = q) selee “p implica q” EL y representa a la afirmacion “la verdad de p obliga a
la verdad de q” y es verdad en tal caso, siendo falsa si p es verdadera pero q falsa.

» (p & q) selee “p siy solo siq” EL y representa a la afirmacion “p y q son ambas
verdaderas, o ambas falsas” y es verdad en tal caso, siendo falsa si p y q no tienen
igual valor de verdad. Se abrevia también como p ssi q (ssi: st y sdlo si)

n Vxe A (p(x)) se lee “para todo x en A se cumple p(x)” y es verdad en tal caso, siendo
falsa en caso de haber uno o mds elementos x en A que hagan falsa a p(x).

s dJre A (p(x)) se lee “eriste x en A que cumple p(x)” y es verdad en tal caso, siendo
falsa en caso de no haya elementos © en A que hagan verdadera a p(z).

» 3z € A (p(z)) se lee “existe un tdnico x en A que cumple p(z)” y es verdad en tal
caso, siendo falsa en caso de no haya elementos x en A que hagan verdadera a p(x) o
que haya mds de uno que la haga verdadera.

= Para conjuntos B y D, decimos “B es subconjunto de D” cuando todo elemento de B
es también elemento de D, y se abrevia B C D

» La expresion {z € A | a(x)}, con A un conjunto y o(z) una condicion respecto de (lo
que denota) x, representa al conjunto de aquellos elementos de A que cumplen a(zx).

Observacion B.1. Para p y q afirmaciones se cumplen, entre otras, las siguientes equiva-
lencias logicas, esto es, equivalencias que no dependen de a qué se refieren las afirmaciones
sino que dependen de la estructura de conectivos o cuantificadores usados:

= (peq) ssi((p=q)A(g=p)) = —(pVq) ssi (-pA—q)
= (p=q) ssi(—pVq)
= (p=q) ssi (=g = —p) = ~(pAq) ssi(—pV—q)

También se tiene que (p\V —p) es siempre verdadera, es decir, es una Tautologia, mientras
(p A\ —p) es siempre falsa, es decir, es una Contradiccién.
Si p(x) es afirmacidn respecto de x y A es un conjunto, entonces se cumplen

1. =3z € A(p(z)) =V € A(—p(x)) 2. —Vz € A(p(z)) = 3z € A(-p(x))
Si a(x,y) es una afirmacion respecto de dos objetos x ey conx € A ey € B, entonces

1. Vx € Ady € B (a(z,y)) significa que para cualquier elemento p € A se cumplird Iy € B (a(p,y)),
es decir, “cada x € A tiene algun y € B para €l, que hace cierta a a(x,y)”

HTambién se lee “si p entonces ¢”, o también “g cuando p”
12También se lee “p es equivalente a ¢”, o también “q exactamente cuando p”
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2. Jx € AVy € B (a(x,y)) significa que hay algin elemento p € A para el cual se cumple
Yy € B(a(p,y)), es decir, “hay algin elemento x € A que con cualquier y € B hard
cierta a o(x,y)”
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