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Rotaciones en el plano

Sea 6 € [0,27) vy 79: R? — R? la funcién que a cada punto z = (z,y) € R? le asigna el punto
que se obtiene al rotar en angulo 6 a z con centro en el origen.

(a) Argumente por qué el punto 7¢(z) corresponde al vector Myz!, con My la matriz

- (5 )

(b) {Es rg una funcién biyectiva?
(¢) {Es My una matriz invertible? Si lo es, jcudl es su inversa?

(d) Considere otro dngulo p € [0,27) y su correspondiente matriz M. ;A qué funcién corresponde
el la matriz M,May?

Sucesiones recursivas

La sucesion de Fibonacci es una sucesién de numeros naturales definida de manera recursiva
como sigue: Fp = 0,F; =1y paran > 2, F,, = F,,_1 + F,,—2. En este ejercicio encontrard una
féormula cerrada (que solo depende de n) para los términos de esta sucesion.

(a) Muestre que se cumple lo siguiente para n > 2:
1 1\ (Fh1\ [ Fa
10 Fn—2 N Fn—l ’

(b) Exprese el vector (Fj, Fr—1)" en términos de (F1, Fp)" y potencias de la matriz (i (1)>

(c) Verifique que
1 —1\ —1
_ NG _
(1 1) _ 1+2\/5 _ (1 2\/5) 14/5 Of 1+2¢5 _ (1 2\/5) .
L0 1 1 0 52 1 1

n
(d) Determine (1 0) para cada n € N usando la expresién anterior.

(e) Concluya determinando la férmula cerrada para F,.



Escalonamiento e inversas

1. Antes de viajar a la playa, Sebastian pasé al supermercado a comprar algunas cosas: agua
embotellada, galletas de chocolate, galletas de limén y mani japonés. Cada botella de agua
cuesta $1000, el paquete de galletas de chocolate $300, el de galletas de limén $150 y el mani
japonés $400. En total compré diez articulos y gasté $3650. Luego se dié cuenta que habia
comprado tantos paquetes de galletas como la suma de la cantidad de botellas de agua y de
paquetes de mani japonés. Ademas, compro cuatro veces més paquetes de mani japonés que
botellas de agua.

a) ;Cudntos articulos de cada tipo adquirié? Comente su razonamiento.

b) Exprese la situaciéon como un sistema de ecuaciones lineales e identifique la matriz am-
pliada correspondiente.

¢) Escalone por filas la matriz que obtuvo. Deduzca la solucién al sistema y compare con
su respuesta inicial.

2. Considere la matriz

2 0 4 2
A=13 -2 5 6
-1 3 11

Determine las matrices que se obtienen al realizar las siguientes operaciones elementales por
filas. Ademads, exprese tales matrices resultantes de la forma EF'A, con I/ una matriz invertible.

a) Intercambiar la segunda y tercera fila.
b) Multiplicar la segunda fila por —4.

¢) Sumar dos veces la tercera fila a la primera.

3. Considere la matriz

Q O O

donde a es un numero real.

a) ;Para qué valores de a el rango de A es maximal?
b) ;Para qué valores de a es la matriz A invertible?

¢) Independientemente del valor de A, encuentre una matriz invertible £ y una matriz
escalonada reducida por filas P tal que A = EP.

4. Considere la funcién
fiRP >R
(x,y,2) = (x 4+ 2y + 3z, =3z — 2y — z, —2x + 22).

—

a) De una expresién matricial para f, es decir, de una matriz A tal que f(7) = Av.
b) Encuentre todos los vectores ¥ = (z,y, 2)! tales que f(¥) = (2,2,4)".

¢) (Es f una funcién sobreyectiva? Argumente.



Sistemas de ecuaciones lineales

1. Encuentre los valores de k£ € R tales que el siguiente sistema de ecuaciones lineales tiene
solucién unica, infinitas soluciones o ninguna solucién.

r—y+2z=8
—r+y—z= 4
ky+x+2z=—4

Para los valores de k que dan lugar a una solucién tnica, jcudl es esa solucién?

2. Considere la matriz

3 -1 2
A=12 1 1
1 -3 0

a) Determine el rango de A.
b) (Es A invertible? Si lo es, determine su inversa.

¢) (Para cudles vectores B = (a, b, c) € R? el sistema Az = B tiene solucién?

3. Considere la matriz [

11 1 1
1 |11 —i -1 4
W= Vil -1 1 -1/’
1 4+ =1 —i
donde i es la unidad imaginaria y satisface 2 = —1. Sea I la matriz identidad de 4 x 4.

Deteremine los valores o € C tales que el sistema (W — al4)z = 0 tiene solucién para z.

Generacién finita de SL(2,7Z).

Sea SL(2,7Z) el siguiente conjunto de matrices:

SL(2,Z) = {(Z Z) ca,b,c,d € Z,ad — be = 1.}

En este ejercicio va a demostrar que SL(2,Z) esta generado (multiplicativamente) por las ma-

trices
1 -1 1 0
= 7))

(a) Calcule A™ y B™ para todo natural n.

(b) Calcule los productos ABA, BAB y (AB)3. ;Cémo se pueden expresar A~!y B~! en términos
de A y de B?

!La |matriz de este problema estd asociada a la Transformada de Fourier discreta.


https://en.wikipedia.org/wiki/DFT_matrix

a O
d

Ademsds, exprese M como un producto de potencias de A y de B.

Considere una matriz M € SL(2,Z) de la forma M = . {Coémo son sus coeficientes?

Conjeture y demuestre expresiones en términos de A y B para matrices con al menos un
coeficiente nulo.

b )
Sea M = <Z d) con a,b,c,d # 0y suponga que |a] > |c| (;por qué puede suponerlo?).

Usando el algoritmo de la divisién en enteros puede expresar a = c¢q + r con |r| < |c|. ;Qué
obtiene al efectuar el siguiente producto de matrices?

IS I

—c —d

Emule la expresién de N para la matriz ( r b—gq d) . ; Puede continuar este proceso infinitas

veces?

EXpliqué por qué la matriz M se puede expresar como M = PD con P un producto de

potencias de las matrices Ay B,y D = <(1) i) para e € Z.

Concluya que toda matriz M € SL(2,Z) es producto de potencias de A y B.



