Anillos y cuerpos

Luis Arenas

November 9, 2020



Contents

8

9

Definiciones basicas

Productos y matrices

Anillos Conmutativos

Dominios Euclideanos y Principales
Introduccion a la Teoria de Cuerpos
Construcciones con regla y compas
Cuerpos Finitos

Polinomios sobre anillos conmutativos

Factorizacion Unica

10 Criterios de irreducibilidad

11 Poligonos de Newton

12 Anillos completos y series de potencias

13 Derivadas formales

14 Generadores y relaciones

15 Localizacién

10

23

33

45

54

65

71

79

85

90

95

101

108

112



L. Arenas-Carmona

16 Mdédulos

17 Anillos Noetherianos y Artinianos

18 Mdédulos sobre DIPs

19 Introduccién a la Teoria de Cuerpos 11
20 Teoria de Galois

21 Ecuaciones resolubles por radicales

22 Dependencia Algebraica

23 Anillos Normales y Funciones Simétricas
24 Anillos de matrices

25 Algebras simples y semisimples

26 Introduccion a la teoria de representaciones

118

127

134

145

159

174

184

188

195

200

214



Chapter 1

Definiciones basicas

Definicién 1.1. Un Anillo (A,+,-) es un grupo abeliano (A, +) junto con
otra operacion - que satisface las relaciones siguientes:

l.a-(b+c¢)=a-b+a-c,y(b+c)-a=b-a+c-a,
2. (a-b)-c=a-(b-c).

Si solo se cumple (1), se dice que A es un anillo no asociativo. Si ademds se
cumple la condicion siguiente:

3. Existe 1l =14 talque 1-a=a-1 = a para todo a € A,
diremos que A es un anillo unitario.

En lo sucesivo nos referiremos a las operaciones + y - como suma y pro-
ducto respectivamente y adoptaremos muchas convenciones usuales como
omitir el punto al escribir una multiplicacion.

Ejemplo 1.2. El conjunto de enteros pares 2Z es un anillo pero no un anillo
unitario. A menudo enfatizaremos este hecho llamando a un anillo de este
tipo un anillo no unitario.

Un homomorfismo de anillos ¢ : A — A’, es un homomorfismo de grupos
abelianos que ademds satisface ¥ (a)y(b) = 1 (ab). Es un homomorfismo de
anillos unitarios si ademads satisface (1) = 1.

Ejemplo 1.3. La funcién ¢ : Z/27Z — 7, /67 definida por ¢ (0+27Z) = 0+62Z,
v ¥(1 4 2Z) = 3 + 6Z, es un homomorfismo de anillos (ya que (3 + 6Z)* =
3 + 6Z), pero no de anillos unitarios.

Lema 1.4. Si x € A satisface x +x = x, entonces x = 0.

3
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Demostracion. Six+x = x sumamos —x a ambos lados de la igualdad
y obtenemos x = 0. O

Proposicién 1.5. Sia € A, entonces a0 = 0a = 0.

Demostracién. De hecho, a0 = a(0+0) = a0+ a0, y se aplica el lema
precedente. O

Definicién 1.6. Sea (A, +,-) un anillo. Definimos:

Un subanillo de A es un subgrupo aditivo B que es cerrado bajo pro-
ductos, es decir si b y ¢ estan en B, también lo estd el producto be.

Si A es un anillo unitario, un subanillo unitario es por definicién un
subanillo que contiene al 1.

Si J es un subgrupo del grupo abeliano (A, +), tal que aJ C J para
toda a € A, J se llama un ideal por la izquierda.

Si J es un subgrupo del grupo abeliano (A, +), tal que Ja C J para
toda a € A, J se llama un ideal por la derecha.

Si J es un subgrupo del grupo abeliano (A, +), talque aJ C Jy Ja C J
para toda a € A, J se llama un ideal bilatero.

Respecto de las definiciones precedentes, necesitamos hacer algunas ob-
servaciones:

Un subanillo B de un anillo unitario A, puede ser unitario con las
mismas operaciones que A sin ser un subanillo unitario con la definicién
precedente. Basta conque B contenga un elemento 15 tal que 1zb =10
para todo elemento b de B, pero que esta relacién no se cumpla para
algin elemento de A. Ciertamente no puede cumplirse para 14 si este
no coincide con 1z pues por definicién 1415 = 15.

En general, un ideal J (por cualquier lado) de un anillo A es un sub-
anillo pero no un subanillo unitario, salvo si A = J. Esto se demuestra
probando que, si 14 esta en el ideal J, entonces a =a x 14 € aJ C J.
Puede ser, sin embargo, que J sea un anillo unitario con una unidad
distinta 1;. Veremos mas adelante que este fenémeno ocurre realmente
para ciertos tipos de anillos, por ejemplo los anillos producto.
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e Un subanillo B es un subanillo unitario de A si y sélo si la inclusion es
un morfismo de anillos unitarios.

Ejemplo 1.7. nZ es un ideal bilatero de Z.

Ejemplo 1.8. si A es un anillo y  un elemento de A, entonces A es un
ideal por la derecha y Ax es un ideal por la izquierda. Entonces el subgrupo
Az A formado por todas las sumas finitas de la forma ) . a;,za} con a y a’ en
A, es un ideal bilatero de A. El ideal Az A se llama el ideal bildtero generado
por .

Ejemplo 1.9. El conjunto

=10 4)

es un ideal por la izquierda del anillo My(R) de matrices con coeficientes
reales, pero no es un ideal por la derecha, como lo muestran las identidades

siguientes:
x Yy 0 b\ (0 ab+yd cJ
Z w 0d) \0 zb+wd ’

(32)(30)=(0)#

Ejemplo 1.10. Sea A = M(Z) el anillo de matrices con coeficientes enteros,
y sea J = M (nZ) el subconjunto de matrices cuyos coeficientes son divisibles
por n. Entonces J es ideal bilatero de A, como el lector podra probar como
ejercicio. Probaremos en el capitulo de anillos y algebras de matrices que
todo ideal bilatero de A es de esta forma.

adeR}

Sea J un ideal bilatero de A. Dado que A es un grupo abeliano, el cociente
A/J es un grupo abeliano con la suma. Ahora bien

(a+J)b+J)Cab+aJ+Jb+JJ Cab+J+J+J=ab+ J
Por lo tanto, A/J es tambien un anillo.

Ejemplo 1.11. El ideal nZ de Z define el anillo cociente Z/nZ de enteros
moédulo n.

Proposiciéon 1.12. Sea ¢ : A — A" un homomorfismo de anillos y sea
J =ker1. entonces J es un ideal bilatero. Por otro lado, todo ideal bilatero
J es el nicleo de la proyeccion Py : A — A/J, la cual es un homomorfismo
de anillos.
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Demostracién. De hecho, si j € J, entonces ¢¥(aj) = ¥(a)y(j) =
¥(a)0 = 0y ¥(ja) = ¥(j)Y(a) = 0p(a) = 0. La dltima afirmacién es
inmediata. L

Proposicién 1.13 (Primer Teorema de Isomorfia). Si A y B son anillos y
si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos, se tiene que el homomorfismo

inducido ¢ = A/ ker(¢p) — ¢(A) definido por q;(a + ker(gb)) = ¢(a) es un
isomorfismo de anillos. Si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos
unitarios, entonces también lo es ¢.

Demostracion. De hecho, ¢ es un isomorfismo de grupos abelianos y
es inmediato que preserva productos o unidades si ¢ lo hace. O
Las siguientes proposiciones se demuestran del mismo modo:

Proposicién 1.14 (Teorema de la correspondencia). Si A es un anillo y si
I es un ideal bildtero, entonces todo ideal (por cualquier lado) de (A/I) es
de la forma J/I donde J es un ideal (del mismo tipo) de A que contiene a I.

Proposicién 1.15 (Teorema de la correspondencia para subanillos). Si A es
un anillo y si I es un ideal bildtero, entonces todo subanillo (o subanillo uni-
tario) de A/I es de la forma B/I donde B es un subanillo (respectivamente
un subanillo unitario) de A que contiene a I.

Proposicién 1.16 (Segundo Teorema de Isomorfia). Si A es un anillo y
si I C J son ideales bildateros, entonces el isomorfismo candonico de 1 :
(A/D)/(J]I) — AJJ esunisomorfismo de anillos. Si A es un anillo unitario,
entonces ¥ es un isomorfismo de anillos unitarios.

Proposiciéon 1.17 (Tercer Teorema de Isomorfia). Si A es un anillo, si I
es un ideal bildtero de A y si B es un subanillo de A, entonces B + I es un
subanillo de A, BN I es un ideal de B, y B+ 1/I es isomorfo a B/(BNI).

St B es unitario, este isomorfismo es un isomorfismo de anillos unitarios.

Notese que en la ultima afirmaciéon no se requiere que A sea unitario, el
siguiente ejemplo ilustra este punto:

Ejemplo 1.18. Utilizando la notacién usual para intervalos en la recta real,
sea A el anillo de funciones f : [0, 00— R que se anulan en un intervalo de
la forma [K, 0o con K € R. Se deja como ejercicio al lector comprobar que
A es un anillo no unitario. Sea B el subanillo de las funciones que se anulan
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en [2,00[. El anillo B es unitario ya que la funcién caracteristica xjo o es un
elemento unidad de B. Si [ es el ideal de funciones que se anulan en [1, 3[, la
proposicién dice que (B+1)/I es isomorfo a B/(BN1I). El primero de estos
anillos es el anillo de funciones en A que se anulan en |2, 3] cocientado con el
ideal de funciones que se anulan en [1,3[. El segundo es el anillo de funciones
que se anulan en [2, oo[ mddulo funciones que se anulan en [1, co[. De hecho
ambos se identifican naturalmente con el anillo de funciones a valores reales
en el intervalo [1,2[. Esto ultimo se comprueba utilizando el homomorfismo
que lleva a cada funcién a su restriccion en este ultimo intervalo y aplicando
el primer teorema de isomorfia.

Ejemplo 1.19. Sea A el anillo de matrices triangulares superiores con coe-
ficientes reales, es decir el anillo de matrices de la forma

a b c
0 d e
00 f

Consideremos el ideal I formado por todas las matrices con ceros en la diag-
onal, mientras B es el subanillo formado por todas las matrices de la forma
siguiente:
a 0 ¢
0 a O
0 0 a
En este caso es facil ver que (B+1)/I = B/(BN1I)=R.

Para cualquier grupo abeliano A se define el producto na, donde n es un
entero y a € A como sigue:

na es la suma de n términos a+...+a sin > 0, Oa = 04, mientras
que, si n es negativo, se utiliza la férmula na = —(—n)a.

Si A es un anillo arbitrario, entonces la suma directa Z & A es un anillo
unitario con el producto (n,a)(m,b) = (nm,nb + ma + ab). El elemento
unidad del nuevo anillo es 1744 = (1,04). De este modo todo anillo puede
asumirse contenido en un anillo unitario. Notese sin embargo que si A era
ya un anillo unitario, el elemento unidad 14 de A (identificado con (0,14))
no es el elemento unidad del nuevo anillo.

A partir de este punto y en el resto de estas notas, todos los anillos
se asumen unitarios, a no ser que se especifique lo contrario. Del mismo
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modo, todos los homomorfismos de anillos seran homomorfismos de anillos
unitarios, salvo mencién expresa de lo contrario. Cuando sea absolutamente
necesario utilizaremos la expresion un anillo no necesariamente unitario o
una homomorfismo de anillos no necesariamente unitarios.

Inversos

Definicién 1.20. Si a,b € A satisfacen ab = 1, se dice que a es inverso por
la izquierda de b y que b es inverso por la derecha de a. Si ab = ba = 1 se
dice que a es el inverso de b. Si a tiene un inverso, se dice que es invertible.

Los inversos por un solo lado pueden existir, como lo demuestra el ejemplo
siguiente:

Ejemplo 1.21. Sea V' es un espacio vectorial real, entonces el espacio vec-
torial Endg (V') es un anillo con las operaciones de suma y multiplicacion
siguientes:

(f +9)(v) = f(v) +g(v), (f9)(v) = f(g(v)).

La unidad de este anillo es el elemento Iy definido por Iy (v) = v.
Sea V' el espacio de sucesiones de numeros reales. Cada elemento a € V'
es un “vector infinito” a = (ay,as,as,...). Sean F'y E los elementos de

Endg (V') definidos por
Ea = (as,a3,ay,...), Fa=(0,a1,as,...).

Entonces FF = 1EHdR(V) pero F'E # 1EndR(V)‘ En particular, F' tiene
inverso por la izquierda y E por la derecha, pero no son invertibles, como se
deduce del siguiente resultado.

Proposicién 1.22. Si a tiene un inverso por la izquierda b y por la derecha
b, entonces b =10y a es invertible.

Demostracién. b= bl =b(ab') = (ba)t/ =10’ =1'. O
El conjunto de los elementos invertibles de un anillo A es un grupo lla-
mado el grupo de unidades de A y se denota A*.
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Ejercicios

1.

10.

Demuestre que si a y b son elementos de un anillo A y si X es un
subconjunto de A, entonces se tiene (a + b)X C aX + bX.

Probar que el anillo del ejemplo 1.18 no es unitario.
Escriba demostraciones para las proposiciones 1.14 a 1.17.

Probar que todo subgrupo de Z es un ideal bilatero. Probar que esto
no es cierto para el anillo My(Z) de matrices con coeficientes enteros.

Encuentre todos los ideales de R.

Mas generalmente, probar que todo ideal que contiene a un elemento
invertible es igual al anillo completo. Para ideales bilateros, pruebe que
es suficiente que algun elemento tenga un inverso por un lado. Es esto
cierto en general?

Probar que si J e I son ideales por la izquierda de R (por la derecha,
bildteros) entonces tambien lo son I 4+ J e I N J.

Probar que si J es un ideal por la derecha, e I es un ideal por la
izquierda de R, entonces IJ = {>°,_ ixjrlix € I,jx € J} es un ideal
bilatero.

Probar que si J e I son ideales bilateros, entonces JI C JN 1.

Si A es un anillo unitario y si existen don ideales bilateros I y J de
A tales que I + J = A, probar que IJ = I N J. Sugerencia: Escribir
ly=i+jconielyjeJ.



Chapter 2

Productos y matrices

En este capitulo estudiaremos las propiedades basicas de los productos de
anillos, asi como los resultados tedricos que nos permiten determinar si un
anillo es 0 no isomorfo a un producto de anillos mas simples. Probaremos
luego que (en el caso unitario, que es el que mds nos concierne en estas notas)
esto es equivalente a la existencia de ciertos elementos llamados idempotentes
centrales. Este hecho hace que la descomposicion de un anillo como producto
sea mas rigida que en el caso de espacios vectoriales o grupos unitarios.

Si Ay A’ son anillos, su producto cartesiano A x A’ es un anillo con las
operaciones siguientes:

(a,a") + (b,0") = (a + b,a’ + 1), (a,a")(b, V') = (ab,d't’).

Mas generalmente, si { A; }ic; es una familia arbitraria de anillos, su producto
[I;c; Ai es un anillo con las operaciones siguientes:

(az‘)iel + (bz’>iel = (ai + bi)ieb (az’)iel(bi)iel = (az’bi>z’el-

La comprobacién de las propiedades bésicas a partir de la definicién es
un largo y tedioso ejercicio de re-escritura que se deja al lector. el principio
bésico es que, si alguna propiedad se cumple en cada coordenada, ciertamente
se cumple en el producto.

Con las notaciones precedentes podemos reformular el problema principal
de este capitulo como sigue:

Determinar si un anillo dado A es isomorfo a un producto de la
forma A; x Ay para ciertos anillos A; y As.

10
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Definicién 2.1. Si S C A, el centralizador de S es el conjunto
Ca(S)={x € Alxs =sx Vse S}

En particular, Z(A) = C4(A) se llama el centro de A. Un elemento z € Z(A)
se dice central.

Definicién 2.2. Un elemento P € A se dice idempotente si P? = P.

Si A= Ay x Ay, los elementos (0,1) y (1,0) son idempotentes centrales
de A. Inversamente, probaremos que si A tiene idempotentes centrales no
triviales, entonces A es un producto.

Lema 2.3. Si P es un idempotente, entonces P := (1 — P) es un idempo-
tente.

Demostracién. (1-P)?=1-P—-P+P>=1-P—-P+P=1-P. [J
A P¢ se le llama el complemento de P. Tambien se dice que P y P°

son complementarios. Noétese que se satisfacen las relaciones P+ P¢ =1y
PP =0.

Lema 2.4. Si P es un idempotente central, entonces PA es un anillo con
unidad 1pg = P.

Notese, sin embargo, que PA no es un subanillo unitario de A en el sentido
definido en el capitulo precedente, ya que 14 # 1p4.

Demostraciéon. Notese que PA es un subgrupo dado que a — Pa es
homomorfismo de grupos. Ademas, dado que P es central,

(PA)(PA) = P2AA = PAA C PA.

Finalmente, si x € PA, podemos escribir x = Py para algin elemento y, de
donde Pxr = PPy = Py = x. O

Lema 2.5. Si P es un idempotente central, entonces A= PA x P¢A.
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Demostracién. Probaremos primero que A es la suma directa de PA y
P¢A. De hecho A D PA+P°AD (P+ P°)A = A, de donde A = PA+ P°A.
Por otro lado, si x € PAN P°A, entonces © = Pr = PP°xc = 0. Esto prueba
que A = PA @ P°A como grupos abelianos.

Falta probar que el isomorfismo de grupos abelianos PA x P°A = A
inducido por la inclusion en cada factor es, de hecho, un isomorfismo de
anillos. Sia € PAy b e P°A, entonces ab = PaP° = PP¢b = 0. De aqui
sigue que si a € A se escribe como a = aj + ag, con a; € PAy ay € P°A,y
si b € A se escribe como b = by + by, con by € PA y by € P°A, entonces se
puede realizar el calculo siguiente:

ab = (Cll + ag)(bl + bg) = a1b1 -+ albg + (1261 + CLQbQ = albl + CLQbQ.

Concluimos que A = PA x P°A como anillos. O]
Nétese que el hecho de que P es central implica que (Pa)(Pb) = Pab.
Afirmamos que la funcién x — Pz es un homomorfismo de anillos cuyo
nicleo es P°A. Es claro que se anula en P°A. Por otro lado, si Pr = 0
entonces © = Px + P°c = Pz, lo que prueba la afirmacién. Se concluye,
gracias al Primer Teorema de Isomorfia, que PA = A/P°A, de donde

A " A
PcA "~ PA
Esta ultima forma es mas util para calcular. Es también mas natural, dado

que este ultimo isomorfismo es un homomorfismo de anillos unitarios en cada
variable, lo que no sucede con A = PA x P°A.

A

I

Ejemplo 2.6. En Z/6Z el elemento 3 + 6Z es idempotente. Tambien lo es
(14 6Z) — (34 6Z) = 4+ 6Z. Se concluye que:

Z/67. = (3 + 6Z)Z/6Z % (4 + 6Z)Z/6Z = 3(Z/6Z) x 4(Z/6Z).

Por otro lado, se tiene

wzj67) = -LIOL

o =~ 7./37.
AR

Del mismo modo, si recordamos que la imagen de un subgrupo H en el
cociente G/K es (H + K)/K, tenemos

Z/6Z  L)6Z -
Z/67) ~ (Tt ozyjer - L/UE+62) = Z/22,

3(Z/67) =
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ya que 4Z + 6Z = 27 como se vera en los ejercicios (y con mucho mayor
generalidad en un capitulo posterior utilizando las propiedades de los ideales
co-maximales), de donde

7/67 = 7,/27. x 7./31.

Definicién 2.7. Sean P, y P, idempotentes centrales de A. Diremos que
Po< Pysi PP, = PF.

Proposicién 2.8. P, < P, si y solo si PLA C PA.

Demostracion. Si P, < P,, entonces PPP, = P;. Luego PLA =
(PLPy)A = Py(PLA) C P,A. Por otro lado, si PLA C P, A, entonces Py €
P, A, y como se tiene P,x = x para todo x € P, A, se tiene en particular que
P P,=P. O

Proposicion 2.9. Sean P, y P, idempotentes centrales que satisfacen P, Py =
0. §i P = P, + P,, entonces P es un idempotente central que satisface las
relaciones PA = PPA® P,A y PA= PA x PA.

Demostracion. Observemos que
(P1—|—P2)2:P12+P1P2—|—P2P1+P22:P1+P2

De aqui se tiene que P es un idempotente y es facil ver que es central. Las
restantes afirmaciones son un caso particular de A =2 PA x P¢A, aplicado al

anillo PA, dado que P es la unidad de PAy P — P, = P, por lo que P, y
P, son idempotentes complementarios en dicho anillo. O

Proposicién 2.10. Si Py, ..., P, son idempotentes centrales que satisfacen
P +...+P,=1y PP, =0 para i # j, entonces A= PLAx ... x P,A.

Demostraciéon. Se procede por induccién, utilizando la proposicion an-
terior. Los detalles se dejan al lector como ejercicio. O
Notese que este isomorfismo puede escribirse también
A A

PfAX...Xﬂ,

A

I

donde Pf es el complemento del correspondiente idempotente F;.
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El teorema chino de los restos (primera version)

Sean [ y J dos ideales bildteros en un anillo A no necesariamente unitario.
Notese que existe un homomorfismo bien definido
A A
A= — X —,
¢ 7 J
definido por la proyeccion A — A/I en la primera coordenada y, andlogamente,
como la proyeccion A — A/J en la segunda. No es muy dificil constatar que
el nucleo de este morfismo es I N J. Se concluye que existe un isomorfismo

A

1nJ)

1%

¢(A).

Supongamos ahora que I + J = A. En este caso se dice que los ideales son
co-maximales. En particular cada elemento a € A puede escribirse en la
formaa =i+ jconi € [ yj € J. Concluimos que la clase lateral a + [
puede escribirse como j + I con un representante en J. Del mismo modo,
una J-clase lateral satisface b + J = i’ + J para alguin representante i’ en I.
Concluimos que el elemento ¢ = ¢/ + j satisface c+1 =a+1yc+J =b+ J.
Esto prueba que la funcién ¢ definida mas arriba es epiyectiva. Hemos por lo
tanto probado el siguiente resultado, conocido normalmente como el teorema
chino de los restos:

Proposicién 2.11. Sea A un anillo no neseriamente unitario, y sean I y J
dos ideales que satisfacen I + J = A. Entonces existe un isomorfismo
A A A

ann 17T

Asumamos ahora que A es un anillo unitario. Entonces la condicién
I +J = A nos permite escribir 1 = ¢ + j. En tal caso, los idempotentes
centrales del anillo A/(I N J) son precisamente P = i+ (I N.J) y P¢ =
Jj+ (INJ). Esto sigue de las identidades:

o(i) =(+1,i+J)=0+1,1+J), o(j)=0U+1,j+J)=1+1,0+J).

Ejemplo 2.12. La identidad 3Z+2Z = Z, la que sigue de la descomposicion
1 =4 — 3, nos dice que:

767 = 7./27, x 7.)31.
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Mas atn, los idempotentes centrales que corresponden a esta descomposicion
son 4 + 6Z y —3 + 6Z. Notese que cualquier otra descomposicién como
1 =3 — 2 da lugar a los mismos idempotentes, de hecho —2 + 6Z = 4 + 6Z.

Ejemplo 2.13. Noétese que 4Z N 6Z = 12Z. El homomorfismo
¢ LJ127 — ZJAZ x 7./6Z

definido arriba tiene como imagen al subanillo de elementos de la forma
(a+47Z,b+ 67Z) donde a y b tienen la misma paridad, lo que el lector podra
comprobar facilmente como ejercicio. Se concluye que, en este caso, la igual-
dad inicial de este ejemplo no nos permite obtener una descomposiciéon del
anillo Z/12Z como un producto. Este anillo, sin embargo, si tiene una de-
scomposicion como producto, la que el lector debiera poder encontrar sin
dificultad.

El mismo razonamiento demuestra el siguiente resultado:

Proposicién 2.14. Sean Jy,...,J, ideales de un anillo A. Entonces eziste
un homomorfismo inyectivo de anillos

Elementos nilpotentes

Un concepto relacionado con el de elemento idempotente es el de elemento
nilpotente.

Definicién 2.15. Un elemento u € A se llama nilpotente, si «™ = 0 para
algun n.

Proposicién 2.16. Si u es nilpotente, entonces 1 — u tiene inverso multi-
plicativo.

Demostracién. (1 —u)(1+u+u*+...+u"H)=1—-u"=1. 0

Ejemplo 2.17. En Z/243Z, 4 4+ 2437 es invertible, ya que 4 =1 — (=3), y
su inverso es 1+ (=3) + (=3)2 + (=3)% + (—=3)* + 243Z = 61 + 243Z.
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Ejercicios

1.

10.

Probar que si P, y P, son idempotentes centrales de R, y si P =
P+ P, — P, P, entonces

a) P es un idempotente central.

b) P <PyP,<P.

c)Si P < P'y P, <P entonces P < P'.

d) Si P < P, entonces P = P;.

(Recuerde que P < P’ quiere decir PP" = P).

Probar que si a € R tiene inverso multiplicativo, y si v es un elemento

nilpotente que satisface ua = au, entonces a — u tiene inverso multi-
plicativo.

Probar que si P; y P, son idempotentes centrales de A, entonces

AgplpgAX(1—P1)P2AXP1(1—P2)AX(1—P1)(1—P2)A

. Probar que Z(A; x Ay) = Z(Ay) x Z(As).

Probar que si u y v son nilpotentes y si uv = vu, entonces u + v es
nilpotente.

Probar que Z/10Z = 7 /5Z x Z]2Z.

Sea x € A idempotente. Probar que

a) Si z es nilpotente, x = 0.

b) Si x es invertible, z = 1.

Probar que Z/2"7Z no puede escribirse como un producto no trivial

(sugerencia, probar que todos sus elementos son nilpotentes o invert-

ibles).
Probar que si a € Z(A), entonces aA es un ideal bildtero.

Probar que si A = Ay X Ag, y si J = Ay x {0}, entonces J es un ideal
bilatero de Ay A/J = A,.
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11. Dados idempotentes centrales P; vy P,, definimos idempotentes cen-
trales PPAP, = PP,y PV P, = P+ P, — P, P,. Probar las siguientes
identidades:

Pl/\PQIPQ/\Pl, (Pl/\PQ)/\szplA(PQ/\Pg),

PvVP=PVP, (PLV P)VPy=P V(PVDPE),
PoVP =P NP =P,
PvO=P, PN0O=0, PV1=1 PA1=P,
(PLVP)APy = (PLAPs)V(PyAPs), (PIAPy)V Py = (PVP)N(PyVPs),
(PLVP) NP =P, (PLNPy)V P, =P
12. Un idempotente central P se dice minimal si P’ < P implica P’ =0 o

P'= P. Probar quesi 1 = P +...+ P, en R, y si cada P; es minimal
en R, entonces todo idempotente central de R es de la forma

2P
1€A
donde A C {1,...,n}.
13. Encuentre el inverso de 31 en Z/3°Z (sugerencia, 31 = 1 + 30).

14. Probar que si p no divide a n, entonces Z/pnZ = 7./nZ x Z/pZ. Puede
asumir que Z/pZ es cuerpo, es decir, para todo n € Z existe r tal que

rn = 1(p).

15. Probar que en un anillo conmutativo C' el conjunto de elementos nilpo-
tentes es un ideal (llamado el nilradical) de C.

Anillos de matrices

En esta seccion generalizaremos el concepto de matriz a un anillo cualquiera,
lo que nos permitird construir algunos ejemplos mas elaborados de anillos
no conmutativos. Aqui y en lo sucesivo utilizamos la convenciéon de que n
denota el conjunto {1,...,n}.
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Definicién 2.18. Sea R un anillo no necesariamente unitario. El anillo de
matrices M, (R) con coeficientes en R es el grupo abeliano R™ ™, es decir
el grupo de funciones en n x n, a valores en R, que identificamos simple-
mente con arreglos (a;x)7,_, de n x n elementos de R con la adicién por
componentes. A este grupo abeliano le asociamos la multiplicacién definida

por
n
n
(aij); ij=  ( ]k 1= aw j.k :
ik=1

Todas las propiedades de un anillo se comprueban inmediatamente de la
definicion.

Ejemplo 2.19. En My(R), la definicién se reduce a

a b e f\ ([ ae+bg af +bh
(c d)(g h>_(ce—|—dg cf—i—dh)'

Es importante, en todos estos ejemplos, tener en mente que el anillo de
coeficientes R no necesita ser conmutativo, por lo que el orden de los factores
en cada coordenada resulta importante. En particular, es posible definir un
anillo de matrices con coeficientes en otro anillo de matrices.

Si R es un anillo unitario, también lo es M, (R), con la unidad definida
como sigue:

. 0 0 --- 0
0 I 0 --- 0
1Mn(R): O O 1R A O
0o 0 0 - 1p

Ejemplo 2.20. La funcion ¢ : My (MQ(R)> — My (R) definida por

L) )Y
(1) (53)

es un isomorfismo como el lector puede comprobar como ejercicio. Mas gen-

> e 0 9
—. Qo
© I o
"N I

eralmente, puede probarse que el anillo M, <Mm(R)) es isomorfo a M, (R).
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Este isomorfismo es el que permite realizar las operaciones de suma y pro-
ducto de matrices por blogues. Tendremos bastante que decir sobre este tipo
de homomorfismos en los capitulos finales de estas notas.

El anillo R es isomorfo al subanillo de M,,(R) formado por las matrices
de la forma

r 00 -0
0 r 0 0
b —| 00 0
000 - 7

Notese sin embargo que este no es el producto de r por una matriz I,,, ni
siquiera con una definicién apropiada de multiplicacion escalar, a no ser que
R sea un anillo unitario. A pesar de esto, el conjunto de estas matrices se
denota siempre por RI,. Asi definido, RI, es un subanillo isomorfo a R, por
lo que podemos identificarlos. Si R no es untario podemos asumir que esta
contenido en un anillo unitario R’, de donde M,,(R) C M,,(R’). Asumiremos
que R es unitario en todo lo que sigue. En este caso, la matriz identidad
I, = 11, es realmente un elemento de M, (R).

Sea FE;; La matriz que tiene un 1 en la interseccién de la fila ¢ con la
columna j y que tiene un 0 en cada una de las restantes posiciones, entonces
se tienen las siguientes identidades:

1. Bi;Eix=Eig, Ei jEy, =0, siu# j.
2. Fig+Eop+ ...+ By =1,
3. rE;; = E;jr,sir € RI,.

Ademas, si A es cualquier anillo con un subanillo isomorfo a R y con elemen-
tos E; ; que satisfacen las relaciones (1),(2) y (3), entonces el subconjunto A’
de A formado por todas las combinaciones del tipo a = ), ;i ; E; j es un sub-
anillo y la funcién que lleva a la matriz (r; ;); ; al elemento a = ZZ iTiiEiges
un homomorfismo de anillos. Mas atn, si una de estas expresiones se anula,
digamos ZZ ;i =0, premultiplicando por E, s y postmultiplicando por
E,, se tiene r,;E,, = 0. Sumando sobre u estas identidades, se concluye
que 7 = 0. Esto implica que A" = M, (R).



L. Arenas-Carmona 20

Ejemplo 2.21. Si n = 2 entonces

b
( Z d > = aEl,l + bEl,Q + CE2,1 + dEQ,Q.

Observacién 2.22. En general no es cierto que si M,,(R) = M,,(R’) en-
tonces R = R/. Basta tomar como ejemplo el caso n = 2, m = 1, con
R =Ry R" = My(R). Sin embargo, cuando R es conmutativo, entonces
R = RI, se puede caracterizar como el conjunto de matrices que conmutan
con cualquier otra, es decir el centro de M, (R). En tal caso podemos re-
cuperar la estructura de un anillo R de la estructura de cualquiera de sus
anillos de matrices.

Si J es un ideal bildtero de R, el anillo (no unitario, en general) de
matrices con coeficientes en J se denota por M, (J) de acuerdo a nuestras
convenciones previas.

Proposicién 2.23. El subanillo M, (J) definido arriba es un ideal bildtero
de M,,(R) y se tiene un isomorfismo natural

S M,(R/J).

Demostracion. Denotaremos por a la clase lateral a+ J para cualquier
elemento a de R y hacemos lo mismo con el anillo de matrices. Necesitamos
probar que la correspondencia

(r0)-(75)

es un isomorfismo. Para ello, gracias al Primer Teorema de Isomorfia, es
suficiente probar que la correspondencia

b

d

a b .

c d
es un homomorfismo epiyectivo cuyo nicleo es M, (J). Cada una de estas
afirmaciones es inmediata a partir de las definiciones, o un largo ejercicio de

poner y reunir barras. También es claro que M, (.J), puesto que es el nicleo
de un homomorfismo. O

o Ql

o Ql
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Ejemplo 2.24. El anillo cociente
M,.(Z)

M., (2Z)

es isomorfo al anillo de matrices con coeficientes en el cuerpo F = Z/2Z con
2 elementos.

Proposicién 2.25. Todo ideal bildtero del anillo M, (R) es de la forma
M,,(J) para algin ideal J de R.

Demostracién. Sea I un ideal del anillo de matrices M,,(R). Sea
J ={a € Rlal, €1}.

Probaremos que I = M, (J). Es fécil ver que M, (.J) esta contenido en I, pues
cada elemento a € M, (J) se escribe en la forma

a=) a;E; =) a;l,E
i i

con a; I, € JI, C 1. Sea ahora b = Zij b, jE; ; € 1. Basta probar que cada
b; ; estd en J, para lo que observamos que

bi,jIn - i bi,jEn,n — i bi,jEn,iEi,jEj,n == i Enﬂ‘bEj,n S I.
u=1

u=1 u=1

El hecho de que J es un ideal se sigue del hecho de que JI,, es un ideal de
RI,, por ser la interseccion de un ideal con el subanillo, y del hecho de que
R y RI, son isomorfos. O

Proposiciéon 2.26. El paso de un anillo a su anillo de matrices conmuta
con la toma de productos en el sentido siguiente:

M,.(R; X Ry) = M,(Ry) x M, (Rs).

Demostracién. Basta ver que si P = (1,0) es un idempotente central
de R, entonces la matriz PI, es un idempotente central del anillo de matrices
M,,(R), y utilizar la obvia identidad (P1,, )M, (R) = M, (PR). O

Otras propiedades del anillo de matrices pueden demostrarse por un pro-
cedimiento similar.
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Ejercicios

1.

Describa todos los ideales bildteros de M,,(Z).

a b 0 b
SeaA:{(O d) a,b,deR}.ProbarqueJ:{(O O)|b€R}

es un ideal bildtero de A.

Probar que el centro de M, (R), es decir el conjunto de elementos que
conmutan con cada elemento de este anillo, es efectivamente Z(R)I,
donde Z(R) es el centro de R.

Calcule el inverso, en M3(Z/1257Z) de

16 25 40
5 11 75
60 25 46

Calcule el inverso, en M3(Z/8Z) de

Sugerencia: Probar que (B —1)° =

Sean a, b, ¢, d matrices de 2 por 2 con coeficientes reales y sea A una
matriz de 4 por 4 que tiene una descomposicién por bloques del tipo

a b
A= )
Suponga que a es invertible y conmuta con c¢. Probar que A es invertible
si y sélo ad — cb es invertible. Se sugiere intentar realizar operaciones
por filas o columnas, que cuidados se deben tener?

Probar que el aillo de matrices del tipo es isomorfo al cuerpo

a
—b
C de numeros complejos. Probar que el anillo de matrices de 4 por
cuatro con una descomposicién en bloques de 2 por 2 como las del
. . b
problema anterior en la cual cada bloque es del tipo ( _ab a ) es

isomorfo a M, (C).



Chapter 3

Anillos Conmutativos

Sea C' un anillo conmutativo y sea x € C'. Entonces, CxC' = zC' es un ideal
bildtero que denotaremos también (x) si C' es claro del contexto.

Proposiciéon 3.1. Si C' es un anillo conmutativo, x € C' es invertible si y
sélo si (x) = C.

Demostracién. Sizy =1, entonces C' = (1) C (x). Conversamente, si
(x) = C entonces 1 € (), luego 1 = zy para algin y. O]

Ejemplo 3.2. Silos tinicos ideales de C' son {0} y C', entonces todo elemento
de C' distinto de 0 es invertible. En este caso se dice que C' es un cuerpo.

Ejemplo 3.3. Si A =My(R), y a = (8(1)), entonces AaA = A, ya que

o)=( ) (Fo) (o) (h0)

En este caso no es cierto que Aa = AaA, de hecho

= {(0)

como el lector puede comprobar facilmente.

adem},

En este capitulo, asumiremos siempre que C' denota un anillo conmuta-
tivo. En este caso, diremos un ideal, en vez de un ideal bilatero.

23
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Definicién 3.4. Sea m un ideal de C'. Diremos que m es maximal si:
1) m#C.
2) Para todo ideal I, si I O m entonces I = C o [ =m.

Ejemplo 3.5. Un anillo conmutativo es cuerpo si y sélo si el ideal {0¢} es
maximal.

En este capitulo necesitaremos hacer uso repetido del lema de Zorn, que
recordamos aqui para conveniencia del lector:

Lema 3.6. Si X es un conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que
cada cadena tiene una cota superior, entonces X tiene un elemento mazximal.

]

Recuerdese que una cadena en X es un subconjunto de X parcialmente
ordenado, una cota superior de un subconjunto A C X es un elemento r € X
que satisface a < x para todo a € A, mientras que un elemento maximal es
una cota superior para el conjunto completo X. Necesitaremos también el
siguiente lema:

Lema 3.7. 5i € es una cadena no vacia del conjunto de ideales de un anillo
conmutativo C' entonces I = Ureel en un ideal de C'.

Demostracién. Es claro que I es no vacfo. Sean a y b dos elementos
de I. entonces existen ideales I, J € € que satisfacen a € I y b € J. Por
ser € una cadena uno de ellos estd contenido en el otro. Si I C J, entonces
a,b € J de donde a — b € J, por lo que J es un subgrupo. El otro caso es
similar. La demostracién de que Aa € I para todo A € C es directa y no
requiere la hipdtesis de que € es una cadena. O

Proposiciéon 3.8. Sea C' un anillo conmutativo. Si J es un ideal de C,
con J # C, entonces J C m para algin ideal maximal m. St x € C no es
wnvertible, entonces x € m para algun ideal mazimal m.

Demostracion. Utilizaremos el lema de Zorn.

Sea X = {lidealen C|I # C, J C I}. El conjunto X satisface las
hipétesis del lema de Zorn. La primera es simple, el conjunto X es no vacio
ya que contiene a J. La segunda hipotesis sigue de la siguiente afirmacion:

Si € es una cadena en X, entonces I = Ujeel es un elemento de

X.
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Se sigue del lema precedente que I es un ideal. Probaremos que no es igual a
C. Para todo I € € se tiene I # C'y por lo tanto 1 ¢ I. Se sigue que 1 ¢ I,
de donde sigue lo pedido.

Por el lema de Zorn, X tiene un elemento maximal. Cualquier tal el-
emento es un ideal maximal que contiene a J. Para la tltima afirmacion
tomamos J = (). O

Proposicién 3.9. Un ideal m es maximal si y sélo si C'/m es un cuerpo.

Demostracién. Esto sigue inmediatamente del ejemplo 3.2 y del Teo-
rema de la Correspondencia. O

Definicién 3.10. El radical de Jacobson de C es la interseccion de todos los
ideales maximales, es decir:

RC)= () m

meMax(C)
donde Max(C') es el conjunto de los ideales maximales de C.

Proposicién 3.11. Sea x € C. Entonces v € R(C) si y solo si 1 + zxy es
invertible para todo y € C.

Demostraciéon. Si 1+ zy no es invertible, existe un ideal maximal m
que contiene a 1 + xy, luego, si x € m, entonces 1 = x(—y) + (1 + zy) € m,
lo que contradice la definicién de ideal maximal.

Ahora, si x ¢ R(C), entonces ¢ m para algin ideal maximal m. Se
sigue que z + m # 0+ m. Como C/m es un cuerpo, existe z + m tal que
(x +m)(z +m) =1 +m. SE sigue que (1 —xz) € m, es decir 1 + x(—2) no
es invertible. O]

Ejemplo 3.12. El radical de jacobson de Z/307Z es la interseccién de los
ideales 27 /307, 37./30Z, y 5Z./30Z, de donde R(Z/30Z) = {0 + 30Z}.

Ejemplo 3.13. El radical de jacobson de Z/87Z es su tnico ideal maximal
R(Z/8Z) = 27/8.

Ejemplo 3.14. El radical de jacobson de Z /127 es la interseccién de los ide-
ales 27 /127, y 3Z/12Z, de donde R(Z/127) = 6Z/12Z tiene dos elementos,
0+ 12Z y 6 + 12Z.
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Ejemplo 3.15. Mas generalmente, si n = pi" ...p%" donde py,...,p, son
primos distintos, entonces el radical de jacobson de Z/nZ es es mZ/nZ donde

m=pip2...Pn-

Definicién 3.16. Un ideal o de C es primo si para todo par de elementos
a,bde C, ab € p implicaa € p o b € p.

Definicién 3.17. Un anillo conmutativo C' es un dominio de integridad si el
ideal {0} es primo. En otras palabras C' es dominio de integridad si y sélo si
para todo par de elementos a,b de C', ab =0 implicaa =00b=0. Siay b
son elementos no nulos de C' tales que ab = 0, se dice que a y b son divisores
de 0. Un dominio de integridad es, por lo tanto, un anillo conmutativo sin
divisores de 0.

Proposicién 3.18. Un ideal o es primo si y solo si C/p es un dominio de
integridad.

Demostracion. Esto sigue inmediatamente de la definicién, ya que a+
o = 0+ g significa a € . O

Definicién 3.19. El nilradical de C es la interseccion de todos los ideales
primos, es decir:

N = () o

peSpec(C)

donde Spec(C) es el conjunto de los ideales primos de C'y se llama el espectro
de C.

Proposicién 3.20. Sea x € C. Entonces x € N(C) si y sdlo si x es nilpo-
tente.

Demostraciéon. Siz" =0 € p y p es primo, entonces z € p dado que
0 € g, como @ era un ideal primo arbitrario, concluimos = € MN(C).
Suponemos ahora que x no es nilpotente. Sea

Y= {J ideal en C|z" ¢ J para todo n € {1,2,3,.. }}

El conjunto ¥ satisface las hipdtesis del lema de Zorn, de hecho:

1. ¥ es no vacio ya que (0) € X.



L. Arenas-Carmona 27

2. Si € es una cadena en X, entonces J = UjeeJ € ¥ es un ideal, y no
contiene a ninguna potencia de x ya que lo mismo es cierto para los
elementos de €.

Por el lema de Zorn, X tiene un elemento maximal g. Probaremos ahora
que p es primo. Supongamos, por el contrario, que ab € . Sia ¢ p, entonces
por la maximalidad, existe n tal que z™ € (a) + p, pues este ultimo es un
ideal estrictamente mayor a p. Del mismo modo, si b ¢ g existe m tal que
™ € (b) + p. Pero entonces

2™ € ((a) + ) ((0) + ) C (ab) + p = g,
lo que contradice la eleccion de . O

Ejemplo 3.21. En el anillo Z/127Z, el elemento 6+ 12Z es el tnico nilpotente
distinto de 0, luego M(Z/12Z) = {0 + 127Z,6 + 127Z}.

Ejemplo 3.22. En el anillo Z, los ideales primos son los ideales maximales
y el ideal {0}.

Observacién 3.23. Todo cuerpo es un dominio de integridad. Luego, todo
ideal maximal es primo.

Proposiciéon 3.24. Todo dominio de integridad finito es un cuerpo.

Demostracion. Sea D un dominio de integridad finito. Sea x € D
distinto de 0, y sea ¢ : D — D la funcién definida por ¢(y) = zy. Por
ser D un dominio de integridad, ¢ es inyectiva. Luego es epiyectiva. Luego
1 = ¢(y) = zy para algin y € D. O

Corolario 3.24.1. En un anillo conmutativo finito, todo ideal primo es mazx-
tmoal.

Corolario 3.24.2. Si C es un anillo conmutativo finito, entonces M(C) =

R(C).

Corolario 3.24.3. Si C es un anillo conmutativo finito, y si 1+xy invertible
para todo y € C, entonces x nilpotente.
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El teorema Chino de los restos (segunda versién)

Sean Ji,...,J, ideales de un anillo conmutativo C'. Probamos en el capitulo
2 que existe un homomorfismo inyectivo de anillos

o0/ (ﬁ Ii> ~ ﬁ()’/[i. (3.1)

i=1

Ademas vimos que si n = 2, la condicion I + J = C era suficiente para
garantizar la epiyectividad. Generalizaremos aqui ese resultado utilizando el
concepto de comaximalidad.

Definicién 3.25. Dos ideales I y J de C son comazimales si [+J = (1). Mas
generalmente si Jy, ..., J, son ideales de C tales que J,. y Js son comaximales
para r # s, diremos que Jp,...,J, son comaximales a pares.

Lema 3.26. St J es comaximal con Iy e Is entonces es comaximal con 11N 1.

Demostracion. La hipotesis implica que a;+b; = as+by = 1 cona; € J
y b; € I;. multiplicando ambas igualdades se tiene (ajas+aiby+asby)+b1be =
1, donde el término entre paréntesis esta en J y biby € I1 N 5. Se sigue que
leJ+ L NI m

Utilizando el lema precedente, se obtiene por iteracién la siguiente gen-
eralizacion de la Proposicion 2.11:

Proposicién 3.27. Sean Ji,...,J, ideales de C, comazximales a pares. En-
tonces existe un isomorfismo de anillos

<I>:C/ (ﬁj) i>1£[C/JZ-.

Demostracion. El hecho de que J; sea comaximal con cada uno de los
ideales Js, . .., J,, nos dice que es comaximal con su interseccién J = (), J;.
Se sigue que C/(J; N J) = (C/Jy) x (C/J) y se termina por induccién. [

De hecho, la comaximalidad permite remplazar intersecciones por pro-
ductos.

Proposicién 3.28. Si I e I, ideales comazimales de C', entonces I; N I, =
1 1,.



L. Arenas-Carmona 29

Demostraciéon. Claramente I1 NIy D [115. Seal = uy +wuy con uy € Iy
y us € I. Entonces todo elemento a € I;N 1, se escribe como a = uya+aus €
I 1,. O
La proposicién 2.11 tiene una conversa:

Proposicién 3.29. Si el homomorfismo ® definido en (3.1) es epiyectivo,
entonces I; e Iy son comazximales.

Demostraciéon. Sea I = I; N 15. Si ® es epiyectivo, sean as+ 1y a; + 1
las preimagenes de (14 11,0+ 13) y (0+ 11,1+ I5) en C/I respectivamente.
Entonces a; € I y as € I. En particular, as + I y a; + I son idempotentes
complementarios. En particular a; + as +1 = 1 + I. Se sigue que 1 €
ap+a+1ChL+L+1ChH+ . O

Cuerpo de cocientes

El cuerpo Q de los ntimeros racionales se construye como el conjunto de

todas las fracciones de la forma 2 con m y n enteros con la convencién de
n

que 7 = é si y sélo si ms = nt. Este procedimiento puede extenderse a un

dominio de integridad arbitrario. De hecho, si D es un dominio de integridad,
se define
Quot(D) = {(a,b)|a,b € D, b#0}/ =,

donde la relaciéon de equivalencia = esta dada por

(a,b) = (¢,d) <= ad = bc.

La clase de equivalencia de (a,b) se denota §. En el conjunto Quot(D) se

definen operaciones de suma y multiplicacién mediante

a ¢ ad+be a ¢ _ac

= X — = —.
b aT b 0 b d bd
Estas operaciones estan bien definidas, lo que se comprueba con un célculo

. . . / /
directo. Por ejemplo, para la suma, si § = 7 y § = %, entonces

ad + be

L C
d bd ’

S| 2

mientras que
a J dd+bd
via T ya
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pero
(ad — be)t'd — (d'd —b'd)bd = (ab' — a'b)dd — (cd' — dd)bb" = 0.

Similarmente se prueba que la suma y el producto son asociativos, por ejem-
plo

g+ E+E _g+cf+de_adf—i—bcf+bde
b d f) b df ’

bdf
(a c e ad+bc e adf 4+ bcf + bde
b d f bd f bdf

Lo mismo se aplica a la ley distributiva. Ademas el elemento % es un neutro
aditivo y el elemento % un neutro multiplicativo:

a 0 la+0b a a 1 la
-+ - = = - - X - =—.
b 1 1b b b 1 1b
En particular Quot(D) es un anillo. De hecho § = % siysélosia =0y § =

1
1
si y sélo si a = b. En particular, todo elemento no nulo del anillo Quot(D)
es de la forma ¢ con a # 0, luego £ € Quot(D). Como ¢ x 2 =% — 1 F]
anillo Quot(D) es un cuerpo. El dominio D se identifica con el subanillo de

elementos de la forma 7, de hecho

c_1a+1c ax
1 1x1’ 1

24
1

ca_ ¢ _
y sl § = 7 entonces a = c.

Ejemplo 3.30. Q = Quot(Z).

Ejercicios

1. Sea A = Mjy(R). Sea

-(20)

Probar que I = Aa es un ideal por la izquierda y que J = aA es un
ideal por la derecha (de modo que I.J es un ideal bildtero). Probar que
IJ no estd contenido en I N J y que este ultimo no es un ideal (por
ningtin lado).

2. Probar que R(A x B) = R(A) x R(B) y (A x B) =N(A) x N(B).
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10.

11.

12.

. sean m y n enteros. Probar que existe un unico divisor positivo d de

n tal que (m + nZ)(Z/nZ) = dZ/nZ. Probar que nZ + mZ = dZ.
Probar que d es un divisor comin de n y m. Concluir que si m y n son
relativamente primos, entonces la imagen de m en Z/nZ es invertible.

Probar que si n y m son relativamente primos, entonces mZ y nZ son
comaximales. Conchuir que Z/mnZ = Z/nZ x Z/mZ.

Probar que un anillo conmutativo finito sin elementos nilpotentes es un
producto de cuerpos.

Probar que en un dominio de integridad, la interseccion de dos ideales
no nulos es no nula.

Sea C' un anillo conmutativo que cumple las siguientes hipdtesis:

e (' es un dominio de integridad.

e (' tiene un numero finito de ideales maximales.
Probar que R(C) # {0}.

Sea C' un dominio de integridad que contiene a un cuerpo K como
subanillo. Probar que si la K-dimensién de C' es finita, entonces C' es
un cuerpo.

Sea C un anillo que contiene a un cuerpo K como subanillo. Probar
que si la K-dimensién de C' es finita, entonces todo ideal primo de C'
es maximal.

Sea C un anillo que contiene a un cuerpo K como subanillo. Probar
que si la K-dimension de C' es finita, entonces todo elemento x con la
propiedad de que 1 + xy es invertible para todo y € C' es nilpotente.

Sea X un conjunto, y sea p(X) la coleccién de todos los subconjuntos
de X. Probar que p(X) es un anillo conmutativo con las operaciones
AB=ANBy A+ B =(A—B)U(B—A). Probar que todo elemento
de p(X) es idempotente central. Pobar que para todo subconjunto A

de X se tiene p(X) = p(A) x p(A°).

Probar que si todo ideal maximal de p(X) es principal, entonces X es
finito.
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13. Una colecciéon 2 de subconjuntos de X se llama un filtro si:

(a) A, B € 2 implica BN A € .
(b) Ae Ay B D Aimplican B € 2.
(c) 0 ¢

El conjunto C'(2) se define por:
C(A)={B C X|B° €2}
Probar que 2 es un filtro si y sélo si C(2A) es un ideal propio.

14. Utilizar el ejercicio precedente para probar que todo filtro estd con-
tenido en un ultrafiltro (filtro maximal).

15. Sea K un cuerpo, y sea K|[z| el anillo de polinomios con coeficientes
en K. Pruebe que K[z] es un dominio de integridad. El cuerpo de co-
cientes de este anillo recibe el nombre de cuerpo de funciones racionales.



Chapter 4

Dominios Euclideanos y
Principales

En todo lo que sigue, D denotard un dominio de integridad.

Definicién 4.1. Sea D un dominio de integridad, y sea g : D — {0} — N
una funcion que satisface:

VYm,n € D Jq,r € D tal que n = gm +r con g(r) < g(m) or = 0.

Entonces se dice que g es un algoritmo de Euclides en D y que D es un
dominio euclideano (DE). La existencia de un algoritmo de Euclides en D
tiene importantes consecuencias en la estructura de D.

Ejemplo 4.2. El anillo Z es un DE con la funcién g(n) = |n|. Por lo general
se asume, en los cursos basicos de aritmética que el resto debe positivo, pero
esto no es necesario, y de hecho es mas conveniente en ocasiones considerar
restos negativos, como veremos luego.

Ejemplo 4.3. El anillo Z[i] C C es un DE con la funcién g(a+bi) = |a+bi| =
a’? + b%. De hecho, basta con ver que cada punto de Q[i] estd a distancia
menor a uno de un punto de Zl[i], ya que si m/n = ¢+ « con g(a) < 1,
entonces m = gn + r, donde r = na satisface g(r) < g(n). Por otro lado,
de la representacion gréfica de Z[i] como puntos del plano cartesiano con
coordenadas enteras, se obtiene que la mayor distancia a la que un complejo
puede encontrarse de Z[i] es V2, que es la distancia de un vértice, diganos i
del cuadrado de vértices {0,1,4,1 414}, al centro del mismo, como se observa
en la Figura 5.1.

33
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) 144 2+1

Nol—
+
vl

Figure 4.1: El punto mas lejano del conjunto de puntos reticulares Z][i].

Ejemplo 4.4. El anillo de polinomios R[z], es un DE con la funcién g(f(z)) =
deg(f). Mas generalmente, si k es un cuerpo arbitrario, el conjunto de poli-
nomios con coeficientes en k, es decir

klz] = {az" + ...+ a1x + ap|n € Z>o, ay,..., a0 € k},

es un anillo con las operaciones usuales. Este anillo es un DE con el grado
como algoritmo de Euclides. De hecho, para todo par de polinomios f y ¢
con deg(f) =n > m = deg(g) podemos escribir

f(x) =a,x™ + ...+ aop, g(z) = bpx™ + ... + by,
de donde f(x) = g(x)(an/by)x™ ™+ fo(x) con deg(fo) < deg(f) por lo que el

resultado se obtiene por induccién en el grado de f. Simplemente iteramos
este proceso, restando siempre miltiplos de g hasta obtener un polinomio de
grado inferior a g.

Proposicién 4.5. En un DE todo ideal es principal.

Demostraciéon Sea I un ideal en el dominio euclideano D. Sea m € I
tal que g(m) en minimal. Sea n € [ arbitrario. Entonces n = mgq + r con
g(r) < g(m) o r = 0. Por definiciéon de m, la alternativa g(r) < g(m) es
imposible, por lo que solo puede ser r = 0, es decir m|n. Como n € [ es
arbitrario, I = (m). O

Definicién 4.6. Un dominio de integridad D donde cada ideal es principal
recibe el nombre de dominio de ideales principales (DIP). En un DIP, para
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todo par de elementos n y m el ideal I = (m) + (n) es un ideal principal. Un
generador d de I recibe el nombre de maximo comun divisor de m y n.

Dados elementos m y n en D, diremos que m divide a n o que m es un
divisor de n, en simbolos, m|n, si existe t € D tal que n = mt. En particular
m|n si y sélo si (n) € (m). Dado que el méximo comun divisor d de m y
n satisface (d) = (n) + (m), existen r y s en D tales que d = rn + ms. En
particular, todo divisor comtin de n y m debe dividir a d. Por otro lado,
como (d) contiene a (m) y (n) se tiene que d es efectivamente un divisor
comun de m y n en el sentido queacabamos de definir, de alli su nombre.

En el caso de un DE, existe un algoritmo sencillo para encontrar el
maximo comun divisor de dos niimeros n y m, asi como para escribirlo como
una combinacion del tipo nu+ muv. Para ello, dividimos n por m obteniendo:

n = qom + ro,
con g(ro) < g(m). A continuacién dividimos de nuevo e iteramos
m=qro+ 7T, To=q2rt + 72,7 = qiy2Tip1 + Tig2, - - -

con g(rg) > g(ry) > ...

Proposicién 4.7. En este algorithmo, el ultimo resto distinto de 0 que se
obtiene es el mdzimo comin divisor.

Demostracién Sea [ elideal (n)+(m). Comon—qgom = roy m—qro =
r1, se tiene que ro y r1 estan en I. Dado que r; 19 = 7; — @i1o7i11, Se prueba
por induccién que cada nuevo resto esta en el ideal I. Por otro lado si r; es el
ultimo resto no nulo, se tiene que r;_1 = 417, de donde 7,1 € (r;). Como
r; = (i12Ti+1 + Tiz2 Se prueba inductivamente que todos los restos anteriores
estdn en (r;). Como m = qi79+11, se tiene que m esta en (r;) y n = gom+ro
implica n € (r;). Se concluye que (r;) = I. O

Para encontrar v y v tales que r, = wm + vn, observamos que rqg =
n — gom expresa el resto ry como una combinacién lineal. Del mismo modo,
la expresién r{ = m — ¢179 nos permite escribir r; como una combinacion
lineal si ya sabemos hacerlo para m y ry. iterando este proceso se obtiene
finalmente 7, como combinacion lineal de n y m.

Ejemplo 4.8. Calcularemos el maximo comun divisor de 148 y 256. Comen-
zamos dividiendo 256 por 148.

256 =1 x 148 + 108.
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A continuacuén dividimos el divisor por el resto, e iteramos:
148 =1 x 108 + 40, 108 =2 x 40+ 28, 40 =1 x 28 4+ 12,

28=2x124+4, 12=3 x4 +0.

El ultimo resto distinto de 0 es el maximo comun divisor, es decir 4. Para
encontrar u y v se procede como sigue:

4=1x28—-2x12,

4=1x28—-2x(1x40—-1x28)=3x28—2 x40,
4=—-2x40+3x (1x108—2x40)=3 x 108 — 8 x 40,
4=3x108—-8x (1x148 —1x 108) =11 x 108 — 8 x 148,
4=—-8x 148+ 11 x (1 x 256 — 1 x 148) = 11 x 256 — 19 x 148.
Luego 4 = 11 x 256 — 19 x 148.

Ejemplo 4.9. El anillo Z es un DE con la funcién g(n) = |n|. Por lo general
se asume que el resto debe positivo, pero esto no es necesario. De hecho,
admitiendo restos negativos se obtiene un algoritmo mucho mas eficiente para

calcular el maximo comun divisor, puesto que puede requerirse |r| < [|n/ 2|} :

En el caso precedente obtenemos:
256 = 2 x 148 — 40, 148 = (—4)(—40) — 12,
—40 =3(—12) +4, —12=(-3)4,
Para el calculo de los coeficientes se tiene
4 = 3(—12) — (—40) = 3[148 + 4(—40)] — (—40) = 3(148) 4+ 11(—40)
= 3(148) + 11[256 — 2(148)] = 11(256) — 19(148).

Definicién 4.10. Sea D un dominio de integridad. Sean n,n’ € D. Diremos
que n’ es asociado de n, si n’|n y n|n’. Equivalentemente, dos elementos, n
y n/ son asociados si y sélo si (n) = (n'). Observese que sin =1tn' yn’ =t'n
entonces tt' = 1. Se concluye que dos elementos, n y n’ son asociados si y
solo si existe u € D* tal que n’ = un. Los asociados de 1 son las unidades de

D.
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Definicién 4.11. Sea D un dominio de integridad. Sea p € D — {0}. El
elemento p se dice primo, si para todo par de lementos a y b en D, plab
implica pla o p|b. Equivalentemente, p # 0 es primo si y sélo si el ideal (p)
es primo. En particular, todo asociado de un primo es un primo.

Proposiciéon 4.12. Sea D un DIP. Un elemento p € D es primo si y solo
si (p) es mazimal.

Demostracién. Si (p) es maximal, en particular es primo. Por otro
lado, si (p) no es maximal, entonces esta propiamente contenido en un ideal
maximal (p’). En particular, p’ divide a p. Se sigue que p = tp/, y como p no
divide a p/, pues p y p' no son asociados dado que la contencién es propia, p
debe dividir a ¢t. Luego t = ps, de donde sp’ = 1 y p?‘ es una unidad, pero
esto es imposible ya que (p’) es un ideal propio de D. O

Proposicién 4.13. Todo elemento de un DIP D que no es una unidad es
divisible por un elemento primo.

Demostracion. Esto es inmediato ya que todo ideal estd contenido en
un ideal maximal. O

Proposicién 4.14. En un DIP D, cada elemento no nulo es producto de
primos y unidades.

Demostraciéon. Por la proposiciéon precedente, en un DIP todo ele-
mento n ¢ D* puede escribirse en la forma n = pyny. Siny no es una unidad
podemos repetir el proceso y escribir n = pipsns. Iterando, si el algin mo-
mento se llega a algin n, € D*, se habrd escrito n como producto de primos y
unidades. En principio, la otra alternativa seria obtener una cadena infinita
estrictamente ascendente de ideales

(n) C (n1) C(ng) C....
Afirmamos que esto no puede ocurrir. Para ello definimos el conjunto
I ={a € D|n; divide a a para algin t € N}.

Afirmamos que [ es un ideal, de hecho si n; divide a a entonces divide a ab
para todo b € D. Por otro lado, si n; divide a a y n, divide a b, entonces
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Nmax{t,s} divide a ambos a y b, por lo que divide también a a + b. Como D
es un DIP, I = (d) para algin d € D. En particular, d € I debe ser divisible
por algin n; de donde n;1 € I = (d) C (n;), lo que contradice el hecho de
que la cadena es estrictamente ascendente. O

La descomposiciéon de un elemento n no es tunica, dado que siempre es
posible remplazar un primo por uno de sus asociados y cambiar las unidades.
Por ejemplo, en Z se tiene

4=2x2=(-2)x(=2)=(-1) x2x(=2).
Sin embargo, esta es la unica excepcion. Antes de demostrarlo necesitamos
un lema.

Lema 4.15. Sip y q son primos del DIP D, y si p divide a q, entonces p y
q son asociados.

Demostracién. Si p divide a ¢ entonces (¢) € (p). Por otro lado, el
ideal (¢) es maximal. Se concluye que (q) = (p). O

Proposicién 4.16. Sea D un DIP. Sea

n=up® ... p> =ovq"...q", (4.1)
donde py,...,p, son primos no asociados por pares y lo mismo ocurre con
Q- --,qs. Entonces s =r, y existe una permutacion o der = {1,...,r} tal

que p; es asociado a Gy Y 0 = Ba(i)-

Demostracion. Por induccion en . Sir = 0, entonces n es una unidad
y no hay nada que probar. Supongamoslo cierto para r =t — 1 y lo probare-
mos para r = t. Como p; es primo debe dividir a algin ¢; y por lo tanto ser
asociado a él. reenumerando ¢y, ..., s si es necesario, podemos suponer que
j = s. Digamos ¢; = wp, con w € D*. Entonces simplificando en (4.1) se
tiene
uptt Lt = (g g
Si o, > 1, el lado izquierdo es aun divisible por p; por lo que tambien lo
es el derecho. Se concluye que 5, > 1. Iterando este procedimiento se tiene
a, = [s. simplificando p" a ambos lados se tiene:

upSt L ptn = (vw g P

-1

por lo que se puede aplicar la hipdtesis de induccién. Esto concluye la prueba.

[]
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Teorema Chino de los Restos (tercera versién).

En el caso en que C' = D es un DIP, es posible dar una sencilla caracterizacién
de los ideales comaximales.

Proposicién 4.17. Sea D un DIP, y sean m y n dos elementos de D. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) (n) y (m) son comazimales.
it) n ym son relativamente primos, es decir, no tienen divisores comunes.
iii) No existe ningun primo que divida simultdneamente a n y a m.

Demostracién Es claro que (ii) implica (iii). Sir es un divisor comin,
entonces (n) C (r) y también (m) C (r), de donde (n) + (m) C (r), lo que
contradice (i), luego (i) implica (ii). Finalmente, si (m)+ (n) no es (1), debe
estar contenido en un ideal maximal, el cual debe ser de la forma (p) con p
primo, luego p divide a m y n. Asi (iii)implica (i). ]

Esto implica que el teorema chino de los restos adopta la siguiente forma:

Proposicién 4.18. Sea D un DIP Sean my,...,m, elementos de D, relati-
vamente primos a pares. Entonces existe un isomorfismo de anillos

@:D/(ml...mn)iHD/(mi). O

En otras palabras:

Proposiciéon 4.19. Sea D un DIP Sean mg,...,m, elementos de D, rel-
ativamente primos a pares. Entonces, dados ai,...,a, € D existe b € D
tal que b = a; (mod m;) para i = 1,...,n. Dos soluciones cuelesquiera son

congruentes modulo my ... m,,.

Este es el resultado conocido normalmente como teorema chino de los
restos.

Ejemplo 4.20. Considerese el polinomio f que tiene la descomposicion
f(z) = upi(z)* ... pp(x)* en el anillo de polinomios K|[z] donde K es un
cuerpo. El anillo cociente definido por f tiene la estructura dada por:

vl () = T4l (o)™ )

en particular, si f(x) es libre de cuadrados el k-dlgebra k[x]/ ( f (:1:)) es un

producto de cuerpos.
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Evaluacién de polinomios

Sea K un cuerpo y sea A un anillo arbitrario tal que K esta contenido en
el centro Z(A) de A. Entonces, para todo elemento a € A existe un tnico
homomorfismo de anillos ¢, : K[z] — A tal que ¢,(a) = a'y ¢.(z) = a. Se
define como sigue:

Si f(z) = apx™ + ap12" ' + ... 4+ a1 + ap, entonces

O (f(x)) = " + 10"+ aqa + .

Este homomorfismo se denomina evaluacién en a. El elemento ¢,(f) es
usualmente denotado f(a).

El nicleo ker(¢,) es un ideal de K|z], y por lo tanto es principal. Su
generador ménico mg(x) = mg () recibe el nombre de polinomio minimal
de a. Se sigue de la definiciéon que m,(a) = 0y que f(a) = 0 si y sélo
si f(x) es divisible por m,(x). Nétese que si K C L C Z(A) con Ly K
cuerpos, el polinomio minimal mg ,(x) estd en K|x] el que puede verse como
un subanillo de L[z]|. Viendo a mg ,(x) como elemento de L[z], la ecuacién
mgq(a) = a, nos dice que mgq(x) es divisible por el polinomio minimal
sobre L, el cual denotamos my (z). En general mg .(z) # mp q(x).

Noétese que por el algoritmo de divisién, mg,(x) puede caracterizarse
como el polinomio con coeficientes en K de menor grado que se anula al
evaluarlo en a. La imagen de K|[z]| en A bajo el homomorfismo de evaluacion
en a se denote Kla]. El primer teorema de isomorfia nos dice que

Kla] = Klz]/(mk.a)-
Este es un espacio vectorial sobre K de dimensién deg(my.,).

Ejemplo 4.21. Sia € K entonces mg .(z) = r—a, ya que ninguna constante
se anula al evaluar. En particular se tiene

Klz|/(x —a) = K.

Ejemplo 4.22. Sii € C tiene el significado usual, entonces mg ;(z) = 2%+ 1.
Por otro lado me;(x) = = — i. Nétese que 22 +1 = (z — i)(z +4). También
se tiene R[i] = C.
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Algebras sobre cuerpos

Dado un anillo conmutativo C, un algebra sobre C' o una C-algebra es un
anillo A junto con un homomorfismo ¢ : C' — A tal que ¢(C) estéd contenido
en el centro Z(A) del élgebra A. Si C' = k es un cuerpo, la funcién ¢
es automaticamente inyectiva y por lo tanto el anillo A tiene un subanillo
(k) € Z(A) isomorfo a k. Podemos identificar a k con su imagen en A. De
acuerdo a los resultados de la seccién anterior para cada elemento a de A
existe un homomorfismo ¢, : k[z] — A llamado evaluacién en a que extiende
¢ y satisface ¢(z) = a. El elemento ¢,[f(x)] se denota simplemente f(a). La
imagen del homomorfismo ¢, es el dlgebra k[a] = k[z]/(m,) donde m, es el
polinomio minimal de a. El algebra A es un espacio vectorial sobre k. Si su
dimension es finita, necesariamente m, # 0.

Sea a € A. La funciéon T, : A — A, definida por T,(b) = ab es K-
lineal. De hecho define un homomorfismo de A en el anillo de endomorfismos
Endg(A). Si A tiene dimension finita, la funcion lineal T, tiene un determi-
nante y una traza bien definidos. Escribimos

N(a) = det(T,) Tr(a) = tr(T,).

Es inmediato que N(ab) = N(a)N(b) y que Tr es una funcién lineal que
satisface Tr(ab) = Tr(ba).

Proposicién 4.23. En cualquier K-dlgebra de dimension finita A, las sigu-
ientes afirmaciones son equivalentes:

1. N(a) #0
La funcion lineal T, es inyectiva.
La funcion lineal T, es epiyectiva.

a € A*.

S

ab # 0 para todo b en A.

Demostracion. Se sigue de las propiedades elementales de los deter-
minantes que (1)-(3) son equivalentes. Es inmediato de la definicién de T,
que (2) y (5) son equivalentes. Finalmente, probaremos la equivalencia de
las otras afirmaciones con (4). Si ab = 1, entonces 1 = N(ab) = N(a)N(b),
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Figure 4.2: El caballo y sus movimientos.

por lo que (4) implica (1). Por otro lado, si T, es epiyectiva, entonces ab = 1
para algin b € A. Se sigue que T, o T, = Id, de donde, dado que T}, y T} son
funciones lineales en un espacio vectoria de dimension finita, son inversas y
se tiene T, o T, = Id. Aplicando a ambas funciones a 1 se tiene ba = 1 por lo
que b es el inverso de a. Esto prueba que (3) implica (4). O

Ejercicios

1.
2.
3.

Encuentre el maximo comun divisor, en Z, de 1492 y 2016.
Encuentre el maximo comun divisor, en Z[i], de 14 + 12i y 9 + 15i.

Encuentre el maximo comun divisor d(z) € R[z], de 42?+x+1y z5+4.
Encuentre polinomios s(x) y t(z) tales que

(42 + 2 + 1)s(x) + (2° + 4)t(z) = d(x).

Juan debe pagar 7.000 pesos por un reloj. Tanto el como el relojero
disponen de un numero grande de billetes de 17.000 y 23.000 pesos.
Determine como debe realizarse la transaccion.

Demuestre que 2+ y 2—i son relativamente primos en Z[i|. Utilice este
resultado para probar que el caballo puede llegar de cualquier casilla
de un tablero de ajedrez infinito a cualquier otra (ver figura 5.2).

Repita el ejercicio anterior para un caballo que se mueve en un tablero
hexagonal, como el mostrado en la Figura 5.3.
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10.

11.

12.

13.

Figure 4.3: Un tablero hexagonal.

Generalice los dos ejercicios anteriores a caballos que pueden moverse n
casillas en una direcciéon, y luego m casillas en una direccion diferente.
Que condiciones en m y n aseguran que pueda cubrirse todo el tablero?

Probar que Z[v/—2] es un dominio euclideano.

Sea w = e2™/3 = —% + %3 la raiz cubica de la unidad de parte imagi-
naria positiva. Probar que Z[w] es un dominio euclideano.

Sea D = Z[v/—5]. Probar que en D el ideal (3,4 + v/—5) no es 1, pero
3y 4+ +/—5 no tienen ningin divisor comuin. Probar que D no es un
dominio euclideano. Sugerencia: Probar que la norma N (a+by/—5) =
a’? 4+ 5b? es multiplicativa y que no hay elementos z que satisfacen
3= N(2).

Sean Aj, ..., A, elementos distintos de un cuerpo K. Sea f(z) = (x —
A1)+ (x — A,). Encuentre polinomios ¢, ..., g, cuyas proyecciones
a K[z]/(f) sean los idempotentes centrales minimales de ese anillo.
Sugerencia: considere los polinomios h; = f/(x— \;) y sus proyecciones
en cada cociente.

Probar que si K es un cuerpo, y si a, ... a, son elementos distintos de
K, entonces para todo fy, ..., € K, existe un polinomio f(z) € K[x],
de grado menor a n, tal que f(a;) = f; parai=1,...,n.

Utilizar el algoritmo de divisién para encontrar el m.c.d. d de 7— 5w y
12 + 11w en Z[w]. Exprese d en la forma d = s(7 — 5w) + (12 + 11w)
con sy ten Zw).
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14.

15.

16.

17.

Encontrar polinomios s(x) y t(x), con deg s(z) < 2y degt(x) < 1, tales

que
s(x) t(r) 1
A1 212 @)@+

Encontrar enteros a, b, ¢, ytcon 0 < a < 16,0 < b <10,y 0 < c <12,

tales que

t+a+b+c_ 23
17 11 13 11-13-17°

Probar que en cualqueir anillo conmutativo C' y para elementos cua-
lesquiera x e y en C se tiene f(z+y) = f(x) + f/'(2)y (mody?), donde
o) =30 Jiaa st fx) = >0 ax.

Probar que si D es un DIP, p un primo de D, t € D, n € Z, y si

1D++1D¢(P),
—_———

T veces

entonces, para cada entero positivo s, existe una unica solucién en
D/(p®) de la ecuacién z™ = 1 + pt, que satisface z =1 (mod p).



Chapter 5

Introduccion a la Teoria de
Cuerpos

Sea K un cuerpo arbitrario. Sea ¢ : Z — K el inico homomorfismo, es decir
el que lleva a n en
—_——

n times

La imagen de ¢ es un dominio de integridad. Por el primer teorema de
isomorfia, es a la vez isomorfa a un cociente de Z. Luego debe ser isomorfo
aZ o al, =Z/pZ para algin primo p. En el primer caso diremos que K
tiene caracteristica 0. En el segundo, que la caracteristica es p.

Sean K y L dos cuerpos y sea ¢ : K — L un homomorfismo de anillos
no trivial. Entonces ker(¢) es un ideal de K, luego sélo puede ser 0. Se
concluye que todo homomorfismo de cuerpos es inyectivo y por lo tanto K
puede identificarse a un subcuerpo de L. En particular, K y L tienen la
misma caracteristica. Notese que esta identificacién depende de ¢. Si K
es un subcuerpo de L diremos que L es una extensiéon de K o que L/K
es una extensiéon de cuerpos. Noétese que L es un espacio vectorial sobre
K. El grado [L : K] de la extensién estd definido por [L : K] = dimgL.
En estos apuntes, consideraremos el grado como un elemento de N U {oo},
aunque es posible discriminar entre extensiones infinitas utilizando la teoria
de cardinales infinitos. Diremos, en lo sucesivo que la extensién L/ K es finita
sisu grado es un elemento de N. En lo sucesivo, adoptaremos las convenciones
comunes referentes a la dimensién infinita como aoco = cooco = 0.

45
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Proposicién 5.1. §i F' C K C L son cuerpos entonces se tiene la identidad

[L:F]=[L:K|K:F).

Demostracién Sea B una base de L como espacio vectorial sobre K y
sea A una base de K como espacio vectorial sobre F. Basta probar que el
conjunto {abla € A,b € B} es una base de L sobre F. Probamos primero
que generan. Sea o € L. Como B es base de L como sobre K, existen
bi,...,by € By x1,...,2; € K tales que a = Z';:l x;b;. Como cada z; estd
en K, existen a;,...,air, € Ay yir,...,Yir, € F tales que z; = Z;;l YijQij .

Se concluye que
t i
a = Z Zyij(aijbi)a

i=1 j=1

de donde se tiene lo pedido. Para la independencia lineal se observa que toda
combinacion lineal de elementos ab puede escribirse en la forma

t r
> D wiilaiby),
i=1 j=1
donde se han agregado coeficientes nulos de ser necesario. Si
t r
> D wilaib) =0,
i=1 j=1

podemos escribir

3 (j y> b =0,

j=1 \i=1

donde el término entre paréntesis estd en K de donde por la independencia
lineal de B sobre K se tiene

t
Z yija; =0,
i=1

y por a independencia lineal de A sobre F' se tiene finalmente y;; = 0. O]

Ejemplo 5.2. [C: R] =2 ya que {1,i} es una base de C sobre R.
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Ejemplo 5.3. Si p(x) es un polinomio primo en K[z] de grado n, que pode-
mos suponer monico, entonces el ideal (p) es maximal en este anillo y se
tiene que L = K[z]/(p) es un cuerpo. Si se identifica K con su imagen en
L, podemos considerar a L como una extensién de K. Como todo elemento
del cociente se escribe de manéra tinica como un polinomio en T de grado a
lo méas n — 1 (por el algoritmo de la divisién), se tiene que [L : K] = n.

El ejemplo anterior es muy importante por la siguiente razon. Si L/K es
cualquier extensién y si o € L, entonces K[a] = K[z|/(Mmak), donde mq x
es el polinomio minimal de o en K. Como K [a] esta contenida en un cuerpo
debe ser un dominio de integridad, por lo que m, x debe ser primo o 0. En
este caso, el polinomio m, i (z) se denomina el polinomio irreducible de «
sobre K y se denota también irrk(«, x).

Si ma k() = 0 se dice que « es trascendente sobre K y se tiene K|a]
K|z]|. Si my i es un polinomio primo, el anillo K|a] es un cuerpo y [K[a] :
K] = deg(ma.x). En este caso se dice que « es algebraico sobre K.

~

Ejemplo 5.4. Sean K C L cuerpos. Un elemento o de L estd en K si y sélo
si deg(irrg (o, x)) = 1.

Ejemplo 5.5. Sea a € L un elemento que satisface a®> € K pero a ¢ K
entonces el polinomio irreducible de a sobre K es 2% — a.

Ejemplo 5.6. Si L/K es una extensién cuadrética, es decir [L : K] = 2,
entonces para cada elemento o de L que no esté en K se tiene L = K|a],
siendo el polinomio irreducible de o un polinomio de la forma z? + azx + b.
Ademas, si la caracteristica no es 2, entonces 2 es invertible en K, y por lo
tanto el elemento 3 = x — § satisface que % € K pero 3 ¢ K. Se concluye
que toda extensién cuadratica sobre un cuerpo de caracteristica distinta de
2 tiene esta forma.

Ejemplo 5.7. Mas generalmente, si L/K es una extensién de grado primo,
es decir [L : K| = p, entonces para cada elemento o de L que no esté en K
se tiene L = K|a].

Ejemplo 5.8. Si un polinomio cibico f(z) € K[z] no tiene raices en K (y
por lo tanto no tiene factores lineales en K|x]) entonces es irreducible. En
particular toda raiz a € L de un tal polinomio satisface [K|o] : K] = 3.

Ejemplo 5.9. El polinomio 2% 4+ 4 no tiene raices en Q pero se factoriza
como un producto de polinomios cuadraticos irreducibles

et 4= (22 4+2)? — (22)% = (2® — 22 + 2)(2® + 22 + 2).
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Ejemplo 5.10. [Q[v/2] : Q] = 3. En particular, cada elemento de Q[v/2] se
escribe de manéra tnica de la forma a + bv/2 + /4.

Ejemplo 5.11. Si la extensién L/K es finita y si a € L, entonces el grado
de irrg (o, x) debe dividir a [L : K], ya que

[L:K]=[L: K()][K(a): K].

Extensiones algebraicas y clausura algebraica

Recordemos que « es algebraico sobre K siy solo si « satisface un polinomio
no nulo con coeficientes en K o equivalentemente, si K|[a] tiene dimension
finita como espacio vectorial sobre K. Es claro de la definiciéon que si « es
algebraico sobre K y si F' es un subcuerpo de L que contiene a K entonces
a es algebraico sobre F.

Definicién 5.12. Una extension L/K se dice algebraica si todo elemento de
L es algebraico sobre K.

Se sigue de la definicién que una extensiéon L/K es algebraica si y sélo si
para todo v en L, la extensiéon K[a|/K es finita. Por lo tanto, es inmediato
que toda extensién finita es algebraica.

Proposicién 5.13. Sea L = Klay,...,a.]. Si cada «; es algebraico sobre
K entonces L/ K es finita, En particular, L/K es algebraica.

Demostracién Parai=1,...,r definimos L; = Koy, ..., q]. Sia; es
algebraico sobre K entonces es algebraico sobre L; 1 de donde [L; : L;—;]| =
[Li—1[e;] + Li—1] < oo. Por la multiplicatividad del grado e induccién se
obtiene lo pedido. O

Corolario 5.13.1. Si o, € L son algebraicos sobre un cuerpo K C L,
también lo son a+ 3, a— 3, af y, st ademds 5 # 0, también lo es el cociente

a/B.

Demostracion Basta ver que todos los elementos mencionados en este
corolario pertenecen a la extension finita K[a, 5] de K. ]
El siguiente resultado es ahora inmediato:
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Proposicién 5.14. Si L/K es una extension, el conjunto
L., = {a € L|a es algebraico sobre K}
es un subcuerpo de L. [
El cuerpo Ly, recibe el nombre de clausura algebraica de K en L.

Proposicién 5.15. Si K C F C L son cuerpos tales que F/K es algebraica
y a € L es algebraico sobre F' entonces es algebraico sobre K.

Demostracién Si « satisface un polinomio f(z) = a,2"+...+a1x+ag
con coeficientes en F' entonces es algebraico sobre F' = K]Jay, ..., a,]. Como
[F" : K] < oo por la proposicién anterior, se tiene que

[F'la] : K] = [F'la) : F'|[F': K] < >

y por lo tanto F’'[a]/K es algebraica y en particular « es algebraico sobre
K. [

En particular, se concluye que si L/F'y F'/K son extensiones algebraicas,
entonces L/K es algebraica.

Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio en K|[z]
tiene una raiz en K. Equivalentemente, K es algebraicamente cerrado si y
sélo si todo polinomio en K [z] tiene un divisor lineal z — a.. Esto es equiva-
lente a decir que los tinicos polinomios primos en K [z] son miltiplos escalares
de polinomios de la forma z — . En particular, todo polinomio f(z) € K|x]
se escribe de la forma f(z) = A[[_ (¥ — a;)". Los elementos a, ...,
son las raices del polinomio y los exponentes ry,...,r; son sus multiplici-
dades. Si K es algebraicamente cerrado y L/K es cualquier extensién, se
tiene necesariamente que L,, = K (ejercicio).

Definicién 5.16. Una clausura algebraica de un cuerpo K es una extension
algebraica L/K tal que L es algebraicamente cerrado.

Probaremos ahora la existencia de al menos una clausura algebraica de
un cuerpo dado. Esta demostracién requiere ciertos conocimientos minimos
sobre cardinales infinitos, pero es relativamente elemental desde un punto de
vista algebraico. Demostraremos en un capitulo posterior que dos clausuras
algebraicas de un mismo cuerpo son isomorfas. Esto permite hablar de La
clausura algebraica de un cuerpo K. Se la denota K. Este resultado requiere
del teorema de extension de homomorfismos.

Proposicién 5.17. Para todo cuerpo K existe una clausura algebraica.
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Demostracién Sea X un conjunto infinito cuya cardinalidad es estric-
tamente mayor a la del conjunto Y donde Y = K[z| x Z. Nétese que si L/ K
es algebraico entonces la cardinalidad de L es a lo mas igual a la de Y, ya
que cada polinomio en K[z] tiene a lo mas una cantidad finita de raices en
L. Podemos suponer que K C X ya que de otro modo remplazamos X por
XUK. Sea X el conjunto de estructuras de cuerpo (F,0, %), con K C FF C X
que satisfacen las condiciones siguientes:

e Para todo a,b € K se tienen alJb=a+ by a *b = ab.
e F/K es algebraica.

Existe un orden natural en ¥ tal que (F,0,%) > (F/,0, %) si F© DO F'
y las operaciones en F extienden las de F’. Afirmamos que Y satisface las
hipétesis del lema de Zorn y que un elemento maximal de ¥ es necesariamente
un cuerpo algebraicamente cerrado. Esto terminara la demostracion.

Como (K, +,.) es un elemento de X, este no es vacio. Si se tiene una
cadena {(F\,0y,*))}rea en X se define una cota superior (F,0, %) donde
F =, F\ y para definir las operaciones O y * tomamos A suficientemente
grande de modo que a,b € F) y se define aldb = ald\b y axb = a *) b.
Dejamos al lector la comprobacién de que la estructura (F,, %) estda bien
definida, es de hecho un cuerpo, y se tiene (F,[J, *) € X.

Sea ahora (F,[J, ) un elemento maximal de ¥. Supongamos que no es
algebraicamente cerrado. Entonces existe un polinomio f(z) irreducible con
coeficientes en F' que no tiene raices en F. Sea L = F|x]/(f). Como L es
algebraico sobre K, su cardinalidad es a lo sumo la de Y. Como X tiene una
cardinalidad infinita mayor que Y, X\ F tiene al menos la cardinalidad de L
(recuerdese que T + 7 = T para todo cardinal infinito 7). Se sigue que existe
una funcion inyectiva ¢ : L — X que es la identidad en F. Se concluye que
(Y(L),d, M), donde & y # son las iméagenes de las operaciones de L, es una
estructura de cuerpo que extiende (F,[J,*) y es algebraica sobre K lo que
contradice la maximalidad. O

Trazas y Normas

Recordemos que en el capitulo anterior se definié la norma y la traza de un
elemento a de una K-algebra de dimension finita A como el determinante y la
traza del operador multiplicacién T,. Esta definicién se aplica en particular si
A = L es una extension algebraica de K. Seaa € L, y sea m,(X) = mg q(X)
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su polinomio minimal sobre K. A la norma de a como un elemento de la
K-algebra L se la denota Ny, x(a). Del mismo modo, la traza de a como un
elemento de L se denota Try,x(a). Nétese que esta definicion ciertamente
depende de la extension finita L/ K. De hecho se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 5.18. Sia € L C E con E/K finita, se tienen las identidades:
Nej(a) = NL/E)@)PP v Trgyla) = [E : LTy L/K)(a),

para todo elemento a en L.

Demostracién Sea {ej,...,e.} una base de E/L. Como K espacio
vectorial, se tiene E = @;_, Le; y

Tg, (Z li&') = @Z lie; = Z(ali)ei = ZTL,a<li)eia

%

donde T , y T, denotan la funcién lineal multiplicacion por a en los cuerpos
E v L respectivamente. El resultado es ahora inmediato. O]

Proposicién 5.19. Sea a € E donde E es una clausura algebraica de K.
Sea L = Kla]. Sea

T

mia(X) = (X = a;)* (5.1)

=1

la factorizacion en E del polinimio irreducible my o(X) € K[X]. Entonces

Ni/k(a) :aill R Trp/k(a) = diay + - - - + d,a,.

r o

Demostraciéon Sea
Ma(X) = X"+ ap X"+ .. 4+ a1 X + ag

el polinomio minimal de a. Nétese que {1,a,a?, ..., a" '} es una base de L
como K espacio vectorial. En esta base, la matriz de T} es

0 —Qo

0
1 0 —a

0
0

00 -+ 1 —ap
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de donde de tiene que

det(T,) = (—1)"ag = a* - - - a®

T )

tr(T,) = —an—1 = drag + - - - + d,a,.

La segunda identidad en cada caso se obtiene desarrollando el producto en
(5.1). O
Ejercicios

1. Sea L/K una extension cuadratica. Probar que si la caracteristica de
K no es 2, entonces existe a € L con a ¢ K tal que a® € K.

2. Probar que C no tiene extensiones cuadraticas.
3. Probar que C es la tnica extension cuadratica de R.

4. Probar que en un cuerpo de caracteristica p se tiene, para todo r € N,
la identidad (z + y)P" = 2P + y?".

5. Si K es un cuerpo de caracteristica 2, probar que existen matrices
A € My (K) que satisfacen A? = I pero que no son diagonalizables

6. Probar que si F es el cuerpo generado, sobre un cuerpo K, por las raices
de un cierto polinomio f(z) € K[z] de grado n, entonces [E : K| < nl.
Calcule el grado sobre Q de las suiguientes extensiones:

(a) Q(V/3), (c) Q(vI+20),
(b) Q(v2,V3), (d) Q(V2,iv/2).

7. Calcule el grado sobre Q de las suiguientes extensiones: Q[:/p] (p

primo), Q[v2, v/3,v/5], Q(va + bi) (a®+b* = p es primo), Q[v/2,iv/2].

8. Probar que si a € C, entonces « es algebraico sobre Q si y soélo si existe

un polinomio f(z) con coeficientes racionales, tal que f(a) = 5.

9. Seaa=+v2++V3ysea L =Q(a). Sea K =Q(+/2,V3).
(a) Probar que v/6 € L (sugerencia: calcule a?).

(b) Probar que L # Q(v/6).
(c) Probar que L = K.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(d) Encontrar el polinomio irreducible de a sobre Q.

Sea w una raiz ciibica primitiva de la unidad. Sea L = Q(w, v/2), y sea
K = Q(wv/2). Probar que [L: K] =2, pero [RNL:RNK] = 3.

Probar que si 'y F' son subcuerpos de un cuerpo L, tales que
[F:ENF|<oo,

entonces

=1

eiEE,fiEFparaizl,...,n}

es cuerpo (sugerencia: considere primero el caso F' = k(a) con k C
ENF).

Probar que si K = F(a) C L, entonces [EK : E] < [K : F| para todo
cuerpo E C L que contenga a F'.

Probar que si K/F es una extensién finita con K C L, entonces [FK :
EF] < [K : F] para todo cuerpo E C L que contenga a F.

Probar que el conjunto de niimeros constructibles es un cuerpo.

Probar que Si K C L son cuerpos y a € L, entonces a es algebraico
sobre K si y solo si existe un K-espacio vectorial V' de dimension finita
contenido en L, tal que aV C V.

Utilice la definicion de cuerpo algebraicamente cerrado dada en el texto
para probar en detalle que si k es algebraicamente cerrado, todo f(x) €
k[x] puede escribirse como



Chapter 6

Construcciones con regla y
compas

Una regla es un trozo de madera que nos permite, dados dos puntos en una
superficie plana, trazar la recta que estos punto determinan, y que contiene
tanto el segmento entre estos dos puntos, como también sus prolongaciones
mas alld de dichos puntos. Del mismo modo, el compés es un artefacto que
nos permite trazar un circulo dados su centro y su radio. Para fijar ideas,
debemos suponer que cada objeto, punto recta o circulo, es construido en
base a objetos preliminares previamente construidos u objetos basicos. Uno
podria comenzar con un conjunto arbitrariamente grande de objetos basicos,
pero para efectos de estos apuntes, asumiremos un conjunto reducido de ellos,
a saber:

1. Un punto dado O que llamaremos el origen de coordenadas.
2. Una recta R, que contiene a O, que llamaremos la recta real.

3. Un segundo punto U € R que se encuentra, por definicion a una dis-
tancia unitaria de O en la direccién positiva (también por definicién).

Diremos que un objeto geométrico es constructible si puede construirse a
partir de los elementos mencionados mas arriba. Esto puede precisarse como
sigue:

Una construccion es una sucesion de objetos geométricos cada uno
de los cuales es uno de los objetos basicos mencionados mas arriba
o puede obtenerse de un subconjunto de los objetos precedentes
mediante una de las siguientes operaciones béasicas:

o4
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1. Dadas dos rectas no paralelas, tomar el punto de inter-
seccion.

2. Dado un circulo y una recta, o dos circulos, tomar cualquiera
de los puntos de interseccion entre ellos.

3. Dados dos puntos distintos, tomar la recta que los contiene.

4. Dados dos puntos distintos A y B, tomar el circulo centrado
en A que contiene a B.

El lector puede convencerse facilmente de que estas operaciones basicas cod-
ifican apropiadamente lo que el gedmetra efectivamente hace al utilizar sus
herramientas fisicas regla y compds, con quizas una salvedad. Muchos com-
pases pueden fijarse en una posicién y por lo tanto utilizarse para trasladar
longitudes, como por ejemplo, copiar el radio de un circulo con un centro
dado, en un circulo con un centro diferente. Esto no genera, sin embargo,
ninguna diferencia en la teoria, dado que es relativamente sencillo construir
un circulo alrrededor de cualquier punto del plano cuyo radio sea igual al
de un circulo dado. Para ello es necesario recordar que puede trazarse una
perpendicular a una recta dada, ya sea desde cualquier punto exterior, o a
travez de de cualquier punto de esta. Recordaremos dicha construccién a
continuacion:

Sea A un punto de una recta L. Sean B y C' los puntos de
interseccién de dicha recta con cualquier circulo centrado en A
(para fijar ideas podemos utilizar el circulo que pasa por alguno
de los puntos bésicos O o U). Entonces el circulo I' centrado en
B y que pasa por C, se encuentra con el circulo A centrado en
C y que pasa por B, en dos puntos D y E. La recta DE es
perpendicular a L. Si tomamos un punto F' fuera de L, podemos
repetir el proceso utilizando los puntos G y F' en los que algin
circulo © centrado en F' corta a L. Para fijar ideal puede tomarse
el circulo que pasa por cualquier punto constructible en L, como
los que fueron utilizados para construir L, o bien O si es que

L ="R.

Pudiendo trazar perpendiculares, podemos también trazar paralelas, que
pueden verse como perpendiculares de perpendiculares a una curva dada.
Finalmente, dados puntos constructibles A, B y C' es posible construir cada
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Figure 6.1: Construyendo perpendiculares.

lado del paralelogramo ABC'D y el cuarto vértice D es un punto cuya dis-
tancia a C' es igual a la distancia entre A y B.

El purista puede encontrar facilmente una segunda objecién. El gedmetra
recurre a menudo a la seleccién arbitraria de un punto en una recta o circulo
o de un circulo de radio arbitrario o ”suficientemente grande” alrededor de
un punto. Esto se resuelve simplemente observando que dados dos puntos
en una recta (que los tenemos), es posible construir una infinidad de pun-
tos a distancia arbitrariamente grande, y dada la posibilidad de bisectar un
segmento como se hizo en la construccién arriba mencionada, los puntos con-
structibles en dicha recta forman un conjunto denso. La posibilidad de trazar
paralelas y, mediante el uso de circulos apropiados, constrir puntos arbitrari-
amente lejanos en estas paralelas, nos permite ver que, de hecho, los puntos
constructibles forman un conjunto denso del plano. Por lo que también ten-
emos circulos y rectas que intersectan a cualquier circulo o recta prefijado,
de manera no trivial, en un punto arbitrariamente cercano a cualquier punto
dado de este objeto.

A continuacién tomaremos un sistema de coordenadas en el plano, es decir
identificaremos el plano con el espacio vectorial R? de modo que los puntos
O y U se identifican con los pares (0,0) y (1,0). En particular, el subespacio
vectorial R(1,0) generado por (1,0) se identifica con la recta R generada por
O y U, mintras que el subespacio R(0, 1) es la recta perpendicular a R en O.

El principal objetivo de este capitulo es obtener una caracterizaciéon de
los puntos constructibles del plano en términos de sus coordenadas. Para
ello necesitamos una definicién algebraica.
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Definiciéon 6.1. Un elemento o € C se dice constructible si existe una cadena
de subcuerpos de C
LOnggLQQQLt

tales que Lo = Q, o € Ly, y [Liy1 : L;] = 2 para todo i.

Se sigue de inmediato de la definicién que para todo nimero complejo
constructible a, el grado de su polinomio irreducible m(z) = irr, g es

deg(m) = [Q(0) : Q] = %

en particular es una potencia de 2. Se sigue que una raiz de un polinomio
cubico irreducible no es constructible.

)

Proposicién 6.2. El conjunto K de nimeros complejos constructibles es un
cuerpo.

Demostracion El punto clave de la demostracién es probar que dados
dos nimeros complejos constructibles a y 5 existe una cadena de extensiones
EyCE CE,C...CEy

Tales que
e Fy=Q,
e a,fcE,y
e [Ei1: E)]=2paratodoi=0,...,N—1.
Para esto se toman dos cadenas
LoCLiCL,C...CL, y LyCLiCLyC...CL,

Tales que Ly = Lj = Q, a € Ly, § € L), donde cada cuerpo es una extensién
cuadratica del precedente en cada secuencia y tomamos a continuacion la
secuencia compuesta

LyCLiCL,C..CL,CLLyCL,LCLLy,C...CLL.
El resto de la demostracién se deja al lector (Ejercicio 1). O

Proposicién 6.3. Un punto (a,0) € R es constructible si y sdlo si a es
constructible.
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B F/O\\i C D E F
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N
M i 1

Figure 6.2: Demostracion de que K’ es un cuerpo.

S
T

Demostracién Sea K’ = {a € R|(a,0) es constructible} . Basta ver
que K = K’. Probaremos primero que K’ es un cuerpo. Si el origen estd en O
como se vé en la Figura 7.2, podemos usar el circulo centrado en el origen que
pasa por B para obtener C'y viceversa, de modo que podemos, en general,
olvidar el signo. Como ya hemos probado que es posible transladar distancias
(radios) de un punto a otro, bastara con tener construcciones geométricas de
la suma, resta, producto y cociente de distancias ya consruidas. Esto se
muestra en la Figura 7.2. Para obtener la suma « + 8 de dos nimeros en K
basta con construir un punto D a distancia « a la izquierda de un punto £y
un punto F' a la derecha de E a distancia (5. La resta se obtiene similarmente
construyendo tanto D como F' al mismo lado de E. El cociente se obtiene
a partir de similaridades de triangulos rectangulos. Si el lado NP mide 1,
el lado N@Q mide 8, mientras el lado S@Q mide «, entonces el largo del lado
ST es el cociente a/. El producto se obtiene de modo similar. Si el lado
HL mide § y el lado M1 mide «, mientras el lado LI mide 1, entonces el
lado GM mide af. Notese que la construccién precedente sélo funciona si
a > 1. Si este no fuera el caso podemos construir la distancia (na)f para n
suficientemente grande y luego dividir como ya vimos.

Supongamos ahora que el punto (0, &) es constructible. entonces podemos
construir un tridngulo rectangulo como el tridngulo IM G de la Figura 7.2,
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cuyo lado IM mide 1 — ¢ y el lado IG mide 1 + %, por lo que el lado GM

mide
(RO,

Para realizar esta construccion simplemente construimos el segmento I M del
largo correcto, el circulo de radio 1 + ¢ centrado en I y la perpendicular a
IM por M. El punto de interseccion de estos tltimos es G.

De lo anterior se concluye que si « es cualquier niimero contenido en un
cuerpo L; para el cual existe una cadena de cuerpos

LyCLiCL,C...CL,CR

tales que Lo = Q, o € Ly, y [Liy1 : L;] = 2 para todo i., entonces (a,0) es
constructible. De hecho, la condiciéon L; C R no compromete la generalidad
pues podemos remplazar L; por L; N R si fuese necesario. Concluimos que
K C K'. La conversa se obtiene de las siguientes observaciones:

e La recta que une dos puntos cuyas coordenadas pertenecen a cierto
cuerpo F' C R tiene una ecuacion de la forma AX + By+C = 0 con A,
B,y C en F. De hecho si los puntos son (a, b) y (¢, d), podemos tomar
A=d—-b, B=c—ay C =bc—ad. Un cdlculo similar prueba que
un circulo cuyo centro tiene coordenadas en F'y cuyo radio pertenece
también a F' esta descrito por una ecuacion con coeficientes en F.

e Si dos rectas no paralelas L y L’ tienen ecuaciones de la forma Ax +
By+C=0yAx+By+C'"=0,con A, B, C, A", B', y (' en cierto
cuerpo F', el punto en que se intersectan es P = (ﬁ;g:fg:, ﬁg:f‘%), el
cual tiene sus coordenadas en F'.

e La interseccion entre la recta de ecuacion Az + By + C = 0 y el circulo
(r —a)*>+ (y — b)> = R% con {A,B,C,a,b, R} C F, consiste en dos
puntos cuyas coordenadas (z,y) estan dadas por

A D

y-b=-%-a)- %

_AD+ \A2D? — (A2 + B?)(R?B? + D?)
e A2 4 B2 ’
donde D = C + Aa + Bb. Las coordenadas de estos puntos estan en
una extension cuadratica de F.
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e La interseccién entre el circulo de ecuacién (z —a)® + (y — b)?> = R? y
el de ecuacién (z — c)? + (y — d)? = r?, es la misma que la interseccién
de cualquiera de estos circulos con la recta (¢ —a)x + (d —b)y +t =0,
donde

t=a*+b*+r* - —d* - R~

]

Proposicién 6.4. El punto («,0) € R, donde « esel largo del lado de un
cubo de lado 2 no es constructible (no se puede duplicar el cubo con regla y
compds).

Demostracién Basta ver que /2 no es un niimero constructible, lo que
es inmediato dado que su polinomio irreducible es 2% — 2, el cual tiene grado

3. [l

Proposicién 6.5. Una recta que subtiende un dngulo de 20 grados con la
recta real no puede construirse con regla y compds.

Demostracién Observese que si el angulo M IG de la figura 7.2 tuviese
20 grados, donde M e I son puntos constructibles, el punto G es el punto
donde la perpendicular a la recta IM corta a IG por lo que si IG fuese
constructible, también lo seria el punto G. Se sigue que el cociente a =
sen(20°) entre los largos de MG e IG es un numero constructible. Pero
utilizando las féormulas para el seno y coseno de una suma y los valores
conocidos para estas funciones en el dngulo de 60°, es facil ver que a® —
3a(1 — a®) = 5 por lo que z = 2a satisface la ecuacién 2® — 3z +1 =0, la
que carece de raices racionales. De hecho si ™ fuese una raiz, con n y m
coprimos, tendriamos n® = (3n —m)m?, lo que no es posible, salvo si m = 1
y en tal caso n® = 3n — 1, lo que no tiene soluciones enteras. Concluimos que
2% — 3x + 1 es irreducible, lo que contradice la constructibilidad de x. O

A continuacién identificaremos cada punto (a,b) del plano con un nimero

complejo a + bi.

Proposicién 6.6. Un punto (a,b) del plano es constructible si y sélo si a+bi
es un numero complejo constructible.
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Demostracién Dado que los ejes de coordenadas son constructibles, y
podemos trazar perpendiculares desde cualquier punto a cualquier recta, es
facil ver que el punto (a, b) es constructible si y sélo si lo son los puntos (a, 0)
y (b,0), es decir si a y b son constructibles. Bastard por lo tanto ver que
esta ultima condicion es equivalente a que a + bi sea un nimero complejo
constructible.

Es claro que si a y b son constructibles, también lo es a + bi, ya que
i = v/—1 es constructible. Por otro lado si z = a + bi es constructible,
también lo es su conjugado complejo Z = a — bt ya que cualquier secuencia
de cuerpos

LoC L1 C Ly C...C Ly,

con z € L; nos da una secuencia de conjugados
LyCLiCLyC...CL,

con Z € L;. Se sigue que z + Z = 2a es constructible y por lo tanto también
b=i(a—z). O

En general, un subcuerpo K de C consiste de elementos z = a + bi con a
y ben K siy sélosi K cumple las condiciones siguientes:

1. K es invariante bajo la conjugacién compleja.
2. K contiene a la unidad imaginaria i = y/—1.

Dejamos como ejercicio para el lector encontrar ejemplos de cuerpos que
cumplan una de estas condiciones, pero no la otra.

Un poligono P se dice constructible si cada vértice de P + z es con-
structible para algin niimero complejo z. Si esto ocurre para algin ntimero
complejo zp, también ocurre para zy + ¢ para cualquier ¢ € C constructible.

En los ejercicios del capitulo 11 veremos que el polinomio ciclotomico

" —1

by (1) = —r—— = LD (= p
T _

m—1

P +1

m—2

es irreducible. Utilizando este hecho podemos probar el siguente resultado:

Proposicién 6.7. Sea p un nimero primo impar y sea m > 1 un entero.
Un poligono regular de p™ lados no puede construirse con regla a menos que
m =11y p es un primo de Fermat.
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Demostracién Dado que el centro de un poligono regular con vértices
constructibles es constructible, por ser el promedio de los vértices, si el
poligono de n lados es constructible, existen dos ntumeros complejos z y
z' (digamos, dos vértices consecutivos) cuyo cociente es la raiz de la unidad
n = e*™/™_ Se sigue que 1 es constructible y por lo tanto el grado

am : Q)

es una potencia de 2. Como el polinomio ciclotémico ¢,m(z) es irreducible,
se tiene que

{Q(n) : Q} = deg(ppm) = (p— 1)p™*

es una potencia de 2. Si p es un primo impar, esto necesariamente implica
que m =1y p — 1 es una potencia de 2. Esto ultimo ocurre si y sélo si p es
un primo de Fermat. O

Conversamente, si 1 es constructible, también lo es el poligono regular
de lado 1 por el mismo argumento. Se sigue que la principal dificultad para
provar la conversa consiste en probar la existencia de suficientes extensiones
intermedias entre Q y Q(n). Esto puede hacerse via teoria de Galois como
veremos en un capitulo posterior. Terminaremos este capitulo mostrando
como el conocimiento de las extensiones intermedias nos permite efectiva-
mente construir un poligono con regla y compas.

Proposiciéon 6.8. FEs posible construir el pentagono de lado 1 con regla y
compas.

Demostracién Sea n = ¢*™/5. Basta ver que o = 1 + 7 genera una

extension cuadratica. Para ello recordemos que n satisface la ecuacion
L+n+n*+1°+1" =0,

es decir
n+nt+n’ gt =1

1= p* y ademas

por otro lado n =n~
o= (n+n')? =" +2+1°,
por lo que concluimos que a + (o — 2) = —1. Es decir

?+a—1=0.
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A C
GF FE

Figure 6.3: Part of the construction of a pentagon.

O

Veamos ahora como se puede transformar la demostracion precedente en
una auténtica construccion geométrica.

Se construye un triangulo ABD rectangulo en B que satisface AB =
2BD, y sea C' el punto donde el circulo AD centrado en A corta a la recta
AB. Nétese que AC' = BD+/5. Sea E el punto del segmento AB que satisface
CE = BD. Sea F el punto medio de AE y sea GG el punto medio de AF.

Notese que
AG B V5 —1 L a R
BD -1 — 3~ Re),
de donde, si H es el punto de intersecciéon de la perpendicular en G con el
circulo de radio BD alrededor de A, el dngulo GAH tiene 72 grados.

Ejercicios

1. Probar, en detalle, que el conjunto de nimeros constructibles es un
cuerpo.

2. Pruebe que si un polinomio con coeficientes racionales tiene una raiz
constructible, todas sus raices lo son.

3. Pruebe que un circulo cuyo centro tiene coordenadas en un cuerpo F'
y cuyo radio pertenece también a F' esta descrito por una ecuacién con
coeficientes en F'.

4. Probar que si m y n son relativamente primos, y si pueden construirse
poligonos regulares de n y m lados con regla y compés, entonces puede
construirse el poligono de nm lados.
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10.

Utilice la Proposicién 6.7 para dar otra demostracion de que no se
puede trisectar el angulo.

Probar que se puede construir un angulo de 24 grados con regla y
compas.

Si X es un conjunto arbitrario dado de puntos en el plano complejo, car-
acterize (en términos de extensiones de cuerpos) el conjunto de puntos
que pueden obtenerse a partir de ellos con regla y compas.

Si a usted se le entrega una hoja donde hay dibujados dos segmentos
cuya proporcién es la mayor raiz de la ecuacién 23 + 22 — 20 — 1 = 0,
puede construir un heptagono utilizando dichos segmentos y usando
solo la regla y el compas?

Existe un conjunto finito de puntos en el plano a partir del cual cualquier
otro punto sea constructible?

En este ejercicio probaremos que f(x) = 2% + 82 + 12 es un polinomio
de grado 4 cuyas raices no son constructibles.

(a) Probar que para cualquier niimero complejo y, la ecuacién f(z) =
0 es equivalente a

(2% +y)? = —8x — 12 + 2ya® + 3%

(b) Probar que si y es raiz del polinomio cibico g(x) = 2 — 12z — 4,
entonces

4 \2
(a:\/2 _\/_2_y> = —8x — 124 2yz? + 4~

(c) Muestre que las observaciones anteriores permiten, para cualquier
raiz y de g, descompones la ecuacion f(x) = 0 en dos ecuaciones
cuadraticas.

(d) Utilice las relaciones entre coeficientes y raices de una ecuacién
cuadratica para probar que /2y es suma de dos raices de f. Con-
cluya que y esta en el cuerpo generado por las raices de f.

(e) Pruebe que g es irreducible.

(f) Concluya que las raices de f no son constructibles.



Chapter 7

Cuerpos Finitos

Sea K un cuerpo finito. En particular K no puede tener caracteristica 0,
de donde K contiene una imagen isomorfa del cuerpo F, para algin primo
p. Se sigue que K es un espacio vectorial de dimension finita sobre F, de
grado n = [K : Fy]. Se concluye que |K| = p". El grupo multiplicativo
K* = K — {0} tiene p" — 1 elementos. A continuacién determinaremos la
estructura de este grupo. En particular, probaremos que es un grupo ciclico.

La funcién ¢ de Euler se define como ¢(n) = |(Z/nZ)*|. El teorema
chino de los restos implica que ¢(nm) = ¢(n)p(m) si n 'y m son relativa-
mente primos. El niimero de elementos de un orden dado en un grupo ciclico
puede calcularse facilmente en términos de ¢. De hecho, tenemos el siguiente
resultado:

Lema 7.1. Sim divide a n, existen ¢(m) elementos de orden m en el grupo
ciclico C,, = Z/n’Z.

Demostracion El orden o, del elemento a + nZ divide a m si y sélo
si ma +nZ = 0+ nZ. Es decir, o,/m si y s6lo si ma es divisible por n,
o equivalentemente a es divisible por m’ = n/m. En particular, o, = m
si y sblo si a es divisible por m’ y no por ningin divisor de n mayor a
m’. En otras palabras (a) + (n) = (m'). Esto es equivalente a decir que
(a/m’) + (n/m') = (1), por lo que hay ¢(n/m’) = ¢(m) elecciones posibles
para a/m’ médulo m, lo que nos dé ¢(m) elecciones posibles para a médulo
mm’ = n. O

Corolario 7.1.1. }_, ¢(d) = n.

65
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Lema 7.2. §i G es un grupo abeliano finito, donde hay a lo mds n soluciones
de la ecuacion g™ = e para cada n entonces G es un grupo ciclico.

Demostracién Sea N = |G|. Basta ver que existe un elemento de
orden N. Supongamos que G tiene ¥ (n) elementos de orden n para cada n.
Entonces }_,y¥(d) = N. Si ¢(N) = 0, existe algin n con ¥ (n) > ¢(n).
Tomemos un divisor n de N minimal tal que ¥(n) > ¢(n). En particular,
G tiene elementos de orden n. Un elemento g € G de orden n genera un
subgrupo isomorfo a Z/nZ y por lo tanto 1(d) > ¢(d) para todo divisor
d de n. Se concluye que el nimero de elementos cuyo orden divide a n es

> dpn ¥(d) > 324, @(d) = n, contradiciendo la hipdtesis. O

Proposicién 7.3. Si K es un cuerpo arbitrario y si I' es un subgrupo finito
de K* entonces I' es ciclico.

Demostracion La hipdtesis del resultado precedente es inmediata, ya
que un polinomio de grado n no puede tener mas de n raices. O

Corolario 7.3.1. Si K es un cuerpo finito con p" elementos, entonces K*
es un grupo ciclico de orden p™ — 1. [

Corolario 7.3.2. Si K es un cuerpo finito con p™ elementos, entonces cada
elemento de K es raiz de la ecuacion xP" = x. O

Corolario 7.3.3. Un cuerpo L de caracteristica p puede contener a lo mds
un cuerpo con p" elementos para cada n € N.

Demostracién El polinomio 2" — z tiene a lo més p” raices. O

Lema 7.4. Sea L un cuerpo arbitrario de caracteristica p. Si a y b estan en
L, entonces (a+ b)P = a? + bP.

Demostracion Por induccion se demuestra el teorema del binomio

n
n
a -+ )" = akbn—k’
@ =3 (})
k=0
de la manera usual. También puede deducirse a partir de la propiedad univer-
sal de los polinomios como veremos en el proximo capitulo. A continuacién
tomamos n = p y observamos que cada coeficiente binomial (i) es divisible
por p. 0
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Lema 7.5. Si L es un cuerpo arbitrario de caracteristica p, las raices del
. . s
polinomio xP — x son un subcuerpo de L.

Demostracion Es claro que si a y b son raices, también lo son ab y
1/a. El hecho de que a + b es una raiz sigue del lema precedente. Como L
tiene caracteristica positiva, —1 =1+ ...+ 1 es también raiz y por lo tanto
loes —a = (—1)a. O

Lema 7.6. Si L es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p, el
Y
. . '3 . . . .
polinomio xP" — x tiene p" raices distintas en L.

Demostracién Basta ver que 2zP" — z no tiene raices dobles en L. Sea

Entonces evaluando en x — A se tiene

(o

(@ = 2)+ (0" = X) = @+ N = @+ ) = [Jl+ A= 20,

i=1
de donde si A = \; es una raiz, se tiene

(27" —x) = 2% H(m + A — X))
i#j

Basta, por lo tanto ver que 0 no es una raiz doble de 2?" — z, lo que es
inmediato. O

Proposiciéon 7.7. St L es un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica p, entonces L contiene un subcuerpo con p" elementos para cada
n.

Demostracion Inmediata de los dos lemas precedentes. 0

Se sigue de la unicidad de la clausura algebraica que existe un tnico
cuerpo con p" elementos salvo isomorfismos. A continuacién daremos una
demostracion elemental de este resultado.

Lema 7.8. Sea K un cuerpo con p" elementos. Entonces existe o € K tal
que K =TF,[a].
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Demostracién Para cada m menor que n, existe a lo mas un sub-
cuerpo con p" elementos. El nimero total de elementos contenidos en algin
subcuerpo propio no puede exeder

Y=l <

m<n

En particular, existe un elemento o en K que no esta contenido en ningin
subcuerpo menor. Se sigue que K = F,[a]. O

Corolario 7.8.1. Exzisten polinomios primos de cualquier grado en Fp[z]. O

Lema 7.9. Sea K un cuerpo con p" elementos. Sea f un polinomio primo
de grado n en Fy[z]. Entonces K = ]Fp[x]/<f(:c))

Demostracion Sea L un cuerpo algebraicamente cerrado que contiene
a K. Sea a una raiz de f(z) en L. Entonces F,a] = ]Fp[x]/<f(a:)) es un

subcuerpo de L y la extension F,|a]/F, tiene grado n, por lo que |F,[a]| = p™.
Por la unicidad, se tiene Fylo] = K. O

Proposicion 7.10. Eziste un unico cuerpo con p™ elementos para todon € N
salvo isomorfismos.

Demostracion Inmediato del lema y el corolario precedentes. O

El tnico cuerpo con p" elementos se denota .. Como cada clausura
algebraica L de F, puede escribirse en la forma L = |J, L, con cada L,
canénicamente isomorfo a F,», se sigue que existe una tnica clausura alge-
braica de I, salvo isomorfismos. Denotaremos este cuerpo por E.

Ejercicios
1. Encuentre todos los polinomios irreducibles de grado 2, 3, y 4 en Fy[x].

2. Calcule cuantos polinomios irreducibles de grado 8 hay en Fy[z]. Cal-
cule cuantos polinomio irreducibles de grado 6 hay en Fs[x].

3. Probar que un pilinomio de grado ¢ en F,[z] es primo si y sélo si no
tiene raices en [F,« para ningin s <¢/2.

4. Determine si 2°+x+1 tiene o no raices en IFy. Lo mismo para x°+z+1.
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d.

10.

11.

12.

13.

14.

Calcule los grados de todos los divisores primos en [F5[x] del polinomio

20 T M

. Encuentre el menor entero r tal que F;» contiene una raiz onceava

primitiva de la unidad.

. Sea a € Fg — {0, 1} tal que o® # o + 1. Probar que o = a? + 1.

Sea « una raiz de z° + 2% + 1 en F3,. Encuentre un polinomio f de
grado no mayor a 4 tal que o® = f(a).

Sea K un cuerpo de caracteristica p y sea a € K. Sea F(x) = 2’ —z+a.

(a) Probar que si « es raiz de F, también lo es a + 1. Concluir que
F(z) tiene raices distintas.

(b) Probar que si F' tiene una raiz en K, entonces tiene todas sus
raices en K.

(c¢) Suponga que K =T, y que a = 1. Probar que F' no tiene raices
en K.

(d) con las hipétesis del punto anterior, probar que para toda raiz «
de F se tiene o’ = a. Concluir que F,[a] = F».

Sea ¢ un primo que divide a p — 1. Probar que existe a € [, tal que
a2l =TF, y Fyla] = Fe (sugerencia: si ¢' divide a p — 1, entonces ¢'™!
divide a p? — 1).

Sea K/F, una extensién finita. Probar que p : K — K definido por
o(u) = u” es un automorfismo de K que fija a F,. Probar que los
elementos de I, son los tnicos elementos fijos por .

Sea f(z) un polinomio con coeficientes en Fo. Probar que f/(x) = 0 si
y sélo si f(x) = g(z)? para algtin polinomio g con coeficientes en Fs.

Sea f(z) un polinomio con coeficientes en F,. Probar que f'(x) = 0 si
y solo si f(x) = g(x)P para algun polinomio g con coeficientes en F,.

Sea K un cuerpo de caracteristica p. Probar que para todo par de
elementos a y b en K, se tiene que a” = 0P implica a = b.
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15.

16.

17.

18.

Probar que la aplicacién ¢ : F,» — F,- definida por ¢(a) = a? es un
homomorfismo epiyectivo para todo entero 7.

Sea f(x) un polinomio con coeficientes en I} para algtin entero r. Pro-
bar que f'(x) =0 siy sélo si f(z) = g(x)P para algin polinomio g con
coeficientes en F.

. . . . T4
Probar que si p es un primo impar, el cuerpo [, contiene r+l cyadra-

2
dos perfectos.

Probar que si p es un primo impar, todo elemento de IF,- es suma de
dos cuadrados perfectos.



Chapter 8

Polinomios sobre anillos
conmutativos

Sea C' un anillo conmutativo no necesariamente unitario. Se define el anillo
Cl[x]] de series de potencias en = con coeficientes en C, como el anillo de
todas las series formales del tipo:

f(z) = ap + a17 + asx® + azx® + agz* + asz® + . . .,
Con ag, ay, ... € C. Si tenemos series de potencias f(x) y g(z) definidas por
f(x) =ag + arx + ax® + .. ., g(x) = by + bz + by + ...,
la suma f(x)+ g(z) y el producto f(z)g(z) se definen mediante las férmulas
f(2)4+g(x) = (ag+bo)+(ay+by)x+(ag+by)x* + (ag+bs)x® + (as+by)x* +. . .,

f(@)g(x) = co + a1z + c2® + c32° + car® + c52° + ..,

donde ¢, se define por las formulas

co = agpby,
c1 = aiby + apby,
Cy = agbo + albl + &ng,

c3 = agbo + CLgbl + (11b2 + aobg,

o mas generalmente ¢, = Y. a;b,—;. Con estas definiciones A = C[[z]] es
efectivamente un anillo conmutativo. Si C' es unitario, tabién lo es C[z]].

71
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La unidad de C[[z]] es la serie de potencias 1o = 1+ 0z 4+ 0z + ...
Adoptaremos la convencién de omitir los términos con coeficiente 0, de modo
que la unidad se escribira simplemente 1. Del mismo modo, escribirémos x™

por 1"y ... —a,z" +...envezde ...+ (—a,)x" + .. ..

Sea f(x) = ap + a1x + axx® + .... Si existe N tal que a, = 0 para
n > N, entonces f se dice un polinomio. Los polinomios forman un subanillo
Clz] de CJlz]]. Por iteracién, pueden definirse los anillos C[zy,...,2,] v
Cllz1, ..., x,]], e incluso anillos mixtos como C|x][[y]].

La propiedad fundamental de los polinomios es que pueden evaluarse en
cualquier elemento del anillo. De hecho, como ya hemos visto en los capitulos
anteriores para polinomios con coeficientes en un cuerpo, muchas veces es
necesario evaluarlos en elementos que no estan en el anillo. A continuacion
estudiaremos una generalizacién del concepto de evaluacién. Recordemos
que si C' es un anillo conmutativo, una C-algebra es un par (B, ¢) donde B
es un anillo y ¢ : C'— B es un homomorfismo tal que ¢(C) C Z(B).

Propiedad Universal del Anillo de Polinomios. Si (B, ¢) es un C-
algebra, dado cualquier a € B existe un homomorfismo de anillos gg : Clz] —
B que lleva a x en a y cuya restriccion a C' es ¢.

Cuando ¢ es la identidad o una inclusién canonica, o si el homomorfismo
¢ es claro del contexto, la imagen 45( f(z)) se denota simplemente f(a) y
a la funcion gz~5 se la denomina evaluacién en a. Una consecuencia de esta
propiedad universal es que f(a)g(a) = g(a)f(a) para todo a € B. En otras
palabras, polinomios en la misma variable conmutan. Mas generalmente, se

tiene el siguiente resultado:

Propiedad Universal del Anillo de Polinomios en n variables.

Sea (B, ¢) un C-algebra. Si ay,...,a, son elementos de B que conmutan
por pares (es decir a;a; = aja; para todo i,j), entonces existe una funcion
¢:Clxy, ...z, = B que lleva a z; en a; y cuya restriccion a C' es ¢.

Un caso particular de interes es C' = Z. Nétese que todo anillo es una Z-
algebra. Recordemos que todo polinomio real en n-variables puede escribirse

como una serie de Taylor, de donde todo polinomio en R[zy,...,z,] que se
anule identicamente en R™ es 0 como elemento de Rz, ..., z,]. Esta obser-
vacién permite extender cualquier identidad entre polinomios en Z[x1, . . ., z,]

que se sepa cierta en R a cualquier anillo conmutativo. Los ejemplos sigu-
ientes ilustran este punto:



L. Arenas-Carmona 73

1. Si a,b son elementos de un anillo y ab = ba entonces

ooy =3 (o

1=0

2. Si A es una matriz con coeficientes reales, y si Aesla transpuesta de la
matriz de cofactores de A entonces AA = det(A)I,. Sea X = (v;)7,-,
con coeficientes en el anillo de polinomios

Esta se conoce como la matriz genérica. Dado que la identidad XX =
det(X)I, se cumple al asignar cualquier valor real a las variables z; ;
debe ser una identidad en el anillo M, (B). Se tiene que es también
una identidad en M, (C) para cualquier anillo conmutativo C'.

3. Sea ahora
B/ = Z[l’%],y%”l S Z,] S n]
Si X = (755)721 VY = (¥ij)ij=1, se dice que (X,Y) es un par genérico
de matrices. La identidad det(X)det(Y) = det(XY) se cumple al

evaluar en elementos cualesquiera de R y por lo tanto en cualquier
anillo conmutativo.

En particular, de los ejemplos 2 y 3 se sigue que un elemento de M, (C')
es invertible si y so6lo si su determinante lo es, en cuyo caso su inverso es

[det C]~1C.

Ejemplo 8.1. La matrix

U 1 Cu
(G2{IGVIENEN|
QU Oyl ool

con coeficientes en Z/3Z es invertible. Dejamos como ejercicio para el lector
el calculo de su inverso.
El subanillo generado por un elemento

Sea (A,¢) una C-algebra. Sea u un elemento de A. el anillo generado
por u sobre C' es el subanillo méds pequeno de A que contiene a ¢(C) y
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u y se le denota por Cfu]. Puede también caracterizarse como la imagen
del homomorfismo ¢, : Clz] — A que extiende ¢ y satisface ¢,(x) = w.
En particular Clu] = C[x]/ker(¢,). Mas generalmente, si uy,...,u, son
elementos de A que conmutan, el anillo Cluy, ..., u,] es la imagen de ¢y, u,
y se tiene Cluy, ..., u,| = Clxy, ..., x,]/ker(du,  a,)-

Ejemplo 8.2. El anillo Z[i] es el anillo de niimeros complejos de la forma
a+ bi con a y b enteros, ya que i" € {1,—1,4, —i} para todo n.

Ejemplo 8.3. El anillo Z[v/2] es el anillo de niimeros reales de la forma
a4 bv/2 con a y b enteros, ya que (v/2)" € Z U +/2Z para todo n.

Estos ejemplos motivan los resultados siguientes:

Proposicién 8.4 (Algoritmo de divisién para polinomios ménicos). Si f es
un polinomio monico de grado d con coeficientes en C', entonces todo ele-
mento de C[z] puede escribirse de manera tinica en la forma r(x)+q(z) f(x)
con deg(r) < deg(f).

Demostracién. Sea u = x + (f) € Cz]/(f). Por cierto f(u) = 0 en
este anillo. Supongamos que h(x) es un elemento de C|z] con h(z) = az"+. ..
y deg(h) = n > deg(f), entonces hy(z) = h(xz) — af(x) es un polinomio de
grado menor a h y que satisface hi(u) = h(u). Se sigue ahora del principio
de induccién completa que existe un polinomio r(z) de grado menor a f tal
que 7(u) = h(u), es decir h(z) — r(x) € (f). Para probar la unicidad basta
ver que un polinomio ménico no puede dividir a otro polinomio de menor

grado. Pero si f(x) = 2%+ ... (donde los puntos representan términos de
grado menor) y si h(z) = ax™ + ..., entonces f(z)h(x) = az™ ¢ + ... tiene
grado m + d. O

Proposicién 8.5. Si u satisface un polinomio monico f de grado d con
coeficientes en C, entonces todo elemento a de Clu] puede escribirse en la
forma a = r(u) con deg(r) < deg(f).

Demostracién. Sigue de la proposicién anterior que para todo h(u) €
Clu] se tiene h(u) = r(u) + q(u) f(u) = r(u) con deg(r) < deg(f). O

Ejemplo 8.6. El anillo Z[1] es el anillo de nimeros racionales de la forma
5 con n entero. En este caso, es imposible escribir 2% como un polinomio en
% de grado menor a t. Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros tal que
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f(3) =0. Si f(z) = a,z" + ... + ag, se deduce desarrollando 2" f(3) que 2
divide a a,. Luego f(z) — (2z — 1)%z"! es un polinomio de grado menor
que f que cumple la misma propiedad. Se concluye por induccién que f(x)
es divisible por 2z — 1. Luego Z[5] = Z[z]/(2z — 1).

Para tratar anillos como el del ejemplo precedente, probaremos una gen-
eralizacion del resultado anterior.

Proposicién 8.7. Si f(x) = agz® + ... es un polinomio de grado d con
coeficientes en C, y si S es un conjunto completo de representantes de C'/(aq)
que incluye al 0, entonces todo elemento h(x) € Clz] de grado m puede
escribirse en la forma r(x) + x%g(x) + q(x) f(z) donde deg(r) < deg(f) y
g(x) es un polinomio de grado no mayor a m — d con coeficientes en S. Si
aq no es un divisor de 0 esta representacion es unica.

Demostracién. Supongamos que h(x) es un elemento de C[z] con
h(x) = bx™ + .... Entonces existe s € S con b — s = tay para algin t € C.
Luego h(z) — sx™ —ta" ¢ f(x) tiene grado menor que h y se concluye por in-
duccién completa como en la proposicién anterior. Para probar la unicidad,
supongamos que

h(z) = r(z) + 2%g(x) + g(2) f(2) = ro(2) + 290 (2) + qo(2) f (),

con r,rg de grado menor a d y g, gy con coeficientes en S. Entonces tenemos

(qo(2) — q(@)) f(x) = [r(x) = ro(x)] + 2%[g(x) — go(x)]. (8.1)
Supongamos que qo(z) # q(z). Sea qo(x) — zgx) = bz" + .... El término

de mayor grado en (qo(z) — ¢(x))f(x) es abz™"*. El polinomio g(z) — go(x)
no puede tener ningin coeficiente no nulo divisible por a, y los términos de
grado mayor o igual a d en el lado derecho de (8.1) son exactamente los
términos de 2%g(z) — go()]. Se concluye que go(x) = g(z), luego

r(w) = ro(w) = —2°[g(x) — go(x)].

Como el lado izquierdo tiene sélo términos de grado menor que d y el lado
derecho tiene sélo términos de grado mayor o igual a d, deben ser ambos
0. O
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Ejemplo 8.8. En el anillo Z[z]/(2x) cada elemento tiene una tnica repre-
sentacién de la forma n+2% +. ..+ % con n € Z y enteros positivos i1, . . . , i
distintos. Este elemento no puede representarse por un polinomio de grado
inferior al maximo de los ;. De hecho, este anillo es isomorfo al subanillo de

7 x 7.J]2Z]x] formado por los pares (n, f (x)) tales que el resto de dividir n

por 2 es f(0). Para comprobar esto basta considerar el homomorfismo

¢ Zx] = Z x 7] 27|z
que envia a f(z) en ( f(0), f (x)), donde la barra horizontal indica reduccién
modulo 2.

Ejemplo 8.9. Sea R = Z /67 tomando f(z) = 3z + 1 € Rz]| se tiene que
{0,1,2} es un conjunto completo de representantes de Z/37Z = R/(3). Sin
embargo x tiene al menos dos representaciones diferentes, a saber:

e v =2(3x+1)—2,donde ¢(x) =2, g(x) =0,y r(zx) = —2.
e v =x,donde ¢(z) =0, g(z) =z, y r(z) =0.
Por cierto 3 es un divisor de 0.

Ejemplo 8.10. Sea R = Z tomando f(x) = 3z + 1 € R[x] se tiene que
{1,2, 3} es un conjunto completo de representantes de Z/3Z que no contiene
al 0. El elemento 322 tiene al menos dos representaciones diferentes, a saber:

e 322 = (x—1)(Bx+1)+z(2)+ 1, donde ¢g(z) =z, g(x) =2, y r(z) = 1.
e 322 = (—1)(3z+ 1)+ z(3z + 3) + 1, donde g(z) =0, g(z) =3x + 3,y
r(z)=1.

Calculos por teorema de isomorfia

Recordemos el segundo teorema de isomorfia. Segun el cual si I C J son
ideales de C', existe un isomorfismo natural

¢:ClJ —» C/I/J/[.

Este resultado puede aplicarse para calcular cuocientes en anillos de poli-
nomios. Ilustraremos esto con 2 ejemplos:
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Ejemplo 8.11. Calcularemos para que primos p el ideal principal (p) es
primo en Z[i]. Para ello observamos que Z[i| se identifica con el cociente
Z[z]/(z* + 1). Luego

Zli)/(p) = Z[2]/ (p, 2" + 1) = Fyla]/(2* + 1).

Se concluye que (p) es primo en Z[i] si y sélo si (2? + 1) es primo en F,[x].
Veamos que este es el caso si y s6lo si —1 es un cuadrado médulo p. Para esto
observemos primero que todo polinomio con coeficientes en Z/pZ se escribe
en la forma ¢(z)(z* + 1) + (ax + b). Se sigue que si (z* + 1) no es primo en
Z/pZlz], existen a, b, ¢, d, y X\ en Z/pZ con (ax + b)(cx + d) = A(z* + 1).
dividiendo por constantes puede suponerse que a = ¢ = A = 1 de donde
(z +b)(z+d) =2>+1. Se sigue que b+d =0y bd = 1, es decir b(—b) = 1.
Por otro lado cada b que satisface esta relaciéon nos dé (z —b)(z+b) = 22 +1.
Tal elemento b tiene orden 7%1 en el grupo (IF,)*, por lo que no puede existir
si p € 4Z + 3. Se concluye que todo primo de la forma 4t + 3 genera un
ideal primo en Z[i]. Por otro lado, si p = 4t + 1 siempre existe un elemento
b € Z/pZ tal que b* = —1 ya que (F,)* es ciclico, y si a es un generador
1

p—2
podemos tomar b =a 7 .

Ejemplo 8.12. Calcularemos el cociente Z[i]/(1 + ). Primero observamos
que una preimagen bajo la evaluacion en ¢ de 1+ es el polinomio 14z, por lo
que al identificar Z[i] con Z[x]/(1 + x?) se tiene el isomorfismo Z[i] /(1 +14) =
Zlx]/(1 + x,2% + 1). Cocientando ahora por (1 + z) (es decir evaluando en
—1) se tiene que la imagen de 241 es 2 y por lo tanto Z[z|/(1+z, 2% +1) =
Z/(2) = Fy. Se concluye que Z[i|/(1+1i) = Fy. En particular, esto demuestra
que el ideal principal (1 + i) es maximal en el anillo Z[i].

Ejemplo 8.13. Los ideales (2,z) y (3,z) en Z[z] son comaximales. Luego

Z[)/(2, ) x Z[e)/(3,2) 2 Z[a]/((2.2) N (3,2)) = Z[a)/(6,2).  (8:2)

Dado que (2,z)(3,z) = (6,2, 3z, 2%) = (6,2) (ya que z = 3z — 2x). Como
Z[z])/(n,x) = Z/nZ, el isomorfismo en (8.2) es el ya conocido isomorfismo
ZJ67 = 7,/27. x 7./3.

Ejemplo 8.14. Los ideales (2) y (x) en Z[x] no son comaximales, atin cuando
2 v x no tienen factores comunes, de hecho son ambos primos. En particular,
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esto prueba que Z[z] no es un DIP. De hecho Z[z]|/(2,x) = Fy como se vid
en el ejemplo precedente. La imagen del homomorfismo candnico

¢ : Z[z] — Z[z]/(2) x Zlz]/(z) = Falz] x Z,

no contiene al elemento (1 +(2),2+ (a:)), pues si asi fuese tendriamos

(9+ @9+ @) = (1+@.2+ @),

de donde g =142ry g =2+ xs, es decir 1 = 2r — zs y evaluando en 0 se
tiene 1 = 2r(0).

Ejercicios
1. Sea f € R[zy,...,x,] tal que f(ai,...,a,) = 0 para todo a; € Z.
Probar que f = 0 (sugerencia: induccién).
2. Sea K un cuerpo y sea A una K-algebra.
a)Probar que A es un espacio vectorial sobre K.
b) Si dimg(A) es finita, probar que M(A) = R(A).



Chapter 9

Factorizacion Unica

En este capitulo retomamos el problema de la factorizacién tnica. En todo
el capitulo D representa un dominio de integridad. Recordemos que un
elemento p € D se dice primo si para todo par de lementos a y b en D,
plab implica pla o p|b.

Definicién 9.1. Un elemento m de un dominio D se dice irreducible si para
todo a y b en D, ab=m implica a € D* o bien b € D*. En particular, solo
sus asociados y las unidades dividen a un irreducible.

Proposicién 9.2. Todo primo en un dominio de integridad es irreducible.

Demostracién Si p = ab con p primo, entonces p|a o p|b, sin pérdida
de generalidad digamos pla. Entonces a = tp para algin ¢, pero entonces
tb = 1, es decir b € D*. n

Definicién 9.3. Sea n € D. Diremos que n es producto de primos, si existe
una unidad u, primos py, ..., p; en D, y enteros no negativos aq, . .., oy, tales
que n = up{’,...,p;". Sin pérdida de generalidad, puede asumirse que para
ningun par ¢ # j los elementos p; y p; son asociados.

Proposicién 9.4. Sea n € D, tal que n es producto de primos, digamos
n =up",...,p* como arriba. Si ademds n = vqfl, ...,q% es una descom-
posicion de n en irreducibles, ningun par (i,7) con ¢; y q; asociados, entonces
t = s y ewiste una permutacion o de {1,...,n} tal que p; es asociado de o),
Y a; = By, parat=1,...,n.

79
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Demostracién Por definicién de primo p; debe dividir a algun ¢;, como
g; es irreducible, los elementos p; y g; deben ser asociados. La demostracién
termina por induccion en oy + ... + a. ]

Sigue de la demostracién anterior que un irreducible es producto de pri-
mos si y sélo si es primo.

Proposiciéon 9.5. El elemento mn es producto de primos si y solo si m y
n son ambos producto de primos. En tal caso la descomposicion de mn se
obtiene combinando las de m y n, agrupando los asociados.

Demostraciéon Es inmediato que si m y n son productos de primos,
también lo es nm. Sea nm = up{*,...,p;". Si nm es una unidad, tambien lo
son n y m. Usamos induccion en oy + ...+ a;. Por definicién de primo p;
debe dividir o bien a m o bien a n. Supongamos que m = pym’. Entonces
nm’ = nm/p; es producto de primos. Por hipétesis de induccién n y m’ son
producto de primos. En particular, m = p;ym’ es producto de primos. La
ultima afirmacién es inmediata por unicidad. n

Definicién 9.6. Diremos que D es un dominio de factorizacion tnica (DFU)
si cada elemento de D es producto de primos. Noétese que todo irreducible
en un DFU es primo. En particular un DIP es un DFU.

Definicién 9.7. Dos elementos m y n en un DFU D se dicen relativamente
primos, si ningtn primo que divide a n divide a m e inversamente.

Proposicién 9.8. Sim,n son relativamente primos, y si d|n, y d|m entonces

de D*.

Demostracion Basta considerar un primo que divida a d. O
Definicién 9.9. Si {p1,...,p:} es el conjunto de primos que dividen a m o
n,y si

m = up'ps® ... pt, n:vpflp?...pft
(donde «; o B; puede ser 0), entonces al elemento
M.C.D.(n,m) = p{*'ps* ... p}",

donde v; = min{w;, 8;}, se le llama el maximo comun divisor de m y n. Es
facil probar que todo divisor comin de n y m divide a su maximo comun
divisor.

En general no es cierto en un DFU que (m) + (n) = (d) si d es el maximo
comun divisor de n y m. Veremos ejemplos de esto mas adelante.
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Anillos de polinomios y factorizacién tnica

Es facil ver que el anillo D[z] no necesita ser un DIP, ain si D lo es, como
lo demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.10. Los elementos 3 y x son relativamente primos en Z[z], pero
Z[z]/(3,x) = Z/3Z. En particular, el ideal (3,x) no es principal (si lo fuese
debiera ser (1), ya que este es en M.C.D. de 3 y z).

Sin embargo, si tenemos el resultado correspondiente para DFU’s. Antes
de probarlo, necesitamos algunos lemas. En todo lo que sigue, D denotara
un DFU, y @) denotard su cuerpo de cocientes.

Definicién 9.11. Un polinomio A(xz) € D|xz] se dice primitivo si sus coe-
ficientes son relativamente primos. Equivalentemente, h(z) es primitivo si
h(xz) = ug(z) con u € Dy g(x) € D[x] implica u € D*.

Lema 9.12. Todo polinomio f(x) € Q[z]| puede escribirse como f(x) =
ah(x) con h(z) € Dlz| primitivo y a € Q. Ademas, Si f(x) estd en D|x],
entonces, necesariamente, a € D. Finalmente, si f(x) = ah(x) = o'W (x)
son dos representaciones de este tipo, entonces o' /a € D*.

Demostracion Para la existencia factorizamos los denominadores y de-
spues cualquier factor comun.

Sea f(x) € D[z], y f(x) = ah(x), con a = =*. Entonces s divide a may
para todo coeficiente a; de f(z). Como estos coeficientes son relativamente
primos, debe dividir a m, luego a € D.

Si f(z) = ah(x) = a'h/(z), entonces h(x) = (a’/a)l/(x), de donde a'/a €
D y por simetria a/a’ € D. O

Observacién 9.13. Un polinomio f(z) € D[z]| es primitivo si y sélo si su
imagen en D/(p)[z] es no trivial para todo primo p de D.

Lema 9.14. Sig(x) y f(x) son primitivos en D|x], tambien lo es su producto

W) = f(z)g(x).

Demostracion Sea p un primo de D. Como f y g son primitivos, sus
imégenes en D/(p)[z] son no triviales, luego lo mismo es cierto para h = fg,
va que si C' es un dominio de integridad también lo es Cfz]. Como p es un
primo arbitrario de D, h es primitivo. O

La proposicion siguiente es de importancia en si misma:
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Proposicién 9.15. Sea p(z) € D[z] de grado mayor o igual a 1. Entonces
p(z) es primo en D|x] si y sdlo si es primo en Q[z] y primitivo en Dlz].

Demostracién Supongamos que p(x) es primo en Dlz]. Si p(z) =
rpo(x) con po(x) primitivo, entonces, por definicién de primo, r € D*,
luego p(x) es primitivo. Si p(x)|f(x)g(z) en Q[z], entonces existe t(z), tal
que p(x)t(x) = f(x)g(z). Sit(x) = sto(x) con to(x) primitivo, si f(z) =
afo(z) con fo(x) primitivo, y si g(z) = ago(x) con go(x) primitivo, entonces
p(x)to(x) = ufo(z)go(x) con u € D*. Luego p(x)|fo(x) o p(z)|go(x) en Dlz].
Por lo tanto, p(z)|f(z) o p(x)|g(x) en Q|x].

Supongamos ahora que p(z) es primo en Q[z]| y primitivo. Sean f(z) y
g(x) en D[z] tales que p(x)|f(z)g(x) en D[x]. Entonces p(x)|f(z) o p(z)|g(x)
en Q[z]. Digamos, para fijar ideas, p(x)|f(z). Entonces existe t(z) € Q[z], tal
que p(x)t(z) = f(z). Sit(z) = sto(z) con to(x) primitivo, y si f(z) = afo(x)
con fo(x) primitivo,entonces p(z)to(x) = ufy(z) con u € D*. Luego, p(x)
divide a fo(z) y por lo tanto a f(z), ya que a € D. Se concluye que p(z) es
primo en D|x]. O

Proposicién 9.16. Si D es un DFU entonces D[z| es un DFU.

Demostracién Sea f(z) € D[z]. Entonces, como @[z] es un DE (y por
lo tanto un DFU), podemos escribir

f(x) = upy(2)™ . pu(2)™,

donde cada p;(x) es primo en Q[z] y u € Q[z]* = Q*. Sea p;(z) = bip}(x)
con p)(x) primitivo, entonces

f(x) = mpi(x)™ ... p(x)*,

con m € Dy pi(x) primo en D[z]. Ahora bien, cada primo (unidad) de
D es primo (unidad) de D[z] (ejercicio), luego m es producto de primos y
unidades en D[z]. Se concluye que f(x) es producto de primos y D|x] es un

DFU. [l

Corolario 9.16.1. Si D es un DFU, para todo entero positivon, D(xq,. .., xy,]
es un DFU.

Ejemplo 9.17. Si k es un cuerpo, el anillo k[z1,...,x,] es un DFU.
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Ejemplo 9.18. El anillo Z[zy,...,z,] es un DFU, ya que Z es un DFU.

Ejemplo 9.19. El anillo Z[z,y, 27!, 47| es un DFU, ya que es una local-
izacion de Z[z,y].

Terminaremos este capitulo mostrando como el método para calcular co-
cientes en anillos de polinomios explicado al final del capitulo 8 permite
encontrar primos en anillos de la forma Z[a].

Ejemplo 9.20. Probaremos que 29 no es primo en Z[i]. De hecho
Z[i]/(29) = Z[z]/(2* + 1,29) = Fag[a] /(2 + 1),

Donde F, = Z/pZ (p primo) es el cuerpo con p elementos. Basta ahora
comprobar si —1 es 0 no un cuadrado en Fog. De hecho 122 = 1 (mod 29).

El mismo tipo de razonamiento prueba lo siguiente:

Proposicién 9.21. El primo p de Z es primo en el anillo Z[a], donde « es
raiz del polinomio mdnico irreducible f(x) € Z[z|, si y sélo si la reduccion
de f(x) mddulo p (es decir, la imagen de f(x) en Z/pZ[z]) es irreducible en
el anillo Fp[z]. O

Por ejemplo, cualquier libro de teoria de nimeros contiene métodos para
calcular que elementos de Z/pZ son cuadrados, de este modo podemos en-
contrar facilmente los primos de Z[/n| para n € Z. Como no todo anillo de
la forma Z[y/n] es in DIP, este método no permite determinar si un elemento
dado es o no irreducible. Observese que si (a + by/n)(c+ dy/n) = e+ f/n,
entonces (a —by/n)(c—dy/n) = e— fy/n, y multiplicando ambas identidades,
(a — nb?*)(c — nd?) = e — nf?. En particular, si a + by/n divide a e + f+/n,
entonces a —nb? divide a e —nf? en Z. De aqui, si n < 0, es facil determinar
por ensayo y error si un elemento de D es irreducible.

Ejemplo 9.22. El elemento 4 + y/—5 no es primo en Z[y/—5], de hecho

ZIV=5)/(4 + vV=5) = Zlz]/(2? + 5,4 + x)
~ Zla]/(? +5 — (z — 4)(x + 4),4 + )
~ 7[2]/(21,4 + x) & Z/21Z,

y 21 no es primo en Z. Sin embargo es irreducible (ejercicio).
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Con lo anterior, tenemos las herramientas para dar un ejemplo donde la
descomposicion en irreducibles no es unica.

Ejemplo 9.23. Sea D = Z[\/=5]. En particular, 21 = 3-7 = (4++/=5)(4 —
v/=5) y cada uno de los elementos 3, 7, 4 +/—5 y 4 — v/=5, es irreducible.
No pueden ser todos primos, por la unicidad de la factorizacién. De hecho, 21
no puede ser producto de primos en este anillo. De hecho ninguno es primo
ya que 3 no divide a 4 4+ /=5 ni a 4 — /=5, y asi sucesivamente. También
se puede determinar caso por caso como en el ejemplo precedente.

Ejercicios

1. Sea p un primo en Z. Probar que (p) es primo en Z[y/n] si y sélo si n
es un cuadrado en Z/pZ.



Chapter 10

Criterios de irreducibilidad

Recordemos que si « es una raiz de un polinomio primo f(x) € k[x], el anillo
cociente k[z|/(f(x)) es isomorfo al cuerpo k[a]. Por esta razén, el estudio
de los polinomios primos sobre un cuerpo dado es de gran importancia en
teoria de cuerpos, en particular, en teoria de extensiones algebraicas. En este
capitulo, estudiaremos algunos criterios que nos permiten probar facilmente
que un polinomio dado es primo.

Proposicién 10.1. St k y L son cuerpos, con k C L, y si para alguna raiz

a de f(x) se tiene que [kl : k] = deg f, entonces f(x) es irreducible.

Demostracién Esto es inmediato ya que [k[a] : k| = degp donde p es
el polinomio irreducible de a. Se sigue que si [k[a] : k| = deg f, entonces

p=1r. O

Lema 10.2. St a € k, el polinomio x — « es irreducible.

Demostracién Sigue de la observacién de que la identidad f(x)
g(x)h(z) implica deg f = deg g + deg h.

oo

Lema 10.3. Un polinomio f(z) € k[x] es divisible por x — « si y sdlo si

fla) =0.

Demostracién Utilizando el algoritmo de divisidn, se tiene que f(x) =
q(z)(z — a) + ¢ donde ¢ es una constante. Evaluando en a, se tiene ¢ =
fla). O

85
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Proposicién 10.4. Un polinomio de grado 2 o 3 es irreducible si y solo st
tiene una rauz.

Demostraciéon Sigue del lema anterior si observamos que la identidad
f(z) = g(x)h(z) implica deg f = deg g+ deg h, luego algun factor debe tener
grado 1. O

Proposicién 10.5. Sean D y D' dominios de integridad. Sea ¢ : D — D'
un homomorfismo de anillos, y sea ¢ : D[z] — D'[z] la extensidn que lleva
z en x. Sea f(x) un polinomio tal que degd(f) = degf. Si ¢(f) no es
producto de polinomios no constantes, entonces tampoco lo es f.

Demostracién Observese que si f(z) = g(z)h(x), entonces ¢(f) =
d(g9)p(h). Ademis, dego(r) < degr para todo polinomio r(x). Se sigue
que la condicién deg¢(f) = deg f implica que se tiene deg d(g) = degg vy
deg qg(h) = deg h. Luego g es no constante si y sélo si ¢(g) es no constante,

y lo mismo es cierto de h. [l

Observacién 10.6. La condicién deg ¢(f ) = deg f quiere decir que si f(x) =
UnZ™ + ap_ 12"  + ...+ ayx + ag, entonces ¢(a,,) # 0.

Corolario 10.6.1. Sean D y D" dominios de integridad, con D C D'. En-
tonces si f(x) no es producto de polinomios no constantes en D'[x], entonces
tampoco los es en D|x]. O

Corolario 10.6.2. Sea D un dominio de integridad, y sea f(x) = a,x™ +
Up 12"V 4. +aix+ag € D]x]. Sea p un ideal primo con a, ¢ p. Luego, si
la reduccion mddulo o de f(x) es irreducible, entonces f(x) no es producto
de polinomios no constantes. O

Corolario 10.6.3. Sea D un DFU, y sea f(x) = a 2" + ap_ 12" '+ ... +
a1x + ag € Dlz]. Sea p un ideal primo con a, ¢ ©. Luego, si la reduccion
mddulo p de f(x) es irreducible, entonces f(x) es primo en Quot(D)[z].

Demostracién Por el corolario anterior, f(z) no es producto de poli-
nomios no constantes en D[z], pero esto implica que es primo en Quot(D)[z].
O

Observacion 10.7. Nétese que este criterio no implica que f(x) es primo en
Dlz]. Por ejemplo, la reducciéon médulo 7 del polinomio 8(z? — 3) es primo,
pero este polinomio no es primo en Z[z|.
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Corolario 10.7.1. Sea f(x,y1,...,Ym) € k[x, 91, ..., Yml], ¥ Supongamos que
existe (ay, ..., a,) € k™ tal que f(x,a4,...,a,) es irreducible, entonces si

f(mayb s 7ym) = g(xayb s 7ym)h(x>yla s 7ym)7

y si f(z,a,...,a,) tiene el mismo grado en x que f(x,y1,...,Ym), entonces
uno de los polinomios g o h no depende de x. [

Ejemplo 10.8. El polinomio f(z,y) = y*2* — z = (y*r — 1)z, pero f(z,0)
es irreducible. Esto prueba que la condicién de que f(x,aq,...,a,) tiene el
mismo grado en = que f(z,41,...,Yn) €s necesaria.

En lo que sigue, D es un DFU y k = Quot(D).

Proposiciéon 10.9 (Criterio de Eisenstein). Sea f(z) = a,2" + a, 12" ' +

..+ayx+ay € D[z]. Seap un primo de D que divide a a; para 0 < i <n-—1,
que no diwvide a a,, y tal que p* no divide a ag. Entonces f(x) es irreducible
en klz].

Demostracién sea f(z) = g(x)h(r) con g y h no constantes. Re-
duciendo médulo p se tiene f(x) = anz”. Como f(x) = g(z)h(z) en el do-

minio factorial Quot(D/( )) [x], se sigue que g(x) = bzt y h(x) = ¢,2" donde
t +r =n. Se sigue que g(z) = bz’ + pgi(z) y h(x) = ¢,a” + phy(x), donde
p no divide a b; ni a ¢,. Comparando grados degg >ty degh > r. Como
f(x) = g(x)h(z), se tiene deg g = t y deg h = r. En particular r y ¢ son posi-
tivos, de donde al evaluar en 0 se tiene ag = f(0) = g(0)h(0) = p*g1(0)h1(0).
Esto contradice la hipétesis. O]

Ejemplo 10.10. Si f(z) es libre de cuadrados y no constante, entonces
y" — f(z) es irreducible (basta aplicar el criterio de Eisenstein a cualquier
divisor primo de f(z).

Observacién 10.11. Las hipotesis del criterio de Eisenstein para un poli-
nomio f(x) con respecto a un primo p pueden reescribirse como sigue:

e f(x) =azx" (mod p), donde n = deg f y p no divide a a.

e p? no divide a f(0).



L. Arenas-Carmona 88

Ejemplo 10.12. Sea p € Z un primo, y sea

P
q)p(x):xp_1+xp_2+...+x+1: 2_1.
Entonces P 1
P, (x+1) = @rhr=1 = 277! (mod p).
x

Por otro lado ®,(0 + 1) = ®(1) = p. Luego se puede aplicar el criterio de
Eisenstein a p y se tiene que ®,(x + 1) es irreducible, luego también lo es
D, (z).

Observacién 10.13. Para probar que ®,(z) es irreducible, sabiendo que
®,(z+1) lo es, uno puede argumentar como sigue: Existe un homomorfismo
de anillos que lleva a Dz] en si mismo, que es la identidad en D y lleva a
x en x + 1. También existe un homomorfismo de anillos que lleva a D[z]
en si mismo, que es la identidad en D y lleva a x en  — 1. Como ambas
funciones son inversas, son isomorfismos. En particular f(x) es irreducible
si y sélo si f(z + 1) lo es. Otro modo es tomar una raiz « de f(x + 1) en
algin cuerpo que contenga k (por ejemplo, k[z]/(f(z+1))), argumentar que
kla] = k[ + 1] y utilizar 10.1.

Observacién 10.14. La irreducibilidad que garantiza el criterio de Eisen-
stein es en k[x] y no en D[x]. Por ejemplo, 22?—6 = 2(x?—3) no es irreducible
en Zx].

Observacién 10.15. El criterio de Eisenstein no se aplica a polinomios del
tipo 2™ — p?. Para probar la irreducibilidad de estos polinomios, necesitamos
otro criterio mas general, que es lo que estudiaremos en la seccion siguiente.
Notemos sin embargo que la irreducibilidad del polinomio en dos variables
™ —y™ con n y m relativamente primos si puede demostrarse con lo que ya
sabemos como se vé en el proximo ejemplo.

Ejemplo 10.16. Probaremos ahora que z" — y™ es irreducible si n y m
son relativamente primos. Usaremos induccién en n + m. Supongamos que
n > m. Como z" — y™ es primitivo si lo consideramos como un polinomio es
K[z][y], basta ver que es irreducible en K (x)[y]. Esto es equivalente a que
" — (zy)™ = ™ ("™ — y™) sea irreducible en K (x)[y]. Para esto basta ver
que "™ — y™ es irreducible en K (x)[y]. Para esto basta ver que x y"
es irreducible en K|z, y] y la hipétesis de induccion se aplica.

n—m __
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Ejercicios

1.

2.

10.

11.

12.

Probar que 2" — y es primo en el anillo k[z, y].

Probar que si g(z)"| f(x), entonces g(z)" | f'(z). En particular, si f(z)
y f'(x) no tienen divisores comunes, entonces f(z) es libre de cuadra-
dos.

Probar que si f(z) es libre de cuadrados, entonces y™* — f(z) es irre-
ducible en k[z, y].

Probar que 2™ 4+ y" + 1 es irreducible en k[z, y] si la caracteristica de k
no divide a n.

Probar que x® + y* + 23 es irreducible en k[z,y, 2], si la caracteristica
de k£ no es 3.

factorizar 48z'? 4 48y'? en Z|x, y).

Probar que si la reduccién médulo p de un polinomio f(x) € Z[z] es
irreducible y del mismo grado que f(x), entonces f es irreducible sobre
Z (y por lo tanto sobre Q).

Probar que z* +xz+1 es irreducible en Q[x] (sugerencia: probar médulo
2).

Probar que y* — (ax® + bx + ¢) es irreducible en Q[z, y] para cualquier
valor de a, b, y c.

Probar que los siguientes polinomios son irreducibles sobre Q.
X3 -2 XT48X -2, X°+ (2t +1)X — (25 +3), X? -2

n
P —1

— = es irreducible.
xP —1

Probar que el polinomio ciclotémico ¢pn(z) =

Probar que si a € K*, el polinomio f(X) es irreducible en K[X] siy
s6lo si f(aX) es irreducible. Concluir que si m y n son relativamente
primos entonces X™ 4+ Y™ es irreducible (Sugerencia: usar algoritmo
de la divisién).



Chapter 11

Poligonos de Newton

Sea D un DFU, p un primo de D.

Definicién 11.1. Sea v, : D — Z>, la valuacién p-adica en D. Es de-
cir, para todo b € D, v,(b) es el unico entero ¢ tal que b = p'c con p y ¢
relativamente primos.

Observaciéon 11.2. La valuacion p-adica en D tiene las siguientes propiedades,
cuya demostracion se deja al lector:

o vp(mimz) = vp(ma) + vp(ma).

o vp(ma + my) > minfv,(ma), vy(ma)}.

e Si v,(my) # vy(ma), entonces v,(my + mg) = min{v,(m;y), v,(ma)}.

A cada monomio ax” € D[] le asociamos el punto del plano R?* dado por
z(azx") = (r,v,(a)). Sea

f(.l’) = anwn + Clnflxnil +...+ax+ag € D[;C]
Entonces, definimos Sy = {z(a,2")|0 < r < n}.

Ejemplo 11.3. Si f(z) = 2*+42+16 y p = 2, entonces S tiene 3 elementos.

90
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De hecho Sy = {(0,4),(2,1),(3,0)}. En un diagrama:

Definicién 11.4. El poligono de Newton Py de f se define como el menor
poligono convexo que contiene a Sj.

En el ejemplo P es un triangulo:

e @ e >

Definicién 11.5. Sean a y [ enteros, con 5 > 0, y sea l(x,y) = ax + Py.
Entonces, para todo monomio az” € D[z| le asociamos el peso

w(ax") = l(z(ax")) = ar + Pu,(a).
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Notese que si p1 y p19 son monomios, se tiene w(pypa) = w(p) + w(pe).
Por otro lado si p; y pe son monomios del mismo grado entonces w(p; +
p2) > min(w(py), w(pe)). Ademads siw(py) < w(pe) entonces necesariamente
w(py + p2) = w(py), como se sigue de las propiedades de la valuacion.

Sea ahora f(r) = a,2"+a,_ 12" '+...+a1z+ap un polinomio arbitrario.
Noétese que para todo (r,s) € Z x Z, se tiene que [(r,s) € Z. Por lo tanto,
los pesos de los monomios de f forman un conjunto finito de enteros, el cual
debe tener un minimo. Definimos

w(f)= min I(r,s) = mrinw(aqnx’q).
(r,s)€Sy r=1

Sea E_(f) = a._(pz*~) el monomio de menor grado cuyo peso es w(f). Del
mismo modo sea E, (f) = ac, f)xe+(f ) el monomio de mayor grado cuyo peso

es w(f).

Proposicién 11.6. Si f(z) = g(z)h(z), entonces w(f) = w(g) + w(h).
Ademas se tiene e_(f) =e_(g9) +e_(g9) yer(f) =er(g) +ei(g).

Consideremos los monomios b,z" y byx" de gconv =-e_(g) y V = e, (g).
Del mismo modo, consideremos los monomios c¢,z* y cyz¥ con u = e_(h) y
U = e4(h). En particular, v <V y u < U.

Entonces w(b,c,z"™) = w(b,x’) + w(c,x*) = w(g) + w(h). El monomio
Ay’ de f satisface

Aypiu = Cotubo + Coru1br + ..+ by + ...+ C1byyu1 + cobyi.  (11.1)

Para cada monomio ¢;z" tenemos w(c;z’) > w(h), o equivalentemente

vplei) < A7 (wlh) —ia),

y por la minimalidad de u, esta desigualdad es estricta cada vez que 7 < w.
Del mismo modo, para cada monomio b;27 tenemos

0y(by) < 57 (wlg) - jar).
y esta desigualdad es estricta cada vez que j < v. Se sigue que

vp(cuby) = g1 (w(h) +w(g) — (u+ v)a)
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y cualquier otro sumando en (11.1) tiene una valuacién mayor. Se concluye
que w(ay,2"T) = w(g) + w(h). Se sigue que w(f) < w(g) + w(h).

Por otro lado, se demuestra w(f) < w(g) + w(h) facilmente de la corre-
spondiente propiedad para monomios. Como ademas cada monomio de grado
menor a v + u es suma de monomios con grado mayor a w(g) + w(h), por el
mismo argumento usado arriba para probar que ”cualquier otro sumando en
(11.1) tiene una valuacién mayor”, se tiene que e_(f) = u+v = e_(g)+e_(h).
La demostracién de que w(ay,yz' V) = w(f) y de que este es el mayor
monomio con esa propiedad es similar. Se concluye que e, (f) = U +V =
e+ (g) + e (h). a

Elijamos « y /8 enteros, con 8 > 0, (a, f) = (1), y tales que [ alcanza el
minimo en al menos dos puntos de S;. En otras palabras, se escoge la recta
L = {(z,y)|oax + By = v} de modo que al menos dos puntos de Sy estén en
ella y el resto quede por encima. Otra manera de decir esto es que la recta
L es un lado inferior de P;. En particular se tiene que w(f) = v, y que
e_(f) < er(f). Por ejemplo, en el polinomio que corresponde a la Figura
12.4 se puede tomar o = 3 y = 2, lo que corresponde a la recta que pasa
por (0,4) y (2,1), o bien a = 8 = 1, lo que corresponde a la recta que pasa
por (2,1) y (3,0).

Seat =e_(f)yT = ey(f). Entonces los extremos de LNSy son (¢, v,(a:))
y (T, v,(ar)). De la identidad I(t,v,(at)) = (T, v,(ar)) = 7 se obtiene que
a(l' —t) = —B(vy(ar) — vp(ar)). Como oy B son relativamente primos, se
tiene que (T'—t) = mf, y vy(ar) — vp(ar) = —ma. Ademds, m es el maximo
comun divisor de (T'—t) y vp(ar) — vp(as). En particular, m > 1.

Proposicién 11.7 (Criterio de Dumas). Si f(z) = g(z)h(x) en D[z], con
g y h no constantes, entonces existen enteros my, ms, t1, y ta, tales que
my +my =m, t; +ty =n —mf3, deg(g) = mi B+t y deg(h) = maf + 5.

Demostracién Supongamos que f(z) = g(x)h(x) en D[z]. Sean v =
w(g) y 72 = w(h). Entonces w(f) =~ = + 2.

Sean v = e_(g), V =e4(g), u =e_(h) y U = e;(h). En las notaciones
del parrafo previo se tiene T'=V 4+ U y t = v + u. Se concluye que mp =
T—t=(V—v)+(U—u). Ademas, como w(b,z") = w(byz") = 71, se tiene
que

a(V =) = Bp(by) — vp(by)).
Como « y (3 son relativamente primos, se tiene que V —v = m; 3. Del mismo
modo, U — u = myf con my + mg = m. Ademas V — v < deg(g), luego
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deg(g) = myf + t1 con t; > 0. Del mismo modo deg(h) = msf + to con
to > 0. Finalmente, n = deg(f) = deg(g) + deg(h) = mfS + (t1 + ta). O

Corolario 11.7.1. En lla situacion anterior, se tiene que

max{deg(g),deg(h)} > 5. O

Corolario 11.7.2. Si puede elegirse 5 = n, entonces [ es irreducible. O

Ejemplo 11.8. Si f(z) = a,2" +a, 12" ' +...+ a1z +ag € D[z], y sipun
primo de D que divide a a; para 0 <7 < n — 1, que no divide a a,, y tal que
p? no divide a ag, entonces podemos tomar [(x,y) = = + ny, luego f(x) es
irreducible en k[z]. Esto prueba que el criterio de Dumas implica el criterio
de Eisenstein.

Ejemplo 11.9. Sea z" + a cor n y v,(a) relativamente primos. Entonces
Sy = {(0,m),(n,0)}. Luego, se puede tomas I(z,y) = v,(a)x + ny, por lo
que el polinomio es irreducible.

Ejemplo 11.10. Sea f(z) = 2" + pz + ap?, con a € D, p primo. Entonces
Sy = {(0,k),(1,1),(n,0)}, donde k = 2+ vy(a) > 2. Entonces se puede
tomar o = 1, § = n — 1 (sugerimos dibujar el poligono en este caso). Luego,
si f(x) es reducible, debe tener una raiz.

Ejemplo 11.11. En el polinomio que corresponde a la Figura 12.4 se puede
tomar o = 3y 8 = 2, como mencionamos mas arriba. En este caso, el criterio
nos dice que al menos un polinomio debe tener grado 2 o mayor, lo que es
evidente. En este caso no tenemos informacion nueva a partir del Corolario
11.7.1.



Chapter 12

Anillos completos y series de
potencias

El anillo de series de potencia posee una propiedad universal similar a la del
anillo de polinomios que vimos en el capitulo anterior, pero antes de enun-
ciarla con el suficiente grado de generalidad es necesario definir el concepto
de anillo completo.

Sea A un anillo, y sea I un ideal bilatero de A. Sea

I~ = 6[’

En lo que sigue asumiremos que /> = {0}. Ejemplo de ideal que no satisface
esta condicién es PA donde P es un idempotente central.

Definicién 12.1. Una sucesién {a,}?2, se dice converger a un limite a (en
simbolos a,, BRI a) si para todo M positivo, existe N = N (M) tal que, para
n>N,a—a, €IV,

Definicién 12.2. Una sucesién {a,}>2, se dice de cauchy (respecto de I) si
para todo M positivo, existe N = N (M) tal que, para n,m > N, se tiene
que a,, — a, € IM.

Definicién 12.3. Un anillo A se dice completo respecto de un ideal bildtero
I, si toda sucesion de Cauchy respecto de I converge.

Con estas definiciones, es posible introducir una métrica en el anillo A
que define la convergencia con respecto al ideal J, pero no lo haremos aqui.
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También es posible definir, para todo anillo A y todo ideal bilatero J que
satisface J>° = 0, el completado de A con respecto al ideal J. Este es un
anillo A que contiene a A, y con un ideal J, tal que ANJ = J y A es
completo con respecto a J. Por ejemplo, el anillo de enteros p-adicos Z, se
define como el completado de Z respecto de pZ.

El anillo C[[z]] es completo con respecto al ideal (z). De hecho, C[[z]]
es el completado del anillo de polinomios C|x] con respecto al ideal (x). La
serie de potencias f(x) es invertible si y sélo si ag es invertible, y su inverso
g(z) = f(x)~! se obtiene resolviendo las ecuaciones sucesivas:

apby =
albo + Clobl
a2b0 + a1b1 + a0b2
a3b0 + Cbgbl + Cllbg + (lobg =

o O O =

en las incégnitas by, by, . . ..
Si B es una QQ-algebra, ejemplos de series de potencia con coeficientes en
B son las conocidas expresiones (donde A € B):

A A
(I4+2)* = 1+Xx+ (H)a*+ (3)2° + ...
cos(z) = 1—-Z+5H5 -G+ ..
5 xT
sen(z) = r— 5+ —FHF ...
CCQ CUS x4

In(l+2z) = x—%2+%3—%+...

w|®,
cnﬁn
~|%,

Arctan(z) = =z —% + +...

En particular, cos(z) es invertible y puede definirse la serie de potencias
tan(z) = sen(z)/ cos(x).

La serie de potencias (1 4+ x)" definida para valores enteros de n, es un
elemento de Z[[z]], ya que (}) es siempre un entero.

La propiedad universal del algebra de series de potencias es la siguiente:
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Proposicién 12.4. Sea (B, ¢) es un C-algebra, y sea J un ideal bildtero
de B. Supongamos ademds que J* = {0} y que B es completo respecto
de J. FEntonces, dado cualquier uw € J, existe un homomorfismo de anillos
¢ : Cllz]] = B que lleva a x en u. La imagen de la serie f(x) se denota

f(u). Mas generalmente, si los elementos uy, ..., u, € J conmutan, entonces
existe un homomorfismo de anillos ¢ : Cl[xy, ..., x,])] — B que lleva a x; en
Uy .

Definicién 12.5. La imagen de la serie f(xy,...,x,) se denota f(uy, ..., uy,).

En particular, Si u(z) € (z) y f(z) € K[[z]] entonces f(u(x)) es una serie de
potencias que se denomina la composicion de f y wu.

Ejemplo 12.6. Si f(z) = 1+x+2*+..., ysiu(z) = 27, entonces f(u(x)) =
T+x3 428+ ...

Expresiones como e y cos(e” — 1) tienen sentido en este contexto.

Notese, sin embargo, que € no estd definida como elemento de Q[[z]], ya
que cosx no estd en el ideal (z). Esto se traduce en el hecho de que la ex-
pansién de Taylor de la funcién real g(z) = e“** podria no tener coeficientes
racionales (como de hecho ocurre).

Calculos mediante congruencias

Si A es un anillo e I un ideal bilatero, se dice que a, b son congruentes médulo
I sia—bel. Ensimbolos, se escribe

a=b (mod I).

Si I = (t) se escribe
a=b (mod t).

Observemos que si u € I, entonces u" € I". Esta observaciéon permite
calcular composiciones de expansiones en serie de potencias modulo cualquier
potencia I™ predeterminada, como se observa en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 12.7.

senz
€

1+ (senz) + 3(senz)® + £(senz)? (mod z*)
1+ (z— %x?’) + %(x — %x?’)Q + %(m — %x3)3 (mod z*)
14z + 327 (mod z*).
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Identidades entre series de potencias

Sea A un anillo conmutativo, completo con respecto al ideal I (con [ =
{0}). Sean uy,...,u, € I. Entonces, existe un tinico homomorfismo continuo
de anillos

O Zl[xy, ..., 1] — A,

tal que ®(z;) = u,;. En particular, cualquier identidad que sea cierta en
Z[[x1,. .., x,]] lo serd también en un anillo conmutativo arbitrario. En gen-
eral, no lo sera en anillos no conmutativos, pero si los elementos en cuestion
conmutan, uno puede restringirse al subanillo mas pequeno que contiene a
estos elementos y trabajar alli (en un capitulo posterior desarrollaremos esta
idea de anillo generado en mas detalle).

Por ejemplo, sea m € Z y consideremos las series de potencias

> /m
(Lra)" = ( ')xZ.
; 7
=0
Estas series corresponden a funciones analiticas de variable real. Una funcién

analitica determina completamente su serie de potencias. Esto significa que
la conocida identidad

(T+z)™ (1 +3)™ = (14 2)™ ™2,

entre las correspondientes funciones analiticas, es una identidad en el anillo

Z[[x1,...,x,]]. Ella es, por lo tanto, valida sobre cualquier anillo completo.

En particular, si u € I entonces (1 + u)™ es invertible para todo m € Z.
Nuevas identidades de este tipo se obtienen considerando el anillo de

series de potencias con coeficientes racionales Q[[X7,...,X,]]. Si A es un
anillo conmutativo, completo respecto de I (con I = {0}), que es a la vez
una Q-algebra, y si uq,...,u, € I, entonces existe un tinico homomorfismo

continuo de anillos

U:Q[Xy,..., X, — A

tal que W(X;) = w;. Esto significa que todas las identidades usuales en-
tre series de potencia con coeficientes racionales son validas también sobre
cualquier anillo A con las propiedades mencionadas. Ellas son, en particular,
validas en el anillo de series de potencia sobre cualquier cuerpo de carac-
teristica 0.



L. Arenas-Carmona 99

Como ejemplos de estas identidades, podemos citar.

eX1eX2  — 6X1+X27

sen(X; + X3) = sen(X)cos(Xy) + cos(X)sen(Xy),
In(1+[eXr —1]) = X,
Arctan(tan(X;)) = X;i.

Ideales nilpotentes Sea A un anillo e [ un ideal bilatero. Si I™ =0
para algin entero n, se dice que I es nilpotente. Entonces A es completo
respecto del anillo I. En particular, todo anillo es completo respecto del ideal
0, aunque este ejemplo no es muy interesante.

Si A es un anillo conmutativo y u € A es nilpotente, entonces 1 — u es
invertible y su inverso puede calcularse mediante (1 —u)™' = 1+u+u?+.. ..

Otra aplicacion, es el siguiente resultado:

Proposiciéon 12.8. Si A es un Q-dlgebra conmutativo e I es nilpotente,

entonces el grupo abeliano multiplicativo 1 + I es isomorfo al grupo aditivo
I.

Demostraciéon. El isomorfismo entre ambos grupos esta dado por las
funciones exponencial y logaritmica. O]

Ejercicios

1. Probar que si J es un ideal de C' entonces J[[z]] (series de potencias
con coeficientes en J) es un ideal de C[[z]] y que C/J][[z]] es isomorfo
a C[lz]]/J[[x]]. Probar el resultado correspondiente para anillos de
polinomios.

2. Sea C' un anillo conmutativo. Probar que R(C[[z]]) = (x) + R(C) v
que N(C[x]]) € N(C)[[z]]. Probar que si existe n tal que N(C)" = 0,
entonces N(C|[z]]) = N(C)[[z]] (este ejercicio prueba que, en general,
el radical de Jacobson y el nilradical no coinciden).

3. Probar que Si C' es un dominio de integridad, entonces C[[z]] es un
dominio de integridad.



L. Arenas-Carmona 100

4. Sea K un cuerpo. Calcule el radical de Jacobson y el nilradical de
los siguientes anillos: Z, K, Z[X], K[X], Z[[X]], K[[X]], Z/108Z,
Z/108Z[[X]], K[X]/(X? — X?), K[[X,Y]]/(X® - X?).

5. Probar que (C' x C")[[z]] = (C[[z]]) x (C'[[z]]). Probar el resultado
correspondiente para anillos de polinomios.

6. a)Sea (B, ¢) una C-algebra conmutativa. Suponga que J es un ideal
de B tal que J* = (0) y B es completo respecto de J. Demostrar que
siu € Jya € B, entonces existe una unica funcién ¢ : C[X][[Y]] — B.

Tal que ¢lc = ¢, 6(X) = a,y ¢(Y) = u.
b) Generalice a C[ X1, ..., X,][[Y1,...,Yn]]

7. a) Sea (1 + )Y € Q[y][[z]] la serie de potencias definida por

(1+2)Y = i (i) 2"

n=0

(Nétese que (Z) € Qly]). Entonces en el anillo de series de potencia
Qly, z|[[z]] se satisface

1+z)Y(1+z)* =(1+x)".

b) Concluir que si (B, ¢) una Q-algebra conmutativa, entonces para
todo «, 8 € B, las series de potencia en Bl[z]],

e =3 (Z)x R o (i)x”

n=0 n=0

satisfacen
(14 2)*(1+2)% = (1 +2)*7.

(Sugerencia: Usar problema anterior).

8. Sea R un anillo unitario arbitrario, a, B € R. Probar que si 1 + AB es
invertible entonces 1 + BA es invertible (sugerencia, Suponer primero
que R es completo con respecto al ideal I y que A € I, de modo que
(1 + AB) tiene un desarrollo en serie, luego despejar (1 + BA)™! en
términos de (1+ AB)™!, Ay B,y probar que esta férmula funciona en
general).



Chapter 13

Derivadas formales

Sea C' un anillo conmutativo. Sea f(z) € CJ[z]]. Entonces, f(z + y) es un
elemento del anillo de series de potencia en 2 variables C[[z,y]]. Podemos
escribir

flx+y) = folz) + filx)y + f2(I)y2 + fg(x)y3 + ...
Evaluando en y = 0 se tiene fo(z) = f(z). Definimos L (f(z)) = f/(z) =

fi(z). En otras palabras f’(z) es la tinica serie de potencias en x tal que

fle+y) = f(z) +yf'(z) (mod y?).

Ejemplo 13.1. Si f(z) = 2", el teorema del binomio nos da (z + y)" =
2" + nax™ 1y (mod y?). Se concluye que f'(x) = nx" '

Con esta definicion, no es dificil comprobar las propiedades

d

1)+ 9@)) = £/(@) +9'(a), Il (@)g(@)] = f(2)9(x) + f(x)g'(2),

dx

Por ejemplo, probaremos la tltima.

fle+y)glz+y) = (f(x) +yf'(@)(9(z) +yg'(x))
= f(@)g(@)+ (f(z)g(x) + f(x)g'(z))y (mod y?).

Ejemplo 13.2. Si f(z) = Y. ja;z" es un polinomio, entonces f'(z) =
Sordaxth

Proposicién 13.3. Para toda f(z) € (z)", se tiene = (f(z)) € (z)" .
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Demostracién. Basta ver que si f(z) € (z"), entonces podemos es-

cribir f(z) = 2"g(z) de donde f'(x) = nz" 'g(x) + 2"¢'(x). O
Este resultado tiene la siguiente consecuencia:
Corolario 13.3.1. Si f,(x) — f(x) entonces f)(x) — f'(z). O

Donde la convergencia en C[[x]] debe entenderse en el sentido definido en
el capitulo anterior. El lector con conocimientos basicos de topologia inter-
pretara este resultado diciendo que el operador % es continuo con respecto
a la topologia definida por (z).

Ejemplo 13.4. La continuidad nos permite generalizar el ejemplo anterior
a series de potencia arbitrarias. En otras palabras, si f(z) = .7, a;a’,
entonces f'(z) = > 7 dax" "t

Otra consecuencia de la definicién y de la propiedad universal del anillo
C[x]] es la siguiente:

Proposicién 13.5 (Expansién de Taylor a primer orden). Sea B una C-
dlgebra conmutativa completa con respecto a un ideal I. Sea f(x) € Cllx]], y
sean u,€ € I. Entonces se tiene que

flu+e) = f(u)+ f(u)e (mod €*). O
Este resultado nos permite demostrar facilmente la regla de la cadena.

Proposiciéon 13.6 (Regla de la cadena). Si f(z) € Cllz]] y w(x) € (x),
entonces L (f(w(z)) = f'(w(z))w'(z).

Demostracién. Observese que w(r + y) = w(z) + yw'(z) (mod y?).
Sea h = w(z +y) — w(x). Entonces, y divide a h. Ahora escribimos

flw(z +y)) f(w(z) + h)
f(w(z)) + hf'(w(z)) (mod £?)
flw(z)) + (w'(x)y) f'(w(z)) (mody?). O

Para polinomios existe una versién més sencilla que sigue inmediatamente
de la propiedad universal de C|x]:

Proposicién 13.7 (Expansion de Taylor a primer orden). Sea B una C-
dlgebra conmutativa. Para cualesquiera f(x) € Clz], u,e € B se tiene que

flute)= fu) + f'(u)e (mod €). O
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Ejemplo 13.8. Mostraremos ahora como la férmula de Taylor puede uti-
lizarse para resolver ecuaciones de congruencias. Tomemos por ejemplo la
ecuacién 22 = 14 (mod 13?). Claramente la ecuacién z* = 14 (mod 13) tiene
las soluciones 1 y —1, luego basta buscar soluciones del tipo 1+13t 0o —1+13t.
Ahora bien, si f(z) = z?, se tiene f(1+ 13t) = f(1) + 13¢f'(1) (mod 13%),
de donde necesitamos encontrar ¢ tal que 14 = f(1) + 13tf'(1) = 1 +
13t x 2 (mod 13%). Dividiendo por 13 se tiene 1 = 2¢ (mod 13), luego
t =7 (mod 13) o z = 1+ 7 x 13 (mod 13%). Del mismo modo se obtiene la
solucién z = —14 6 x 13 (mod 13?).

Otra consecuencia de la expansién de Taylor a primer orden es la sigu-
iente: Si C' es un dominio de integridad, entonces para toda sucesion {e, },
tal que € =3 0, vy €, # (0 para todo n, se tiene

) — i T ) = S

n—so0 €n

(13.1)

donde la division tiene sentido, ya que el numerador es divisible por ¢€,. Si
I = 0 no existe una tal sucesién. Por otro lado, si I # 0 podemos tomar
x € I con x # 0y definir ¢, = 2™, el que no se anula por ser C' un dominio
de integridad.

Una vez que se ha definido la derivada, podemos definir las derivadas
sucesivas por induccién mediante [V (z) = L f("(z). Nétese que en la
relacion

flx+y) = f@)+ f(@)y+ fo(a)y + fs(x)y’ + . ..

podemos considerar ambos lados como series de potencias en y con coefi-
cientes en C[[z]] de modo que al derivar ambos lados se tiene

fla+y)=f(x)+2f@)y+3f(x)y* + ...,

y al evaluar en y = 0 se tiene 2fy(x) = f”(x). Iterando este procedimiento
se obtiene la relacién n!f,(z) = f(z).

Observacién 13.9. Larelacién n!f, (r) = f(z) puede demostrarse también
considerando los coeficientes de la serie de potencias f(z) como variables in-
dependientes y utilizando la propiedad universal de las series de potencia con
coeficientes enteros, ya que es sabido que estas relaciones se satisfacen para
series de potencias con coeficientes complejos. Notese sin embargo que esa
demostracion requiere el uso de series de potencia en una cantidad numerable
de variables.
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Supongamos ahora que C' es un Q-dlgebra (por ejemplo un cuerpo de
caracteristica 0). Entonces tenemos la férmula

) (4
fary =Y Ly

n.

n=0

Esta formula recibe el nombre de formula de Taylor. Mas generalmente, se
tiene el siguiente resultado:

Proposicién 13.10. Sea C' una Q-dlgebra conmutativa. Sea f € C[[z]]. Sea
A una C-dlgebra conmutativa y completa respecto del ideal I. Sean u,v € I.
Entonces

f™(w)

f(u—l—v)zz o o™ O
n=0 :

Como antes, la féormula de Taylor tiene una version mas general para
polinomios:

Proposicién 13.11. Sea C' una Q-dlgebra conmutativa. Sea f(x) un poli-
nomio con coeficientes en C. Para todo C-algebra conmutativa A, y todo par
de elementos u y v en A, se tiene la formula

0 4(m) (g
f(u—}—v)zzf ( )v".

n!

Demostracion. Esta es una aplicacion directa de la propiedad univer-
sal de Cz]. O

Observacion 13.12. Noétese que la suma mencionada mas arriba es en real-
idad una suma finita, ya que alguna derivada de f(z) es 0. Es por esta razén
que la suma esta definida. Este no es el caso para una serie de potencias
arbitraria, recuerdese que f(z + 1) no estd definida si f no es un polinomio.

El teorema de la funcién inversa.

Proposicién 13.13 (Lema de Hensel). Sea f(x) € Cl[z]], w(z) € Cl[lz]],
u(z) € (x) que satisfacen

w(z) = f(u(z)) (mod 2™), f(0) e C*.

Entonces existe una tunica solucion u'(x) € (x) de la ecuacion w(zr) =
f@(x)), que satisface u(x) = u/(x) (mod z™).
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Demostracién. La condicién f/(0) € C* implica que f’(¢) es una unidad
para todo t € (z). Del mismo modo, la condicién w(z) = f(u(x)) (mod x)
implica que f(t) — w(x) € (x) para todo t € (z). Sea uy = u. Si u, € (x)
estd definido, definimos u,,,1 mediante

fup) —w

Upil = Uy — —F——.

f'(un)

Observese que u, 1 € (). Ademds se tiene:

(1) (un = uns1) = (f(un) — w).

(2) (ltnsr) — w) € () — w)2

La afirmacién (1) es inmediata. Para demostrar (2), aplicamos la proposicién
13.7 con € = (f(up) —w)/ f'(u,). Se tiene

flunp) —w = flun —€) —w
= (f(un) - w) - f/(un)e (mOd 62)
= 0 (mod €?).

Ahora, como f’(u,) es invertible, (¢) = (f(u,) —w). Esto termina de probar

(2). De (1) y (2) se obtiene facilmente que la sucesién {u,}>2; converge

a un elemento u., de (z) y se satisface f(uo) = 0. De (1)y (2) se ob-

tiene también por induccién que u,(z) = u(x) (mod z™) para todo n, luego

Uso () = u(z) (mod x™) O
Una consecuencia es el siguiente resultado:

Proposicién 13.14 (teorema de la funcién inversa). Si f(z) € (x), satisface
1(0) € C*, entonces existe g(x) € (x) tal que f(g(x)) = g(f(z)) = .

Demostracién. Dado que f(x) € I = (x) implica que f(z) = z (mod x),
existe g(x) € I tal que f(g(x)) = x. En particular, por la regla de la cadena,
se tiene que f'(0)¢’(0) = 1. En particular, ¢’(0) # 0. Luego, repitiendo el
argumento para g, se tiene que g(h(x)) = x para algun h(z) € I.

Con la composicién de series de potencia, el elemento f(z) € I define una
funcién f : I — I, definida por u(z) — f(u(z)). Andlogamente se definen
g,y h. La funcién f es inversa por la izquierda de g, y h es su inversa por la
derecha. Se tiene que f = h y, evaluando en z, f(z) = h(x). O

Observacién 13.15. Una funcién de la forma f con f(z) € (), f'(0) € C*
recibe el nombre de cambio de coordenadas.
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Ejemplo 13.16. Si la caracteristica de k no es 2, entonces existe una serie

de potencias w(x) tal que w(z)? + 2w(z) = z. En particular, 1 + z es un

cuadrado. Si la caracteristica de k fuese 0 entonces basta tomar w(z) =
Iln(l+x) _ 1

e2 .

Ejercicios
1. Sea V = Q|z], el espacio de polinomios de grado no mayor a n. Sean
A,D :V — V, definidos por Df(x) = f'(x), Af(z) = f(x+1) — f(x).
a) Probar que D y A son nilpotentes en Endg(V).

b) Sea Q[D] la imagen de Q[x] bajo el homomorfismo que envia z a D.
Probar que Q[D] es completo respecto de (D).

c¢) Probar que 1+A = e (puede asumir la férmula de Taylor). Concluir
que D =In(1+ A).

d) Probar que A(?)

x
n

(nfl) . Concluir que

%(Z) :kzi;%(nik)

e) Usar la expansiéon binomial de (1 + A)* para probar que

T+ k "\ [k x

()= ()65
Concluir que (*") =Y (:fl)2

2. Sea C = Z/2Z. Probar que el polinomio f(z) € C[z] satisface f'(x) =0
si y sélo si existe g(x) tal que f(z) = g(x)>.

3. Sea C' un anillo conmutativo, y sean f(z), g(z) € C[[z]]. Probar que si
g(0) € C*, entonces

(M)' _ ['(@)g(x) — fx)g'(x)
g(x) g(x)? '
4. Considerese el anillo completo (no conmutativo) My (R[[z]]). Cada ele-

mento de este anillo puede escribirse como una serie de potencias con
coeficientes matriciales.
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a) Probar que e4%ef? = (AP i v s6lo si AB = BA.
b) Probar que si A(0) es invertible, entonces (A(z)™') = A(z) 1A' (z)A(x) L.
c¢) La matriz B(z) = e4* satisface B'(z) = A - B(z).

5. Sea f(x) = cos(sen(e® — 1)). Probar que f"™(0) € Q para todo n.
Puede decirse lo mismo de g(x) = cos(sen(e*))?.



Chapter 14

Generadores y relaciones

En este capitulo formalizaremos el proceso de definir un anillo en terminos
de generadores y relaciones.

Una palabra en los simbolos {x1, ..., x,} es cualquer sucesién finita de el-
ementos de {z1,...,z,}. Como es costumbre, utilizaremos exponentes para
denotar la precencia repetida de un mismo elemento, por ejemplo escribire-
mos x17575 en vez de r173137373737474. Sea C un anillo conmutativo. La
C'-algebra libre en los generadores {z1,...,z,} es el anillo C{xy, ..., x,), for-

mado por todas las expresiones del tipo

E as0,

oeEX
donde ¥ es un conjunto finito de palabras en {z1,...,2,}. La suma y pro-
ducto en C(xy,...,x,) se definen por las férmulas
Z y0 + Z byo = Z(ag + b, )o
ceEX ceY D>
(o) (er) - o
oED oeY oey
donde
Co = Z aby.
TA=0

Aqui, 7A denota la palabra obtenida escribiendo 7 y luego A con las con-

venciones mencionadas mas arriba, es decir (z2x3)(z3z]) = 2?z5x]. Dejamos
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al lector comprobar que C(zy,...,%,) es un anillo (de hecho un C-algebra)
unitario no conmutativo (salvo para n = 1).

Mas generalmente, si {z;};c; es cualquier familia de simbolos, podemos
definir andlogamente el anillo C'({z;};cs). Los detalles se dejan al lector.

Si R es una coleccién de elementos de C'({x;}icr), y si J es el ideal mas
pequenio que contiene a R (el ideal generado por R), el anillo C'{({x;}icr|R)
es por definicion el anillo C({z;}icr)/J.

Ejemplo 14.1. Sea K un cuerpo, y sean a,b € K. El anillo de cuaterniones

(“?b) se define por

a,b o . .
<?) = K<27j‘{l2 - CL,]2 - b7 1) +]l}>
Escribiremos también

b
(%) = K (i, j|i* = a, 2 = b,ij = —ji).

Por ejemplo, H = <_1©_1). Tambien se comprueba facilmente que (

la ~
K)
MQ(K), con el isomorfismo ¢ definido por

oi=(5 1) wa=(0 ).

Definicién 14.2. Un monoide es un conjunto M con una operacién - que
satisface

a) (mn)p = m(np) para todo m,n,p € M.

b) Existe 1 € M tal que 1m = ml = m para todo m € M.
Si (M, -) es un monoide, definimos

CIM] = C{{zm}mem{TmTn — Timn tmmnen)-

Si M es un grupo, C[M] se llama el algebra de grupo de M con coeficientes
en C.

Ejemplo 14.3. El anillo C[Ny], donde Ny es el monoide de enteros no neg-
ativos, es el anillo de polinomios en una variable con coeficientes en C'. El
anillo C[Nj], es el anillo de polinomios en n variables.
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Ejemplo 14.4. El anillo C[Z] se llama el anillo de polinomios de Laurent
con coeficientes en C, por ejemplo, x72 + z* € C[Z]. Este anillo se denota
también Clz,z].

Ejemplo 14.5. El anillo C[Qs] de polinomios con exponentes racionales
no negativos, tiene un ideal maximal m generado por las potencias " con
r > 0. Este ideal satisface m? = m, pero este ideal no estd generado por un
idempotente.

Ejemplo 14.6. Considerese el algebra de grupo C[C3], donde C es el cuerpo
de nimeros complejos, y Cs es el grupo con 2 elementos. El lector puede
demostrar facilmente que

C[Cy) = C[z]/(2* — 1).

Si o es el generador de U, entonces P = %(1 + z,) es un idempotente
central, y cada uno de los anillos PCy (1 — P)C es isomorfo a C, de donde
C[Cy] = C x C. Mas generalmente, para todo grupo finito G, el elemento

1
N:@Z%ecm

geG
es un idempotente central.

Ejemplo 14.7. El anillo C[N], donde N es el monoide multiplicativo de
enteros positivos es util para el estudio de funciones aritméticas, es decir
funciones complejas definidas en N. Es posible definir un anillo C[[N]], de
series de dirichlet que extiende C|N]. los elementos de C[[N]] son sumas

formales del tipo
F= anl,  g=> bunl

neN neN

La suma y el producto se definen mediante

neN

fg= Z Cn[n]v Cp = Zadbn/d-

neN dln
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Una importante aplicacion de este anillo es la férmula de inversién de mobius
fn) =Y g(d) = g(n) =) f(d)p(n/d),
din din
donde p es la funcién definida por

0 if n es divisible por un cuadrado
pu(n) = 1 if n=1
(-1t if n=p;...p; donde py,...,p; son primos distintos

Esta férmula se deduce de la identidad
(ZM) (Zu(@[?ﬂ) = 1.
neN neN

Los detalles se dejan al lector.

Ejercicios

1. Probar que C[C,] & C x ... x C, donde C,, es el grupo ciclico con n

n
elementos.

2. Probar que <a2bl’(c2d> ~ (2d) v que (%) = (%2%) = My(K).

3. Probar que C[S3] = C x C x My(C) (sugerencia, considere las matrices

(Vo) (5

donde omega es una raiz cubica de la unidad y los elementos



Chapter 15

Localizacion

Sea C' un anillo conmutativo. Un conjunto multiplicativo es un subconjunto
no vacio S C C tal que:

e0¢ 5.

e Para todo s1,80 € 5, 5189 € S.
Notese que S puede tener divisores de 0, pero si ab = 0, S no contiene
simultaneamente a a y b.

La localizacion de C por S es el anillo

S7IC={(a,b)lae C,be S}/ =,
donde la relaciéon de equivalencia = se define por
(a,b) = (d',V') & s(ab' — a'b) = 0 para algin s € S.

La clase de equivalencia de (a,b) se denota §. La suma y la multiplicacién

en S~1C se definen por
N a abt +ab
oo
!/

a a aa’

a

b
- X —=—.

b v by

Con estas operaciones, S~'C es un anillo con la unidad lg-1o = 2. La

comprobacion de todas las propiedades de anillo se deja al lector. Existe

sc

un homomorfismo ¢g : C' — S7'C dado por ¢g(c) = <. El nicleo de este
homomorfismo es el ideal

Is = {c € C|sc =0 para algin s € S}.
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Si S no contiene divisores de 0, entonces ¢ es inyectiva. En este caso, la
unidad de la localizacién bebe escribirse como una fraccion del tipo 2. En
general, la unidad de la localizacién puede escribirse también en la forma
%j, donde j € Ig para s € S.

Un conjunto multiplicativo S no necesita contener a 1¢, pero S; = S'U
{1¢} es también un conjunto multiplicativo y se tiene que S~'C = S;'C,
dado que la fraccion { es igual a ¢ para cualquier s € S, y si la identidad
s(abl — a’b) = 0 se cumple con s = sy € S se cumple tambien para algin
s = s9 € S (lo que es obvio exepto si s; = 1, en cuyo caso cualquier so
sirve). Por esta razén puede suponerse siempre que 1 € S, como haremos en
lo sucesivo. Mas generalmente, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 15.1. Si ab € S para algin b € C, y si definimos S, como el
conjunto multiplicativo mas pequerio que contiene a a y S, entonces S™1C =

Sic.

Demostracién Con la definicién dada S, es el conjunto | ;- ,a"S. Este
conjunto es claramente cerrado bajo productos y si a"s = 0 entonces también
se anula (ab)"s € S. En particular, como S C S,, toda fraccién % en S71C
es también una fraccién en S;'C. Llamaremos ¢ a la funcién que lleva la
fraccién £ en S~'C a la correspondiente fraccién en S;'C. Esta funcién estd
bien definida (ejercicio). Toda fraccién en S~'C' es de la forma -, la cual
es igual a @‘fé’% Por lo tanto ¢ es epiyectiva. por otro lado, si las fracciones
Sy ;—: coinciden como elementos de S;'C entonces a"s(zy’ — 2'y) = 0 para
algin s € S 'y r € Ny. Esto implica (ab)"s(xy’ — 2'y) = 0 donde (ab)"s € S,
por lo que la funcién S™'C' — S;!C es inyectiva. Es inmediato ahora de
la definicién de suma y multiplicaciéon de S~'C que ¢ es un isomorfismo de
anillos. O

En particular, sienpre se puede suponer que si ab € S entonces a y b
pertenecen a S. Un conjunto multiplicativo con esta propiedad se dice satu-

rado.

Ejemplo 15.2. Si D es un dominio de integridad, y S = D — {0}, en-
tonces S~1D es un cuerpo, llamado el cuerpo de cocientes de D, y se denota
Quot(D). Por ejemplo, Quot(Z) = Q. El cuerpo k(z) = Quot(k[z]) se llama
el cuerpo de funciones racionales sobre k. El cuerpo k((z)) = Quot(k[[z]]) se
llama el cuerpo de series de Laurent sobre k. Cada elemento de k((z)) puede
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escribirse en la forma
n n+1 n+2 n+3
X" + Ap1T + Ap42® + Apy3T +...
conn € Z.

Ejemplo 15.3. Mas generalmente, si C' es un anillo conmutativo arbitrario
y S es el conjunto de elementos de C' que no son divisores de 0, entonces S es
el mayor subconjunto multiplicativo de C' tal que el homomorfismo canénico
de C en S™1C es inyectivo. Este anillo recibe el nombre de anillo completo
de fracciones de C.

Ejemplo 15.4. Si p C C es un ideal primo, S, = C' — p es un conjunto
multiplicativo. El anillo S 'C se denota C,,, y se llama la localizacién de C
en el lugar p. Notese que todo elemento de C' que no estd en p es invertible
en C,.

Ejemplo 15.5. Si C' = C] x (5, y si S contiene un elemento de la forma
(a,0) entonces la imagen de (0,1) en S7'C es trivial. Si S; es el con-
junto de primeras coordenadas de elementos de S, se tiene que S; es un
conjunto multiplicativo (que no contiene al 0, ya que (0,7) € S implica
(a,0)(0,7) = (0,0) € S) y se tiene S~!C = S;'Cy. El lector puede de-
mostrar esto directamente como ejercicio, aunque es un caso particular de la
proposicién 15.15 mas abajo. Por ejemplo si C = Z/6Z y S = {3}, se tiene
S—lC=7/2Z.

Ejemplo 15.6. Si S} es un conjunto multiplicativo de C; y S5 es un conjunto
multiplicativo de C5, entonces S = S; X Sy es un conjunto multiplicativo de
C = C; x Cy y se tiene S7'C = S710; x S, 1C,.

Observacién 15.7. En general, si ¢ : C' — C” es un homomorfismo, el ideal
¢+(I) se define como el ideal mas pequeno
o de C' que contiene a la imagen ¢(/). De hecho

6.(I) = {Zam(man € jy € f} .

Si ¢C' — S™1C' es el homomorfismo canénico, el ideal ¢, (I) se denota S1.
Tomando denominador comin en una suma del tipo
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se prueba que
S = {3 €S-0 e 1}
s

es un ideal de S~'C. Nétese, sin embargo, que si I no es primo, ‘e S
no implica c € I.

Proposicién 15.8. Sea I un ideal de C. Sea
I'={c € Cles € I para algtin s € S}.

Entonces £ € S=1C si y sélo sic € I'. En particular, la preimagen en C de
ST es el ideal I'.

Demostracién Si ¢ € I’ entonces ¢s’ € I para algiin s € I luego

/ _ . ;! . .
= £¢ ¢ S7'I. Por otro lado, si € = %" con i € I, entonces s”(cs' —is) =0

ara algin s” € S, luego ¢s’'s” € I. La ultima observacion es el caso particular
=< L
La siguiente propiedad es inmediata de lo precedente.

®wlo D »lo

Proposicion 15.9. 57 .S es un conjunto multiplicativo en C', y I es un ideal
de C, entonces S™1I es un ideal propio de S~'C siy sélosi INS =0. O

De hecho es posible caracterizar de esta forma todos los ideales de la
localizacion:

Lema 15.10. Sea C' un anillo conmutativo, y sea S un subconjunto multi-
plicativo. Todo ideal de S~'C' es de la forma S™'I, donde I es un ideal de
C.

Demostracién Sea I’ un ideal de S~'C'. Entonces
[=¢5i(I') = {2 e C‘% e [’}
es un ideal de C. Sea I” = S~'I. Entonces I"” C I', ya que % = % X % Por
otro lado, si 7 € I, entonces T = 7 x = € I', luegom € [ 'y T € I", luego
I'=1". ]
Observacién 15.11. De hecho, los ideales de S71C estan en correspondencia
con los ideales I de C' que satisfacen I = {a € Clas € I para algin s € S}.

Proposicién 15.12. Sea S un subjunto mulptiplicativo de D. Si D es un
DIP entonces S~'D es un DIP.
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Demostracion inmediata del lemma 15.10. O
Ejemplo 15.13. El anillo Z[%] en un DIP, ya que es una localizacién de Z.

Ejemplo 15.14. El anillo Z[i, %] es un DIP, ya que es una localizacién de
VAR

Otra importante propiedad de la localizacién es que ”conmuta” con la
operaciéon de tomar cuociente, en el sentido siguiente:

Proposiciéon 15.15. Sea S un conjunto multiplicativo en C, y sea I un ideal
tal que INS =0. Si S’ es la imagen de S en C/I, entonces

(SH7He/1 = sTic/ST.

a

Demostracion La funcién ¢ — % es un homomorfismo epiyectivo

bien definido entre S~'C'y (S")7'[C/I] (Ejercicio). Un elemento ¢ € S~'C
estd en el nucleo si y sélo si (a + I)(s' + 1) = 0+ I para algun s € I, es
decir as’ € I para algiun s’ € I. Esto ultimo equivale a a € I’ 1o que a su vez
equivale a ¢ € S7'I. O

Corolario 15.15.1. Si p es un ideal primo (mazimal) tal que p NS = 0,
entonces S~ es primo (mazimal). O

Proposicién 15.16. Todo ideal primo de S7C' es de la forma S~ ¢ con p
PTiIMo.

Demostracién Si @' es un ideal primo de S~'C, entonces p = ¢5' (')
es primo en C' (ejercicio), y p NS = 0. Si £ € ¢, se tiene que ps € p, luego
p € p. Se concluye quep’ = S~1p. ]

Observacién 15.17. No todo ideal maximal de S™'C' es de la forma S—'I
con I maximal.

Observaciéon 15.18. El ideal pC,, es maximal en C,,, de hecho, ya que todo
elemento fuera de este ideal es invertible, pC, es el tnico ideal maximal en

C,.

Definicién 15.19. Un anillo A se dice local si tiene un unico ideal bilatero
maximal my. El ideal my4 es el conjunto de elementos no-invertibles de A.
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Ejemplo 15.20. El anillo k[[z]] es local. Su tnico ideal maximal es (z).
Ejemplo 15.21. El anillo Z/p™Z es un anillo local para todo primo p.
Ejemplo 15.22. El anillo U, es un anillo local.

Ejemplo 15.23. El anillo local Z,) estd formado por los racionales cuyo
denominador no es divisible por p. Nétese que Zy,)/pZy = Z/pZ. Es por
esta razon que al trabajar con congruencias modulo p no hace dano suponer
que estas fracciones estan en Z/pZ.

Localizacion y factorizacion tnica

Primero estudiaremos el comportamiento de los primos bajo localizacién.

Proposicién 15.24. Sea C' un anillo conmutativo, y sea S un subconjunto
multiplicativo (sin 0). Si p es un primo de C, y si p no divide a ningin
elemento de S, entonces p es un primo de S™'C. Sip divide a algin elemento
de S, entonces & € (S71C)*.

Demostracién Se sabe que si el ideal primo ¢ satisface p NS = 0,
entonces pS~'C es primo (ver el capitulo sobre localizacién). Por otro lado,
sipt = s € .5, entonces

Proposicion 15.25. Sea D un DFU y sea S un subjunto mulptiplicativo de
D. Entonces S~'D es un DFU.

Demostracion Sea * € S ~1D. Entonces m es producto de primos (y
unidades) en D, y % es una unidad. Ahora aplicamos el resultado anterior.
m



Chapter 16

Modulos

Definicién 16.1. Sea R un anillo. Un R-mdédulo (M, ¢) es un grupo abeliano
M, junto con un homomorfismo de anillos unitarios ¢ : R — End(M), donde
End(M) es el anillo de endomorfismos de M (es decir homomorfismos de
grupo de M en si mismo). Todo R-médulo define una operacién de multipli-
cacion por escalares que envia el par (r,m) en el elemento r.m = ¢(r)(m).
Ademas, esta operacién satisface las propiedades siguientes:

e Ley distributiva izquierda: (ry + r9).m = r1.m + ro.m.

e Ley distributiva derecha: r.(my + msy) = r.my + r.ma.

e Ley de identidad: 1g.m = mVm € M.

e Ley asociativa mixta: (rire).m = ri.(ro.m) (donde la multiplicacién
dentro del primer paréntesis es la multiplicacién del anillo).
Conversamente, toda operacion de R x M en M que cumple estas condiciones
define una estructura de R-mdédulo en el grupo abeliano M.

Ejemplo 16.2. Todo espacio vectorial sobre un cuerpo k es un k-médulo y
conversamente.

Ejemplo 16.3. Si A es un grupo abeliano y R C End(A), donde End(A)
es el anillo de endomorfismos (de grupos abelianos) de A, entonces A es un
R-médulo.

Ejemplo 16.4. Si R es un anillo arbitrario, entonces R" es un R-moédulo y
también un M, (R)-mddulo con las operaciones usuales.

Ejemplo 16.5. Si C' es un anillo conmutativo y B es una C-algebra, entonces
B es un C-mdédulo.

118
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Ejemplo 16.6. Todo grupo abeliano es un Z-moédulo de manera tunica.

Ejemplo 16.7. Si V' es un espacio vectorial sobre k, y si T : V — V es una
funcién k-lineal, entonces V' es un k[z]-mddulo mediante f(z).v = f(T)(v).

Ejemplo 16.8. Més generalmente, si R es un anillo conmutativo, y si (M, ¢)
es un R-médulo, entonces definimos el anillo de endomorfismos de R-mddulo
de M por

Endg(M) ={T € End(M)|rT'(m) =T (r.m) Vr € R, m e M}.

Este anillo es de hecho Cpyq, M)(qb(R)), el anillo de endomorfismos de M

que conmutan con ¢(R). Entonces, para todo T € Endg(M), la operacién
f(z).m = f(T)(m) convierte a M en un R|x]-mddulo.

Ejemplo 16.9. Si M y N son R-moédulos, tambien lo es M x N con las
operaciones por componente. Del mismo modo, si {M;}ic; es una familia
arbitraria de R-mddulos, también son R-modulos los grupos

HMz' = {(a)ierla; € M},

iel

GB M; = {(ai)iel € H M;

el i€l

a; = 0 para todo ¢ salvo un ntimero ﬁnito} .

teoremas de isomorfia

Definicién 16.10. Sea M un R-moédulo, y sea N un subgrupo de M. Di-
remos que N es un R-submodulo de M si es un R-moédulo con respecto a la
misma multiplicacion escalar de M. En este caso, es facil ver que el cociente
de grupos M /N es también un R-médulo.

En teoria de R-moddulos, tenemos los equivalentes a los tres teoremas de
isomorfia de teoria de grupos, los cuales suiguen facilmente de sus equiva-
lentes para grupos abelianos.

Proposiciéon 16.11. Sea ¢ : M — N un homomorfismo de R-mddulos,
entonces existe un isomorfismo

1%

¢ : M/ ker(¢p) — ¢(M).
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Demostraciéon La existencia de g} sigue del resultado correspondiente
en teoria de grupos. Falta probar que ¢ es un homomorfismo de R-médulos,
pero esto es inmediato de

o(r.(m + ker ¢)) = ¢(r.m + ker ¢) = ¢(r.m)

=r.¢g(m) = ¢(m + ker¢). O
Corolario 16.11.1. Sea M un R-mddulo finitamente generado. Entonces

M es isomorfo a un cociente de R™ para algun n.

Demostracién Por definicién, M es la imagen de R™ por una funciéon
epiyectiva, luego el resultado sigue de el primer teorema de isomorfia. O

Las demostraciones de los resultados siguientes son analogas a las del
primer teorema de isomorfia y se dejan al lector.

Proposiciéon 16.12. Sea M un R-modulo. Sean N un submodulo. Entonces
existe una correspondencia entre submédulos de M/N y submddulos de M
que contienen a N dada por P <+ P/N.

Proposicién 16.13. Sea M un R-mddulo. Sean P C N submddulos, en-
tonces entonces existe un isomorfismo

W : M/N =5 (M/P)/(N/P). O

Proposicién 16.14. Sea M un R-mddulo. Sean P y N submddulos, en-
tonces también lo son P+ N y PN N. Ademads existe un isomorfismo

p:(P+N)/P =5 N/(PNN). O

Moédulos libres y generadores
Definicién 16.15. Un R-médulo es libre si es isomorfo a un médulo del tipo
R =R,
iel
Para algin conjunto de indices I.

Ejemplo 16.16. Tomando I = {1,...,n}, vemos que R™ es un R-mdédulo
libre para todo n.
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Definicién 16.17. Sea M un R-moédulo, y sea S un subconjunto de M. El
submodulo generado por S es el submdédulo mas pequeno que contiene a S.
Este submédulo serd denotado R.S y se tiene que

t
RS == {ZTZ'SZ'

1=1

T’Z'GR,SZ‘ES}.

En particular, N C M es un submodulo si y sélo si R.N C N.

Definicién 16.18. Diremos que S genera M si R.S = M. Si S puede
escogerse finito, diremos que M es finitamente generado.

Ejemplo 16.19. El conjunto S = {e(i)}ier € R; definidos por e(i); = 1
sij =1, e(i); =0sij # i, genera el R-médulo R;. De hecho, para todo
a = (a;); € Ry podemos escribir

a = aeli) =) aeli)
’ ai;O

donde la iltima suma es finita por definicion de R;. El conjunto S se llama
el conjunto de generadores canénicos de R™.

Definicién 16.20. Sean (¢, M)y (¢', M') dos R-médulos. un homomorfismo
de grupos abelianos f : M — M’ es un homomorfismo de R-médulos si y
sélo si para todo r € Ry todo m € M, se tiene r.f(m) = f(r.m).

Proposicién 16.21. Sea M un R-mddulo arbitrario. Sea ¢ : I — M una
funcion arbitraria. entonces existe un unico homomorfismo de R-mddulos

¢: Rp — M tal que ¢(e(i)) = (7).
Demostracién Si a = (a;); € Ry se define un homomorfismo ¢ : Ry —

M por
6la) = 3 an(i) = 3 aih(i),
! ai;ﬁ()

donde la suma es finita por definicién de R;. Dejamos al lector la rutinaria
demostracion de que esta funciéon es un homomorfismo de moédulos. O
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Definicién 16.22. Un conjunto de generadores S del R-médulo F' se llama
un conjunto libre de generadores si toda funcién ¢ : S — M, para todo
R-moédulo M, se extiende a un tnico homomorfismo ¢ : F© — M tal que
@(s) = 1(s) para todo s € S. En particular, Un R-médulo libre R’ tiene
un conjunto libre de generadores S = {e(i)|i € I}. Por otro lado, si M
tiene un conjunto libre de generadores S, entonces existen homomorfismos
¢: RS — My : M — R tales que ¢le(s)] = s y 1(s) = e(s). Estos
homomorfismos son inversos ya que ¢ o9 (s) = sy 1 o ¢le(s)] = e(s) y por
la unicidad se tiene ¢ o) = Idy, ¥ o ¢ = Idpr.

Observacién 16.23. Para todo médulo M existe un homomorfismo epiyec-
tivo de algin moédulo libre en M. De hecho, existe un homomorfismo epiyec-
tivo de Ry, en M. Mas generalmente, Si S es un conjunto de generadores de
M, existe un epimorfismo de Rg en M. En particular M = Rg/K donde K
es un submodulo llamado el submddulo de relaciones de M. Con estas defini-
ciones es posible definir un moédulo por generadores y relaciones tal como se
hizo para algebras. Un mdédulo es finitamente generado si y sélo si existe un
homomorfismo epiyectivo de R™ en M.

Un homomorfismo de R™ en R™ esta definido por una matriz cuyas filas
corresponden a las coordenadas de las imagenes de los generadores candnicos
de R". Por ejemplo, la matriz

a b
c d
e f

describe la funcién de R? en R? que envia (1,0,0) en (a,b) y (0,1,0) en (c,d),
y a (0,0,1) en (e, f). Las matrices operan por multiplicacién por la derecha
mientras los escalares multiplican por la izquierda del siguiente modo:

a b
(1,0,0) [ ¢ d | =(a,b), 3(1,0,0) = (3,0,0).
e f

Con esta definicién, composicion de funciones corresponde a multipli-
caciéon de matrices del siguiente modo: AB corresponde a la funcién lineal
Tp oTy. Con esta definicién, R" no es un M, (R)-mddulo, sino un M,,(R)*-
modulo, donde R¢ es el anillo opuesto de R, es decir R con la multiplicacion
opuesta a * b = ba. Si R es conmutativo, se tiene la relacién (AB)' = B'A"
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donde A’ es la transpuesta de A. En particular, R™ es ademds un M, (R)-
médulo, con la multiplicacién A.m = mA¢.

Recordemos, como se probo en el capitulo 8, que si C' es un anillo con-
mutativo y A es una matriz con coeficientes en C, entonces A es invertible
si y sélo si su determinante lo es. Ahora, si A es una matriz de n filas y
m columnas, con n > m, y si AB = 1 es la identidad de n por n, entonces
puede completarse A y B a matrices cuadradas agragando columnas (o fi-
las) de ceros y aun se tiene AB = 1. Pero una matriz con una columna de
ceros debe tener determinante 0. Esta contradiccion demuestra el siguiente
resultado:

[a¥)

Proposicién 16.24. Sea C' un anillo conmutativo. Entonces C" = C™
implica n = m. [

Es posible, aunque no sencillo, construir ejemplos de anillos no conmuta-
tivos para los que esta propiedad es falsa. Por esta y otras razones, no parece
posible extender la teoria de determinantes al caso no conmutativo.

Bimddulos

Definicién 16.25. Sean R y A anillos. Sea M un R-médulo que es a la vez
un A°°-médulo. Entonces M se dice un (R, A)-bimédulo, si:

r.(a.m) = a.(r.m) Vr € RVa € AYVm € M. (16.1)

Por comodidad, si M es un (R, A)-bimédulo, se escribe r.m.a o rma en
vez de r.(a.m). En cuyo caso, para 7,7’ € Ry a,a’ € A se tiene

(rr"Ym(aa’) = r(r'ma)a’.

En términos de los homomorfismos ¢ : R — Hom(M) y ¢ : A°®® — Hom(M),
la condicién (16.1) se reescribe ¢(r)y(a) = ¢ (a)¢(r) para todo r € Ry todo
ac A

El principal ejemplo de bimédulo es R™ como un (R, Mn(R)>-bimédulo.

Mas generalmente, si I es un ideal bilatero de R, y si M,,x,,(I) es el grupo
abeliano de matrices de n por m con coeficientes en I, entonces M,, ., (1) es un
<Mn(R), Mm(R)>-bimédulo con la operaciéon de multiplicacién de matrices.

La demostracion se deja como ejercicio al lector.
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Producto tensorial de mdédulos

Otra construccion importante relacionada con moédulos es la de producto
tensorial. Sean A, B,y C tres anillos. Sea M un (A, B)-médulo y sea N un
(B, C)-mdbdulo. El producto tensorial M @ N es el (A, C')-médulo generado
por los elementos m ® n con m € M y n € N, y sujeto a las relaciones:

(m1 4+ mg) @n =my ®n+ my ® n.

m® (ng +nz) =men; +mQ ns.

(mb) ® n = m ® (bn) for any b € B.

(am) @ n = a(m ®n) for any a € A.

m ® (nc) = (m ®n)c for any ¢ € C.

Con esta definicién, se tiene que el producto tensorial satisface la siguiente
propiedad universal: Si Z es un (A, C)-bimédulo y ¢ : M x N — Z es una
funcién que satisface las propiedades siguientes:

o p(my +mg,n) = ¢(my,n) + ¢(ma, n).
o o(m,ny + ng) = d(m,ny) + ¢(m, ns).
e ¢(mb,n) = ¢(m,bn) for any b € B.

(

ag(m,bn) for any a € A.

[ ]
-
@
E
<
I

e ¢(m,nc) = ¢p(m,n)c for any c € C.

(a la que llamaremos una funcién central lineal) entonces existe un unico
homomorfismo ¥ : M ®g N — Z de grupos abelianos tal que

. z/z(am@)n) = a;b(m@n) for any a € A.

. z/;(m@nc) = a1/1<m®n)c for any c € C.

Ejemplo 16.26. Todo grupo abeliano es un (Z,Z)-bimédulo con la multi-
plicacién usual. Si A = Z/127 @y Z/8Z, entonces

1101 =(12-8)191)=(12x1)®1-1® (8 x 1) =0.

Por otro lado la funcién central lineal ¢ : Z /127 x Z /87 — 7 /AZ definida
por ¢(a + 12Z,b + 8Z) = ab + 4Z, prueba que de hecho A = Z/47.
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Ejemplo 16.27. Si R es un anillo arbitrario, entonces R" es un (R, R)-
bimdédulo con las operaciones

r(ay,...,a,)t = (rait,. .. rayt).

El (R, R)-bimédulo R"®@z R™ estd generado por los elementos e;®e; y se tiene
r(@®b)s = (ra) ® (bs). Como R™ es de hecho un (R, Mm(R)>-bimédulo, se
tiene que R" ®z R™ también lo es.

Ejemplo 16.28. Si R™ denota el (R, R)-bimddulo de columnas

(o)

entonces ™ es también un (MR(R), R) -bimédulo. Se sigue que R™ ®@p R™

es un (MH(R), Mm(R)>—bimédulo. Esta generado por los elementos ef ® e;,

donde e es la columna con un 1 en la j-ésima fila y 0’s en el resto. Podemos
identificar R™ con Mjy,,(R) and R™ con M, (R), de donde la funcién
¢(v,w) = vw dada por el producto matricial nos d4 un homomorfismo ) :
R™ @p R™ — M, xm(R) que envia el elemento ef ® e; en la matriz E; ;.
Este homomorfismo es epiyectivo (dado que cada E;; esta en la imégen), e
inyectivo (ejercicio), luego es un isomorfismo de (R, R)-bimddulos. De hecho

es también un isomorfismo de (Mn(R), Mm(R))—bimédulos.

Por ejemplo, identificando los elementos de R™* ® g R™ con los de My, xm (R) se tiene:

SN~—
Il
~//
O O
SN~—
®
—

_
=)

o
~

entonces PAQ es la matriz que corresponde al tensor

(3 3)Co)ecr o(n3)+(55)(V)eo n(:

—
[SU )
N———
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Ejercicios

1.

2.

Demuestre las proposiciones 17.12, 17.13 y 17.14.

Sea M un R modulo y sea X un conjunto arbitrario. Demuestre que
el conjunto M¥X de todas las funciones de X en M es un R-médulo.
Demuestre que R* es un anillo y que M es un RX-médulo con las op-
eraciones por componente. Si M es un R-mdédulo finitamente generado,
es M* un R¥-mddulo finitamente generado?

Sea R el anillo de polinomios en las variables x1, xo, x3,.... Cada ele-
mento de R depende de un niimero finito pero no acotado de variables.
Sea I el ideal de todos los polinomios sin término constante. Probar
que I no es finitamente generado como ideal, es decir como R-médulo.

Puede un modulo finitamente generado tener un submaédulo que no sea
finitamente generado? (Sugerencia: utilizar el problema anterior).

Sea R un anillo con cuatro elementos a, b, ¢ y d que satisfacen ac =
bd =1, ad = bc =0y ca+ db = 1. Probar que R y R? son isomorfos
como R-modulos.

. Sea R un anillo y sea M un R-médulo. Probar que M™ es un M, (R)-

modulo.

Sea R = Ry X Ry un anillo y sea M un R-mdédulo. Probar que existe
un R;-moédulo M; y un Ryo-moédulo M, tal que M = M; x M, con la
multiplicacién escalar (ry,r3)(my, ms) = (rimy, rams).

Sea R un anillo y sea M’ un R'-médulo con R = M,,(R). Probar que
M’ = M"™ para angiin R-mé6dulo M (Sugerencia: R’ tiene un subanillo
isomorfo a R", por lo que puede aplicarse el ejercicio precedente).

Sea M un (R, R')-médulo. Probar que el conjunto de matrices de la

forma(g Z,L)coanR,r’ER’ymEMesunanillo.



Chapter 17

Anillos Noetherianos y
Artinianos

Definicién 17.1. Una sucesién I1 C I, C I, C ... se estabiliza si para algin
entero positivo N, I,, = Iy para todo n < N. Un anillo C' es Noetheriano si
toda sucesion creciente de ideales de C' se estabiliza. Tambien se dice que C'
satisface la condicién de cadenas ascendentes (CCA).

La caracterizacion siguiente es muy tutil:

Proposicién 17.2. Un anillo es Noetheriano si y solo si cada ideal es fini-
tamente generado.

Demostracién Si el ideal I no es finitamente generado, tomamos I; =
(0), y paratodon < 2,sea I,, = I,,_1+(a,) donde a,, € [ —1,,_;. Tal a,, existe
por ser I,,_; finitamente generado. Entonces la sucesion I C I, C I3 C ...
no se estabiliza.

Supongamos ahora que todo ideal es finitamente generado y sea I; C I, C
I3 C ... una sucesion creciente de ideales, entonces su union es un ideal I, y

algiun Iy contiene a todos los generadores. O]
Corolario 17.2.1. Todo DIP es Noetheriano.
Demostracion Todo ideal principal es finitamente generado. O

Proposicién 17.3. Sea J un ideal de D. Si D es un Noetheriano entonces
D/J es Noetheriano.

127
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Demostraciéon Por el teorema de la correspondencia, existe una biyeccién
que preserva el orden entre los ideales de D/.J y un subconjunto de los ideales
de D. O

Proposiciéon 17.4. Sea S un subjunto mulptiplicativo de D. Si D es un
Noetheriano entonces S~'D es Noetheriano.

Demostracion Similar a la anterior usando el Lema 15.10. O

Una de las principales propiedades de la CCA es que se preserva al tomar
anillos de polinomios. Antes de probar este resultado necesitamos estudiar
la teoria de médulos.

Moédulos Noetherianos

En esta seccion A es un anillo conmutativo.

Definicién 17.5. Una sucesién M; C My C Ms; C ... de A-médulos se
estabiliza si para algin entero positivo NV, se tiene M,, = My para todo n <
N. Un moédulo M es Noetheriano si toda sucesion creciente de submédulos
de M se estabiliza. Tambien se dice que M satisface la condicién de cadenas

ascendentes (CCA).

La demostracion del resultado siguiente es identica al caso de anillos y se
deja al lector.

Proposicién 17.6. Un mddulo es Noetheriano si y sélo si cada submodulo
es finitamente generado. [

El siguiente resultado es inmediato de la definicién:

Proposiciéon 17.7. Un submddulo de un mddulo Noetheriano es Noetheri-
ano. [

El siguiente resultado es inmediato del Teorema de la correspondencia
para modulos:

Proposicién 17.8. Un cociente de un modulo Noetheriano es Noetheriano.
O

El siguiente resultado serd muy util en la demostracion del teorema de la
base de Hilbert en la seccion siguiente:

Proposicién 17.9. Un mddulo finitamente generado sobre un anillo Noethe-
riano es Noetheriano.
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Demostracion Sea A un anillo Noetheriano. Como todo A-mdédulo
finitamente generado es isomorfo a un cociente de A" para algin n, podemos
suponer M = A™.

Si n = 1, la afirmacién de que M es Noetheriano es equivalente a la
afirmacién de que A es Noetheriano como anillo. Supongamos demostrado
que A* es Noetheriano. Para v € A*™ escribimos v = (v[1],...,v[k + 1]).
Sea N un submédulo de A*| y sea J = {v[k + 1]jv € N}. Observese que
(av + pw)[k + 1] = avlk + 1] + pw(k + 1], asi que J es un ideal. Se sigue
que estd generado por elementos vi[k+1], ..., v,[k+1]. Sea N el submédulo
generado por vy,...,v,, y sea N' = {v € N|v[k + 1] = 0}. Afirmamos que
N = N + N'. Como N’ esté contenido en A* x 0 que es isomorfo a A, el
resultado sigue.

Para probar la afirmacion, observamos que si v esta en N existen el-
ementos aj,...,a, en A tales que v[k + 1] = > . a;v;[k + 1]. de donde
v—> av; € N O

El Teorema de la Base de Hilbert

Proposicién 17.10. Si A es un anillo Noetheriano entonces también lo es
el anillo de polinomios A[X].

Demostracién Sea A un anillo Noetheriano y sea I C A[X] un ideal.
Para cualquier f € I no nulo, escribimos f(X) = Z?:({;) a;(f)X?, donde n(f)
es el grado de f. En particular, a, s (f) # 0. Sea b(f) = an(s)(f). Afirmamos
que el conjunto J = {b(f)|f € I} U {0} es un ideal de A. Es claro que para
cualquier a € A y cualquier f € I, tenemos b(af) = ab(f). Ademas, si
b(f) + b(g) # 0, entonces b(f) + b(g) = (XN f 4 XW=nl9)g) para
N =max{n(f),n(g)}. Esto prueba la afirmacién.

Sean ¢i,...,qy € I tales que b(¢g}),...,b(g);) generen el ideal J. Sea
N = max{n(g}),...,n(gy)}, y sea g; = XN g! Sea Iy el conjunto de
polinomios en I de grado menor que N. Afirmamos que I = Iy +> ., A[X]g;.
Como el conjunto de polinomios de grado menor o igual que N es un A-
modulo finitamente generado como, y por lo tanto Noetheriano (ya que A es
un anillo Noetheriano), el submédulo Iy es finitamente generado.

Ahora probamos la afirmacién. Sea f € I. Si f tiene grado menor a N,
no hay nada que demostrar. De otro modo, n(f) > N = n(g;) para todo
i. Ademas, dado que b(g;) = b(¢g}), entonces b(g1),...,b(gr) generan J y
por lo tanto b(f) = > _.a;b(g;) para ciertos elementos a;. Se concluye que
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f— XN >, aig; tiene grado menor que f y la demostracion concluye por
induccion. O]

Proposicién 17.11. Si A es un anillo Noetheriano entonces también lo es
el anillo de series de potencia A[[X]].

Demostracién Sea A un anillo Noetheriano y sea I C A[[X]] un ideal.
Para cualquier f € I no nulo, escribimos f(X) = Zi?f) a;(f)X" con ay(p)(f) #
0. Sea b(f) = an(p)(f). Afirmamos que el conjunto J = {b(f)|f € I} U {0}
es un ideal de A. La demostracion de este hecho es identica a la que aparece
en la proposicion anterior y se deja al lector.

Sean gy, ...,gy € I tales que b(¢}),...,b(g),) generen el ideal J. Sea N =
max{n(q}),...,n(gh)}, v sea g; = XN g/ Sea I(N) un A-submédulo
finitamente generado de I tal que I(N) + (X%) = I + (X%). Tal I(N)
siempre existe ya que A[[X]]/(X?) es finitamente generado como A-médulo.
Afirmamos que I = I(N)+ ). A[X]g;. Esto concluird la demostracién. Sea
fel. SeageI(N)tal que f—ge (XV). Escribimos

blg—f) =) ablg),

J
y definimos el polinomio h; por

hy = Z ay; X0 =les) g

J

Sea f1 = f — g — hq, entonces n(f1) > n(f — g). Iterando, para cada i > 1
definimos inductivamente una combinacién h;;1 de los vectores g;’s de la

forma
M

hivi =Y iy ] X"V g,

J=1

y tal que fi11 = fi — hiy satisface n(fii1) > n(fi). se sigue que f; converge
a 0 y por lo tanto

00 M 00
f =g + Z hz =g + Z (Z ai’jX”(fil)”(gj)> gj,
i=1 j=1 i=1

donde fy = f — g. Como cada suma en paréntesis converge, esto termina la
demostracién. O
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Anillos Artinianos
El concepto opuesto de anillo Noetheriano es el de anillo artiniano:

Definicién 17.12. Un anillo C' es artiniano si toda sucesion decreciente de
ideales de C' se estabiliza. Tambien se dice que C satisface la condicién de
cadenas descendentes (CCD).

Ejemplo 17.13. Todo anillo finito es Artiniano. También lo es toda algebra
de dimensién finita sobre un cuerpo.

Los resultados siguientes son andlogos a los correspondientes resultados
para anillos Noetherianos:

Proposicién 17.14. Sea J un ideal de D. Si D es un Noetheriano entonces
D/J es Noetheriano. O

Proposiciéon 17.15. Sea S un subjunto mulptiplicativo de D. Si D es un
Noetheriano entonces S™'D es Noetheriano. ]

Proposiciéon 17.16. Todo dominio de integridad artiniano es un cuerpo.

Demostracién Si a # 0 en D, la sucesién (a) 2 (a?) 2 ... es decre-
ciente, luego para algin n, se tiene que (a") = (a™*1). En particular, existe
t tal que a™ = ta™*!, pero entonces ta = 1. ]

Corolario 17.16.1. En un anillo Artiniano todo ideal primo es mazximal.
]

Proposicién 17.17. En un anillo Artiniano hay una cantidad finita de ide-

ales mazimales.

Demostraciéon Sea @1, @2, @3, ... una sucesiéon de ideales maximales
distintos. Se define una cadena descendente

P12 NP EiNEaNEsD....

Por definiciéon de anillo Artiniano, esta sucesién se estabiliza. En particular
existe n + 1 tal que @,11 2 1 N...N p,. Por otro lado, como cada p; es
comaximal con 1, se tiene que @, 11y ©1MN... N, son comaximales. [J

Proposiciéon 17.18. Un anillo Artiniano A sin elementos nilpotentes no
triviales es un producto de cuerpos.
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Demostraciéon Sean @1, @9, ..., @, los ideales maximales distintos de
A. Por el Teorema Chino de los Restos, se tiene que

Alprn. .0, = [[A/e:

Como @1, g9, ..., @n son los ideales primos distintos de A, o1 N ... N @, =
MN(A) = {0}. O

Corolario 17.18.1. Un anillo finito es producto de cuerpos si y solo si no
tiene elementos nilpotentes.

Corolario 17.18.2. Un dlgebra conmutativa y de dimension finita sobre un
cuerpos es producto de cuerpos st y solo si no tiene elementos nilpotentes.

Ejercicios

1. Probar que un anillo conmutativo C' es Noetheriano si y sélo si cada
cada C'-modulo finitamente generado es Noetheriano.

2. Sea M un C-modulo y sea N un submoédulo. Probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(a) M es Noetheriano.
(b) Ny M/N son ambos Noetherianos.

3. Utilice el resultado precedente para dar una segunda demostracion de
la Proposicién 18.9.

4. Probar que todo anillo de polinomios de la forma K[X7, ..., X,], donde
K es un cuerpo, es Noetheriano.

5. Probar que todo anillo de la forma Klay,...,a,], donde K C L son
cuerpos, mientras aq,...,a, € L son elementos arbitrarios, es Noethe-
riano.

6. Probar que el anillo de todos los niimeros complejos que son raiz de un
polinomio moénico con coeficientes enteros no es Noetheriano.

7. Probar que el anillo de todas las funciones continuas del intervalo [0, 1]
a R no es Noetheriano.
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8. Sea D un dominio noetheriano en el que para cada par de elementos
(a,b) existe un elemento d que satisface (a,b) = (d). Probar que D es
un DIP.

9. Probar, mediante un ejemplo, que la condicién de que D sea Noethe-
riano en el problema precedente es necesaria (Sugerencia: considere
polinomios en X'/ para n arbitrariamente grande).



Chapter 18

Modulos sobre DIPs

En este capitulo asumiremos que D es un DIP. Ademas, todos los D-mdédulos
considerados seran finitamente generados.

Proposiciéon 18.1. Todo submddulo N de un D-modulo libre M en n gen-
eradores es libre en m < n generadores.

Demostracién Sin pérdida de generalidad, asumimos que M = D".
Utilizaremos induccién en n.

Escribiremos a = (a4, ..., a,) para un elemento de D". Sea J = {a1]a €
N}. Enténces J es un ideal de D (ejercicio). Se sigue que J = (by) para
algin b € N. Afirmamos que N = D.b+ N’, donde N’ es el submdédulo de
elementos que tienen la primera cordenada 0. De hecho, si ¢ es un elemento
arbitrario de N, entonces ¢; = tby para algin t € D, y por lo tanto la primera
coordenada de ¢ — tb es nula, lo que demuestra la afirmaciéon. supongamos
ahora que d.b+n'=0cond € Dy n’ € N'. Tomando la primera coordenada
se tiene db; = 0. Como D es un dominio de integridad, esto implica d = 0.
Se concluye que N = D.b x N'. Como N’ esté contenido en {0} x D"~1, por
induccion se obtiene el resultado. O

Lema 18.2. Sea M un D-mddulo finitamente generado. Entonces existe una
funcion inyectiva ¢ : D™ — D™, con m < n, tal que

M= D"/¢(D™).

Demostraciéon Inmediata de 18.1 y del Corolario 16.11.1 [

134
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Observacion 18.3. El homomorfismo de D-médulos ¢ : D™ — D", tiene
una representacién matricial (en términos de los generadores candnicos de
D™y D™). La matriz que representa la funcién ¢ en este sentido es la matriz
con n filas y m columnas, tal que la j-ésima columna da las cordenadas en
D™ de la imagen del elemento de D™ que tiene 1p en la j-ésima cordenada
y 0’s en el resto. Por ejemplo, sin =3 y m = 2, y si ¢ lleva los elementos
(1p,0p) y (Op,1p) a (z,y,2) y (u,v,w), la matriz correspondiente es

Ty z
u vow )

Definicién 18.4. Si M = D" /¢(D™), diremos que M es el médulo definido
por la matriz ® correspondiente a ¢. También diremos que la matriz ® es la
matriz de relaciones de M. Nétese que, matricialmente ¢(v) = v®.

Definicién 18.5. Dos matrices de n filas y m columnas A y B se dicen
equivalentes si existen elementos P € M, (D)*, vy Q € M,,(D)*, tales que
A= PBQ.

Observacién 18.6. Si P es invertible en M, (D), la funcién v — vP es un
isomorfismo de D-moddulos de D™ en si mismo, cuya inversa esta dada por
v vPTh

Proposicién 18.7. Matrices equivalentes definen maodulos isomorfos.

Demostraciéon Sea ¢’ : D™ — D™ be the map v — v®’ con ¢/ = PPQ.
Observese que ya que P es invertible,

$(D™.P) = (D™.P)d = D"® = ¢(D™).

Luego, podemos suponer que P es la matriz identidad. Sea N = ¢(D™).
Entonces multiplicacion por () define un isomorfismo

7:D"/N =5 (D".Q)/(N.Q) = D"/N’,
donde N’ = N.Q = (D™)®' = ¢/(D™). 0

Lema 18.8. Sea A = (a;;)i; una matriz de n filas y m columnas con coe-
ficientes en D. Sea mcd(A) el mdzimo comin divisor de los a; ;. Entonces,
si P € M,(D)* y Q € M,,,(D)*, entonces mcd(A) = med(PAQ).
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Demostracién Sea I = (d) donde d = mcd(A). Entonces A € M, ., (1),
el que es un (MR(D),Mm(D)>-bimédulo. En particular PAQ € M, (1),
de donde mcd(A) divide a med(PAQ) y la conversa sigue de la identidad
A =P 1(PAQ)Q™! por simetria. O

Observacion 18.9. Sea A una matriz con dos filas. Sea R la matriz

R (0.

Entonces RA es la matriz que tiene las filas de A en el orden opuesto. No
es dificil escribir matrices de dimension arbitraria que tienen el mismo efecto
de intercambiar dos filas dadas. De este modo, dos matrices que difieren solo
en el orden de sus filas son equivalentes. Otro tanto se aplica a las columnas
(multiplicando por la derecha). Del mismo modo, las matrices del tipo

()

nos permiten sumar un multiplo de una fila dada a una segunda fila. De modo
tal que sumar un miltiplo de una fila (o columna) a otra fila (o columna)
mantiene la equivalencia de matrices. En lo sucesivo, utilizaremos este hecho
sin mayor explicacion.

Observacién 18.10. Recordemos que todo DIP es un anillo Noetheriano,
en particular toda colecciéon de ideales de D tiene un elemento maximal. Este
hecho nos permitira simplificar las demostraciones siguientes.

Lema 18.11. Toda matriz de 2 por 2

(£ 4)

es equivalente a una matriz de la forma

(0%

donde r es el marimo comun diwvisor de a, b, ¢, y d.
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Demostracion Por la observacion anterior, si el lema no fuese cierto,
podriamos escoger un contraejemplo

a b
c d
tal que el ideal (a) fuese maximal. Si a no divide a b, podemos tomar q y s

tales que r = ga + sb es el maximo comun divisor de a y b y multiplicamos
por la derecha por la matriz
a Y
s 5

cuyo determinante es 1p y es por lo tanto invertible. Obtenemos asi una ma-
trix cuyo término superior izquierdo es (1), lo que contradice la maximalidad
de (a). Se procede del mismo modo (intercambiando filas y columnas) si a no
divide a ¢. Supondremos ahora que a divide a b y ¢. Restando un multiplo
de la primera fila a la segunda, podemos suponer ¢ = 0. Del mismo modo,
suponemos b = 0. Sumando ahora la segunda fila a la primera, podemos
suponer que la matriz tiene la forma

a d

0 d )’
Repetimos ahora el procedimiento anterior para remplazar a por el maximo
comun divisor de a y d. O

Lema 18.12. Toda matriz A = (a;;)i; de n por m es equivalente a una

matriz de la forma
r O
o M

donde r es el mdzimo comun divisor de los a; ;, O una fila de m —10’s, O’
una columna den —10’s, y M es una matriz den —1 porm —1 (sin —1
om —1 es 0, las matrices correspodientes se omiten).

Demostracion Si el lema no fuese cierto, podriamos escoger un con-
traejemplo A = (a; ;);; tal que el ideal (@ ;) fuese maximal. Es claro que a
no es igual a med(A), ya que en este caso tenemos la forma pedida restando
multiplos de la primera fila o columna. si algin a;; no es divisible por ay 1,
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podemos suponer, intercambiando filas y columnas, que el par (i, j) esta en
el conjunto {(1,2),(2,1),(2,2)}. Multiplicando por matrices P y @ del tipo

_ (R O _ [ Q O
P_ ( O/ ]n—2 )7 Q_ ( O/// Im—2 )7

donde I; es la identidad de ¢ por t y O, ..., 0" son bloques de 0’s, podemos
remplazar a;; por el maximo comun divisor de a; 1, @12, @21, y @22, cOmMo
en el lema precedente. Esto contradice la eleccion de A. O

Lema 18.13. Toda matriz A = (a;;);; de n por m, es equivalente a una
matriz de la forma

d 0 0 --- 0

0 d 0 --- 0

0 0 d3 --- 0

0 0 0 dm |’

0 0 0 0

0 0 0 0

o bien de la forma

d 0 0 0 0 0
0 do O 0 0 0
0 0 ds 0 0 01,
0 0 0 - d, 0 -0

donde dy es el mdzimo comin diwvisor de los a;;, y cada d; divide a d;;.

Demostracién Usar induccion en el lema anterior. OJ

Proposiciéon 18.14. Todo D-mddulo finitamente generado es isomorfo a un
producto del tipo

D" x ﬁD/(di), (18.1)

donde cada d; divide a d;iq.
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Demostracién Inmediato del primer caso del lema anterior. O

Observaciéon 18.15. Si ¢ es inyectiva, como supusimos desde un comienzo,
se tiene m < n,t=m, yr =n—m. Ademds, ningin d; es 0, aunque si
podrian ser uno, lo que da factores triviales en la descomposicién que pueden
eliminarse. Sin embargo, podriamos partir con un conjunto cualquiera de
relaciones entre los generadores, y obtener la forma dada por el lema 18.13.
Si d; es 0, el correspondiente factor es D y se agrega a D". Siempre puede
escogerse la descomposicién 18.1 de modo que ningin d; sea 0 o 1. en este
caso, el entero r se llama el rango de M y los elementos dy, ..., d; se llaman
los factores invariantes de M.

Corolario 18.15.1. Todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo
a un producto del tipo

t
z x| z/dz,
i=1
donde cada d; divide a diyy (condy,...,d € Z).

Demostracién Basta tomar D = Z. O

Definicién 18.16. Un D-moédulo M se dice de torsion si para todo m € M
existe d € D tal que dm = 0.

Proposiciéon 18.17. Un D-mddulo M finitamente generado es de torsion si
y solo si su rango es 0.

Demostracion Trivial. O
Supongamos en lo sucesivo que M es de torsién.

Definicién 18.18. Sean py,...,p, los primos que dividen a d; y sea p;"’
la mayor potencia de p; que divide a d;, de modo que la descomposicién
en factores primos de d; sea d; = up]“py>” ...ps™’. Entonces, los s x t
elementos p;"’, se llaman los divisores elementales de M. Nétese que como

cada d; divide a dj;; se tiene ;1 < e;0 < ... < ey

El siguente resultado es una consecuencia inmediata del teorema chino de
los restos:
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Proposicién 18.19. Sea M un D-modulo finitamente generado de torsion.
Sean p;"’ los factores invariantes de M, entonces

v IID/). ©

i=1j=1

Daremos ahora algunas aplicaciones del Teorema de descomposicién pri-
maria a formas candnicas de matrices. Para ello sea V un K-espacio vec-
torial de dimensién n y sea T' : V' — V una funcién lineal de modo que
f(z)v = f(T)(v) defina en V una estructura de K[z]-mdédulo como en el

ejemplo 16.7. Denotaremos este médulo por Mp. Si {e,...,e,} es una
base de V, cada e; satisface la relaciéon z.e; = T'(e;). Si B = (b;)i; es
la matriz de T" en la base {ei,...,e,}, es decir T(e;) = 37, bi je; entonces

z.e;—) iy bije; = 0de donde My tiene como matriz de relaciones a (21— B)"*
donde I es la matriz identidad. Por esta razén, los factores invariantes y los
divisores elementales de una matriz B se calculan realizando operaciones por
filas y columnas en la matriz £/ — B. Estos no son sin6 los factores invari-
antes de My donde T es una funcién lineal de matriz B. En lo que sigue
denotaremos también este médulo por Mp. Se sigue que si dy(z),...,d.(x)
son los factores invariantes de la matriz B entonces

Mp = Kz]/(d)) % ... x K[z]/(d,),

donde no hay ningin factor del tipo Klx] ya que este tendria dimensién
infinita sobre K. Ademads existen matrices invertibles P y () con coeficientes

en K|x] tales que P(xl — B)Q = ( é ]0) ) donde D es la matriz diagonal
d 0 0 0
0 dy O 0
0 0 ds 0
0 0 O dpm,

La identidad en la esquina superior izquerda corresponde a los factores triv-
iales K[z]/(1) que se eliminan de la descomposicién. En particular, el poli-
nomio Cp(z) = det(xI — B), llamado también el polinomio caracteristico de
B satisface Cg(z) = di(x)dy(z) ... d,(x). Como Cpg(x) es divisible por cada
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d; se tiene que Cp(x) anula cada elemento de Mp, es decir Cz(B) = 0 como
matriz. El polinomio ménico de menor grado que anula cada elemento de Mpg
es d, el cual recibe el nombre de polinomio minimal de B y se denota también
mp(z). Todo polinomio que satisface f(B) = 0 debe ser divisible por mpg(x).
Dado que cada d; divide a d;;1 se obtiene también que los polinomios Cp(x)
y mp(x) tienen exactamente los mismos divisores primos.

Otra consecuencia de lo anterior es que para encontrar formas candnicas
de matrices, es suficiente encontrarla para la accion de x en el mddulo
K|z]/(f) donde f(x) es un polinomio. Si f(x) = 2" +a, 12" '+.. .+a1z+am,

en el médulo K[z]/(f) podemos tomar la base 1,7Z,...,2" 1. En esta base
e i . . 0 —
la multiplicacién por x tiene matriz 7 Cao ) donde ¢ es la columna
—Qp—1

Esta matriz recibe el nombre de matriz companera del polinomio f. Se
concluye que toda matriz B puede llevarse a la forma

Ay 0 -~ 0 0
0 Ay --- 0 0
T (18.2)
o 0 -+ A1 O
o o0 .- 0 A,

donde 9; es la matriz companera del polinomio d;(z). Esta se llama la forma
canoénica racional de la matriz B.

Definicién 18.20. Sea k un cuerpo, y sean A, B € M, (k). Se dice que
Ay B son conjugadas si existe P € M, (k)* tal que A = PBP~!. Dos
matrices son conjugadas si y sélo si representan a la misma funcién lineal en
(posiblemente) diferentes bases.

Se concluye que cada matriz es conjugada a una matriz de la forma (18.2).
Descomponiendo cada d;(x) en sus divisores elementales p;(x)%7, se obtiene

Mg = [T T Klal/ (i) ).

i=1 j=1



L. Arenas-Carmona 142

de donde se obtiene una forma canodnica similar para estos polinomios. Otra
forma candnica que utiliza la descomposicién en divisores elementales es la
forma de Jordan.

Definicién 18.21. Una matriz de Jordan es una matriz del tipo

A1 00 -~ 00
OoAx10--00
00 AXx1--00
0000 -+ A1
0000 -+ 0 A

Proposicién 18.22. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Toda matriz
B € M, (k) es conjugada a una matriz del tipo

A O 0 0
0 A 0 0
0 O - Agq1 O
0 0 0 Ag
donde A+, ..., Ng son matrices de Jordan. Fsta se denomina la forma de

Jordan de B.

Demostracion Basta con comprobar que la multiplicacién por x en un

moéodulo de la forma
M = K(z]/(p*)

donde p(x) es un polinomio primo tiene como matriz a una matriz de Jordan
en alguna base. Los tinicos polinomios primos sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado son de la forma z — A. Por lo tanto,

M = Klz|/(z — N)“.
Si v es un generador de este mdédulo, entonces
v, (A= Nv,..., (A= N>,

forman una base de M en la que A toma la forma requerida. O
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Noétese que aunque la existencia de la forma de Jordan esta garantizada
para cualquier matriz solo para un cuerpo algebraicamente cerrado, ain ex-
iste sobre cualquier cuerpo para matrices que tengan divisores elementales
de la forma (x — \)'. Los elementos diagonales A que aparecen en la forma
de Jordan de B reciben el nombre de valores propios de B y son las raices de
det(z] — B) = 0 en particular, la forma de Jordan existe para matrices con
coeficientes en un cuerpo k arbitrario, a condicién de que la matriz tenga a
todos sus valores propios en el cuerpo k.

Ejercicios
1. Encuentre un conjunto libre de generadores para los siguientes subcon-
juntos de Z3:
(a) {(z,y,2) € Z3|x + y + 2 es divisible por 3}.
(b) El subgrupo generado por (1,0,1), (1,1,0), y (0,1,1).
(c¢) La interseccién de los dos subgrupos anteriores.
(d) La suma de dichos subgrupos.
2. Exprese cada uno de los siguientes grupos abelianos como un producto
de grupos ciclicos:
(a) A= (z,y,2]23x+Ty+9z = 8x+ 12y + 62z = v+ 33y + 222 = 0)4p.

(b) A= (z,ylr = y)ab.
(c) A= (z,y,2|13x =y,52 =y,92 + 2y = 0,11z + 4z = 0) .

3. Probar que para todo entero n libre de cuadrados (es decir, no divisible
por ningin cuadrado perfecto salvo 1), existe un tnico grupo abeliano
con n elementos salvo isomorfismos.

4. Exprese el grupo abeliano (Z/16Z)* como producto de grupos ciclicos.

5. Un grupo abeliano 7" se dice de torsion si y sé6lo si cada elemento tiene
orden finito. Probar que para cada grupo abeliano de torsion se tiene

=1,
p

donde para cada primo p, se define T}, = {t € T|p"t = 0 para algin ¢t >

0}.
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10.

11.

12.

q . : 1+¢ 2
Sea M el Z[i]-médulo con matriz de relaciones ( A 545 ) Es-

criba M como un producto de médulos ciclicos.

Encuentre los factores invariantes y los divisores elementales de cada
una de las matrices siguientes:

- 1 56 105 00 —1
A_(11>, B=|0 2 2|, c=|10 -3/,
00 3 01 -3
4100 4100

30 0
0400 0400
D_ggl\f’E_O()zll’E_O()zLo
000 4 000 4

Busque un ejemplo de dos matrices que tengan el mismo polinomio
minimal y el mismo polinomio caracteristico, pero que no sean conju-
gadas.

Probar que dos matrices complejas de tres por tres con el mismo poli-
nomio minimal y el mismo polinomio caracteristico son conjugadas
(puede asumir el teorema fundamental del dlgebra si lo necesita).

Utilice la forma de Jordan para probar que cada matriz satisface su
polinomio caracteristico.

Demuestre o dé un contraejemplo de la siguiente afirmacion: Dos ma-
trices con coeficientes reales que son conjugadas sobre C son también
conjugadas sobre R.

Sea p un numero primo y sea A la matriz de p por p con coeficientes en
[F,, que actia en la base canénica mediante Ae; = e; 1 paral <i <n—1
y Ae, = e;. Encuentre la matriz de Jordan B conjugada sobre IFTp a
A. Comprobar que B tiene coeficientes en F,. Son A y B conjugadas
sobre F,? Justifique.



Chapter 19

Introduccion a la Teoria de
Cuerpos 11

El Teorema de Extension de Homomorfismos

Recordemos que se probé en el capitulo 6 la existencia de la clausura alge-
braica. En este capitulo probaremos la unicidad. Para ello, necesitaremos
una importante propiedad de los homomorfismos de cuerpos.

Lema 19.1. Sean K y L cuerpos, sea F = K[a] una extension de K y sea
¢ : K — L un homomorfismo. Sea f(x) = 2"+ ap_ 12" '+ ... + a1z + ag el
polinomio irreducible de a, y sea ¢(f) = 2"+ P(an_1) 2" .. . +d(ar)x+d(ag)
su imagen bajo ¢. Si 5 € L es una raiz de ¢(f), entonces existe un tinico
homomorfismo ¢ : F — L tal que é(a) =0y &]K = ¢.

Demostracién Se define un homomorfismo ¢ : K[z] — L mediante
é(g) = g(/), lo que esta bien definido gracias a la propiedad universal de los
polinomios. Como ¢(f)() = 0 por hipdtesis, el polinomio f estd en el nicleo
de este homomorfismo. Como el ideal (f) es maximal en K[x] se tiene que

(f) = ker (2[1) El resultado sigue ahora del primer teorema de isomorfia. [

Proposicién 19.2. Si F/K es una extension algebraica y ¢ : K — L es un
homomorfismo con L algebraicamente cerrado, entonces existe un homomor-
fismo ¢ : F' — L tal que |k = ¢.

Demostracién La demostracion de este resultado se obtiene mediante
una construccién via Lema de Zorn utilizando el resultado anterior.

145
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Para ser precisos, consideramos la coleccion X formada por todos los pares
(E,v) donde E es un cuerpo con K C E C F' y 1 es una extension de ¢ a
E. Definimos el orden en ¥ por (E,v¢) < (E',¢') si E C E" y ¢ extiende 1.
Como (K, ¢) esta en 3, este no es vacio. Si {(Ey, %) }rea €s una cadena en X
se define un homomorfismo ¢ en E = J, E) tal que si a € E\ C E entonces
¥(a) = 1(a). Probar ge este homomorfismo esté bien definido es sélo una
comprobacién rutinaria. Con esta definicién (F,1)) es una cota superior de
la cadena. Por lema de zorn, ¥ tiene un elemento maximal (I', 7). Sia ¢ I’
el lemma anterior prueba que 7 puede extenderse a I'[a], lo que contradice
la maximalidad. Se concluye que I' = F'. [

Proposicién 19.3. Dos clausuras algebraicas sobre el mismo cuerpo son
isomorfas.

Demostracién Sean L y L’ dos clausuras algebraicas de K. Por la
proposicién anterior, la inclusién 7 : K — L' se extiende a un homomorfismo
¢: L — L'. Como L es algebraicamente cerrado tambien lo es su imagen
¢(L) C L'. Afirmamos que ¢(L) = L’. Para esto observamos que si a €
L’, su polinomio irreducible sobre ¢(L) debe ser lineal, ya que estos son
los tinicos polinomios irreducibles sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.
Esto significa que a € ¢(L). Como « era arbitrario se obtiene lo pedido. [

Notese sin embargo que la extensién de homomorfismos y por lo tanto
el isomorfismo entre las clausuras algebraicas no es canénico. en particular,
si L es una extensiéon algebraica de K, siempre puede identificarse L con
un subcuerpo de K pero no de manera tinica. De hecho, toda la teorfa de
Galois se apoya en esta observacion. De hecho, el estudio de la teoria de
Galois para extensiones infinitas puede usarse para probar que el nimero
de posibles isomorfismos entre do clausuras algebraicas es, genericamente
hablando, incontable.

Extensiones Separables e inseparables

Sea L/K una extensién algebraica. Un elemento a de L se dice separable
sobre K siy sdlo si el polinomio irreducible m,(z) de « tiene raices distintas
en K, es decir
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donde aq,...,q, son diferentes. En caso contrario se dice que « es insepa-
rable sobre K.

Lema 19.4. Si g(z)* divide a f(z) entonces g(x) divide a su derivada f'(x).

Demostraciéon Esto es un calculo directo usando la regla del producto.
Suponemos que se tiene f(z) = g(x)*h(x), y derivamos esa relacién para
obtener

/() = 29(2)g (@) + (21 (2) = g(x) (20 (@)h(x) + gl (2) ).
O

Proposicién 19.5. Sea L/K una extension algebraica. Un elemento o € L
es separable sobre K si y sélo si su polinomio irreducible satisface m. (z) # 0.

Demostracién Si m/ (z) # 0, entonces, dado que m,(x) es irreducible
en K|x] y su derivada es un polinomio de grado menor, necesariamente m,,(z)
v mq(z) son relativamente primos. Se deduce que existen ¢(x) y s(x) en K|[z]
tales que
t(x)mea(z) + s(z)m! (x) = 1.

Esta es una identidad en el anillo de polinomios K [x] y por lo tanto también
en K[r]. Se concluye que mq(z) y su derivada son relativamente primos en
K[z], por lo que no puede haber una raiz doble por el lema precedente. Por
otro lado, si m/ (z) = 0, entonces, para toda raiz u de m,(x), el polinomio
lineal x —u divide a m, () en K[z], es decir mqo(x) = g(x)(z —u) para algiin
polinomio g(z) € Klx]. Derivando se tiene 0 = m/ (z) = ¢'(z)(z — u) +
g(x), de donde al evaluar en u se tiene g(u) = 0, por lo que u es una raiz
multiple. ]

En particular, se concluye del resultado precedente que, si a no es sepa-
rable, cada raiz de su polinomio irreducible es una raiz multiple.

Ejemplo 19.6. Si K tiene caracteristica 0 cada elemento « algebraico sobre
K es separable. Esto se deduce del hecho de que la derivada de un polinomio
con coeficientes en un cuerpo de caracteristica 0 tiene el grado que uno espera,
vale decir, el entero que precede al grado del polinomio.

Ejemplo 19.7. Si L es el cuerpo de funciones racionales en la variable y
sobre el cuerpo Fy = Z/27, es decir L = Fy(y), v si K es el subcuerpo
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K = Fy(y?), entonces el polinomio minimal de y sobre K es 22 — y* € K|z].
En este caso su derivada es 0, luego y no es separable sobre K. Este ejemplo
es minimal en algin sentido, ya que, como se vé mas adelante, las extensiones
de cuerpos finitos son siempre separables.

Proposicién 19.8. Sea L/K una extension algebraica. Si un elemento o €
L es inseparable sobre K, entonces existe un polinomio g(z) tal que my(z) =
g(aP), donde p es la caracteristica de K.

Demostracién Sea
Me(2) = apa™ + a1 2™ ' 4 ...+ a1x + ag.
Entonces
ml () = na,z"t + (n — Dap_12™ "+ ...+ 2097 + a;.

Se concluye que si m/ (x) = 0, entonces kay = 0 para todo k, y por lo tanto
ay puede ser no nulo si y sélo si p divide a k. Se concluye que

Ma(T) = apa? + ap(r_l)xp“_l) + ...+ ap,2? + ap.
Basta ahora tomar
g(z) = apa” + ap(r_l)xT_l + ...+ a,x + ao.
O

Definicién 19.9. Un cuerpo K se dice perfecto si todo elemento de K es
separable sobre K.

Se sigue de la definicién que todo cuerpo de caracteristica 0 es perfecto.

Proposiciéon 19.10. Un cuerpo de caracteristica p es perfecto si y solo si
todo elemento de K es una p-potencia.

Demostracion Si algiin elemento a € K no es una p-potencia, y si b
es una raiz en K de 2P — a = 0, entonces b no es separable sobre K, ya que
este ecuacion tiene una unica raiz en la clausura algebraica. Por otro lado,
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si todo elemento de K es una p-potencia, y si a es un elemento inseparable
con polinomio irreducible

me(z) = a2 + ar_12P77Y £ 4 ag2? + ao,

podemos tomar el elemento b; € K que satisface i¥ = a;, para cada i, y
definir el polinomio

h(z) = box” 4+ b1 4 ..+ biw + by,

el que satisface la identidad h(x)? = m,(z), la cual contradice la irreducibil-
idad de m,,. O

Proposiciéon 19.11. Todos los cuerpos finitos son perfectos.

Demostracion Basta ver que todo elemento es una p-potencia, donde p
es la caracteristica. Obsérvese que si 2P = y? entonces (x —y)? = 2P —y? = 0,
por lo que x = y. Se concluye que la funciéon z — P en inyectiva y por lo
tanto epiyectiva. O

Lema 19.12. Sea ¢ : K — E un homomorfismo de cuerpos, con E alge-
braicamente cerrado. Sea oo € K. Entonces, existe exactamente una ez-
tension de ¢ a Kla] por cada raiz de irrg (o, x) en K.

Demostracién Sin pérdida de generalidad podemos suponer que K es
un subcuerpo de E, y que ¢ es la identidad. En este caso el problema se
reduce a el Lema 19.1 y observar que tal homomorfismo esta totalmente
determinado por la imagen de a. O

Dado el resultado precedente, resulta muy t1til conocer el nimero de
raices, en la clausura algebraica, de un polinomio irreducible.

Lema 19.13. Sea f € K|[z] un polinomio irreducible. Supongamos que se
puede escribir f(z) = h(z”") con t mazimal. Entonces h es un polinomio
wrreducible con raices separables, y tiene el mismo numero de reices que f.
En particular, el nimero de raices de f es el grado de h.

. s . . t .
Demostracién Si o es una raiz de f, entonces o es una raiz de h.
Conversamente, toda raiz f € K de h debe tener una unica raiz p-ésima
a € K, la que es automaticamente una raiz de f. Si h es reducible, digamos
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h(x) = g(z)k(x), entonces también f(z) = g(x* )k(x”") es reducible. Final-
mente, las raices de h son se parables, y por lo tanto distintas, dado que h
no puede escribirse en la forma h(x) = m(xP). O
El siguiente resultado sumariza lo que hemos dicho hasta aqui sobre ex-
tensiones de homomorfismos y su relacion con el nimero de raices:

Lema 19.14. Sea F = Kla|, con « algebraico sobre K, y sea f(x) =
irrg (o, ). Sea n el grado de f. Entonces, para todo cuerpo algebraica-
mente cerrado L, y para cada homomorfismo v : K — L, existen a lo mds
n homomorfismos ¢ : F — L que extienden 1, con igualdad si y solo si « es
separable sobre K. [

La cota en el nimero de extensiones tiene, de hecho, la siguiente gener-
alizacion:

Proposicién 19.15. Sea F/K una extension finita de grado n. Entonces,
para todo cuerpo algebraicamente cerrado L, y para cada homomorfismo 1 :
K — L, existen a lo mds n homomorfismos ¢ : F' — L que extienden .

Demostracién Sea F' = Koy, ..., a,|. Utilizaremos induccién en r. El
caso r = 1 es el lema previo. Sea F' = K[ay,...,a,_1], y seam = [F' : K].
Por hipétesis de induccién, existen a lo mas m extensiones de ¢ a F”, y cada
una puede extenderse a F' = F'[a,| de n/m = [F' : F’] maneras. El resultado
sigue. O

El siguiente resultado, el cual nos entrega varias caracterizaciones ttiles
de la separabilidad, es uno de los resultados principales de este capitulo.

Proposicién 19.16. Sea F' = Koy, ..., a,| una extension finita de K. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Todo o € F' es separable sobre K.
2. Cada oy es separable sobre K.

3. Para todo cuerpo algebraicamente cerrado L, y para cada homomor-
fismo ¢ : K — L, existen exactamente [F' : K| homomorfismos ¢ :
F — L que extienden .

4. P Existen exactamente [F : K| homomorﬁsmos ¢: F — K que extien-
den la contencion canonica K — K.
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Demostracién Las demostraciones de las implicaciones (1) = (2) y
(3) = (4) son triviales. Para probar (4) = (1), observamos que cada ho-
momorfismo ¢ : K[a] — K puede extenderse a F de a lo més [F : K|a]]
maneras, luego la identidad se extiende a K[a| de al menos [F : K]/[F :
Kla]] = [K]a] : K] maneras y aplicamos el lema 19.14. Finalmente, para
probar la implicacién (2) = (3), utilizamos induccién en el lema 19.14. [

Una extensién algebraica F'/K se dice separable si todo elemento o en F
es separable sobre K. Se sigue que para extensiones finitas la separabilidad
es equivalente a cualquiera de las condiciones (1) a (4). Nétese que si F'/K es
separable, entonces F' es separable sobre cualquier subcuerpo que contenga
a K.

Los resultados que siguen nos permiten estudiar comodamente el conjunto
de elementos separables en una extension cualquiera.

Lema 19.17. Sea L/ K una extension algebraica y consideremos dos elemen-
tos a, B € L. Si o y B son separables sobre K, también lo son o+ (3, af,
a—f, ya/B, este idltimo asumiendo que B # 0.

Demostracion Todos los elementos considerados pertenecen al sub-
cuerpo KJa, 3], el cual es separable por el resultado precedente. O

Proposicién 19.18. Si L/K es una extension algebraica, entonces el sub-
conjunto
Lsep = {a € L|a es separable sobre K}

es un subcuerpo de L que contiene a K. [

Demostracion Basta ver que el conjunto Lge, es cerrado con respecto a
las cuatro operaciones de cuerpo, lo que es inmediato por el lema anterior. [

Extensiones totalmente inseparables

En esta seccion estudiaremos el concepto opuesto al de extensiones sepa-
rables, el de extensiones totalmente inseparables. Estas tienen propiedades
andlogas a las de las extensiones separables. En una extensién algebraica
L/K, un elemento o de L se dice totalmente inseparable sobre K si su
polinomio irreducible sobre K tiene una tnica raiz en K. Una extensién
algebraica L/K se dice totalmente inseparable si cada elemento de L es to-
talmente inseparable sobre K.
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Ejemplo 19.19. Si K es un cuerpo de caracteristica p, y si a es un elemento
de K que no esta en KP, entonces el polinomio X? — a tiene una tnica raiz
a, por lo que esta es totalmente inseparable sobre K. De hecho, en el anillo
K[X] se tiene la factorizacién X? —a = (X — a)P.

Noétese que no sabemos a priori que el p’olinomio X? — a sea irreducible,
pero si sabemos que es un divisor de este polinomio, lo que basta para probar
que es totalmente inseparable. Mas abajo se prueba que el grado de una
extension totalmente inseparable es una potencia de p. Esto implica que
no hay extensiones de este tipo con un grado que se encuentre contenido
estrictamente entre 1 y p. esto implica que X? — a es irreducible.

Proposicién 19.20. Sea L/ K una extension algebraica. Un elemento o € L

es totalmente inseparable si y solo si su polinomio irreducible tiene la forma
f(z) =2 —a.

Demostracion Recordemos que, por la proposicion 19.8, un polinomio
irreducible f(z) tiene raices distintas si y sélo si f(z) = g(2P) para algin
polinomio ¢g. Si f tiene una unica raiz «, se sigue que ¢ tiene también una
Unica raiz, a saber o, por lo que este proceso puede iterarse hasta obtener
f(z) = 2”" — a. El resultado sigue. O

Se sigue que un elemento « es totalmente inseparable sobre un cuerpo
K sy s6lo si o estd en K para algin ¢ > 0, y podemos suponer siem-
pre que escogemos ¢t minimal con dicha propiedad. En este caso obtenemos
irrg(a, 1) = ' — ¥’

Una extensién algebraica L/K se dice totalmente inseparable si y sélo si
cada elemento de L es totalmente inseparable sobre K. Nétese que si F//K es
totalmente inseparable entonces F' es totalmente inseparable sobre cualquier
subcuerpo que contenga a K. Se tiene una caracterizacion para dichas ex-
tensiones similar a la que obtuvimos previamente para las extensiones sepa-
rables, y las propiedades elementales de las extensiones inseparables también
se trasladan.

Proposicién 19.21. Sea F' = Klay,...,a;] una extension finita de K.
Suponga que F' se identifica a un subcuerpo de K. Las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

1. F/K es totalmente inseparrable.

2. Cada «; es totalmente inseparable sobre K.
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3. Para todo cuerpo algebraicamente cerrado L y cada homomorfismo 1 :
K — L, existen exactamente un homomorfismo ¢ : F' — L que extiende

0.

4. 51 ¢ F — K es un homomorfismo cuya restriccion a K es la con-
tencion canonica K — K, entonces ¢, a su vez, es también la con-
tencion canonica F — K.

Demostracién De nuevo, las implicaciones (1) = (2) y (3) = (4) son
triviales. Para probar que (4) = (1) observamos que cada homomorfismo
¢ : K[a] = K puede extenderse a F y dicha extension debe coincidir con
la identidad por hipétesis, luego ¢ es la identidad. Finalmente, para probar
que (2) = (3) utilizamos induccion en el Lema 19.13. O

En particular, si a y [ son totalmente inseparables sobre K, entonces
también lo es cada elemento de K(«, 3), por lo que el mismo argumento de
la seccién anterior demuestra el resultado siguiente:

Corolario 19.21.1. Si a y 8 son totalmente inseparables sobre K, también

losona+ B, af, a—p, ya/B (si5#£0). O

Corolario 19.21.2. Si L/K es una extension algebraica, entonces el sub-
conjunto

Lty = {a € L|a es totalmente inseparable sobre K}

es un subcuerpo de L que contiene a K. [

El siguiente resultado también se demuestra facilmente por inducciéon a
partir de la proposicién precedente:

Corolario 19.21.3. El grado de una extension finita totalmente ineparable
es una potencia de la caracteristica p. [

Si « es algebraico sobre K, y si el polinomio f(x) = irrg (o, x) satisface
f(z) = h(z”") con t maximal, entonces o es separable sobre K y « es
totalmente inseparable sobre K [apt], y por lo tanto también sobre calquier
subcuerpo mayor. El siguiente resultado sigue:

Proposicién 19.22. Sea L/K una extension algebraica. Entonces L es to-
talmente inseparable sobre Lgep. [
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Sin embargo, no es siempre el caso que L/Lr; sea separable. Contrae-
jemplos que ilustran esto, asi como condiciones que permitan asegurar este
resultado, se trabajan mas facilmente utilizando el concepto de grupo de
Galois, por lo que lo daremos al final del capitulo siguiente.

El teorema del elemento primitivo

Las extensiones de la forma L = Kla] han jugado un papel central en la
teoria desarrollada hasta este punto. Por esta razon, tener una caracteri-
zacion intrinseca de las extensiones de este tipo. La que entregaremos en
esta seccién, y que se conoce como Teorema del Elemento Primitivo, tiene la
ventaja de que la condicién necesaria que entrega es facil de comprobar para
muchas familias de ejemplos. De hecho, para extensiones algebraicas finitas,
tener un elemento primitivo en este sentido es mas la regla que la excepcion,
aunque esto no seréd evidente hasta el final del proximo capitulo.

Antes de llegar al resultado principal de esta seccion, necesitamos algunos
resultados preparatorios.

Lema 19.23. Sea F' un cuerpo infinito, y sea f € Flxy,...,x,] un polinomio
no nulo en n variables. Entonces existe un elemento (ay,...,a,) € F™ que
satisface

flay,...,a,) #0.

Demostracion . La demostracion es por induccion en n. El resultado
es inmediato cuando n = 1, ya que el nimero de raices de un polinomio en
una variable no puede ser mayor a su grado. Supongamos que el resultado
es cierto para n = k. Sea f un polinomio en k + 1 variables que vamos a
escribir en la forma

m

flxy, .. xp, ) = Zgi(xl, D) T
i=0

Si f es no nulo, alguno de los coeficientes g; es no nulo, por lo que, por
hipétesis de induccién, podemos escoger (ay,...,a;) € F¥ de modo que
gi(ai,...,ax) # 0. Se sigue que el polinomio h(t) = f(ai,...,a,,t) es no
nulo. En particular, existe un elemento a1 € F tal que h(agi1) # 0, y el
resultado sigue. O
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Lema 19.24. Sea K un cuerpo. Si W es un subespacio propio de K" en-
tonces existe una forma lineal no trivial [(zy, ..., x,) = 121+ . ..+ apx, que
se anula en cada elemento de W.

Demostracién Siv = (ay,...,a,) y w = (by,...,b,) son elementos de
K™ definimos v-w por v-w = a;b;+...+a,b,. Claramente v — v-w es lineal
para cada w fijo. Si wy,...,w, es una base de W, se tiene que ¢ : K™ — K"
definida por ¥ (v) = (v-wy,v-wa,...,v-w,) es lineal. Como r =dimW <n
el nicleo de ¢ es no trivial, de donde existe v tal que v - w; = 0 para todo 1.
Como los w; generan W se tiene v - w = 0 para todo w € W. O

Lema 19.25. Sea F' un cuerpo infinito, y sea V un F-espacio vectorial de
dimension finita. Entonces V no puede ser una union finita de subespacios
PTOPLOS.

Demostracién . Escribamos V = J;_, V. Por el resultado trecedente,
existe una forma lineal f;, en dimpg V' variables, cuyo conjunto solucién con-
tiene a V. Se sigue que [[, f; es una funcién no trivial y polinomial en las
coordenadas, que se anula en todo el espacio V. Esto contradice el resultado
precedente. O

Lema 19.26. Sea L/K una extension algebraica finita. Asumamos que existe
solo una cantidad finita de extensiones intermedias, es decir de subcuerpos

F C L que contienen a K. FEntonces existe un elemento o € L tal que
L = K|a].

Demostracién Observemos que L = KJa| precisamente cuando « no
esta contenido en un subcuerpo menor. Si K es infinito, el resultado se sigue
del lema precedente. Si K es finito, también lo es L, por lo que L* es un grupo
ciclico con generador a. Se sigue que L = KJ[a] también en este caso. O

Proposicién 19.27. (Teorema del Elemento Primitivo). Sea L/K
una extension algebraica finita. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. Existe un elemento o € L tal que L = K|a].

2. Existe una cantidad finita de extensiones intermedias.



L. Arenas-Carmona 156

Demostracién La implicacién (2) = (1) es exactamente el lema prece-
dente. Asumamos que L = KJa]. Sea f el polinomio ménico irreducible de
a sobre K. Sea F' un cuerpo intermedio. Sea ¢ el polinomio moénico irre-
ducible de « sobre F'. Entonces g es un divisor de f. Nétese que f tiene
la descomposicién f(z) = [[_,(z — ;) y g debe ser el producto de una
subcoleccion de esos factores lineales, por lo que hay una cantidad finita de
posibles elecciones para g. Si g(z) = a” +cp12" 4+ -+ ez 4 ¢y, denotamos
por K(g) = K[¢,—1,...,¢1,¢0] €l cuerpo generado por los coeficientes de g.
Afirmamos que K(g) = F. Esto termina la demostracién.

Observemos primero que K(§) = F, dado que por definicién los coefi-
cientes de g estan en el cuerpo F. Como L = Kla] = Fla], el grado de
la extensién [L : F| es igual al grado del polinomio g. Por otro lado, g
tiene coeficientes en el cuerpo menor K(g). Se sigue que el polinomio irre-
ducible de « sobre K(g) debe dividir a g. Como g es irreducible sobre F,
con mayor razén es irreducible sobre el subcuerpo K(g). Concluimos qe g es
también el polinomio irreducible de a sobre K(g). El mismo razonamiento
de antes prueba que [L : K(g)] coincide con el grado de g. Se concluye que
[L:F]=[L:K(g)],y por lo tanto [F : K(g)] = 1. El resultado sigue. [

Ejemplo 19.28. La condicién de que sélo existe una cantidad infinita de
cuerpos intermedios es inmediata en el caso de cuerpos finitos. Obsérvese,
no obstante, que el hecho de que las extensiones finitas tienen un elemento
primitivo se probd especialmente en la demostracién del Lema 19.26.

Ejercicios
1. Sea L/K una extension algebraica. Probar que Lgep, N Ly = K.

2. Sea L = F(z) el cuerpo de funciones racionales sobre un cuerpo perfecto
F' de caracteristica p. Sea K = F(f) para alguna funcién racional f.
Probar que L/Ly . es separable.

3. Probar que una extensién L/K con L = Kla], de grado n, tiene a lo
mas 2" extensiones intermedias.

4. Probar que una extensién L/K con L = KJa|, de grado n, tiene a lo
mas 3, (") extensiones intermedias.

5. Probar que toda subextensién de una extensién del tipo L = Kla] tiene
también un elemento primitivo.
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10.

11.

. Probar, utilizando el Teorema del Elemento Primitivo, que todo sub-

cuerpo del cuerpo de funciones racionales K (x) que contiene a K tiene
la forma K(f,g) para ciertas funciones racionales f y g. (Sugerencia:
Considere el subcuerpo K (f) generado por algn elemento no trivial f).

. Sea F(x,y) el cuerpo de funciones racionales en dos variables con coefi-

cientes en un cuerpo F' de caracteristica p. Probar que F'(x,y)/F(z?,y")
es una extensién totalmente inseparable de grado p?. Probar que
a? € F(aP yP) para todo a € F(x,y). Concluya que debe existir una
cantidad infinita de cerpos intermedios en este caso.

Encuentre, explicitamente, una familia infinita de cuerpos intermedios
en el ejemplo precedente.

Sea L/K una extensién algebraica. Sean L' = L(z) y K' = K(z) los
correspondientes cuerpos de funciones racionales. Probar que L'/ K’ es
una extension finita y del mismo grado que L/K.

Sea L/K una extensién finita. Sea o € Ly sea M, : L — L la funcién
K-lineal definida por M, (5) = af.

(a) Probar que los valores propios de M, son las raices de irrg(«, z).

(b) Probar que la multiplicidad de o como valor propio de M, es N[L :
K(a)] donde N es la multiplicidad de o como raiz de irrg(«, )
(sugerencia: considere primero el caso L = K(«)).

(c) Probar que la matriz de M, en una base arbitraria de L como
espacio vectorial sobre K es diagonalizable (en K) si y sélo si «
es separable sobre K.

Sea L/K una extensién finita. Recuerdese que la traza try x(a) de un
elemento oo € L es la traza de la funcién lineal M, : L — L definida
arriba.

(a) Probar que si L/K es inseparable todo elemento de L tiene traza

0.
(b) Probar que si uq,...,u, son base de L/K entonces las matrices
Ay, ..., Ay, de las transformaciones lineales M, , ..., M,, gen-

eran una subalgebra 2 de M, (K) de dimension n.
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(c) Probar directamente que si L/K es separable, entonces existe un
elemento en L de traza no nula (sugerencia: probar que si L/K es
separable, cada A, es diagonalizable, luego pueden diagonalizarse
simultaneamente en K, y usar el hecho de que A,,,...,A,, son
linealmente independientes).



Chapter 20

Teoria de Galois

El propésito del capitulo presente es estudiar una coneccion profunda entre
los conceptos de “cuerpo” y “grupo” con profundas implicaciones para el
primero. Para comenzar, describimos una nueva propiedad de los grupos que
puede caracterizarse mediantes sus generadores.

Proposicién 20.1. Sea F = K[ay,...,a,] C K una estension finita de K.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para todo o € F, cada raiz en K del polinomio minimal de o sobre K
estd en F.

2. Para todo i = 1,...,r, cada raiz en K del polinomio minimal de o
sobre K estd en F'.

3. P Para cada homomorfismo ¢ : F — K que extiende la identidad en
K se tiene que ¢(F) = F.

Demostracién (1) = (2) es trivial. Para (3) = (1) observamos que
para cada raiz § del polinomio minimal de « existe un homomorfismo ¥ :
Kla] — KI[f] tal que ¥(a) = By que este puede extenderse a un homomor-
fismo ¢ : F — K. Se concluye que 3 = 9(a) = ¢(a) pertenece al cuerpo
¢(F) = F. Para (2) = (3) observamos que ¢¥(F) = K[Y(a1),..., ()] ¥y
cada ¥(a;) es alguna raiz del polinomio minimal de «;. O

Una extension algebraica F//K, que siempre podemos asumir contenida
en la clausura algebraica K, se dice normal si para todo elemento a en F
cada raiz en K del polinomio minimal de a sobre K estd en F. Se sigue que,

159
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al menos para extensiones finitas, la separabilidad es equivalente a cualquiera
de las condiciones (1) a (3). Nétese que si F//K es normal, I es normal sobre
cualquier subcuerpo que contenga a K. No es claro a priori, y de hecho es
falso, que la misma propiedad se preserve para sub-extensiones de la forma
L/Kcon KCLCF.

Ejemplo 20.2. Sea f(z) € K[z] un polinomio con raices ay, ..., a, en K.
El cuerpo F' = K|ay, ..., a,] se llama el cuerpo de descomposicién de f(z).
Como F esta generado por todas las raices de cada divisor primo de f, con
énfasis en “todas”, se tiene que F//K es normal. Afirmamos que [F': K] < nl.
De hecho si F = Ko para alguna raiz « de f, entonces f(z) = (z — a)g(x)
con g(z) € E[z] de grado n — 1 y el resultado sigue por induccién.

Definicién 20.3. Una extesién algebraica se dice Galoisiana si es normal y
separable. Para una extensién Galoisiana F//K de grado n existen n auto-
morfismos ¢ : F' — F que extienden la identidad de K. Estos forman un
grupo llamado el grupo de Galois de F/K. Se denota Gal(F/K). Si E es
un subcuerpo de F' que contiene a K entonces F'/E es también Galoisiana y
Gal(F/E) es el subgrupo de automorfismos que son la identidad en FE.

Ejemplo 20.4. Sea f(z) € KJ[z] un polinomio sin raices repetidas. Sean
a1, ..., ap las raices de f en K. Sea F = K|ay, ..., ay] el cuerpo de descom-
posicién de f. Entonces F/K es Galoisiana. Como un automorfismo 7 que
fija K estd totalmente determinado por las imagenes 7(c;) y como 7 debe
llevar raices de f en raices de f, el automorfismo 7 puede identificarse con
la permutacién 7 en el grupo simétrico S,, que satisface 7(o;) = az@). Por lo
tanto, el grupo Gal(F'/K) se identifica a un subgrupo de S,,.

Nuestro sigiente objetivo es demostrar los teoremas fundamentales de la
teoria de Galois. El resultado sigiente nos facilitaran esta tarea:

Lema 20.5. Si L/K es una extension Galoisisana y F/K es una extension
finita con F C L. Entonces existe L' C L tal que L' O F y L'/K es
Galoisiana y finita. En particular, si L/K es infinita, entonces contiene
subextensiones Galoisianas finitas de grado arbitrariamente grande.

Demostracién Sea F' = K, ..., a4 y sea f,. .., [, la lista de todas
las raices de los polinomios minimales de o, . .., a; en L, incluidos aq, . . ., 4.
Entonces L' = K|[fy,...,[3:] 2 F esuna extensién normal de K y es separable

ya que L lo es. O]
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Proposicién 20.6. (Segundo Teorema Fundamental de la Teoria de
Galois). Supongamos que un grupo finito G actia fielmente en un cuerpo
L por automorfismos. Sea K = {x € Llo(z) = = Vo € G}. Entonces
K es un subcuerpo de L tal que L/K es una extension finita Galoisiana y

Gal(L/K) = G.

Demostracién Sea o € L y sea {ay,...,a'} su dérbita bajo G. Sea

f(x) =I'_;(z — ;). Claramente f(a) =0 y todas las raices de f estdn en
K. Ademsds la accién de G sobre K se extiende a na accién sobre el anillo
de polinomios K|[z] mediante la férmla siguiente:

o(anx™ + ap_ 12"+ Farr +ag) = o(an)z™ + o(an_1)z" " 4+ ...+ ola)z + o(ag),

Dado que f(z) es invariante, como se sigue facilmente de su factorizacion,
debe tener sus coeficientes en K. Concluimos que el polinomio f se descom-
pone totalmente en L y tiene raices distintas. Como « € L es arbitraria, se
concluye que L/K es algebraica y Galoisiana. Sea L'/K una subextensién
Galoisiana y finita de L/ K. Si L/K fuese infinito, podriamos suponer, por el
Lema 20.5, que L'/ K tiene un grado arbitrariamente grande. Por otro lado
si L/ K fuese finito podriamos tomar L = L'. Afirmamos que existe 7 € G tal
que o(a) = 7(«) para todo o € L. Esto demuestra que |Gal(L'/K)| < |G|, lo
que termina la demostracién, puesto que el grado de una extensiéon Galoisiana
finita es igual al nimero de elementos de su grupo de Galois. También se
concluye que Gal(L/K) = G.

Supondremos primero que K es infinito. Entonces para todo a € L' se
tiene que o(«) es una raiz del polinomio f(z) definido en el parrafo prece-
dente, luego es un elemento de la érbita de a. Se sigue que si para todo
7 € G definimos

V. = {z € Llo(z) = (@)},

se tiene L' = J, . V> v por el lema 19.25 se tiene L' = V, para algin 7 lo
que termina la demostracion.

Supongamos ahora que K = F,» es un cuerpo finito. Entonces L' = Fns
para algin s. Sea x un generador del grupo multiplicativo F... Entonces
existe un 7 € G tal que 7(x) = o(x). Como 7 y o son automorfismos, se
tiene que 7(2™) = o(2™) para todo m, y todo elemento de L’ es una potencia
de z. O]

Ejemplo 20.7. Uno puede refinar las afirmaciones del Ejercicio 9 del capitulo
precedente en el caso de extensiones Galoisianas. Si L/K es Galoisiana, su
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grupo de Galois G = Gal(L/K) actiia en el anillo de polinomios L[z, ..., 2]
coeficiente a coeficiente, y esta accion se extiende al cuerpo de funciones

racionales mediante o <§> — 2@ Dada la identidad [L : K] = [L/ : K],

a(q)
demostrada en dicho ejercicio, esta accion define un isomorfismo entre los

grupos de Galois de las extensiones L/K y L'/K’', y demuestra que esta
ultima es también Galoisiana.

Ejemplo 20.8. Sea F' un cuerpo arbitrario y sea G C S, donde S, es el grupo
simétrico. Entonces S, actia en L = F(xy,...,2,) mediante 7(z;) = ().
Por ejemplo si, en la notacién corta para permutaciones, ponemos 7 = (1234),
entonces se tiene

T1To + T3 Loy + T4
T = .
x§x4 + 21 xixl + X2

En este caso L es una extensién Galoisiana del cuerpo invariante K = L¢.
Por ejemplo, si G = S, entonces [L : K] = |G| = n!. Como los coeficientes
o1, ...,0, del polinomio

n

[[T =) =T" =T 4+ 0T =+ (=1)" oy + (—1)"0n

i=1

pertenecen al cuerpo fijo, se tiene K C K, donde K’ = F(oy,...,0,). Por
otro lado, L es el cuerpo de descomposicién de [, (T — ;)" sobre K’, de
donde [L : K'| < n!=[L: K]. Se concluye que K = K’. En particular, toda
funcién racional en x4, ..., z, es una funcién racional de o4, ..., 0,. Este re-
sultado es una primera version del teorema de las funciones simétricas. Dada
su importancia, enunciamos este resultado a continuaciéon. Notese que las

funciones o1, ..., 0, reciben el nombre de funciones simétricas elementales.

Proposicién 20.9. Toda funcion racional simétrica en n-variables puede
escribirse como una funcion racional en las n funciones simétricas elemen-
tales. O

Veremos mas adelante una versién polinomial de este resultado.

Proposicién 20.10. (Primer Teorema Fundamental de la Teoria de
Galois). Sea L/K wuna extension Galoisiana finita. Sea G = Gal(L/K).
Entonces existe una biyeccion entre los cuerpos F' con K C F C L y los
subgrupos H de G, dada por F +— Gal(L/F). La biyeccion inversa estd dada
por Hw— L7 ={z € L|h(z) =2 Vh € H}.
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Demostracién Basta probar que Gal(L/L?) = H y que L%/ F) = F
La primera igualdad es inmediata de la Proposicion 20.6. Es claro de las
definiciones que LG E/F) O F. Probaremos la inclusién contraria. Como
L/F es Galoisiana, se tiene [L : F] = |Gal(L/F')|. Se sigue de la Proposicién
20.6 que L/L%E/F) s Galoisiana y [L : LEME/F)] = |Gal(L/F)| de donde
sigue que [LE/F) - F] =1, lo que nos d4 la segunda igualdad. O

La correspondencia entre grupos y cerpos del resultado precedente recibe
el nombre de Correspondencia de Galois.

Proposicién 20.11. Sea L/K wuna extension Galoisiana finita. Sea F un

cuerpo con K C F C L. La extension F/K es Galoisiana si y sélo si
Gal(L/F) es normal en Gal(L/K) y en tal caso

Gal(F/K) = %

Demostracién Si o € Gal(L/F), 7 € Gal(L/K), para todo = € F se
tiene To7[7(z)] = 7(z). Se concluye que

rGal(L/F)r ™ € Gal (L/7(F)),

y la igualdad se obtiene comparando los érdenes de ambos grupos. Nétese
que F'/K es Galoisiana si y sélo si 7(F') = F para cada automorfismo 7, como
se deduce de la caracterizaciéon de las extensiones normales, y del hecho de los
automorfismos siempre pueden extenderse. La primera afirmacion es ahora
inmediata. Para la segunda observemos que si F'/ K es Galoisiana entonces la
restriccién a F' define un homomorfismo ¢ : Gal(L/K) — Gal(F/K) que es
epiyectivo, otra vez debido a que todo automorfismo se extiende, y su nicleo
es Gal(L/F). O

Ejemplo 20.12. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Si L =
KI[\/a1,...,\/a,], con cada a; en K, todo elemento 7 de Gal(L/K) estd de-
terminado por un vector (ei,...,€,) € Fy que satisface 7(/a;) = (—1)“/a;.
Supongamos que los a; han sido escogidos de modo tal que [L : K] = 2,
con lo que Gal(L/K) = F3. Entonces toda extensién cuadritica L/K,
contenida en L, estd determinada por un hiperplano de Fj. Es decir, se
tiene H = {(e1,...,6,)| >, Bie; = 0} para algin vector (fi,...,5,) € Fy.
Observemos que si b = af b alr € K, entonces Vb estd en L y es invari-
ante por cualquier elemento de H. Se concluye que las tnicas extensiones
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cuadréticas contenidas en L son de la forma K |[v/b] para algiin b como arriba.
En particular, un sencillo argumento por induccion demuestra ahora que, si
ningiin a; es una combinacién de los anteriores en el grupo cociente K*/K*?,
entonces se tiene [L : K] = 2".

Ejemplo 20.13. Sea F' un cuerpo arbitrario. Sea L = F(zy,...,2,), y sea
K el subcuerpo de funciones simétricas, de modo que Gal(L/K) = S,. Si
n < 5, el Unico subgrupo normal de S, es A,,, de modo que el tinico cuerpo F
con K C F' C L, para el cual la extensién F//K es normal, es F' = L. Este
es la inica extensién cuadrédtica de K contenida en L. Si ¢ = [[,_;(z: — z;),
es facil ver que 7(8) = sgn(7)d, de modo que de hecho LA = K ().

Proposicién 20.14. (Teorema Fundamental del Algebra). El cuerpo
C es algebraicamente cerrado.

Demostracién Sea L/C una extensién algebraica finita. En particular,
también es algebraica y finita la extensiéon L/R. Agregando raices si es
necesario, podemos asumir que L/R es Galoisiana.

Sea G = Gal(L/R), y sea H C G un 2-subgrupo de Sylow. La extensién
L7 /R tiene grado impar. Como todo polinomio de grado impar con co-
eficientes reales tiene una raiz real, lo que es na consecuencia sencilla del
Teorema del valor intermedio, se concluye que L = R, o en otras palabras,
ge G debe ser un 2-grupo. Utilizando el hecho de que los p-grupos son sol-
ubles se concluye que si [L : R] > 2 debe existir una extension cuadrética no
trivial E/C, pero es facil ver, utilizando por ejemplo la representacién polar
de los nimeros complejos, que cada complejo tiene una raiz cuadrada. Se
concluye que L = C. n

Independencia de los automorfismos

Los elementos del grupo de Galois satisfacen ciertas propiedades de inde-
pendencia, lineal o algebraica, que juega un rol significativo en la teoria
subsecuente. En esta seccién estudiamos dichas propiedades.

Proposicién 20.15. Sea L/ K una extension Galoisiana con grupo de Galois
G = Gal(L/K). Silas constantes A\, € L, donde o recorre G, satisfacen

> Ao(a) =0, Va €L, (20.1)

oceG

entonces A\, = 0 para todo o € G.
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Demostracién Supongamos que se ha escogido una solucién no trivial
{A\;|c € G} de (20.1) con el menor niimero posible de coeficientes no nulos.
Observese que, en particular, podemos evaluar en un elemento de la forma
771(a), para un automorfismo 7 arbitrario, para obtener

Z /\UO'(T_I((I)> =0, YVae L.

ceG

Realizando el cambio de variables ¢ = &7, la ecuacion anterior se lee como
sigue:

D Aerbla) =0, Va € L.

&eG
Se concluye que, si existe tal solucion no trivial, puede suponerse que A, # 0,
donde e es la identidad de G. Supongamos ahora que este es el caso. Entonces
Ae y al menos algun otro coeficiente A\, son no nulos. Sea t € L con p(t) # t.
Entonces, de la ecuacién (20.1) se obtiene, en particular, remplazando a por
ta, la relacién siguiente:

> No(t)o(a) =0, Va € L.

ceG

Restando t veces la identidad (20.1) de la de arriba, se obtiene

SN <a(t) - t)a(a) —0,VacL

oceG
Esto da una nueva solucién no trivial con un nimero menor de coeficientes
no nulos contradiciendo la eleccion de la solucion inicial. O]

Este resultado se puede interpretar como la independencia lineal de los

automorfismos con respecto a L. Noétese, sin embargo que para encontrar
soluciones de la ecuacién (20.1) para cada elemento a € L, es sufiento con
que la ecuacién se cumpla para cualquier a en una base de la extension. El
siguiente resultado es, pues, una consecuencia directa:

Corolario 20.15.1. ea L/K una extension Galoisiana. Sea aq, ..., a, una
K-base de L y sea Gal(L/K) = {o1,...,0,}. Entonces la matriz

oi(a1) oi(az) oi(as) -+ oian)
o2(ar) o2(az) oa(as) -+ o2(an)

o3(a1) o3(az) oz(az) -+ o3(an)

an(‘al) O'n<‘a2) onlas) -+ on(an)
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es invertible. H

Nos enfocaremos ahora en utilizar lo demostrado hasta aqui para probar
la independencia algebraica de los automorfismos, lo que puede verse como
una versiéon mucho mas fuerte de lo ya demostrado.

Lema 20.16. Sea L/K una extension finita. Si f € Llxy,...,x,] es un
polinomio que se anula en cada elemento de K™ entonces [ es el polinomio

0.

Demostracién Sea {si,...,sq} unabase de L/ K. Nétese que podemos
o1 . d . . .
escribir f =7, fis;, donde cada f; es un polinomio con coeficientes en K.
Si f se anula en K™ lo mismo sucede con cada polinomio f; y utilizamos el

Lemma 19.23. m
Si {s1,...,8,} es una base de L/K, el elemento = = >_" | x;s; del anillo
de polinomios L[z, ..., z,] se dice un elemento genérico de L. Este elemento

depende por cierto de la eleccién de una base, pero es facil ver que, en un
sentido que no precisaremos aqui, un cambio de base corresponde a un cambio
de coordenadas lineal en las variables x4, ..., x,.

Proposicién 20.17. Sea L/ K una extension Galoisiana con grupo de Galois

G=A{oy,...,0n}. Sea f(x1,...,2,) € L[x1,...,2,] un polinomio en n vari-
ables tal que f(o1(a),...,on(a)) = 0 para todo elemento a en L. Entonces
f=0.

Demostracién Sea {si,...,S,} una base de L/K y consideremos un

elemento genérico x = > | x;5;. Definamos ahora

g(xy, ..., zp) = f(al(w), . ,Un(:c)) € L[xq,...,x,).

Este polinomio g se anula en cada elemento de K", de donde se sigue que g
debe ser el polinomio 0. Se concluye que g se anula también en cada elemento
de L.

Consideremos ahora n elementos uq,...,u, € L. Se sigue del Coro-
lario 20.15.1, que deben existir elementos vq,...,v, € L tales que u; =
S vioj(a;). Se concluye que f(ui,...,u,) = g(vi,...,v,) = 0. Como

Uy, ..., U, son arbitrarios, se tiene f = 0. ]
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Normas y trazas

Si la extensién L/K es finita, y si 0y,...,0, : L — K son todas las incrusta-
ciones de L en la clausura algebraica de K, la traza y la norma definidas en el
Capitulo 5 puede re-interpretarse mediante las incrustaciones o; de acuerdo
al siguiente resultado:

Proposicién 20.18. Para toda extension finita L/ K, se tiene

n n t
Trp/x(a) = tz%(a)a Npjk(a) = (H Ui(“)) ;
i=1 =1
donde t = [L : Lgep) es el grado de inseparabilidad de L/ K.

Demostracién: Supongamos primero que L = K[a]. Basta ver que si
escribimos el polinomio irredcible de a en la forma mg .(X) = g(X?"), sus
raices son precisamente los elementos o;(a), cada uno con multiplicidad ¢. El
resultado sigue ahora de la Proposicién 5.19. Para el caso general consider-
amos la torre K C KJ[a] C L. El nimero de extensiones a L de cada homo-
morfismo 7 : K[a] — K es igual al grado de separabilidad de la extensién
L/K|a]. Esto introduce cierta multiplicidad en la lista o1(a),...,0,(a) en la
que el nimero de términos identicos es el grado de separabilidad. El resul-
tado sige ahora de la Proposicion 5.18, y de la multiplicatividad, tanto del
grado de separabilidad como de inseparabilidad. O

Proposicién 20.19. Si K C L C E con E/K separable y finita, se tienen
las identidades

Trpjx(a) = Trpk[Trp/e(a)] vy Nex(a) = Npjx[Nejw(a)l,
para cada elemento a de L.
Demostracién Sean oy, ..., 0, las incrustaciones distintas de L en K.
Podemos suponer que o7 es la identidad. Recordemos que cada incrustacién

o; de L en K tiene m extensiones Oil,---,0im a I/, donde m es el grado de
separabilidad de E//L. Suponemos a su vez que oy es la identidad. Se sigue

que
Ngp/K(a) = (HHUM(“)> :

i=1 j=1
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donde ¢ es el grado de inseparabilidad de F/K. De hecho t = sr donde s es
el grado de inseparabilidad de E/L y r el de L/K. Luego, la expresion de
arriba puede se-escribirse como sigue:

Ng/k(a) = (H ( Um‘(@) > :

Introduzcamos la notacion b;; = Ny, (B)/o,.;(L) (am-(a)), la que denota un
elemento del cuerpo o; ;(L) = 0;(L). Entonces basta observar que se tiene la
T

identidad b; ; = (H;”zl i (a)) , ya que los homomorfismos o; ;, con 1 < j <
m, son todas las extensiones de 0; a E. De este modo, el elemento b; = b; j no
depende de j. Afirmamos ahora que si b = b; € L, entonces b; = 0;(b) para
todo i. Se sigue que N,k (b) = Ng/k(a), lo que concluye la demostracion.
Para probar la afirmacién, tomamos el polinomio irreducible p;(X) o, (a),
sobre o;(L), para algtin j, o, lo que es lo mismo, para todo j. Lo escribimos
en la forma

pi(X) = X"+ cunr X"+ .+ X + i,

y observamos que también se tiene ai(p1)<ai,j(a)> = 0 (pl(a)) = 0, de

donde debemos deducir que p; = 7;(p1). Concluimos que
bi = (—1)“01-70 = 0_i<(_1)uC170> — Ui(bl)-

La demostracién para las trazas es andloga. ]
La teoria desarrollada hasta aqui nos permite dar la siguiente caracteri-
zacion de las extensiones separables.

Proposicién 20.20. Una extension finita L/ K es separable siy sdlo si existe
a € L tal que Trp k(o) # 0.

Demostracién Si L/K es inseparable, basta tomar o ¢ Lge, y se tiene
que Try, /LSep(a) = 0, ya que el polinomio irreducible de o sobre Lg, tiene
una unica raiz y su multiplicidad es necesariamente una potencia de p. Se
sigue que

TI'L/K<Oé) = TrLsep/K(O) = O



L. Arenas-Carmona 169

Supongamos ahora que L/K es separable. Consideremos primero el caso
donde L/K es una extension Galoisiana. Supongamos que Trp/x(a) = 0
para todo a € L. En otras palabras, se tiene

o)+ +o,(a) =0 Vael,

lo que contradice la proposicién 20.15. En el caso general, consideremos la
clausura Galoisiana £ de L/K. Ciertamente existe un elemento o € E tal
que Trg/k(a) # 0, por lo ya probado. Nétese que el elemento b = Trp, 1 (a)
satisface Try/k (b) # 0. Esto concluye lo pedido. [

Extensiones totalmente inseparables revisitadas

Retomamos el estudio de las extensiones totalmente inseparables que inter-
rumpimos en el capitulo anterior. Partimos proporcionando un ejemplo de
extension finita L/K en la cual L/Lt7 no es separable:

Ejemplo 20.21. Sea F' un cuerpo arbitrario de caracteristica 2. Sea L =
F(z'?y), y sea K = F(o,7) donde ¢ = 2 +y y 7 = xy. Como o y T son
las funciones simétricas elementales de z e y, es facil ver que Lo, = F(,y).
Sin embargo, si « es una funcién racional en /2 e y, entonces u% es una
funcién racional de 22 e y*'. Si u?' es simétrica en z e y, se tiene que u®
es realmente una funcién racional de 22" e y*, de donde w es una funcién
racional simétrica de = e y. Se concluye que Lt = K, pero L/K no es
separable.

Sin embargo, como enunciamos en el capitulo anterior, existe un caso en
el que se puede garantizar que L/Ltj sea separable. Hablamos, claro esta
del resultado siguiente:

Proposicién 20.22. Si L/K es normal, entonces L/Lty es separable.

Demostracién Obsérvese que si L/K es normal, entonces también lo es
Lgep/ K, ya que si una raiz de un polinomio irreducible es separable también
lo son todas las otras. En particular, Lgs.,/K es Galoisiana.

Supongamos primero que L/K es finita. Cada elemento o € Gal(Lgep/K)
se extiende de manera tinica a & : L — K. Como L/K es normal, se tiene
ademds o (L) = L para todo tal ¢. En particular, el grupo G = Gal(L/K) es
isomorfo a Gal(Lge,/K) mediante o — &. Afirmamos que el cuerpo fijo LY
de G es Lry. Esto termina la demostracién, ya que L/L es Galoisiana.
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Todo homomorfismo ¢ : Lt; — K que es la identidad en K, es au-
toméaticamente la identidad en Ly . Por esta razén, la contencién Lty C L¢
es inmediata. Por otro lado, si « ¢ Lt entonces existe una raiz 3 # « del
polinomio irrg (a, ). Existe, por lo tanto un homomorfismo ¢y : K|a] — K
que satisface ¢g(a) = f. Podemos extender ¢y a un homomorfismo ¢ : L —
K, que necesariamente satisface ¢(L) = L, por la condicién de normalidad,
y que atn satisface ¢(a) = 8. Dicho ¢ es un elemento de G que no fija a «.

Consideremos ahora el caso general. Sea sea o € L y sea ¥/K una
subextensién normal y finita de L/K. Entonces por lo ya demostrado, « es
separable sobre Y1 el cual esta contenido en Lr1, con lo que, con mayor
razén « es separable sobre L. Esto concluye la prueba. O

Nétese que si bién “L/K normal” implica “Lge,/K Galoisiana”, no es
cierto que “Lgep,/ K Galoisiana” implique “L/K normal”, como lo muestra el
contraejemplo 20.21.

Ejercicios
1. Sea L/K una extensién finita. Probar que |Gal(L/K)| < [Lsep : K].

2. Sea K un cuerpo de caracteristica p y seaa € K. Sea F(z) = 2P —x+a.
Probar que si « es raiz de F', también lo es a + 1. Probar que si F
tiene una raiz en K, entonces tiene todas sus raices en K. Probar que
la extensiéon K («)/K es Galoisiana. Probar que si F' no tiene raices en
K entonces es irreducible y separable.

3. Probar que Q[{‘/ﬁ, z{‘/ﬁ] es Galoisiana y calcule su grupo de Galois. Lo

mismo para Q[v/2, V3, V5].

4. Sea p un numero primo. Probar que un 2-ciclo y un p-ciclo generan S,.
Concluir que, si un polinomio irreducible de grado p con coeficientes
racionales tiene exactamente 2 raices no-reales, y si L es su cuerpo de
descomposicién sobre Q, entonces Gal(L/K) = S, (Sugerencia: usar
teorema de Cauchy para probar la existencia de un p-ciclo.).

5. Sea p un numero primo y sea p € C una raiz p-ésima primitiva de la
unidad (es decir que 2? = 1 pero ' # 1 si t < p). Probar que Q[p]/Q
es una extensién de grado p — 1 con grupo de galois isomorfo a Z/pZ.

6. Sea K/IF, una extensién finita. Probar que p : K — K definido por
o(u) = uP es un automorfismo de K que fija a F,. Probar que los
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

elementos de F, son los tnicos elementos fijos por . Concluir que el
grupo Gal(K/F,) es ciclico y generado por g (llamado el automorfismo
de Frobenius).

Encuentre todos los cuerpos L tales que Q C L C K si

(a) K =Q(v2,v3,V5).

(b) K = Q(p) donde p es una raiz séptima de 1 distinta de 1.
(c) K =Q(v2).
Calcule cuantos cuerpos L tales que Q C L C K existen si

(a) L=Q(V2,V3,V5).

(b) L =Q(p) donde p es una raiz p-ésima de la unidad con p primo.

Sea L = Q [\/1 - \/ﬂ Sabiendo que [L : Q] = 4, probar que la

extensién L/Q no es Galoisiana.

Sea p una raiz quinta primitiva de 1. Sea L = Q[p]. Sabiendo que
(L : Q] =4, ysi K es el tnico cuerpo no trivial con Q € K C L,
encuentre « € L tal que K = Q[a]. Probar que K/Q es una extensién
cuadrética y encontrar n € Z tal que K = Q[/n].

Probar que si p es un primo de la forma 2" + 1, entonces toda raiz
p-ésima de la unidad es constructible.

Probar que si L/K es Galoisiana, y si uy,...,u, es base de L/K, en-
tonces la matriz (tr(u;u;));; es invertible (Sugerencia: probar que para
todo u € L existe w € L tal que tr(uw) es no nula).

Utilice el resultado del ejercicio precedente para probar que, si L/K
es Galoisiana con con grupo de Galois Gal(L/K) = {oy,...,00}, ¥
st u,...,u, es base de L/K entonces la matriz A = (0;(u;));; es
invertible (Sugerencia: calcule AA").

Sea L = F,(z) y sea K = F,(f) para algin polinomio f en F,[x].
Probar que si Lge,/K es Galoisiana entonces L/K es normal.

Probar que para todo cuerpo K, la extension K /K™ es separable.
Aqui KT es la mayor estensién totalmente inseparable de K.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

Probar que si K = F,(x) entonces

Probar que si L/K es una extensién normal y finita, entonces [Lgep
K|[Lty : K] = [L : K]. Probar con un contracjemplo que la hipdtesis
de normalidad es necesaria.

Probar que si L/K es una extensiéon normal y finita, entonces L =
LgepLr1.. Probar con un contraejemplo que la hipétesis de normalidad
es necesaria.

Sea f(x,y) una funcién racional de dos variables con coeficientes en R.
Probar que si f(sin#,cosf) es par entonces f(sinf,cosf) € R(cos6)
(sugerencia: probar que # — —6 induce el automorfismo no trivial de
R(sin @, cos #) sobre R(cos@)).

Sea h(z) = % € F(x) una funcién racional. Probar que si L = F(x)

y K = F(h), entonces [L : K] = max{deg f,deg g}.

Sea f(x) una funcién racional que satisface f(z) = f(1). Probar que
flz)=g(x+ %) para alguna funcién racional g.

Probar que F,(z)/F,(2? — x) es Galoisiana.

Sean oy 3 elementos de K tales que [K(a, ) : K(a)] = [K(8) : K]y
K(a)/K es Galoisiana con grupo de Galois G. Probar que si f(z) =
irrg (B, x), entonces

H f(x - ‘7(04)) =irrg(a+ B, x).

Calcule irrg(v/2 + /3, z).

Si E'y L son extensiones algebraicas de K se define £'L como el menor
cuerpo que contiene a E y L. Probar que si /K es una extension
Galoisiana y si E'y L son subcuerpos de ¥ que contienen a K, entonces
Gal(X/FEL) = Gal(X/E) N Gal(X/L).
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Probar que si ¥/ K es una extensiéon Galoisiana y si 'y L son subcuer-
pos de ¥ que contienen a K, con L/K Galoisiana, entonces Gal(3/E N
L) = Gal(X/E)Gal(X/L).

Probar que Si L/K y E/K son extensiones separables y finitas con
L/K Galoisiana, entonces FL/E es Galoisiana y se tiene Gal(EL/E) =
Gal(L/ENL).

Probar que Si L/ K y E/K son extensiones separables y finitas con L/ K
Galoisiana y EN L = K, entonces [EL : K| = [E : K|[L : K]. Probar
mediante un contraejemplo que la hipé6tesis de que L/ K es Galoisiana
es necesaria.

Sea f un polimio irreducible de grado 4 sobre K con raices distintas
y sea L su cuerpo de descomposicion sobre K. Encuentre todos los
posibles grupos Gal(L/K).

Sea f(z) € K[z] un polinomio irreducible con raices distintas. Sea L/K
su cuerpo de descomposicién. Sea G = Gal(L/K). Sea H un subgrupo
de G que actia transitivamente en las raices de f. Probar que f es
irreducible en L.

Sea Kla]/K una extensién Galoisiana con grupo de Galois G. Sea
f(z) =irrg(a,z). Sea H un subgrupo de G que actia transitivamente
en las raices de f. Probar que H = G.

Sea f(x) € C(x) una funcién racional que satisface:
(a) f(z) = f(1/x),
(b) f(z) = f(e*™/x).

Probar que existe una funcién racional h(z) € C(x) tal que

)
fla) = (3+l,i)

(Sugerencia: Considere el cuerpo L C C(z) formado por todas las
funciones racionales que satisfacen (a) y (b)).



Chapter 21

Ecuaciones resolubles por
radicales

Se sabe que si A es una raiz de la ecuacién z? + ax +b = 0, en un cuerpo de
caracterfstica distinta de 2, entonces se tiene A = (—a + va? — 4b) y que si
1 es una raiz de la ecuacién z® + ax + b = 0, en un cuerpo de caracteristica
distinta de 2 y 3, entonces

s b+ b2+a3+3 b b2+a3
=V 797V o7 2 V1 Tar

para una eleccién apropiada de las raices cibicas. Estos son casos particulares
de un proceso mas general denominado resolucion de ecuaciones por radicales.
Un radical es, para nosotros, una expresion del tipo {/a o p~'(a) donde
o(a) = a? — a. Este ultimo caso, s6lo si la caracteristica del cuerpo es p. La
consideracién de este tltimo caso se justifica porque, como veremos, estos son
los dos tipos béasicos de extensiones ciclicas. Para fijar ideas consideremos la
siguiente definicion:

Definicién 21.1. Sea L/K una extensién algebraica. Un elemento a de L se
dice expresable por radicales sobre K si existe una una cadena de extensiones
K=Ly,CL C...CL,=Ltal que Liy; = Li({/a) con a € L; o bien
Liy = Li(pfl(a)> con a € L;. Una ecuacién f(x) =0, donde f(z) € K|[z]
se dice resoluble por radicales si cada una de sus raices es expresable por
radicales. Si f(x) es irreducible en K[z, y si una de sus raices es expresable
por radicales, entonces f(x) es resoluble por radicales, ya que el grupo de

174
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Galois del cuerpo de descomposicion de f sobre K actia transitivamente en
las raices de f.

Las extensiones de la forma K({/a)/K se conocen como extensiones de
Kummer, y las extensiones de la forma K (p~'a)/K se conocen como exten-
siones de Artin-Schreier. Daremos inicio a nuestro estudio estudiando estas
ultimas en detalle.

Extensiones de Artin Schreier

Observemos primero que el polinomio @ es aditivo es decir
pla+b) = (a+0b)f —(a+b)=(a—a)+ (0¥ —b) = p(a) + p(b).

Por otro lado, las raices de p(z) = 0 son los elementos del cuerpo primo F,,.
Se concluye que si « es una raiz de p(z) = a, se tiene

pla+1l)=p(a)+p(l)=a+0=a.

En particular, o + 1 es también una raiz de p(z) = a. Iterando este pro-
ceso, concluimos que las restantes raices son a + 1,...,a + (p — 1). En
particular, toda extensién de Artin-Schreier es separable, normal, y por lo
tanto Galoisiana. Ademds, si o ¢ K, entonces un elemento no trivial o de
Gal(K(a)/K) debe satisfacer o(a) = o+t con t € F;. En particular se
tiene que ¢"(a) = a + tr para cada entero r, por lo que o tiene orden p.
Se concluye que Gal(K(«)/K) es un grupo ciclico de orden p. En partic-
ular, [K(«) : K| = p, por lo que concluimos que el polinomio p(z) — a es
irreducible.

Ejemplo 21.2. Sea K = Fy y sea L = F; = {0,1,a,a + 1} entonces o =
a-+1 por lo que irrg (o, x) = p(x) +1 = p(z) — 1. Se sigue que Fy/Fy es una
extension de Artin-Schreier.

Extensiones de Kummer

Supondremos ahora que K contiene el grupo ciclico p, = (p) = C,, de raices
n-ésimas de la unidad. Bajo esta condicion, si « es una raiz del polinomio
2™ — a, entonces las restantes raices son po,...,p" ta. Se concluye que
toda extensién de Kummer sobre un cuerpo que contiene a las raices n-
ésimas de la unidad es Galoisiana. Ademads, todo elemento no trivial o de
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Gal(K (a)/K) debe satisfacer o(a) = p"@a para algin I'(c) € Z. Como
p" =1, podemos ver a I'(¢) como un elemento de Z/nZ. La correspondencia
o +— I'(0) define un homomorfismo inyectivo de grupos I' : Gal(K(a)/K) —
Z./nZ que recibe el nombre de Homomorfismo de Kummer. En particular, se
sigue que Gal(K (a)/K) es un grupo ciclico cuyo orden divide a n. Ademas,
se tiene que si [K|a] : K| = n/t, entonces un generador o de Gal(K(«)/K)
satisface o(a) = p*a, para algiin entero s relativamente primo con n/t. En
particular o(a™*) = a™*, por lo que o™ € K.

Extensiones Ciclotéomicas

Sea ahora K un cuerpo cuya caracteristica sea relativamente prima con n y
sea p € K una raiz n-ésima primitiva de la unidad, es decir, un elemento
cuyo orden, en el grupo multiplicativo, es exactamente n. En particular, p es
raiz del polinomio 2™ — 1 € K[z]. Las restantes raices de este polinomio son
P23, p"h pt = 1. Se deduce que la extension K(p)/K es Galoisiana.
Ademads todo elemento no trivial o de Gal(K(p)/K) debe satisfacer o(p) =
p2(@) para algiin A(o) € Z/nZ. Como p es de hecho un generador del grupo
iy, de raices de la unidad, se tiene que A(o) debe ser relativamente primo

con n. La correspondencia o — A(c) define un homomorfismo inyectivo de
grupos A : Gal(K (p)/K) — (Z/nZ)*, ya que

P2 = g ar(p) = o(7(p) = 0(p27) = (pA)AD) = AR,

Se concluye que Gal(K (p)/K) es un grupo abeliano.

Ejemplo 21.3. Si el cuerpo base K es el cuerpo Q de ntimeros racionales,
el polinomio ¢,(z) = =4 = 2P + 277 4 -+ + x + 1 es irreducible, para
cada primo p, por el criterio de Eisenstein. En este caso el homomorfismo A

es epiyectivo.

Ejemplo 21.4. Si el cuerpo base K es el cuerpo Q(v/—7), y si p = 3, La raiz
séptima 7 de la unidad genera una extension L = Q(n) = K(n) que satisface
Q € K C L. Es facil ver que [L : K] = 3. Se sigue que el polinomio ¢7(x)
debe factorizarse y que al menos un factor es un polinomio cubico irreducible.
Como toda raiz de la unidad genera el mismo subcuerpo, podemos probar,
de hecho, que todo factor irreducible de ¢7(z) es un polinomio cibico. En
este caso la imagen de A debe tener tres elementos, por lo que el grupo de
Galois estd generado por un elemento que cumple o(n) = %
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Grupos solubles e irresolubilidad de la quintica

Con lo anterior podemos demostrar una proposicion que puede ser tilizada
para demostrar que ciertas ecuaciones son irresolubles. Esta es la siguiente:

Proposicién 21.5. Si f(z) = 0 es soluble por radicales, para algin polinomio
f(z) € K[x], y si L es el cuerpo de descomposicion de f sobre K, entonces
el grupo Gal(L/K) es Soluble.

Demostraciéon Basta con demostrar la existencia de una extensién
Galoisiana F/K, tal que L C E, y tal que Gal(E/K) sea soluble. Sea
[L : K] =mn, sea m el producto de los primos que dividen a n y no coinciden
con la caracteristica de K, y sea p una raiz m-ésima primitiva de la unidad.
Entonces K [p|/K es una extesion ciclotémica, y por lo tanto es Galoisiana con
grupo de Galois abeliano. Ademas, si E/K es Galoisiana y finita, digamos
E = Klay,...,qy), entonces E[p] = K|p,ai,...,q,] es tambien Galoisiano
sobre K. Se concluye que, para toda extensién Galoisiana E /K, el grupo
Gal(E|[p]/K|p]) es normal en Gal(FE[p]/K), y su cociente Gal(K|[p]/K) es
abeliano. En particular, Gal(E[p]/K) es soluble si y sélo si Gal(E[p]/K[p])
es soluble. Por otro lado

Gal(E/K) = ¢[Gal(E[p]/K)],

donde ¢ denota la restriccién de Efp] a E. Luego, si Gal(E[p]/K) es soluble
también lo es Gal(E/K). En particular, podemos suponer que K contiene
las raices m-ésimas de la unidad. Supondremos esto en todo lo que sigue.
Sea E el cuerpo de descomposicién de f sobre K. Por definicién de
“soluble por radicales”, existe una cadena de subcuerpos K = Ly C L C
Ly C...C L,,con EC L,,ytal que L;1/L; es una extensién de Kummer o
de Artin-Schreier para cada i, de modo que el grupo Gal(L;1/L;) es abeliano.
Sea E; = L; N E. Entonces Gal(E;11/E;) = ¢;[Gal(L;11/L;)], donde ¢; es
la restriccién de L;y1 a E;yq1, es también abeliano. Sea G; = Gal(E/E;).
Entonces G;;1 es normal en G; para cada i y G;/Gi11 = Gal(E;11/E;) es
abeliano, de donde Gal(E/K) es soluble. O

Proposiciéon 21.6. FExisten ecuaciones de quinto grado que no son solubles
por radicales.
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Demostracion Basta con encontrar una ecuacion de quinto grado cuyo
grupo de Galois sea S;, ya que este ultimo grupo no es soluble. Sean
o1,...,05 las funciones simétricas elementales en las variables x1, ..., x5, de
modo que se tenga la identidad polinomial siguiente:

f(T) = (T =2 ) (T — 22)(T — 23)(T — 2 )(T — 5)
= T°— o T*+ 0,13 — 05T? + 04T — 05.

En particular, el cuerpo K(x1,...,x5) es el cuerpo de descomposicién sobre
K(oy,...,05) de f(T). Por otro lado, toda permutacién de las variables
induce un automorfismo que deja fijo este ultimo cuerpo, por lo que el grupo
de Galois debe contener a S5. La identidad sigue del hecho de que el grupo
de Galois puede interpretarse como un grupo de permutacién entre las raices.
O
La existencia de este tipo de extensiones demuestra que es imposible es-
cribir una féormula para las soluciones de una ecuacion de quinto grado similar
a las mencionadas al comienzo de este capitulo, ya que de haberla deberia ser
aplicable en este caso. Mas adelante veremos que la existencia de soluciones
implica en particular la existencia de formulas. Sin embargo, seria conce-
bible que, ain sin una féormula general, se pudiese resolver individualmente
cada ecuacion con coeficientes racionales. De hecho, esto tampoco es posible,
como lo demuestra el siguiente resultado:

Proposicién 21.7. Existen ecuaciones de quinto grado sobre los racionales
que no son resolubles por radicales.

Demostracién Sea f(z) un polinomio irreducible en Q[z] con exacta-
mente tres raices reales ayq, ag, v ag. Entonces las raices complejas oy y as
deben ser conjugadas. En particular, Si K es el cuerpo de descomposicién
de f sobre Q, la conjugaciéon compleja es un elemento del grupo de Ga-
lois Gal(K/Q) que corresponde a la trasposicién (45). Como Q[w;]/Q tiene
grado 5 para cada i, se concluye que [K : Q] es divisible por 5, por lo que
Gal(K/Q) debe contener un elemento p de orden 5. Remplazando p por una
potencia si es necesario, podemos suponer que p(ay) = a;. Re-enumerando
aq, (g, y g, podemos suponer que p corresponde al ciclo (12345). Se con-
cluye que Gal(K/Q) contiene homomorfismos correspondientes a las trans-
posiciones (45), (34) = (12345)71(45)(12345), (23) = (12345)72(45)(12345)2,
y (12) = (12345)73(45)(12345)3, las que ciertamente generan Ss. Para con-
cluir la demostracién, basta con exhibir un polinomio con dichas propiedades.
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Sea
f(x) =a(x —2)(z +2)(z — 8) = * — 8% — 42? + 32u.
este polinomio es la derivada de g(z) = %355 —2z* — %353 +162% 4+ X para una
constante A\ arbitraria. Observese que se tienen las identidades siguientes:
13 17 38
=) g(2) = =2+, g(—2) = —=2°+ )\ = ——8+ A<\
g0)=A, 9(2) = 27+ A 9(=2) = 2+ X g(8) = — 8 + A <

En particular, si

157 715

entonces g tiene exactamente tres raices reales. Por otro lado si A es un
racional de la forma %’” con r y ¢ impares, entonces f es irreducible por el
criterio de Eisenstein, aplicado en el anillo Z) = {§ € Q|b ¢ 2Z}. Como el

conjunto de todos los niimeros racionales de la forma %T con ¢ y r impares

es denso en R, esto concluye la demostracion. O

1 1
—\E [—325 —725} ,

El teorema 90 de Hilbert

El proximo resultado resulta critico para el estudio de la suficiencia de la
solubilidad del Grupo de Galois, como condicién para la resolubilidad de
una ecuacion algebraica. Tiene una profunda interpretacion en términos de
cohomologia de grupos, en la que no nos detendremos aqui.

Proposicién 21.8. Sea L/K una extension Galoisiana. Sea o — a, una
funcién que asigna un elemento de L* a cada automorfismo o € Gal(L/K) y
satisface ayr = a,0(a;). Entonces eziste b € L tal que a, = b/o(b) para todo

o en Gal(L/K).

Demostracion Por la independencia lineal de los automorfismos, existe
c€ Ltalqueb=73 _,a,0(c)# 0. Para tal elemento, concluimos que

p(0) = S plar)po(e) = 4,3 apo(c) = ',

ceG ceG

de donde se sigue lo pedido. O]
La funciéon o — a, recibe el nombre de cociclo, mientras que la condiciéon
ay; = a,0(a;) recibe el nombre de condicién de cociclo. La justificacién de
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estos nombres proviene de la interpretacién cohomolégica mencionada més
arriba. La forma ma&s conocida de la proposicién anterior es el caso de una
extensi’on Galoisiana L/K con grupo de Galois Gal(L/K) ciclico. Una tal
extension recibe el nombre de extension ciclica.

Proposicién 21.9. Sea L/K una extensi’on ciclica. Sea o un generador del
grupo de Galois. Si a € L satisface [[, ., 0(a) = 1, entonces existe b € L*
con b/o(b) = a.

Demostracién Basta aplicar el resultado anterior al cociclo definido
por aiq = 1 and a,r = H::_S o'(a). Este cociclo estd bien definido, ya que

r+n—1

Agr+n = Gy H O-i(a) = G,
=7

y se tiene

r—1 s—1 r4+s—1
a5r0"(a5:) = [ [ o' (a)o” (H ai<a)> =[] o'(a) = agrs-.
i=0 i=0 i=0
O]
El resultado precedente nos capacita para dar una descripciéon bastante
precisa de las extenciones ciclicas sobre cuerpos que contienen suficientes
raices de la unidad. Esto es esencial para la caracterizacion de la resolubilidad
de la seccion siguiente.

Proposicién 21.10. Sea L/ K una extension ciclica de grado primo q, donde
q no coincide con la caracteristica de K. Suponga que K contiene las raices
n-ésimas de 1. Entonces existe un elemento a € K tal que L = K[W/a). En
particular, L/ K es una extension de Kummer.

Demostracion Basta aplicar el resultado anterior a una raiz g-ésima

qfl,l: _
primitiva pg, ya que [, o(po) = pgzi:“ = ple=D/2 — 1 Por el resultado

precedente, se tiene que, para cualquier generador o del Grupo de Galois,
existe un elemento no nulo b tal que o(b) = pob. Se sigue que o(b?) = pdb? =
b?, de donde a = b? € K. n
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El teorema 90 de Hilbert tiene un equivalente aditivo, el cual nos permitira
dar un tratamiento analogo a las extensiones ciclicas cuyo grado coincida con
la caracteristica.

Proposicién 21.11. Sea L/K una extension Galoisiana. Sea o — a, una
funcion que asigna un elemento de L a cada automorfismo o en Gal(L/K),
y que satisface ay, = ay+o(a,). Entonces existe b € L tal que a, = b— o (b)
para todo o en Gal(L/K).

Demostracion Por la independencia lineal de los automorfismos, existe
deLtalquet=7 _.o(c)#0. Nétese que o(t) =t para todo elemento
o € Gal(L/K). Si definimos ¢ = ¢//t, se tiene que ) _.o(c) = 1. Luego, si
definimos b = ) __. a,0(c), se tiene que

p(b) - Z p(GU)pU(C) - Z(apa - ap)pU(C) =b— Qap Z /)U(C) =b— Qp,

ceqG ceqG oelG
de donde se sigue lo pedido. O

La funcién o — a, recibe el nombre de cociclo aditivo. Como antes, este
resultado adquiere una forma mas simple en el caso de una extension ciclica.

Proposicién 21.12. Sea L/K una extensi’on ciclica. Sea o un generador
del grupo de Galois. Si a € L satisface ) .. o(a) = 0, entonces existe
be L* conb—o(b) =a.

Demostracion Como antes, basta aplicar el resultado anterior al coci-
clo aditivo definido por a,» = ZZ;& o'(a). Este esta bien definido, ya que se
tienen las identidades

r+n—1

Agrin = Ay + Z O-i(a) = Gy, y
=7

agr + 0" (ags) = Z_: o'(a) + o (Z_: ai(a)> = i o'(a) = agrs.

i=0
m
Proposicién 21.13. Sea L/ K una extension ciclica de grado primo p, donde
p es la caracteristica de K. Entonces existe un elemento a € K tal que
L = K[p~'(a)], donde p(x) = 2P — x. En particular, L/K es una extension
de Artin-Schreier.
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Demostracién Basta aplicar el resultado anterior a a = 1. Se tiene
que, para cualquier generador o de grupo de Galois, existe un elemento no
nulo b tal que o(b) = b+ 1. Se sigue que o(b? —b) = (b+1)P — (b+1) = P —b,
de donde a = p(b) € K. O

El criterio de resolubilidad

Ahora estamos listos para probar el teorema principal de este capitulo:

Proposicién 21.14. Sea f(z) € Klx] un polinomio con raices distintas,
y sea L su cuerpo de descomposicion sobre K. La ecuacion f(x) = 0 es
resoluble por radicales si y solo si el Grupo de Galois Gal(L/K) es soluble.

Demostracién Supongamos primero que Gal(L/K) es soluble. Sea
n = [L : K], sea m el producto de los primos que dividen a n y que difieren
de la caracteristica de K, y sea p una raiz m-ésima primitiva de 1. Sea
F = K|[p] y sea E = L[p]. Nétese que L = Klay,...,qa,], donde ay,...,q,
son las raices de f(z) = 0. Entonces £ = [p,aq,...,q,], de donde se sigue
que F/K es Galoisiana. Nétese que existe un homomorfismo

¢ Gal(E/F) — Gal(L/K),

donde ¢(o) es la restriccién de ¢ a L. Como E = Flay,...,«a,] cada F-
automorfismo o de E que es la identidad en L debe fijar a cada «; y es por lo
tanto la identidad en E. Se concluye que ¢ es inyectiva, y que, por lo tanto,
G = Gal(E/F) es soluble. En particular, existen subgrupos G = Gy 2 G 2
... 2 Gy = {Id}, tales que G,y es normal en G; y G;/G;41 es ciclico de
order primo para cada i = 0,...,N — 1. Si E; = E% entonces E;,,/E; es
una extension de Kummer o de Artin-Schreier por los resultados precedentes,
de donde se concluye que f(x) = 0 es soluble por radicales sobre F. Como
F = K|p] se obtiene de K agregando una raiz (de 1), se tiene que f(z) =0
es soluble por radicales sobre K. La conversa es la Proposicién 21.5. O]

Corolario 21.14.1. La ecuacion general de grado n es resoluble por radicales
sty solo sin < 4.

Ejercicios

1. Sea f(z) € K[z] un polinomio cibico irreducible con raices oy, ag, y
a3 distintas. Sea 0 = (o —a2)(a; —az)(ag — a3). Probar que K|oy|/K
es Galoisiana si y solo si 6 € K.
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2. Sean o4, ...,0, las funciones simétricas en las n variables x1,...,x,.
Probar que si ai,...,a, son elementos arbitrarios del cuerpo K, en-
tonces existe un homomorfismo ¢ : K[ry,...,z,] — K tal que ¢(0;) =
a;. Concluir que Koy, ..., 0,] es isomorfo a un anillo de polinomios.

3. Probar que si n < 4 existe una férmula para encontrar las soluciones
de una ecuacién arbitraria de grado n sobre cualquier cuerpo de car-
acteristica 0 (sugerencia: hacerlo primero para el polinomio genérico
f(T)=T"+ y, 1T" ' + ...+ yo y usar el resultado precedente).

4. Probar que si U y V son soluciones del sistema
U+ V3= —b, 3UV = —a,

Entonces U + V es solucién de la ecuacién T2 + aT + b = 0. Utilizar
este hecho para encontrar una solucion de la ecuacion cbica.

5. Sean ay, o, y g, las soluciones de 7% + aT +b = 0. Sea § = (a; —
as)(ag — az)(ae — as). Probar que 6% = 270 — 4a3.

6. Probar que una ecuacién ctibica T3 +aT + b = 0 con coeficientes reales
tiene sus tres raices reales si y sélo si 0 < 27b% — 4a®.

7. Sea K[a]/K una extensién ctibica. Sea f(z) = 23 +azx+b = irrg(a, ).
Probar que K[a]/K es Galoisiana si y sélo si 27b* —4a® es un cuadrado
en K.

8. Sean o, as, a3, ¥ v, las raices de la ecuacién a* + pa? + qv +1r = 0.
Sean
A= (a1 + o) (as + ay) = — (a1 + ag)?,
B = (Oél + Ckg)(az + 044) = —(Oél -+ 043)2,
C = (051 + Oé4>(062 + 063) = —(062 + 063)2.

Probar que A, B, y C, son raices de la ecuacién
z® — 2pa® + (p* — 4r)z + ¢* = 0. (21.1)

Utilizando este resultado, describa un método para encontrar las solu-
ciones de una ecuacion de grado 4.

Observacién 21.15. La ecuacién (21.1) recibe el nombre de resolvente
cubica de la ecuacion de grado 4.



Chapter 22

Dependencia Algebraica

En este capitulo devolvemos nuestra atencion a las extensiones trascendentes.
Recuerdese que un elemento « en una extensién L de K es trascendente si
« no satisface ninguna ecuacién con coeficientes en K, o equivalentemente,
si el anillo Ko es isomorfo al anillo K[z] de polinomios en la variable x
con coeficientes en K. En este caso el cuerpo K(«) generado por a sobre
K es isomorfo al cuerpo K () de funciones racionales con coeficientes en K.

Definiremos un concepto andlogo para n elementos a;,...,a, en L.

Definicién 22.1. Diremos que el conjunto {ay, ..., a,} es algebraicamente
dependiente sobre K si existe un polinomio f(xy,...,2,) € Klxy,...,2,]
tal que f(ai,...,a,) = 0. En caso contrario diremos que {ay,...,a,} es
algebraicamente independiente. Nétese que {ay, ..., a,} es algebraicamente
independiente sobre K si y sélo si el anillo Koy, . .., a,] es isomorfo al anillo
de polinomios K|x1,...,z,]|. En este caso el cuerpo K(ay,...,a,) generado
por aq,...,a, es isomorfo al cuerpo de funciones racionales K (x1,...,x,).

Mas generalmente, diremos que un conjunto B de L es algebraicamente in-
dependiente si todo subconjunto finito de B lo es.

Definicién 22.2. Sea L/K una extensién arbitraria. Diremos que el con-
junto B C L genera algebraicamente L sobre K si todo elemento de L es
algebraico sobre el cuerpo K (B) = Quot(K[B]). Una base de trascendencia
de L/ K es un conjunto algebraicamente independiente que genera algebraica-
mente L sobre K.

Los conjuntos algebraicamente independientes y las bases de trascenden-
cia tienen propiedades analogas a las de los conjuntos linealmente indepen-
dientes y las bases de un espacio vectorial.

184
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Lema 22.3. Sea {a1,...,a,} C L un conjunto algebraicamente independi-
ente sobre K. Un elemento f € L es algebraico sobre K(ay, ..., ) sy sdlo
si {a1,...,an, B} es algebraicamente dependiente.

Demostracién Si § es algebraico sobre F = K(a,...,q,) entonces
h(y) = irrg(B,y) es un polinomio con coeficientes en E. Podemos escribir
h(y) =vf(y,ai,...,a,) donde f(y,aq,...,q,) es un polinomio primitivo en

Klog, ..., o[yl = K[xq, ..., 20, 9],

por lo que laimagen f(y, z1,...,z,) de f(y,a1,...,a,) enel anillo K[zy, ..., z,, Y]
es no trivial y se anula en (ay,...,a,, ). Por otro lado, si un polinomio
fly,z1,...,x,) se anula en (ay,...,an, 3), entonces f necesariamente de-
pende de y ya que {aq,...,q,} es algebraicamente independiente. Se sigue
que si

N

fly,x1,...,x,) = Zgr(xl, e x)Y

r=0

entonces

N
f(yaab s 7an) - Zgr(ala s >Ofn)yr7
r=0

es un polinomio no trivial con coeficientes en E que se anula en f3. O]
Como
K(D)= |J K1),
TCD
T finito

y dado que todo polinomio tiene un ntimero finito de coeficientes se tiene el
siguiente resultado:

Lema 22.4. Todo elemento algebraico sobre K(B) es algebraico sobre el
cuerpo K(aq, ..., ay) para algin subconjunto finito {ay,...,a,} de D. O

De ambos lemas se deduce el siguiente resultado:

Proposiciéon 22.5. Sea S C L un conjunto algebraicamente independiente
sobre K. Un elemento 5 € L es algebraico sobre K(S) sy sdlo si SU{S} es
algebraicamente dependiente.

Proposicién 22.6. Sea L/K una extension arbitraria. Dados un conjunto
S C L algebraicamente independiente sobre K y un conjunto T que genera
algebraicamente L sobre K, tales que S C T, existe una base de trascendencia
B que satisface S C B C L.
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Demostracién Es una aplicacion directa del lema de Zorn que existe
un conjunto B algebraicamente independiente maximal tal que S C B C L.
Se sigue del lema previo que eso implica que B es base de trascendencia. [

Lema 22.7. Si B y S son algebraicamente independientes y si B € S es
algebraico sobre K(B) pero trascendente sobre K, entonces existe « € B — S
tal que (B — {a}) U{B} es algebraicamente independiente.

Demostracién Como [ es algebraico sobre K(B), se tiene que ex-
isten aq,...,q, € B tales que ( es algebraico sobre E = K(aq,...,a,).
Sea f(x1,...,2Tn,y) € K[z1,...,2,][y] primitivo y tal que f(aq,...,qan,y) =
v-irrg(y, B). Entonces f depende de al menos un «;, y como S es algebraica-
mente independiente, puede suponerse que «; ¢ S. Por otro lado f divide a

cualquier otro polinomio que se anula en (aq, ..., a,, ), luego cualquier tal
polinomio depende de «;. Se concluye que (B — {a;}) U {38} es algebraica-
mente independiente. O

Proposicién 22.8. Sea S un subconjunto de L algebraicamente independi-
ente sobre K y sea B una base de trascendencia de L/ K. Entonces |S| < |B|.

Demostracién Un remplazo parcial de S en B es un par (T, ¢) tal que
T CSy¢:T — B es una funcién inyectiva, tal que (B — (b(T)) Ut
es algebraicamente independiente. Diremos que (7,¢) < (17,¢') para dos
remplazos parciales (T,¢) y (T7,¢'), si T CT"y ¢’ es una extension de ¢ a
T’. El conjunto de remplazos parciales estd bien ordenado con esta relacion
y es claro que satisface las hipdtesis del lema de Zorn, ya que contiene a
(0, ¢g), donde ¢y es la unica funcién de () en B, y la unién de una cadena de
renplazos parciales es un remplazo parcial. El lema anterior prueba que un
remplazo parcial maximal es de la forma (S, ¢), luego existe al menos una
funcién inyectiva de S en B. O

Corolario 22.8.1. Dos bases de trascendencia cualesquiera de L/K tienen
el mismo niumero de elementos.

Definiciéon 22.9. El nimero de elementos de una base de trascendencia
de L/K recibe el nombre de Grado de Trascendencia o bien de Dimension
trascendente de L/K.
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Corolario 22.9.1. Sea L/K wuna extension con grado de trascendencia n <
0o. St ag,...,a, € L son algebraicamente independientes entonces todo
elemento de L es algebraico sobre K(aq,...,a,) y conversamente.

Ejercicios



Chapter 23

Anillos Normales y Funciones
Simétricas

Sean A C B anillos conmutativos. Un elemento b de B se dice entero sobre
A si b es raiz de un polinomio moénico con ceficientes en A. Si B C C, un
elemento de B entero sobre Z se llama un entero algebraico. Equivalente-
mente, b es entero sobre un anillo A si existe un entero n tal que b" es una
combinacién lineal de 1,b,...,0" ! con coeficientes en A. Mas precisamente,
se tiene la siguiente caracterizacion:

Proposicién 23.1. Sean A C B anillos conmutativos, y sea b un elemento
de B. Las suiguientes afirmaciones son equivalentes:

1. b es entero sobre A.
2. A[b] es un A-mddulo finitamente generado.

3. Existe un A-mddulo finitamente generado N C B que contiene a A y
tal que bN C N.

Demostracion Si b es entero sobre A se sigue que b" estd en el A-
moédulo generado por 1,b,b%,...,0" !, digamos b" = Z?:_(]l a;b* con a; €
A. Se sigue que para todo k > 0 se tiene b"tF = Z?:_ol a;b**. de donde
por induccién, (1) implica (2). Es trivial que (2) implica (3). Finalmente,

supongamos que se cumple (3). Sean vy, ..., v, generadores de N como A-
modulo. Se sigue que para cada i = 1,...,n se tiene bv; = ijl a; jvj. En

188
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particular se tiene la identidad matricial (b — M)V = 0 donde [ es la matriz
identidad, M es la matriz (a;;);; y V es el vector columna

U1

v=| 7

Un

Multiplicando por la adjunta cldsica (bl — M)* se tiene det(bl — M)V = 0.
En particular, det(bIl — M) anula a cualquier combinacién lineal de los v;’s.
En particular a todo elemento de N. Como 1 € A C N, se tiene que
det(bl — M) =0y det(xI — M) es un polinomio ménico que anula b. O

Si A C B diremos que B es entero sobre A si cada elemento de B es entero
sobre A. Se sigue del resultado anterior que si B es finitamente generado como
A-moédulo, entonces es entero sobre A. En particular, si b es entero sobre A
entonces A[b] es entero sobre A. Mas generalmente se tiene el siguiente
resultado.

Proposicién 23.2. Sea B = Alby, ..., by, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. B es entero sobre A.
2. Cada b; es entero sobre A.

3. B es finitamente generado como A maddulo.

Demostracién Es claro que (1) implica (2) y que (3) implica (1). Pro-
baremos que (2) implica (3). Asumamos que cada b; es entero sobre A. Se
sigue que existe un entero positivo N tal que para todo n > N y para cada
i = 1,...,m, tenemos una identidad de la forma b} = Z;V:O a; j(n)b] con
a;;(n) € A. Multiplicando estas expresiones se tiene que cada producto
bi' ... b es una combinacién lineal con coeficientes en A de los produc-
tos b]fl . bﬁl’" con 0 < k; < N, de donde B es finitamente generado como

A-modulo. O

Corolario 23.2.1. Si by y by son enteros sobre A, también lo son by — bs,
by + by, y b1bs.
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Demostracién Todos ellos son elementos de A[by, by]. O

Corolario 23.2.2. El conjunto de los elementos de B que son enteros sobre
A es un subanillo B de B.

El anillo B recibe el nombre de clausura entera de A en B. Si A = B
se dice que A es integralmente cerrado en B. Si A es un dominio de integridad
se dice que es integralmente cerrado (o normal) si es integralmente cerrado
en su cuerpo de cocientes.

Ejemplo 23.3. Sea A = K[z? 2*] C K|x] donde z es trascendente sobre el
cuerpo K. Como z es raiz de la ecuacién T? — (2?) = 0 es entero sobre A.
Por otro lado z = i—z, de donde x esta en el cuerpo de cocientes de A, por lo
que A no es normal.

Ejemplo 23.4. Sea A = Z[/—3]. Como w = # es raiz de la unidad es
entero sobre Z y por lo tanto sobre A y w estd en el cuerpo de cocientes de
A pero no en A, por lo que A no es normal.

Proposiciéon 23.5. Sean A C B C C anillos conmutativos. Sea ¢ un ele-
mento de C'. Si B es entero sobre A y c es entero sobre B, entonces ¢ es
entero sobre A.

Demostracion Como c es entero sobre B, satisface una ecuacion ¢" =

Z;é bic'. Sea B' = Blby,...,b,_1]. Se sigue que c es entero sobre B’. En

particular cada elemento de B'[c] es de la forma Y27 B;¢’ con 3; € B'. Como
B’ es finitamente generado como A-mdédulo tambien lo es

Bl|=B+cB +B +...+"'B.
O

Corolario 23.5.1. Sean A C B anillos conmutativos. El subanillo B™ de
B es integralmente cerrado en B.

Corolario 23.5.2. Sea A un dominio de integridad y B su cuerpo de co-
cientes. El subanillo B™ de B es normal.

Proposicién 23.6. Todo DFU es normal.
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Demostracion Sea D un DFU y sea ™ un elemento de su cuerpo de
cocientes que es entero sobre D). Podemos suponer que n y m son relati-
vamente primos. Si n es una unidad, no hay nada que demostrar. De otro
modo, sea p un primo que divide a n, y por lo tanto no a m. Si

() =3 (1)

1=
multiplicamos esta identidad por n* y se tiene
k—1
mk = Z smin*t,
i=0
donde p divide a cada término de la derecha pero no el lado izquierdo. [

Ejemplo 23.7. Z y Klzy,...,z,| son normales.

Ejemplo 23.8. Sea o = a + bv/d con a y b racionales y d un entero libre de
cuadrados. Si v es un entero algebraico, también lo es su conjugado a — bv/d.
En particular 2a y 2bv/d son enteros. Asf que también lo es (20v/d)? = (2b)2d,
por lo que siendo d libre de cuadrados, 2b debe ser un entero. Se sigue que
podemos escoger enteros n y m tales que a —n 'y b —m sean 0 o % Se sigue

que a —n +mvd € {0,% vd 14 ‘/73}, de donde basta con verificar cuales

1217202
de estos elementos son enteros. 1 no es entero, y tampoco lo es Vd ya que su

2 2
cuadrado es %. El elemento % + \/TE tiene el polinomio irreducible

1—d
x2—x+—,

4

de donde es un entero si y sélo si d = 1 médulo 4. En este caso los enteros
de Q(+/d) son los elementos de Z (#) y en los casos restantes de Z(v/d).

Ejemplo 23.9. Si A = Z[v/—5|, entonces A es normal pero A no es un DFU,
por lo que la conversa a la proposicion anterior es falsa.

Ejercicios

El teorema de las funciones simétricas

En este capitulo daremos una version mas detallada del teorema de las fun-
ciones simétricas. Sea Z[xy,...,z,] el anillo de polinomios simétricos en n



L. Arenas-Carmona 192

variables con coeficientes en Z. Recordemos que las funciones simétricas
elementales oy, ...,0, € Z[xy,...,x,] se definen mediante la relacién
ﬁ(X — 1) = X" X" X"~ 4 (1) X+ (1),
i=1
El polinomio
Up(zy... o 20, X) = ﬁ(X — ;) € Lz, . .., 2,)[X]
i=1

recibe el nombre de polinomio genérico con n raices.

Proposicién 23.10. El anillo Z[oy,...,0,] es un anillo de polinomios en
las variables o4, ..., 0.

Daremos dos demostraciones distintas de este resultado. La primera uti-
liza el concepto de base de trascendencia y el segundo la propiedad universal
del anillo de polinomios.

Demostracién 1 Como cada z; es algebraico sobre Q(oy,...,0,), se
tiene que {071, ..., 0,} debe contener una base de trascendencia de Q(x, ..., z,)/Q.
Como esta extension tiene grado de trascendencia n, la base de trascendencia
debe ser de hecho {07, ..., 0,} por lo que estos elementos son algebraicamente
independientes. []

Demostracién 2 Sea Zlyi, . .., y,] el anillo de polinomios en n variables

con coeficientes en Z. Claramente, por la propiedad universal del anillo de
polinomios existe un homomorfismo de anillos
O Ly, Yn] = Loy, ..., 04], tal que ¢(x;) = ;.

Probaremos que existe la inversa. Sea k = Quot(Z[yi, ..., y,]). Entonces,
existe un cuerpo L que contiene a k (por ejemplo, la clausura algebraica de
k) en donde el polinomio

FX)=X"—y X" X2 — 4 ()" 1 X 4 (—1) "y

se factoriza completamente en factores lineales. Si

n

F(X) = H(X - Oéi),

=1

existe un homomorfismo v tal que ¥ (x;) = «;, en particular ¢(o;) = y;. O
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Proposicién 23.11 (Teorema de las funciones simétricas). Sea C' un anillo
conmutativo. Todo polinomio simétrico en n variables con coeficientes en C
es un polinomio en las funciones simétricas elementales.

Demostraciéon Supongamos primero que C' = Z. Como S,, actia fiel-
mente en el cuerpo L = Q(z1,...,z,) mediante A\(z,) = Zx(), se tiene que
L/LY es una extensién Galoisiana con grupo de Galois S,. En particular,
[L : LY = n!. Por otro lado, si K = Q(oy,...,0,), entonces el polinomio
U, tiene raices en K y su cuerpo de descomposicion sobre K es L de donde
[L: K] <nl. Como K C LY, se tiene que K = L%. Luego todo polinomio
simétrico en x1,...,, es un elemento de K. Por otro lado K es el cuerpo
de cocientes del anillo Z[oy,...,0,]. Este anillo es un DFU, y por lo tanto
normal, por ser isomorfo a un anillo de polinomios con coeficientes en Z.
Como cada x; es entero sobre Zloy,...,0,], tambien lo es cada polinomio
con coeficientes enteros en dichas variables. Luego

Z[Ul,...,Un]ﬂK:Z[ﬂfl,...,xn],

lo que termina la demostracion.

En el caso general, para que un polinomio se simétrico, los monomios en la
misma S,-6rbita deben tener el mismo coeficiente, de modo que es suficiente
probar la proposiciéon para sumas de monomios en la misma Orbita, pero
estos son imagenes de polinomios simétricos en Z[zy, . .., z,]. O

Observaciéon 23.12. Observese que cada 0; es homogénea. Se sigue que cada
monomio en las funciones simétricas elementales es homogénea. Tiene sen-
tido, por lo tanto definir el grado de un monomio en las funciones simétricas
elementales como la suma de los grados de sus factores. Ademaés, todo poli-
nomio es producto de grados, y dos polinomios son iguales si y sélo si las
correspondientes partes hamogéneas son iguales. En particular, si f es un

polinomio homogéneo de grado s, y si f(z1,...,2,) = g(o1,...,0,), entonces
podemos suponer que cada monomio de g(oy,...,0,) tiene grado s. En par-
ticular, cada monomio en ¢(z1,...,x,) tiene grado al menos s/n.

Proposiciéon 23.13. Sea C' un anillo conmutativo. Toda serie de poten-
cias simétrica en C[[z1,...,x,]] es una serie de potencias en las funciones
simétricas elementales.
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Demostracién Sea f(xy,...,x,) una serie de potencias y escribamos

flxy, ... x,) = Zfr(xl,...,xn),
r=0

donde f, es un polinomio homogéneo de grado r. Esta descomposicién es
Unica por lo que f es simétrica si y sélo si lo es cada polinomio f,. Basta, en-
tonces, escribir cada uno de ellos como polinomio en las funciones simétricas
elementales. y la convergencia sigue de la observacion anterior. O]

Ejemplos
1. 23 + a3 = 07 — 20,.

2. L+ L =2

T T2 o2

3. Arctanz; + Arctanz, = Arctan <L>

1—02

4. cos(wy — x9) = g(0? — 403), donde g es la tinica serie de potencias que
es solucién de la ecuacién funcional g(z?) = cos(z). En este ejemplo,
el coseno puede remplazarse por cualquier funcién par.

Ejercicios



Chapter 24

Anillos de matrices

Aunque ya hemos utilizado algunos ejemplos con matrices, ahora formalizare-
mos este concepto. Aqui y en lo sucesivo utilizamos la convencién de que n
denota el conjunto {1,...,n}.

Definicién 24.1. Sea R un anillo no necesariamente unitario. El anillo de
matrices M, (R) con coeficientes en R es el grupo abeliano R™*™, es decir
el grupo de funciones en n x n, a valores en R, que identificamos simple-
mente con arreglos (aj,k)zkzl de n x n elementos de IR con la adicién por
componentes. A este grupo abeliano le asociamos la multiplicacion definida

por
n n
(@i); j=1 (Bjg)} ey = (Z az',jbj,k>
j=1 ik=1
Todas las propiedades de un anillo se comprueban inmediatamente de la
definicion.

Ejemplo 24.2. En M, (R), la definicién se reduce a

a b e f\ _(ae+bg af +0bh
c d g h ) \ce+dg cf+dh )’

Si R es un anillo unitario, también lo es M, (R), con la unidad

g 0 0 --- 0
0 I 0 --- 0
1Mn(R): 0 O 1R A 0
0 0 0 --- 1z

195
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Ejemplo 24.3. La funcion ¢ : My(My(R)) — My(R) definida por

(ra) (o) f
c d g h B
¥ i g n m -
k1 o p
es un isomorfismo (ejercicio). Mas generalmente, puede probarse que el anillo

M,,(M,,,(R)) es isomorfo a M,,,(R). Este isomorfismo es el que permite
realizar las operaciones de suma y producto de matrices por bloques.

o 3w o

h
n
p

T .02

El anillo R es isomorfo al subanillo de M,,(R) formado por las matrices
de la forma

r 00 - 0
0 r 0 -0
bI,=| 007 - 0
000 - 7

Notese sin embargo que este no es el producto de r por una matriz I,,, ni
siquiera con una definicién apropiada de multiplicacién escalar a no ser que
R sea un anillo unitario. El conjunto de estas matrices se denota RI, y
es un subanillo isomorfo a R. Podemos identificar a R con RI,. Si R no es
untario podemos asumir que estd contenido en un anillo unitario R’, de donde
M, (R) € M, (R'). Asumiremos que R es unitario en todo lo que sigue. En
este caso, la matriz identidad I,, = 11, es realmente un elemento de M, (R).

Sea Fj;; La matriz que tiene un 1 en la interseccion de la fila i con la
columna j y que tiene un 0 en cada una de las restantes posiciones, entonces
se tienen las siguientes identidades:

L. EijE;jr = Eiy, EijE.=0,siu#j.
2. E1,1 + E272 + ...+ En,n =1,.
3. rE;; = E;jr,sir € RI,.

Ademas, si A es cualquier anillo con un subanillo isomorfo a R y con elemen-
tos E;; tales que satisfacen (1),(2) y (3), entonces el subconjunto A" de A
formado por todas las combinaciones del tipo a =, . 7; ;E; ; es un subanillo
y la funcién que lleva a la matriz (r;;);; al elemento a = 3, ;i ;E; ; es un
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homomorfismo de anillos. Mas atn, si una de estas expresiones se anula,
digamos ZZ ;TijEi; = 0, premultiplicando por E, s y postmultiplicando por
E,, se tiene r,,E,, = 0. Sumando sobre u estas identidades, se concluye
que 75+ = 0. Esto implica que A’ = M,,(R).

Proposicién 24.4 (Teorema de las unidades matriciales). Si existen ele-

mentos Ey 1, ..., E,, que satisfacen (1) y (2) entonces
R = {Z EUJCLELU a € A}
u=1

es un subanillo de A que satisface (3), de donde en particular A = M, (R).

Demostracién. Basta comprobar (3):
(Z Eu,laELu) Ez‘,j = Z Eu,la(El,uEi,j) =
u=1 u=1

n
E Eu,la5i,uE1,j= i,laEl,ja

u=1

y del mismo modo se prueba que

Ei:j (Z Eu,laEl,u) = Ei,laELj.
u=1

Ejemplo 24.5. Si n = 2 entonces

b
( CCL d ) = aELl + bELQ + CEQ,I + dE272.

Observacién 24.6. En general no es cierto que si M,(R) = M,,(R') en-
tonces R = R/. Basta tomar como ejemplo el caso n = 2, m = 1, con
R =Ry R" = My(R). Sin embargo, cuando R es conmutativo, entonces
R = RI, se puede caracterizar como el conjunto de matrices que conmutan
con cualquier otra, es decir el centro de M, (R). En tal caso podemos re-
cuperar la estructura de un anillo R de la estructura de cualquiera de sus
anillos de matrices.
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Cocientes y matrices

Si J es un ideal bildtero de R, el anillo (no unitario) de matrices M, (J)
con coeficientes en J es un ideal bildtero de M, (R) (ejercicio). La funcién
¥ M, (R)/M,,(J) = M, (R/J) definida por

(0 [(az‘,j>zj:1 + M, ()| = (ai; + J); 5,
es un isomorfismo de anillos (ejercicio).

Ejercicios
1. Sea R un anillo, y sea J un ideal bilatero de

M, (R) = {a = (aij)i=1lai; € R}.

a) Sea J,, = {ampla € M, (R)}. Probar que J,,, es un ideal bildtero
de R.

b) Probar que J,,, = J,.s para todo m,p,r, s € {1,...,n} (sugerencia,
usar los elementos E; ; que tienen un 1 en la fila 7 y la columna j y 0’s
en el resto).

C) Probar que J = Mn(Jl,l) = {(ai,j)zj:ﬂai,j S J171\V/Z',j}.
d) Describa todos los ideales bildteros de M,,(Z).

2. SeaA:{(g Z)|a,b,deR}. ProbarqueJ:{(g 8)|beR}

es un ideal bildtero de A.

3. Probar que si J es un ideal bildtero de R, entonces M, (R)/M,,(J) =
M, (R/J).

4. Probar que

(/7 00 -+ 0 )

0r 0 --- 0
Z(M,(R)) = 00 r -0 r € Z(R)
(\o 0o r )
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5. Probar que M, (Ry x Ry) = M, (R;) x M, (R>).
6. Calcule el inverso, en M3(Z/125Z) de

16 25 40
5 11 75
60 25 46

7. Calcule el inverso, en M3(Z/8Z) de

—_
—_

B =

B~ &~ ©
~N W

1
2
Sugerencia: Probar que (B —1)° = 0.

8. Sea I la matriz unitaria de 2 x 2 y sea O la matriz nula. Probar que si
A es una subalgebra de My (R) que contiene a las matrices

(00) (60) (75) (57)

entonces A = M (.S) para algin anillo S. Dé un ejemplo donde:

(a) R=Ry S=C.
(b) R=Ry S=RxR.

9. Utilizando el Teorema de las unidades matriciales, probar que

M, (I\\/Jlm(R)) 5 Mn (R).



Chapter 25

Algebras simples y semisimples

En este capitulo todas las dlgebras que aparecen son algebras sobre un cuerpo
K. Una K- algebra se dice simple si no tiene ideales bildteros no triviales. Si
L/K es una extensién cualquiera de cuerpos, la K-algebra M, (L) es simple.
Maés generalmente, si D es una K-algebra en la que cada elemento a # 0
tiene un inverso entonces M, (D) es simple. En este capitulo probaremos
que toda &lgebra simple de dimension finita es de hecho de este tipo. Una
K-élgebra en la que cada elemento a # 0 tiene un inverso se denomina
un algebra de division. Los términos anillo de division y anillo simple se
define andlogamente eliminando la condiciéon de D o A sean K-algebras.
Observese que si A es una K-algebra de dimension finita, todo ideal izquierdo
de A es un subespacio vectorial de A, por lo que A satisface la condicién de
cadenas ascendentes y descendentes para ideales izquierdos (o derechos, o
bildteros). Se sigue que existen ideales izquierdos minimales (no nulos) en
A. Recordemos que todo ideal izquierdo puede ser considerado como un A-
modulo utilizando la multiplicacién usual del anillo A como multiplicacion
escalar en el modulo. Se sigue que un ideal minimal / es un médulo que
no tiene ningiin submodulo no trivial. Un moédulo con esta propiedad se
denomina irreducible.

Proposiciéon 25.1. Sea M un A-mddulo irreducible. Sea D el anillo de
automorfismos (como A-médulo) de M. Entonces D es un anillo de division.

Demostracién Sea ¢ : M — M un homomorfismo de A-médulos.
Entonces ¢(M) es un submddulo, es decir un ideal contenido en M. Se sigue
que ¢(M) = 0 (en cuyo caso ¢ = 0) o ¢(M) = M. Del mismo modo,

200
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ker(¢) = 0 o ker(¢) = M. En el segundo caso se tiene de nuevo ¢ = 0. Se
sigue que si ¢ # 0, entonces ¢ es una funcién lineal invertible. Es inmediato
que en el segundo caso ¢! es también un homomorfismo de médulos. O

Cuando A es una K-édlgebra y M tiene dimension finita como K-espacio
vectorial, es suficiénte probar la inyectividad (o la epiyectividad), ya que ¢
es K-lineal.

Corolario 25.1.1. Sea I un ideal izquierdo minimal de un anillo A. Sea D
el anillo de automorfismos (como A-mddulo) de I. Entonces D es un anillo
de division.

Ejemplo 25.2. Si A = 7Z x Q, el ideal {0} x Q es minimal y su grupo de
automorfismos es isomorfo a Q. Sin embargo Z x {0} no contiene ningin
ideal minimal no nulo.

Al hablar de anillos de division, sin embargo, la restriccién a algebras es
inmaterial, por causa del siguiente resultado:

Proposicién 25.3. Si D es un anillo de division, su centro L = Z(D) es
un cuerpo. La inclusion L — D hace de D una K-dlgebra.

Demostracion Basta observar que si ab = ba para todo b € D se tiene,
pre y post-multiplicando por a™! que ba= = a~'b para todo b en D. Las
ultima afirmacion es trivial. O

El siguiente resultado es el andlogo para anillos de divisiéon de la existencia
de bases para espacios vectoriales.

Proposicion 25.4. Si D es un anillo de division, todo D-mddulo finitamente
generado es isomorfo al D-mddulo libre D".

Demostracién Sea M un D-médulo finitamente generado. Sea {ey, ...,
un conjunto minimal de generadores de M. Basta probar que {ey,...,e,}

es linealmente independiente sobre D. Por otro lado, si ), ae; = 0 con,
digamos, a; # 0, se tiene

n
e = — E al_la’ei,
i=2

de donde {es,...,e,} genera M. O
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En lo que sigue, M denotara un A-moédulo irreducible y D denotara a
su anillo de endomorfismos, el cual es un anillo de division por lo dicho
anteriormente. Para elementos ¢ € D, a € A, y m € M cualesquiera, la
propiedad de que los elementos de D son automorfismos como D-médulos de
A se escribe

ag(m) = ¢(am),

pero esto puede interpretarse también como que los elementos de A actian
en I como automorfismos de D-médulos. Si M es finitamente generado como
D-moédulo, se tiene M = D? para algin entero d, por lo que el dlgebra de
endomorfismos como D-moédulo de M se identifica naturalmente con el anilo
de matrices My(D) (Crosreferencia). La accién de A en M por endomorfismos
define un homomorfismo de anillos p : A — My(D) o mas generalmente
p:A— Endp(M). Sea J el nicleo de este homomorfismo. El anillo A/.J
se identifica con una sub-anillo de My(D) via p. El ideal bilatero J recibe el
nombre de anulador de M y se denota Ann(M). Puede caracterizarse como
el conjunto de elementos b € A tales que bm = 0 para todo m € M.

Definicién 25.5. Un anillo se dice simple si no tiene ideales bildteros no
triviales.

Si A es simple, necesariamente J = 0 por lo que A se identifica con un
sub-anillo de My(D).

Ejemplo 25.6. La R-algebra C es simple y tiene el C-médulo M = C = R2,
por lo que se identifica con una subédlgebra de My(R). Esta es la subalgebra
formada por todas las matrices de la forma

(42)

El anillo de endomorfismos de M como C-mddulo es C, no R. Probaremos
mas adelante que si D es el anillo de A-endomorfismos de I, entonces A debe
ser igual al dlgebra M, (D) completa.

Lema 25.7. Si I es un ideal minimal de la K-dlgebra simple A de dimension
finita sobre K entonces I contiene un elemento v tal que uv = u para todo
uel.
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Demostraciéon Sea r € I. Entonces Ir C Al = I es un ideal izquierdo
contenido en I. Se sigue que Ir = 0 o Ir = I. Si I? = 0, entonces I esta
contenido en su anulador J lo que contradice el hecho de que J = 0, pues
A es simple. En caso contrario Ir = I. Se sigue que existe ¢ € D tal que
¢(u) = ur para todo u € I. Como D es un algebra de divisién sobre K, la
subdlgebra K (¢) es un cuerpo y de hecho una extensién finita de K. Se sigue
que ¢ es raiz de alguna ecuacién del tipo 1+ a1 X +...4+a, X" = 0. Se sigue
que si v = —ajr — ... — a,r" se cumple lo pedido. O

Notese que el elemento v definido arriba es idempotente aunque no cen-
tral. De hecho si v fuese cental, I = Av tendria que ser un ideal bilatero, lo
que es absurdo ya que A es simple.

Lema 25.8. Si I es un ideal minimal (izquierdo) de la K-dlgebra A de di-
mension finita sobre K entonces existe un ideal izquierdo I' tal que A = I'® 1
como A-maédulos.

Demostracion Sea v € [ como en el lema precedente. Entonces el
homomorfismo de A-médulos ¢ : A — I definido por ¥(a) = av tiene un
ntcleo I'. Como 9 (u) = u para todo u € I, el homomorfismo v satisface
Y? = ¢ por lo que (¢p — 1)1y = 0. EI resultado sigue si observamos que
(v—1)A=T. O

Lema 25.9. Todo dlgebra simple A de dimension finita es suma de ideales
1zquierdos minimales.

Demostracién Sea [; un ideal izquierdo minimal. Escribimos A =
I @ I] como en el lema previo. Sea [ un ideal minimal contenido en I;.
Notese que u € If si y s6lo uv; = 0 si v es el idempotente asociado a I.
Se sigue que el idempotente vy asociado a I, satisface vov; = 0. El elemento
(1 — v1)vy estd en el ideal 5, es no nulo ya que

2
Vo (1 — v1)vy = V5 — VoV Vg = Uy

y es un idempotente, lo que se obtiene pre-multiplicando la identidad anterior
por (1 —wvy). Se sigue que remplazando ve por (1 — v1)ve puede suponerse
que v1v9 = 0. Esto implica que v; + vy es un idempotente y

A:A(l—vl—vg)@A(01+Ug) :A(l—vl—vg)@Avl@Avg :]//@]1@12,

donde I” = A(1 — v; — v3) es un ideal izquierdo. Iterando este proceso se
tiene A=1L®L®...0I,. O
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Lema 25.10. En la descomposicion A = I, ®...® 1, mencionada arriba,
para cada par de indices v y j, existe un elemento a € A tal que La = I;.

Demostracién En el conjunto {1,...,r} definimos la relacién > como

sigue:
i >j <= I; = I;a para algin a € A.
Esta relacion es reflexiva y transitiva. Sea = la relacion definida por
1=j <= 1>jNj]>1.

Entonces = es una relacién de equivalencia y > induce un orden parcial entre
las clases de equivalencia. Bastard por lo tanto probar que si O = {iy, ..., is}
es una clase de equivalencia que es maximal con respecto al orden inducido,
entonces lo = @, I; es un ideal bildtero. Como no hay ideales bildteros
no triviales, esto implicard que existe una tnica clase de equivalencia y el
resultado sigue.

Si Ip no es un ideal bilatero, existe a € A tal que Ipa no esta contenido
en Ip. Como 1 = v + ...+ v,, necesariamente Ipav; # 0 para algin i ¢ O.
Se sigue que Ipav; = I; por lo que I;(av;) = I; para algin j € O lo que es
una contradiccion. O]

Lema 25.11. En la descomposicion A = I1® 1, &...® 1, mencionada arriba,
existe un elemento Vi en A tales que Vi Uk = 5jvkvi,l yvigt+...+ 0, =1

Demostracién Para cada par {i,7 + 1} existe un elemento a tal que
I; = I;11a. Remplazando a por v, 1av; si es necesario podemos suponer que
vis1a = av; = a. En particular, a € I;. como Aa # 0, necesariamente
Aa = I; por minimalidad. Del mismo modo existe b € A tal que I;.1 = I;b
y satisface v;b = bv;1 1 = b. Se sigue que ¢ = ba es un elemento de I; que
satisface v;c = cv; = c¢. En particular x — xc es un endomorfismo no nulo
de I; que tiene un inverso ¥ en el anillo de divisién D. Sea d = ¥(v;).
Entonces v; = dc por definicién de inverso, mientras que cd = cp(v;) = ¥(c).
Pero por ser ¢"1(v;) = v;c = ¢ se tiene ¢d = v;. En particular e = a(db)
satisface v; 1€ = ev;y1 = e. Como €* = ad(ba)db = adb = e, el endomorfismo
x — xe es un idempotente de D por lo que debe ser la identidad. Se sigue
que v; = v;e = e.

Definimos ahora v;11, = a y vi;41 = db. Se sigue que v;11,0;41 =
Vi+1i4+1 = Vit1 Y Vii+1Vit1,0 = Vig = ;. Ahora se define

Vii+k = Vii+1 -+ - Vidk—1,i+k> Vitk,i = Vitkitk—1 .- Vitli,
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y el resultado sigue por una comprobacién de rutina. O

Proposicién 25.12. Si A es un dlgebra simple de dimension finita, entonces
A es isomorfa a un dlgebra de la forma M,.(D) donde D es un dlgebra de
division.

Demostraciéon Si A=1@...® I, se sigue del lema precedente y del
teorema de las unidades matriciales, que A = M,.(B) para alguna algebra de
dimensién menor B, por lo que el resultado sigue por inducciéon excepto si
r = 1. En este caso se tiene A = I; con I; minimal, es decir que A no tiene
ideales izquierdos no triviales. Afirmamos que en este caso A es un algebra
de division. De hecho si a € A es no nulo, se tiene que Aa = A, de modo que
existe b € A tal que ba = 1. Del mismo modo existe ¢ € A tal que ¢b = 1.
Se sigue que a = ¢y b es el inverso de a. O

Lema 25.13. Sea A un dlgebra simple de dimension finita con A =1 &...P
I, donde cada I; es un ideal izquierdo minimal. St J es un ideal izquierdo
minimal, entonces J es isomorfo como A-mddulo a algun I;.

Demostracion Basta ver que se tiene la inclusion
JCJ=L®...0J,

donde J; = Jv;, ya que a = avy+...+av,. Como J es minimal, la proyeccién
canénica J — J; es nula o un isomorfismo (pues el nicleo y la imagen son
submédulos). Como la proyeccién es de hecho epiyectiva por definicién, solo
puede ser nula si J; es {0}. Como J no es nulo, algiin J; es no nulo. Se sigue
que J debe ser isomorfo como A-médulo a uno o mas J;’s y los restantes
deben ser nulos. Por otro lado J; = Jv; es submddulo del submoédulo minimal
I; = Av; por lo que deben ser iguales si J; es no-nulo. O

Proposicion 25.14. Si I es un ideal minimal del dlgebra simple A de di-
mension finita, entonces I es isomorfo como A-mddulo a D™ donde A =

M., (D).

Demostracion Basta ver que A = I; & ... & I,,, donde I; es el ideal
de matrices que tienen ceros fuera de la columna i-ésima y aplicar el lema
precedente. O
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Corolario 25.14.1. Si I es un ideal minimal del dlgebra simple A de di-
mension finita, entonces el anillo de homomorfismos como D-mddulo del
ideal I concide con el anillo A. [

Corolario 25.14.2. Si I es un ideal minimal del dlgebra simple A de di-
mension finita, entonces el anillo de homomorfismos como A-mdédulo del
ideal I es isomorfo a D donde A = M,,(D). O

Corolario 25.14.3. Si I es un ideal minimal del dlgebra simple A de di-
mension finita, y si el anillo de homomorfismos como A-maodulo del ideal T
es isomorfo a D entonces A = M, (D). para algin entero m. ]

Corolario 25.14.4. Si M,,,(D) = M,(D’) para dos dlgebras de division D y
D’ de dimensidn finita, y para algin par de enteros (s,m), entonces s = m
yD=D. 0

Una manera de obtener anillos simples es cocientando un anillo cualquiera
por un ideal bilatero maximal, ya que el teorema de la correspondencia im-
plica lo siguiente:

Proposicién 25.15. Si J es un ideal bilatero mazimal de A, entonces A/J
es simple. O

El siguiente resultado es analogo a la existencia de ideales maximales en
un anillo conmutativo. La demostracién es identica.

Proposicién 25.16. Todo ideal bildtero de un anillo A estd contenido en un
ideal bildtero mazimal. O]

Anillos primitivos

A fin de generalizar los resultados de la seccién anterior introducireel concepto
de anillo primitivo, el cual también nos sera 1util en la secciéon siguiente.

Definicién 25.17. Un anillo A se dice primitivo si existe un A-mdédulo ir-
reducible M tal que el homomorfismo canénico A — Endp (M), donde D es
el anillo de endomorfismos de M como A-mdédulo, es inyectivo. Equivalen-
temente, si a € A satisface am = 0 para todo m € M, entonces a = 0. Un
modulo con esta propiedad se dice fiel.

Lema 25.18. Todo mddulo irreducible de un anillo A es isomorfo a A/l
para algun ideal izquierdo maximal I de A.
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Demostracion Sea m € M un elemento no nulo. Basta ver que el
ntcleo del homomorfismo ¢ : A — M dado por ¥(a) = am es epiyectivo y
su nucleo es un ideal izquierdo maximal. La primera afirmacién sigue de que
(A) es un submédulo no nulo de M (pues contiene a m) y la segunda es
inmediata del teorema de la correspondencia (para médulos). O

Proposiciéon 25.19. Un anillo A es primitivo si y solo si existe un ideal
izquierdo I tal que J + I = A para todo ideal bildtero no trivial J.

Demostracién Si A es primitivo, existe un ideal I tal que A/I es fiel,
es decir, la multiplicacién por ningun elemento no nulo de A es trivial en
A/I. En otras palabras, si a es un elemento no nulo de A, existe b € A tal
que ab ¢ I. Si J es un ideal bilatero no nulo de A, y si a € J es no-nulo,
el elemento ab mencionado arriba esta en J pero no en I por lo que I + J
contiene propiamente a I. Como [ es maximal se tiene I + J = A. Por
otro lado, si I es un ideal tal que I + J = A para todo ideal bilatero J,
podemos remplazar I por un ideal maximal que lo contenga, el cual gozara
de la misma propiedad. Se sigue que podemos suponer que [ era maximal.
En tal caso el médulo A/I es irreducible y el nicleo J del homomorfismo
natural A — Endp(A/I) esta contenido en I (ya que a(1+ 1) =a+I). Se
sigue que J = 0. [

Corolario 25.19.1. Todo anillo simple es primitivo. [

Proposicién 25.20. Sea A un anillo primitivo. Sea M un A-mddulo ir-
reducible y fiel. Sea D su anillo de endomorfismos como A mddulo. Sean

x1,...,%. elementos de M que son linealmente independientes sobre D vy
sean i, ...,y, elementos de M cualesquiera. Entonces existe a € A tal que
ax; =y; para todot1=1,..., 7.

Demostracion Sir = 1 la afirmacion es trivial, ya que Az; = M. Pro-
baremos la afirmacién por inducciéon. De hecho, considerense las siguientes
afirmaciones:

e Sixy,...,x, elementos de M que son linealmente independientes sobre
Dysiyi, ...,y sonelementos de M cualesquiera, entonces existe a € A
tal que ax; = y; para todo i = 1,...,r (afirmacién T,).
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e Sixy,...,x, elementos de M que son linealmente independientes sobre
D existe un elemento b € A tal que bz, # 0 mientras que bx; = 0 para
i=1,...,7 —1 (afirmacién S,).

Probaremos que S,,_; y T} implican T},, mientras que 7,,_; implica S,,. Esto
bastara.

Supongamos primero T} y S, _1. Tomamos para cadai=1,...,n—1 un
elemento ¢; € A tal que cjz; = 0 para ¢ # j y cjz; # 0. Escogemos d; tal
que d;(c;xj) = y; por Ti. Entonces a = Zj d;c; satisface lo pedido en T,,.

Ahora probaremos S,, utilizando T,_;. Si fuese falso tendriamos que
br; = 0 para cada ¢ = 1,...,r — 1 implica bx, = 0. Sean yq,...,y,_1 ele-
mentos arbitrarios de M. Entonces existe a € A tal que ax; = y; para cada
i=1,...,n—1. Paracada (y,...,yn_1) € M" ! definimos f(yi,...,Yn_1) =
ar,. Afirmamos que f estd bien definido y es un homomorfismo de A-
modulos.

De hecho, si @’ también satisface a’z; = y; parai=1,...,n — 1, entonces
a—a' anula 1, ..., x, 1 por lo que debe anular también a x,, y se tiene ax,, =
a'x,. La comprobacién de que f es un homomorfismo es ahora rutinaria y
se deja al lector.

Sea ¢; : M — M"™ ! la inclusién en la i-ésima coordenada. Entonces
y — fo¢;(y) es un endomorfismo de M y por lo tanto un elemento d; de D.
Ademsds

f(yla"'ayn 1 (Z¢z y%) Zfogbz yz Zdz yz

Nétese que si cada y; = x; puede tomarse a = 1, por lo que f(z1,...,T,1) =
T,. Se sigue que

n—1

i=1
lo que contradice la independencia lineal. O
Tomando z1,...,x, de modo que formen una base de M, se tiene el

siguiente resultado:

Corolario 25.20.1. Si A es un anillo primitivo y M es un A-mddulo irre-
ducible y fiel con anillo de endomorfismos D, y st M = D™ como D-mddulo,
entonces el homomorfismo natural ¢ : A — M, (D) es un isomorfismo. [
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Corolario 25.20.2. Si A es un anillo primitivo que satisface la condicion
de cadenas descendentes para ideales izquierdos, entonces A = M., (D) para
algun dlgebra de division D.

Demostracién Basta ver que M es finitamente generado como D-
modulo. Sea xy,... una sucesién de elementos de M tal que cada x; no
pertenece al D-médulo generado por los anteriores. Sea L; el comjunto de
elementos de A que anula a zq,...,x;. Es inmediato que L; es un ideal
izquierdo, ya que ux; = 0 implica (au)x; = 0 (y lo propio sucede con las
sumas). También es claro que L, y; C L,. Afirmamos que esta iltima con-
tencion es estricta lo que termina la demostracién, pero esto sigue de la
proposiciéon anterior, ya que si ningin x; esta en el modulo generado por los
anteriores, ellos son linealmente independientes (precisar).

Corolario 25.20.3. Si A es un anillo primitivo que satisface la condicion
de cadenas descendentes para ideales izquierdos, entonces A es simple.

Algebras Semisimples

Definicién 25.21. Un anillo A se dice semisimple si el ideal {0} es inter-
seccion de ideales bilateros maximales.

Proposicién 25.22. Sv Jy y Jo son ideales bildteros comazimales, entonces

A/(Jl N Jz) = (A/Jl) X (A/JQ)

Demostracién Claramente existe un homomorfismo inyectivo de A/(J;N
J2) en el producto (A/J;) x (A/J2). Basta ver que es epiyectivo. Como J;
y Jo son comaximales, se tiene 1 = a; + as con ay; € J; y ay € Jo. Basta
ver que a; representa la clase de 0 en A/J; y la clase de 1 en A/.J, mientras
que ay representa la clase de 0 en A/Jy y la clase de 1 en A/J;. El resultado
sigue ahora como en el caso conmutativo. ]

Proposicion 25.23. St J; y Jo son ideales bildteros comazximales con un
ideal J, entonces J; N Jo también lo es.

Demostracién Basta ver quesia; +a =1y ay+d =1, con a; € Jy,
ag € Jy, y a,a’ € J, entonces ajas + (aag + a1a’ + aa’) = 1 y la suma en
paréntesis esta en J. O]

De los dos resultados anteriores se tiene:
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Proposicion 25.24. Si Jy, ..., J,, son ideales bildteros comazximales a pares,
entonces
af <ﬂ Ji> ~TIAr
=1 =1
O

Corolario 25.24.1. Todo anillo semisimple que satisface la condicion de
cadenas descendentes para ideales bildteros es un producto de anillos simples.

O

En la literatura se d4 ocasionalmente una definicién diferente de anillo
semisimple, que es lo que nosotros llamaremos un anillo semi-primitivo.

Definicién 25.25. Sea A un anillo. El radical de A el conjunto de elemen-
tos a de A, tales que am = 0 para todo elemento m de algin A-mddulo
irreducible M. Un anillo A es semi-primitivo si su radical es nulo. Un ideal
bildtero J de un anillo A se dice primitivo si A/.J es primitivo.

El siguiente resultado es inmediato de lo que ya sabemos sobre anillos
simples y primitivos.

Proposicion 25.26. Todo anillo semisimple es semi-primitivo. Todo anillo
semi-primitivo que satisface la condicion de cadenas descendentes para ide-
ales izquierdos es semi-simple.

Corolario 25.26.1. Todo anillo semi-primitivo que satisface la condicion de
cadenas descendentes para ideales izquierdos es un producto finito de dlgebras
de matrices sobre anillos de division. [

Corolario 25.26.2. Toda algebra semi-primitiva de dimension finita es un
producto finito de dlgebras de matrices sobre dlgebras de division. [

Demostraciéon Basta ver que toda algebra de dimension finita satisface
la condicion de cadenas descendentes. O

Proposiciéon 25.27. El radical de un anillo A es la interseccion de los ideales
primitivos de A.
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Demostraciéon Si a es un elemento del radical de A y si J es un ideal
primitivo, existe un A/J-mdédulo irreducible y fiel que puede ser considerado
como un A médulo con bm = 0 para todo b € J. La multiplicacién por a
es trivial en M ya que M es irreducible. Como M es un A/J-médulo fiel,
necesariamente a € J. Se concluye que el radical estd contenido en cada
ideal primitivo.

Supongamos ahora que M es un A-modulo irreducible y sea J el nicleo
del homomorfismo natural ¢ : A — Endz(M). entonces J es primitivo ya
que M es un A/J-médulo irreducible y fiel. Se sigue que si a estd contenido

en cada ideal primitivo, entonces am = 0 para cada elemento m de cada
modulo irreducible M. O

Corolario 25.27.1. El radical es un ideal bildtero. O]

Proposicion 25.28. FEl radical de un anillo A es la interseccion de los ideales
1zquierdos mazximales de A.

Demostraciéon Sea a € A. Supongamos primero que a esta en cada
ideal izquierdo maximal de A. Sea m € M un elemento no nulo. Como el
homomorfismo ¢(a) = am define un isomorfismo entre M y A/I para algin
ideal izquierdo maximal I, el hecho de que a € I implica que am = 0. Por
otro lado si a esta en el radical e I es un ideal izquierdo maximal, entonces
a debe anular a la clase 1 + I en A/I y por lo tanto a € I. O

Corolario 25.28.1. Un anillo A es semi-primitivo si y solo st la interseccion
de los ideales izquierdos mazrimales de A es nula. [

Algebras centrales simples

En esta seccion todos los anillos considerados son algebras sobre un cuerpo K.
Se dice que la K-dlgebra A es central si su centro Z(A) coincide con la imagen
¢(K), donde ¢ : K — A es el homomorfismo que define el dlgebra. Toda
algebra de divisién D es un algebra de divisién sobre su centro L = Z(D).
Toda algebra central simple de dimensién finita sobre un cuerpo K es de la
forma matrici, (D) donde D es un dlgebra central de divisién.

Proposicion 25.29. Si K es algebraicamente cerrado no existen algebras de
division de dimensi-on finita no triviales sobre K.
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Demostracién Si D es una K-algebra de divisién y a € D, entonces
K(a) es un cuerpo y por lo tanto una extensién finita de K. Se sigue que
K(a) = K y por lo tanto a € K. Luego, a posteriori, D = K. H

Corolario 25.29.1. 5@ K es algebraicamente cerrado toda K -dlgebras simple
de dimensi-on finita es isomorfa a M, (K) para algin n. [

Si A es un anillo simple entonces el ideal bildtero AaA debe ser igual a
A. Esto significa que 1 € AaA, es decir existen elementos c;; y ca; tales que

T

E Cl; @ Coj = 1.

=1

En otras palabras, existen vectores v; y vy en A™ tales que viavi = 1 para
algin n (que depende de a). En tal caso, la imdgen de la funcién K-bilineal
fa(v,w) = vaw' es todo A. Si f, : A*® A" — A es la funcién lineal asociada,
entonces induce un isomorfismo entre (A" @ A™)/ker(f,) y A.

Lema 25.30. Si A es una K-dlgebra central simple y ay, as son elementos
de A linealmente independientes sobre K, entonces existen vectores v y w en
A™, para algin n, tales que vajw' # 0 pero vasw' = 0.

Demostracion De otro modo, puede definirse una funcién lineal ¢ :
A — A del siguiente modo: Fijamos n lo bastante grande para que f,, sea
epiyectiva. Para cada ¢ € A tomamos v y w en A" tales que vasw' = ¢
y definimos ¢(c¢) = va;w'. La funcién g estd bien definida ya que vajw'
se anula en el nicleo de f,,. Es claro que g(ab) = ag(b) = g(a)b. En
particular g(a) = ag(1) = g(1)a por lo que g(1) esté en el centro ¢(K). Por
otro lado agg(1) = g(az) = a;, ya que para evaluar g(az) podemos escoger
v=w=(1,0,...,0). ]

Lema 25.31. Si A es una K-dlgebra central simple y B es una K-dlgebra
arbitraria, entonces todo ideal de A QR B contiene un elemento de la forma
14®0b conbe B.

Demostracién Sea J un ideal bildtero de A®x By sea u € J. Supong-
amos primero que u = a®bcona € Ay b € B. Observese que las identidades

a1 ®@b+as®@b = (a1+as) RV, (a1®b)(a2®1) = (a1®1)(a2®b) = (a1a2®b)
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implican que J debe contener a cada elemento de la forma (vaw') ® b donde
vy w estan en A™. Como 1 puede escribirse de este modo ya que A es simple,
se tiene que (1 ® b) € J. En el caso general

=1

Por el argumento anterior se tiene que J contiene a cualquier elemento del
tipo

T
t
u= E (va;w") @ b,
i=1
por lo que si escogemos v y w de modo que va,w' = 0 pero va,_jw’ # 0, el
argumento se concluye por inducciéon en 7. O]

Proposicion 25.32. Si A es una K-dlgebra central simple y B es una K-
dalgebra simple, entonces A @ B es simple.

Demostracién Sea J un ideal bildtero de A®x B. entonces J contiene
un elemento de la forma 1 ® b. Por el mismo argumento de la proposicion
anterior, se tiene que J contiene a 1 ® (vbw') para cada par de vectores v y
w en B", por lo que 1 ® 1 estd en J, ya que B es simple. O]

Corolario 25.32.1. Si A es una K-dlgebra central simple, entonces para
toda extension L/K, la L-dlgebra A, = A @k L es simple. m

en particular, si D es una K-algebra de division central de dimension
finita, entonces D es un élgebra de matrices. El siguiente resultado es
ahora inmediato.

Corolario 25.32.2. 5i D es una K-dlgebra de division central de dimension
finita, entonces la dimension de D sobre K es un cuadrado perfecto. [



Chapter 26

Introduccion a la teoria de
representaciones

Definicién 26.1. Sea GG un grupo. Una representacion de G sobre K es
una accion de G por transformaciones lineales en un K-espacio vectorial de
dimensién finita (que por lo tanto puede identificarse con K™). Equivalente-
mente, podemos definir una K-representaciéon de G como un homomorfismo
p: G — GL,(K) = M,(K)*. Un tal homomorfismo puede extenderse de
manera unica al algebra de grupo K[G] mediante

P> agg) = agp(g).

Llamaremos a este homomorfismo una representacion del dlgebra K[G]. Mas
generalmente, una representaciéon de una K-algebra A es un homomorfismo
de K-élgebras ¢ : A — M, (K). Como un homomorfismo de élgebras lleva
unidades en unidades, existe una correspondencia entre las representaciones
de G y las de K[G]. Si p: G — GL,(K) es una representacion, su caracter
es la funcién x, : G — K definida por

Xo(9) = tr[p(g)]-

Ejemplo 26.2. Si G es el grupo simétrico S,,, entonces existe una repre-
sentacion de G en K™ dada por

p(o)(ei) = eq-

214
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Ejemplo 26.3. Mas generalmente, si G actia en un conjunto finito X, en-
tonces existe una representacién de G en el espacio V' con base {e,|r € X}
mediante

p(g)(ex) = €ga-

En particular, existe una accién natural de G en el espacio vectorial K[G]
dada por

p(g)(h) = gh.

Esta recibe el nombre de representacion regular de G.

Ejemplo 26.4. El grupo de simetrias lineales de cualquier sélido T en R3

tiene una representacion natural definida extendiendo la accion candnica de
G en T a todo R3.

Definicién 26.5. Si p; : G — GL,(K) y ps : G — GL,,(K) son dos repre-
sentaciones de G, su suma directa es la representacion p : G — GLy1m(K)

definida por
! _ p1(g) 0
p(g)_( 0 pz(Q))'

Una representacion se dice descomponible si es conjugada a una suma di-
recta de dos representaciones de menor dimensién. En otras palabras, una
representacion p de dimensién n es descomponible si existe una matriz B €
GL,(K) y dos representaciones p; y po, tales que

Bp(g)B~" = ( plég) p;(]g) ) :

Una representacién que no es descomponible es indescomponible. Defini-
ciones similares se aplican a representaciones de algebras.

Notese que si p : A — M, (K) es una representaciéon, K™ puede ser
interpretado como un A-médulo mediante la multiplicacién a - v = p(a)(v).
Del mismo modo, si M es un A-mdédulo de dimensién finita sobre K, entonces
la funcion que lleva a cada elemento a € A en la funcién lineal T, definida
por T,(v) = a - v define una representacion si identificamos M con K". Esto
permite interpretar los conceptos de la teoria de representaciones en términos
de mdédulos.

Proposiciéon 26.6. Dos representaciones son conjugadas si y sélo si definen
modulos isomorfos.
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Demostraciéon si p y A son representaciones conjugadas de dimension
n, entonces existe una matriz B € GL, (K) tal que para todo a en A se tiene
p(a) = BA(a)B~!. Llamemos M, y M, a los médulos respectivos (ambos
identificados con K™). Entonces ¢ : My — M, definida por ¢(v) = B(v)

define un isomorfismo entre ellos, ya que:

a- ¢(v) = pla)o(v) = BA(a) B~ B(v) = BA(a)(v) = ¢(a - v).

Similarmente, si dos médulos M, y M, (ambos identificados con K™) son
isomorfos, existe una funcién lineal ¢ : My — M, tal que ¢(a-v) = a - ¢(v)
para todo a € A y todo v € M. Si B es la matriz de ¢ con respecto a las
bases canoénicas de M, y M), esto nos dice que

BA(a)(v) = p(a)B(v),

y como v es arbitrario,

BA(a) = p(a)B,
de donde sigue lo pedido. O]

Definicién 26.7. Un A-mdédulo M se dice indescomponible si no puede es-
cribirse como suma directa de dos submodulos propios. Si M satisface la
condicion de cadenas descendentes, entonces es suma de submodulos inde-
scomponibles. Si A es una K-algebra, todo A-mdédulo de dimension finita
sobre K es suma de submddulos indescomponibles. En particular, si A tiene
dimensién finita sobre K entonces A, visto como un A-médulo, es suma
directa de ideales indescomponibles.

Proposicién 26.8. Una representacion es irreducible si y solo si su modulo
asociado es irreducible.

Demostracion Basta comprobar, dado que médulos isomorfos son am-
bos reducibles o ambos irreducibles, que el modulo asociado a la suma di-
recta de dos representaciones es isomorfo a la suma de los modulos asociados
a las representaciones menores e inversamente, la representacion definida
por la suma directa de dos mddulos es la suma directa de las representa-
ciones definidas por cada sumando. Ambas afirmaciones son inmediatas de
las definiciones. []

Si un A-médulo M tiene una descomposicion del tiipo

M_@MZ,
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esta descomposicién recibe el nombre de descomposicion de Krull-Schmidt
de M. Probaremos que tal descomposicién es tinica para moédulos que tienen
dimension finita sobre un cuerpo. Para ello necesitaremos algunos lemas
previos.

Definicién 26.9. Un médulo M se dice un LE-médulo (o médulo con anillo
de endomrfismos local) si en anillo End (M) es un anillo local.

Probaremos que, de hecho, la descomposicién de Krull-Schmidt es 1inica
para médulos que son suma directa de LE-mdédulos. De hecho, los médulos
irreducibles de dimensién finita sobre un cuerpo son LE-médulos.

Lema 26.10. Si en un anillo A cada elemento es invertible o nilpotente,
entonces A es local.

Demostraciéon Basta ver que el conjunto de elementos nilpotentes es
un ideal bilatero ya que entonces sera el tinico ideal bilatero maximal. Si a
es nilpotente, y si ¢ es un elemento arbitrario de A, entonces ac no puede
ser invertible, por lo que debe ser nilpotente. Del mismo modo, si b es un
segundo elemento nilpotente, probaremos que a+b no puede ser invertible. Se
sigue que es nilpotente y el resultado sigue. Si a + b es invertible, llamemos
¢ a su inverso. Se tiene que ac y bc son nilpotentes y conmutan ya que
bc = (a+ b)c —bc =1 — ac. Se sigue que 1 = ac + be es nilpotente lo que es
imposible. O

Lema 26.11. Si M es indescomponible y satisface las condiciones de cadenas
ascendentes y descendentes para sub-modulos, entonces es un LFE-modulo.

Demostracion Basta ver que cada endomorfismo es invertible o nilpo-
tente. Sea ¢ : M — M un tal endomorfismo. Como M satisface ambas
condiciones de cadena, las cadenas

MDO¢(M)D...2¢" (M) 2D ..., {0} Cker(¢p) C ... Cker(¢") C ...,

se estabilizan. Se sigue que para n suficientemente grande ¢" (M) = ¢" (M) =
..y ker(¢") = ker(¢"™') = .... Sea a = ¢". Entonces ker(a) = ker(a?)
y a(M) = o*(M). Sea u € M. Sea v € M tal que o*(v) = a(u)
y sea w = u — «a(v). Entonces a(w) = a(u) — a?(v) = 0 por lo que
M = o(M) +ker(a). Por otro lado, si z € a(M) Nker(a), entonces z = a(y)
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con o?(y) = 0, pero esto implica z = a(y) = 0. Se sigue que, de hecho,
M = a(M) & ker(a). Si M es irreducible, uno de estos submdédulos debe ser
nulo. Si a(M) = 0, entonces ¢ es nilpotente. Si ker(a) = 0, entonces « es
invertible y como ¢(¢"ta~!) = 1, también lo es ¢. O

El final por ahora...



