1. Sean f : R — R una funcién continua y localmente lipschitziana, y g : R — R
una funciéon continua. Pruebe que la ecuacién

' = f(x), ¥ =g(z)y

tiene una unica solucion para unas condiciones iniciales dadas. Encuentre la solu-
cion en el siguiente caso particular:
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2. Demuestre que existe una tinica funcién continua en [0, 1] que satisface
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3. Demuestre el siguiente principio de comparacion de soluciones

a) Sean D C R*y f: D — R continua y localmente lipschitziana en la segunda
variable. Sean también 1, ¢ dos soluciones de ' = f(t,x) definidas en un
intervalo abierto I y tg € 1. Si @1(tg) < pa(ty), entonces ¢ (t) < wa(t) Vit € 1.

b) Sien el item anterior se sustituye la ecuacién 2’ = f(¢,z) por 2" = f(t,x),ise
sigue cumpliendo el principio de comparacion?.

¢) Usando el principio de comparacién demuestre que el problema de valores ini-

ciales
{x’ =32 4+1—2

r(0) =0

tiene una unica solucién definida en (—oo, 00).
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4. Sea F : R? — R de clase uno y T'—periddica (T > 0) en la variable ¢, es decir:
Ft,x)=F(t+T,z) VY(tz)ecR?

Denotemos por z(t; zg) a la solucién del problema de valores iniciales

{2:’ = F(t, )

z(0) =z
Supongamos que existen xq,xy € R, con x; < xo, tales que
a) Probar que la funcién P : [z1, 5] — R definida como
P(zy) = z(T'; o)
estd bien definida y es continua.
b) Demostrar que existe z* € [z, T,] tal que P(z*) = z*.

¢) Deducir que la solucién x(t; x*) es una funcién T—periddica.
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