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1. Antiderivadas e integrales elementales
Definicién
Se dice que g es una antiderivada (o primitiva) de f si ¢’ = f. U
Ejemplo Como (z°)" = 2, entonces 2 es una primitiva de 2z. Pero como (2* + 510) =
2 + 0 = 2z, entonces también 2% + 510 es primitiva de 2z. 0
Propiedad Si g y h son primitivas de f, entonces g — h es constante. 0

Observacién Por la proposicién anterior, si conocemos una primitiva g para f, toda otra
primitiva se escribe a partir de g como g + C, con C' € R una constante. De hecho, valores
diferentes de C' € R determinan primitivas diferentes de f. 0

Definicién
Definimos la integral indefinida de f como el conjunto de todas sus primitivas, y se denota
/ f(x)dx (por ahora, dz indica la variable)
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Si g es una primitiva de f, entonces se cumple /f(x) dr = {g(z) + C | C € R}, lo que

se abrevia
/f(:c)d:c:g(x)—i-C’, CeR
[

Propiedad Note que siempre se cumple / g (x)de =g(x)+C,CeR d
Ejemplo

1. /Zxdx = 2%+ C, C € R, porque (2?) = 2x

2. /693 dr = 32> + C, C € R, porque (32?)" = 62

3 a? x> P '
3. /(x2+x+1)dx:§+?+x+0, C € R, porque (§+§+$) =2’ +z+1

1 ' 1
4. / (3x5/2 + ﬁ) dr = gx7/2+2\/5+0, C € R, porque <gx7/2 + 2\/5) = 3x5/2+ﬁ

O

Si damos alguna condicién que cumpla una primitiva, mientras se atenga al dominio de
ella y de su derivada, siempre existird una tnica primitiva que lo cumplira:

Ejemplo Encuentre la funcién g : R — R que cumple ¢'(x) = 32> + 5y ¢g(2) = 9.
0]

Solucién de ejemplo:  Claramente ¢ debe ser una primitiva de 3z% + 5, asi que debe

ser de la forma g(z) = 2 + 5z + C, porque /(3:L‘2 +5)dr = 2° + 5z + C, C € R. Pero la

condicién dada implica que
9=g(2)=2+5-24+C=184+C <+= (C=9-18=-9

de modo que la tnica primitiva que cumple la condicién dada es g : R — R con g(x) =
z® +5x — 9 O

1.1. Guia Integrales elementales

1. Calcule:
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a) /(295) dx h) /(m—B)Qdm

b) / (32% 4 20 + 7) dx i) / +=3/5 i Resp

) /(x2+x+1)dx 7) /(5x_2—|— %) dx Resp
d) /4x3dx )

e) /6x2dx ‘) /md"‘

f) /(2x5—5x3+$2—3)d1’ Resp ) /(\/__%) dz

0 [@-1@-2d m [ (5 4 7Y da

2. Determine, en cada caso, la funcion f que cumple lo pedido en R:

a) f'(zr) =42 +1y f(0)=3

b) f(x) =22 +5x -2y f(0)=5

¢) fl(x)=52>-92>+3x -1y f(3) =2
d) flle)=a*—2*+2> —x+1y f(9)=9

3. Verifique que /e”’”dm =e"+C,CeR

1
4. Verifique que /—dx =In(jz|) +C,C € R
T

z-In(a)

5. Verifique, para a < 0y a # 1 y usando que a* = e , que se cumple

/axd:v:a—%—C,C’eR
In(a)


http://www.wolframalpha.com/input/?i=int+(2x%5E5-5x%5E3%2Bx%5E2-3)
http://www.wolframalpha.com/input/?i=int+x%5E%7B-3%2F5%7D
http://www.wolframalpha.com/input/?i=int+5x%5E%7B-2%7D%2B%5Cfrac%7B4%7D%7Bx%5E3%7D
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2. Sustituciéon simple

Cuando hay que integrar una funcién que aparenta ser la derivada por Regla de la Cade-
na de sus primitivas, es decir, cuando es producto y entre sus factores hay una composicién,
podemos usar el Método de Sustitucién Simple, que se basa en lo siguiente: Teorema Si en

algtn intervalo /f(x) dr = F(z)+k, k € Ry g es derivable, entonces /f(g(x)) ¢ (x)dr =
F(g(z)) +k keR O

/
Demostracion. Basta notar que, por Regla de la cadena, (F(g(x))) = F'(g(z)) - ¢'(z) =
fg(@)) - g'(x) O

Observacion La forma operativa de sustitucion simple (o cambio de variable, como también
se le conoce) es definir una variable auxiliar u = g(z), de modo que, usando la notacién

u
diferencial du = ¢'(z) dz (se basa en que i g'(z)) y por tanto la sustitucién se escribe
x

[ H6@) - g@de= [ 1w

con la idea de que la segunda integral sea mas simple (més alld del nombre de la variable).
Cuidado, la variable auxiliar no es una respuesta razonable, hay que volver después a la
variable original O

también como:

Ejemplo Calcule / sen(3z) dx O

Soluciéon de ejemplo:

[senoydo = [sen(w =3 [ senu) du

U/:
. du = 3dx ,',dx:d—u

Observacién
1. Note que podemos omitir £ € R cuando entorpezca.

2. Al realizar la sustitucién o cambio de variable, no debe mezclar variables, es importante.
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O
Ejemplo Calcule / Ldm 0]
LJemplo (z — 1)t
Solucién de ejemplo:
x u+1 3 4
/(x—1)4d —/Tdu:/u du+/u du
u=z—1 " x=u+1
du = dx
uw? u? 1 1
=—+4+—+k=-— — kkeR
23T 212 Ba—_1p "FE
O
Ejemplo Calcule / tan(z) dx O
Solucién de ejemplo:
1
/tan(x) dx = / Sen(x)dx = - / —du
cos(x) u
u = cos(x)
o.odu = —sen(x) dz
=—In(Ju]) +k=—1In(|cos(z)|) + k, k €R
O
Ejemplo Calcule / 2% dx O

Solucién de ejemplo:  Recuerde (!) que para todo x € R se tiene, por definicién, 2% =
z1In(2)

, por lo cual

du e¥
de _ xln(2)d :/ u _ k
/ g / o W) W
)

(&
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Ejemplo Calcule la siguiente integral indefinida / 62°5%" 7 da

Soluciéon de ejemplo:

3 Hu
3 .I4+7d — e ud — k
/6x5 T 2/5 U 321n(5)+

u=a'+7

codu =423 dx gdu = 62> dx
57

= R
321n(5)+k:,k:e

2.1. Guia Integrales por sustitucion

1. Calcular las siguientes integrales indefinidas:

\_/

— — — \T\’\\\

a) /(1 — 22° + 32°)dx

b) /(%+2x3/2—1) dx
x

>
~

z? sen(52° + 43)dx

0 /(jjg(tg) _ %) gt Resp i) mdz Resp
q) /(zxf—%) da i) m

) / (9 + 12)7t ec?(z) tan(z)dx

f /(335\;}4)%@

2. Encuentre las primitiva o antiderivadas de:

=
5
+
Ql
|
|

U
~—

(sen(x))” cos(z) dx

a) /(:1:2 +1)"(27) dx

2
b) /(Q—xdx Resp

—_

6z — 2%)s e) — (62 — 2)3 dz
73
c) /25 cos?(r) dx
usando cos?(z) = 1+ cos(2z) f) [ sen®(2z) cos(2z) dzx

2

(5cos (10x) — €™) dz Resp


http://www.wolframalpha.com/input/?i=int+sen(t)%2Fcos%5E5(t)+-+1%2Ft%5E2
http://www.wolframalpha.com/input/?i=int+5*cos(10x)+-+e%5E%7B5x%7D
http://www.wolframalpha.com/input/?i=int+x%2Fsqrt(4-x%5E2)
http://www.wolframalpha.com/input/?i=int+(2-x%5E2)%2F(6x-x%5E3)%5E(1%2F3)
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3. Integracién por partes

Teorema Si existen todas las primitivas involucradas, se cumple:

/ F(@)g (2) dr = f(x)g(z) - / 9(2) () da

Demostracién. Se basa en la derivada de un producto de funciones: como (f(z) - g(m)), =

f(x)-g'(z)+g(x)- f'(x), se tiene f(x)-¢'(x) = (f(x) -g(x))/ —g(x)- f'(x), de lo que resulta
la igualdad planteada. O

Observacién La “formula” de integracion por partes se escribe, de manera operativa, como

/u-dv—u-v—/v-du

donde u = f(x) y v = g(x), y se usan las diferenciales du = f'(x) dx y dv = ¢'(z) dz 1o que se

llama “notacién diferencial” y tiene una correlacién visual con e f'(z) y con i g'(x)
T T

respectivamente.

Esta es la forma operativa ya que, al enfrentar una integral que sea un producto de
funciones, no sabemos a priori que un factor es f y ni que el otro factor es ¢, y menos
conocemos de antemano a g. Los ejemplos mostraran cémo usar (elegir) u y dv.

Pasar de dv a v es sin constante de integracién. 0]
Ejemplo Calcule / zsen(x)dx O
Solucién de ejemplo: El integrando ya tiene dos factores, z y sen(x). Podemos escoger

u = z con dv = sen(z)dz (la idea es encontrar v...) o bien al revés, pero usaremos la
primera opcién ya que, aunque ambos factores son ficiles de derivar e integrar, como 2’ = 1
se nos simplifica la integral que queda. Observe:

/azsen(az)daz = /udv = uv — /vdu = —xcos(z) + /COS({L’) dx

U=z codu =dx
dv =sen(z)dr ..v= —cos(x)

= —xcos(z) +sen(z) +k, keR

O
Observacién En el ejemplo anterior habia dos factores visibles, pero 1 siempre es un factor
a considerar si hiciera falta, como muestra el siguiente ejemplo. 0
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Ejemplo Calcule / In(x) dx O

Solucién de ejemplo:  Aparentemente hay sélo un factor, In(z), pero en verdad 1 es
también un factor, pero evidentemente integraremos 1 (en realidad, usaremos du = dz) y
derivaremos In(x), ya que al revés no sirve (compruébelo). Entonces:

/ln(x)dx: /udv:uv—/vdu :xln(x)—/:ridx

1

-1 . _ -

u = In(x) ,,du—x
dv=dx . v=ux

—xln(x)—/dx—xln(x)—x—l—k, EeR

O
Observacién A veces hay que integrar por partes varias veces hasta terminar. 0

Observacién Hay casos aparentemente extranos de uso de integracién por partes, donde
reaparece la integral original, pero en realidad aparece sumado un multiplo de ella, no la
misma. Vea el ejemplo siguiente. O

Ejemplo Calcule / cos?(z) da O

Solucion de ejemplo:

/COSQ(m) de = /udv = uv — /v du = cos(z) sen(x) — / —sen®(z) dw
( u=cos(x) ..du= —sen(x) dx)

dv = cos(x) dx c.v =sen(z)

= cos(z) sen(x) + /(1 — cos?(x))dx = cos(z)sen(x) + x — /COSQ(LL’) dx

y entonces agrupamos las apariciones de / cos?(z) dr, cuidando de no cometer errores con-

ceptuales (incorporando la constante de integracién)
2 / cos?*(z) dr = cos(z)sen(z) +x + k, k€ R

por lo cual obtenemos finalmente

/cosz(x)dxzms(x)zﬂ—l—g—i-k, EeR
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3.1. Integrales por sustitucién y/o por partes

1. Calcular las siguientes integrales indefinidas:

a) /:136_2"”0[:13

n) / tan (z) sec(z)dx

b) / %dw ) / \/;7_4 i
) / (© i)%dm 0) ;%d:v
Sl et
- Vot q) / mdx
' éﬁdi ) r) / 2*Va? — Adx
9) z(r? —x2 ) —5)dx
. /(5005(\/5) Y 5) /:c?’mdx
Va o
i) /(;péJr%)zdx t) /fc e dz Resp
i) / 2=t gy w) / 22 cos(z)dx
k) /(x+¢%) dz v) /cos(2a:)\/de
) /( 22+y3y+ln(2y)) dy w) /:L'sen(?)x)dx
m) [ cosia)sen (@)da 9 [ i)

2. Disfrute calculando las siguientes integrales indefinidas:

d) /(91_32)3 dx

e) / ze ™ dx

e\/m
vr+1

(1+In(z))® da

cos(0)
’) /1 + sen(6) b

c) /e2z sen(3z) dr Resp

=
\
K| =

dx

~
S~—


http://www.wolframalpha.com/input/?i=int++(x-1)%2F(sqrt(4x%5E2+-+8x+%2B+3))
http://www.wolframalpha.com/input/?i=int+x%5E3exp(1+%2B+x%5E2)
http://www.wolframalpha.com/input/?i=int++e%5E%7B2x%7D*sen(3x)
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)

xe\/:v2+2
—dx
vVaz+2

m) [ 7o

w |
W [

10v=
NG

sen(v/@) cos(va)
NG

dx
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