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Chapter 1

Conjuntos abiertos y
vecindades

El principal objetivo de estos apuntes es el estudio de los espacios topologicos.
Estos son los objetos de estudio de la topologia, del mismo modo que los es-
pacios vectoriales, por ejemplo, son el objeto de estudio del algebra lineal.
Un espacio topoldgico se define como un par (X, 7) donde 7 es una coleccién
de subconjuntos de X ,llamados abiertos, que satisfacen las siguientes afir-
maciones:

1. Si O y Oy son elementos de 7, también lo es O; N Os.

2. Si{O;}ier es una familia arbitraria de elementos de 7, también J,.; O;
es un elemento de 7.

3. El conjunto vacio @ y el conjunto X mismo son elementos de 7.

Si un mismo conjunto X tiene dos topologias 7 y 7y, diremos que 7y es mas
fina que 7 si 79 O T.

ejemplo 1.1. En todo conjunto X existe la topologia indiscreta {X, o}
y la topologia discreta p(X) formada por todos los subconjuntos de X. La
topologia indiscreta es la menos fina de todas las topologias de X y la discreta
la mas fina.

ejemplo 1.2. En el conjunto S = {1, 2} existe la topologia

T = {{1},5,@}

llamada la topologia de Sierpinski.
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ejemplo 1.3. En todo conjunto X existe la topologia
7 ={T C X|T° es finito}
llamada la topologia cofinita. La topologia conumerable se define andlogamente.

Si (X, 7) es una topologia, los conjuntos de la forma O¢ con O € 7 se
denominan los conjuntos cerrados de la topologia. El conjunto 7 = {O°¢|O €
7} determina tinicamente a la topologia 7. Los elementos de T satisfacen las
condiciones siguientes:

1. Si C7 y C5 son elementos de 7, también lo es Cy U Cs.

2. Si {Ci}ier es una familia arbitraria de elementos de 7, también [),.; C;
es un elemento de 7.

3. Si @y X son elementos de 7.

Ademas, estas condiciones son suficientes para que una coleccién 7 de subcon-
juntos de un espacio X sea la coleccién de subconjuntos cerrados de alguna
topologia.

Si x es un elemento del espacio X, la coleccion

V() ={U CX[30 et talquez € O C U}

se llama la coleccién de vecindades de x en X (con respecto a 7). El conjunto
V (z) satisface las condiciones siguientes:

1. Cada elemento de V' (z) es un conjunto que contiene a x.
2. Si Uy y Us son elementos de V' (z), también lo es Uy N Us.

3. Si U es un elemento de V' (z), y si U C W, entonces también W es un
elemento de V(z).

4. X es un elemento de V (z).

Ademés, si a cada elemento = de X se le asigna un conjunto V(z) con las 4
propiedades indicadas entonces

7={0 C X|O € V(x) para todo = € O}

define una topologia en X. Esto se comprueba facilmente como sigue:
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e Si {O;}icr es una familia arbitraria de elementos de 7, entonces cada
punto x de (J;c; O; estd contenido en algin O;, luego por definicién
O; € V(x) y con mayor razon | J,.; O; € V(z).

e Si O y Oy son elementos de 7, cada elemento z de O; N Oy esta en
ambos 01 y O, luego por definicion Oy, Oy € V (z) de donde O1NO; €
V(z).

e X € V(x) para todo x, luego en particular X € 7. La afirmacién
correspondiente sobre @ es vacua y por lo tanto @ € 7.

Sin embargo, los conjuntos V' (z) originales no son necesariamente los con-
juntos de vecindades de esta topologia. Por ejemplo, si X = {z,y,z} y se

define
V(o) ={XAzp}}, V) =V(E) =X)L

entonces la topologia definida de este modo es 7 = {@, X'}, por lo que {z,y}
no es una vecindad de x. Para que las vecindades de la nueva topologia sean
las esperadas, es necesario suponer que:

Para cada U en V(z) existe un elemento O € V(x) que estd
contenido en U y satisface la condicion siguiente:

Yy € O((’) € V(y))

Dicho en otras palabras, cada vecindad debe contener una vecindad abierta.
Es inmediato que si esta condicién se satisface las colecciones V' (x) son de
hecho los conjuntos de vecindades de la topologia 7 definida mas arriba.
Dejamos como ejercicio al lector comprobar que la topologia 7, es mas fina
que la topologia 7, si y sélo si para cada x se tiene V;(z) 2 Va(x) donde Vj(x)
es la coleccién de vecindades de = con respecto a la topologia 7; (i = 1,2).
Para cada subconjunto A de X se define su interior A° y su clausura A

por
L= J o 4= ) <
OCA CDA
O Abierto C' Cerrado

Si B = A°, entonces B = (A°)°y A = (B°)¢ (ejercicio). Para un subconjunto
A de X se define su frontera por 64 = AN A¢. Un subconjunto A de X se
dice denso si A = X:

Proposicién 1.4. Si A y B son subconjuntos de X con A C B, entonces
ACB.
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Demostraciéon Se tiene la siguiente relacién:

i- ) cc ) c-7
CDA CDOB
C Cerrado C' Cerrado

ya que los conjuntos intersectados a la derecha son una subcoleccién de los
que se intersectan a la izquierda. 0

Proposicién 1.5. Si A y B son subconjuntos de X con A C B, entonces

A° C B°.

Demostracién Si A C B, entonces A° O B¢, de donde A¢ D B¢, y
tomando complementos se tiene A° C B°. O

Corolario 1.5.1. ANB C AN B.

Demostracion Por la proposicién, se tiene

ANBCA N ANBCB

O
Corolario 1.5.2. AUB D AUB.
Demostracion Por la proposicién, se tiene que
AUBDA y AUBDB
O

Tomando complementos en ambos corolarios, se tiene:
Corolario 1.5.3. (ANB)°C A°NB° y(AUB)° D A°U B°.
Una manera alternativa de definir la clausura es la siguiente:

Proposicién 1.6. Un elemento x de X estd en A si y sdlo si cada vecindad
de x contiene puntos de A.



L. Arenas-Carmona 7

Demostracion Si existe una vecindad U de x que no contiene puntos
de A, entonces tomando una vecindad menor si es necesario podemos suponer
que U es abierto, luego U¢ es un cerrado que contiene a A y no a z, luego
A C U¢, por lo que A no contiene a z. Por otro lado, si z no estd en A,
entonces (A) es un abierto que contiene a x (luego es una vecindad de z) y
no contiene puntos de A.

Proposicién 1.7. Si A y B son subconjuntos de X, entonces AU B = AUB
y (AN B)° = A°nN B°.

O

Demostracién Basta ver que AU B C AU B y el resto se obtiene de
los corolarios y tomando complementos. Si z es un punto de A U B, entonces
cada vecindad de z contiene puntos de A o de B. Si hay una vecindad U que
no contiene puntos de A y una vecindad W que no contiene puntos de B,
entonces UNW no contiene puntos de ninguno, lo que contradice la afirmacion
anterior. Se sigue que cada vecindad de x contiene puntos de A o que cada
vecindad de  contiene puntos de B. En cualquier caso x € AU B. O]

ejemplo 1.8. En el espacio de Sierpinski S = {1,2}, donde A = {1} es
abierto y B = {2} es cerrado, se tiene A = {1,2}, por lo que AN B = B,
pero AN B = @. Se concluye que, en general, AN B # AN B. Del mismo
modo, en general, se tiene que (AU B)° # A° U B°.

Bases

Una Coleccién B de subconjuntos abiertos de un espacio topoldgico (X, ) se
llama base de la topologia 7 si cada elemento de 7 es una unién de elementos
de B. En particular, si B es una base de una topologia 7, se tiene que si B
y Bs son elementos de 9B, entonces By N By es unién de elementos de B (por
ser un elemento de 7). Por otro lado, cualquier coleccion B de subconjuntos
de un conjunto X que satisface esta propiedad es base de una topologia 7

definida por
T = { U B‘T C %} :

BeT
Es claro que 7 asi definida satisface las propiedades 2 y 3 de la definicion de
topologia. Satisface también la propiedad 1 ya que

(Us)o(us)- U oo

BeT DeS (B,D)ETxS
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y cada uno de los subconjuntos B N D es union de elementos de B por
hipétesis. Si 2 es una coleccion arbitraria de subconjuntos de X, entonces

I(A) = { N A‘T cA ﬁnito} :

AeT

es base de una topologia 7. En este caso se dice que 2 es sub-base de 7. Es
posible definir una topologia mediante una base o sub-base.

ejemplo 1.9. En la recta real R, los intervalos abiertos son base de una
topologia, llamada la topologia usual o métrica de R.

ejemplo 1.10. Mas generalmente, si A es un conjunto totalmente ordenado
arbitrario, los intervalos abiertos de A de los tipos

1. (a,b) ={ceAla<c<b},
2. (a,00) ={c € Aa < c},
3. (—00,b) = {c € Alc < b},

son base de una topologia, llamada la topologia del orden en A. Si cada
elemento = de A tiene un antecesor a, y un sucesor s, se tiene {x} = (a,, s;),
por lo que todo subconjunto de A es abierto y la topologia de A es discreta.

ejemplo 1.11. En la recta real R, los intervalos semi-abiertos del tipo [a, b]
son base de una topologia 7., llamada la topologia de Sorgenfray de R. El
espacio (R, 7,.) se denota usualmente R,. Del mismo modo, los intervalos
semi-abiertos del tipo ]a, b] son base de una topologia 7;. El espacio (R, )
se denota usualmente R;.

ejemplo 1.12. En la recta real R, los intervalos infinitos del tipo |a, 00|
son base de una topologia 7;,. El espacio (R, 7.) se denota usualmente Ry.
Del mismo modo, los intervalos infinitos del tipo | — 0o, b son base de una
topologia 7. El espacio (R, 7g) se denota usualmente Rp.

ejemplo 1.13. En el conjunto Z, los subconjuntos de la forma
Uasr = {x € Z|x = a(mod p")}

son base de una topologia (ejercicio). Esta se llama la topologia p-adica de

Z.
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ejemplo 1.14. En el conjunto Z, los subconjuntos de la forma
Oun = {r € Z|z = a(mod n)}

son base de una topologia (usar el ejemplo anterior y el Teorema Chino de
los Restos). Esta se llama la topologia profinita de Z.

ejemplo 1.15. En un espacio métrico (X, d), los conjuntos de la forma
B(z,r) ={y € X|d(z,y) <r}

son base de una topologia llamada la topologia métrica de (X, d). De hecho,
siy € B(xy,r1) N B(xa,72), entonces

B(y,r3) € B(xq1,7m1) N B(xa,72), Vrs <min{r —d(x1,y),rs —d(z2,y)},

de donde B(xy,r1) N B(z2,72) es una unién (en general infinita) de conjuntos
de la forma B(y,3).

Similarmente, si x es un elemento de un espacio topoldgico X, una base
de vecindades de x es una coleccién B de vecindades de x tal que para cada
vecindad U de z existe una vecindad B € B tal que B C U. Con esta
definicién, una base de vecindades 28 de un punto z € X tiene la propiedad
de que, dadas vecindades By y By en B, existe una vecindad Bs € B tal
que Bs C By N By. Es posible identificar bajo que condiciones si para cada
z en X se asocia una coleccién B, estas colecciones son base de vecindades
de alguna topologia. Los detalles se dejan como ejercicio.

Un punto x de un espacio topolédgico X se dice cerrado si {x} C X es un
conjunto cerrado. Puntos abiertos y densos se definen del mismo modo.

Ejercicios

1. Probar que en un espacio topoldgico, dos conjuntos abiertos no vacios
minimales son disjuntos.

2. Calcule cuantas topologias existen en un conjunto con tres elementos.

3. Sea R¢ el conjunto de los nimeros reales provisto de la topologia ge-
nerada por los intervalos de la forma (—a, a). Encuentre la clausura de

{0} y de {7}
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4. Sea X un conjunto. Para cada elemento x € X consideramos una
coleccion B(x) de subconjuntos de X que satisface las propiedades
siguientes:

(a) B(x) # 2.
(b) Cada conjunto en B(x) contiene a x.

(c) Si By y B estan en 9B(x), existe un conjunto Bz en B(x) que estd
contenido en B; N By.

(d) Para cada elemento B € B(z) existe un conjunto O C X con
z € O C B tal que, para cada elemento y € O, existe B, € B(y)
con B, C O.

Probar que existe una unica topologia en X que tiene a B(z) como
base de vecindades de x para cada elemento x € X.

5. Probar que un espacio es indiscreto si y sélo si cada punto es denso.
6. Probar que un espacio es discreto si y sélo si cada punto es abierto.
7. Probar que en un espacio métrico cada punto es cerrado.

8. Sea X un espacio topoldgico que tiene un punto abierto x y un punto
denso y. Demuestre que = = y.



Chapter 2

Continuidad

En el capitulo anterior se introdujeron los espacios topoldgicos, que son los
objetos de estudio de la topologia. En este capitulo introducimos las fun-
ciones de interés entre espacios topoldgicos, que vienen a ser el analogo de
las funciones lineales del algebra lineal. En el presente contexto, este papel
lo juegan las funciones continuas.

Una funcién f: X — X' entre dos espacios topoldgicos (X, 7) y (X', 7')
se dice continua si para todo abierto @ de 7’ su preimagen f~'(O) es un
abierto de la topologia 7. Equivalentemente, cada conjunto cerrado C' con la
topologia 7/ tiene una preimagen f~1(C) cerrada con respecto a la topologia
7. Es inmediato de la definicién que la composicién de funciones continuas
es continua.

ejemplo 2.1. Si X es un espacio discreto, entonces toda funcién f: X — X’
es continua.

ejemplo 2.2. Si X’ es un espacio indiscreto, entonces toda funcién f : X —
X' es continua.

ejemplo 2.3. Si X es un espacio indiscreto y X’ es un espacio discreto,
entonces las 1inicas funciones continuas f : X — X’ son las constantes.

ejemplo 2.4. Si S es el espacio de sierpinski, entonces f : X — S es continua
si y sélo si f71(1) es abierto.

ejemplo 2.5. Si X’ es un espacio discreto, entonces una funcién f: X — X’
es continua si y sélo si para cada elemento 2/ € X', el conjunto f~1(2/) es
abierto. En este caso f~1(z') es abierto y cerrado.

11
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ejemplo 2.6. Si 7 y 7y son dos topologias en X, entonces la identidad ¢ :
(X,7) — (X, 70) es continua si y sélo si 7 es mas fina que 7.

Proposicién 2.7. Sea 2 una sub-base de la topologia de X'. Una funcion
f: X — X' es continua si y sélo si para cada A € A se tiene que f~H(A) es
abierto.

Demostracién Si f es continua y A € 2, entonces en particular A es
abierto y por lo tanto f~'(A) es abierto. Por otro lado, si f~1(A) es abierto
para todo A € A, entonces para B = [;_; A; € I(A), con cada A; en 2, se
tiene que f~H(B) =i, f*(A;) es abierto. Como cada abierto O en X es
de la forma O = {J,; B;, con B; € I(), entonces f~H(O) = J,o; [H(B;) es
abierto. ]

Proposicién 2.8. Una funcion f : X — X' es continua si y sélo si para
todo punto x € X y toda vecindad U’ de f(x) existe una vecindad U de x tal
que f(U) C U,

Demostracién Si f es continua y U’ es una vecindad de f(z), donde
x es un punto de X, entonces existe un abierto @ € 7/ que satisface

flx)e O'CU".

Sea U = f~1(0’) entonces = € U y U es abierto, de donde U es una vecindad
de = que satisface f(U) C O" C U'. Por otro lado, si f satisface la segunda
condicién del enunciado, y si @' es un abierto de 7/, entonces O’ es una
vecindad de cada uno de sus puntos. Sea z € O = f~1(O’). Como O’ es
vecindad de f(z), por hipdtesis existe una vecindad U de z tal que f(U) C O'.
De donde U C O. Se sigue que O es una vecindad de cada uno de sus puntos,
luego es abierto. O]

Proposicién 2.9. Una funcién f : X — X' es continua si y sdlo si, para
todo punto x € X, y toda vecindad B’ en alguna base B, de vecindades de
f(z), existe una vecindad U de x tal que f(U) C B'.

Demostraciéon Sigue inmeditamente del resultado precedente ya que
cada vecindad de f(z) contiene alguna vecindad de la base. O

ejemplo 2.10. En Z con la topologia p-ddica (o profinita) toda funcién de
la forma x +— p(x) donde p es un polinomio es continua. Por otro lado, la
funcién x +— [/z] no lo es (ejercicio).
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Una funcién f : X — X’ se dice continua en un punto x de X si para
toda vecindad U’ de f(z) existe una vecindad U de x tal que f(U) C U'.
Con esta definicion, se sigue inmediatamente de los resultados precedentes
que una funcién f : X — X’ es continua si y sélo si es continua en cada
punto de X.

ejemplo 2.11. Si (X, d) e (Y, d') son espacios métricos entonces f: X — Y
es continua en x € X si y solo si para cada vecindad del tipo B(f(:}:), e) en

Y existe una vecindad del tipo B(z, ) tal que

7(BG.0)) € B(f(x).e€),

o en otras palabras

d(z,y) < § = d’(f(:c), f(y>) <e

Se recupera asi la definicién de continuidad usual en anélisis.

ejemplo 2.12. Una funcion f : R — R, es continua en x si para cada
vecindad de la forma | f(z) — €, 00 existe 6 > 0 tal que

f(o = 6,2+ 6[) C]f(x) — € 00,
o dicho en otras palabras si para todo € > 0 existe d > 0 tal que
[z —yl <d= f(y) > f(z) —e

Una funcién que satisface esta propiedad se dice semicontinua inferiormente.
Del mismo modo una funcién f : R — Ry es continua en z si y sélo si es
semicontinua superiormente.

ejemplo 2.13. Una funciéon f : R, — R es continua en x si para cada
vecindad de la forma |f(z) — €, f(x) + €] existe 6 > 0 tal que

Sz, +0]) Clf(x) —€ f(x) + €,
o dicho en otras palabras si para todo € > 0 existe § > 0 tal que
r<y<z+6=|[f(y)— flz)] <e

Una funcion que satisface esta propiedad se dice continua por la derecha en
2. Del mismo modo una funciéon f : R; — R es continua en x si y solo si es
continua por la izquerda.
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definicién 2.14. Una funcién continua f : X — X’ se dice un homeomor-
fismo si es biyectiva y su inversa f~! es también continua. Dos espacios se
dicen homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos. Como es usual
para muchas categorias de estructuras matematicas, espacios homeomorfos
pueden considerarse como un mismo objeto con un cambio de lenguage.

ejemplo 2.15. Para todo espacio topoldgico X, la funcién identidad idy :
X — X es un homeomorfismo.

ejemplo 2.16. Para todo par de espacios topoldgicos discretos X e Y, toda
biyeccion es un homeomorfismo. Lo mismo ocurre si X e Y son indiscretos.

ejemplo 2.17. Si X = {0, 1} con la topologia de Sierpinski

= {X,{l},@},

eY ={0,1} con la topologia de Sierpinski opuesta

To = {X, {0}=®}7

la funcién f : X — Y definida por f(x) = 1 — x es un homeomorfismo,
mientras que la identidad, vista como funcién de X en Y, no lo es.

ejemplo 2.18. Si X = Z con la topologia p-adica o profinita, la funcion
n — —n, asi como cualquier translacion n — n + m, es un homeomorfismo.

ejemplo 2.19. Una isometria entre dos espacios métricos (X,d) e (Y, d') es
una funcion invertible f : X — Y que satisface

d <f(x1),f(x2)> — d(x1, 13).

Dos espacios se dicen isométricos si existe na isometria entre ellos. Toda
isometria es una funcion continua, y su inversa es también una isometria. En
particular, dos espacios métricos isométricos son homeomorfos.

ejemplo 2.20. El espacio métrico R y el intervalo abierto Y =]0,1[ son
homeomorfos ya que las funciones f : R — Y y g : Y — R definidas por

/()

:—7 r) = —————
1+ [z g 1 7]

son continuas e inversas. Estos espacios no son, sin embargo, isométricos.
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Ejercicios

1. Probar que toda funcién constante es continua, independientemente de
la topologia.

2. Probar que una funcion f : R — R; es continua si y sélo si es constante.
(Sugerencia: probar que debe ser continua con la topologia usual y que
cada punto debe ser un maximo local).

3. Un espacio topologico X se dice homogéneo si para cada par de puntos
x ey en X existe un homeomorfismo f: X — X tal que f(z) =y. Un
punto p, de un espacio topologico X, se dice denso, cerrado o abierto,
si, respectivamente, el conjunto {p} es denso, cerrado o abierto, en X.
Probar que:

(a) Si un espacio homogéneo tiene un punto denso, entonces cada
punto es denso.

(b) Si un espacio homogéneo tiene un punto cerrado, entonces cada
punto es cerrado.

(c) Si un espacio homogéneo tiene un punto abierto, entonces el es-
pacio es discreto.

(d) En un espacio homogéneo finito, los abiertos no vacios minimales
tienen el mismo nimero de elementos.

4. Sea x € X un punto denso, y sea y € Y un punto cerrado. Sea
f X — Y una funcién continua que satisface f(z) = y. Probar que f
es constante.



Chapter 3

Redes

Un conjunto dirigido es para nosotros un conjunto parcialmente ordenado A
tal que para cada par de elementos \; y Ay de A existe un tercer elemento A3
tal que A3 > A1, X\o. Una red en un conjunto X es una funcién ¢ : A — X,
o equivalentemente una familia de elementos de X indiceada por A. Una
red se denota {z)}rea. Una red {z)}rea en un espacio topolégico X se
dice converger a un elemento z., si para todo U € V(z,) existe A € A tal
que z, € U para todo u € A tal que p > A. Simbdlicamente se escribe
Ty — Ts. OSi es necesario especificar la topologia 7 de X o el conjunto
dirigido A utilizaremos también las notaciones

AEA
Ty 7 Too, Ty — Too-
Observacién 3.1. Notese que si 8B es una base de vecindades de = es sufi-
ciente comprobar que la condicién se cumple para cada W € 9B, ya que todo
elemento U € V(x) contiene un elemento W € B de donde z,, € W implica
z, €U.

ejemplo 3.2. Supongamos que A tiene un ultimo elemento w. Entonces
Ty — Too 81y solosix, esta contenido en cada vecindad de x,. En particular,
Ty — x, para toda red indiciada por A.

ejemplo 3.3. El conjunto A = {w} es un conjunto dirigido con el tnico
orden posible. Se sigue que la definicién tiene sentido en este caso. Una
red {x)}rea con este conjunto de indices estd totalmente determinada por
el elemento z,, por lo que en este caso escribiremos simplemente z,, — x
en vez de r\ — To. Por ejemplo en el espacio de Sierpinski usual, se tiene
1 — 0 pero no es cierto que 0 converja a 1.

16
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ejemplo 3.4. Un ejemplo importante de conjunto dirigido es la coleccion
V(z) de entornos de un punto z € X con la relacién de orden < definida
por la contencién inversa (U < U’ debe interpretarse como U 2 U’), ya que
U, N U,y esta contenido en ambos U; vy Us, vy es por lo tanto “mayor” que
ambos. Si zy es un punto de U para cada U € V(z), entonces zy — x. De
hecho Si U’' > U (es decir U’ C U) entonces xzy € U' C U.

ejemplo 3.5. Si B es una base de vecindades de x en un espacio topolégico
X, entonces ‘B es un conjunto dirigido con respecto a la contencién inversa.
Si zp es un punto de B para cada B € B, se tiene zz — = como en el
ejemplo anterior.

Observaciéon 3.6. La construccion de una red convergente que aparece en los
ejemplos anteriores depende de el axioma de seleccion, ya que debe escogerse
un elemento en cada vecindad U. Un modo de evitar esta dependencia es
el siguiente: Se define un conjunto dirigido V(a:) como el conjunto de pares
(U,y) con U € V ey € U. Se dice que (U,y) < (U',y) si U contiene a U’
estrictamente o bien si (U,y) = (U’,y’). Con este conjunto dirigido la red
T(y) = y esta bien definida y por cierto x(y,) — x. Noétese que para que el
conjunto de pares (U, y) sea realmente un conjunto dirigido es necesario que
se cumpla al menos una de las condiciones siguientes:

1. V(x) no tenga un iltimo elemento,

2. el dltimo elemento de V(x) es {x},

ya que, si U es la vecindad mas pequena de z, y si y e 3 son dos de sus
elementos, no hay, con nuestra definiciéon, un conjunto que sea menor que
(U,y) y (U,y') simultaneamente. Esto se resuelve a su vez mediante una
generalizacion del concepto de conjunto dirigido. Un conjunto dirigido gen-
eralizado es un conjunto A con una relacién < reflexiva y transitiva (pero no
necesariamente antisimétrica). Una red generalizada {x)}rca donde A es un
conjunto dirigido generalizado se define del mismo modo que una red, y la
definicién de convergencia es la misma. Con esta definicién el conjunto de
pares (U,y) con U € V(x) e y € U es un conjunto dirigido generalizado con
la relacion (U,y) < (U',y') si U contiene a U’, y la red x(y,) = y converge
a x aun si V(z) tiene un ultimo elemento. En estas notas, preferiremos con-
strucciones que usan el axioma de seleccion como la del ejemplo anterior por
simplicidad técnica.

Proposicién 3.7. Un elemento & de X pertenece a la clausura A del con-
gunto A si y sélo si existe una red {z)}ren con xy € A tal que x\ — x.
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Demostracién Sea {z)} cp una red en A. Supongamos que z, —
v € X. Sixz ¢ A, entonces O = (A)° es un abierto que contiene a . Por
definicién de convergencia, debe existir A € A tal que si u > A\, se tiene
z, € O, en particular, z, ¢ O° D A. Esto contradice la eleccién de la red.

Sea A = V(x) el conjunto dirigido de entornos de un punto z € X. Sea
U € V(z) un entorno. Sea @ C U un abierto que contiene a x (que existe
por definicién de entorno). Entonces x € A implica que O° no contiene a A
(ya que este es un subconjunto cerrado que no contiene a z). Se concluye
que AN O es no vacio y podemos escoger un elemento x;y € ANO C ANU.
Como zyy € U para todo U € V(x), se tiene zy — . O

Corolario 3.7.1. Un elemento x de X pertenece a la frontera 6(A) del con-
Junto A siy sdlo si existe una red {x)}ren con xy € A tal que )\ — x y una
red {y,}uem con vy, € A° tal que y, — .

Observacién 3.8. Es posible dar una demostracién de la proposicién prece-
dente que no utilice el axioma de seleccion como sigue:

Sea A = {(U,y)|U € V(z), y € UN A} con la relacién de orden
del ejemplo 3.6. Se demuestra como en la primera demostracién
que para cada vecindad U existe al menos algun par (U, y) en A.
De nuevo, si definimos z(;,) = y, esta red estd bien definida y se
tiene x(yy) — . Si V() tiene un ultimo elemento que no es un
punto, es necesario utilizar redes generalizadas como antes.

Sin embargo, utilizando la demostracién dada de la proposicion 3.7 puede
suponerse que de hecho A = M = V(z) en el corolario. Puede también
suponerse que A = M = ‘B para una base de vecindades B de .

ejemplo 3.9. Utilizando redes podemos dar una segunda demostracién de
que si A y B son subconjuntos de X con A C B, entonces A C B. Siz € A,
existe una red de elementos de A que converge a x, pero esta es también una
red de elementos de B.

ejemplo 3.10. Si X es el espacio de Sierpinski con {1} abierto, se tiene
1 — 0. Se concluye que 0 pertenece a la clausura de {1}.

Proposiciéon 3.11. Si un conjunto X tiene dos topologias T y T2, entonces
T1 €s mas fina que T si y solo si cada red que converge con respecto a T es
convergente con respecto a To.
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Demostraciéon Si 73 es mas fina que 73, y si x) — « entonces para
cada vecindad U de x en 71 existe un \g a partir del cual los elementos x)
estan en U. Como toda vecindad de = con respecto a 7, es en particular una
vecindad de x cor respecto a 7y se tiene también que x —7>z. Por otro lado,
si 71 no es mas fina que 7y, existe un cerrado A con respecto a T, que no es
cerrado con respecto a 7. Sea x un punto de la clausura de A en la topologia
71 que no estd en A (que existe ya que A no es cerrado en esa topologia).
Entonces por la proposicién 3.7 existe una red {x)}rca en A que converge a
x con respecto a 7. Esta red no puede converger a x con respecto a Ty, ya
que A es cerrado en esa topologia. O

Corolario 3.11.1. Sean 7 y 1 dos topologias en X, entonces T, coincide
con Ty sty solo si cada red que converge con respecto a T, es convergente con
respecto a To Y conversamente. [

ejemplo 3.12. Si A = N ordenado de la manera usual, la red {x)} ca se
denomina una sucesion. En un espacio métrico, el concepto de convergencia
de sucesiones aqui introducido coincide con el concepto usual en analisis.

ejemplo 3.13. Si A = R ordenado de la manera usual, la red {z)} en C R
converge a un elemento L € R si y sélo si

lim z, = L
r—00

en el sentido usual.

ejemplo 3.14. Si al conjunto A = R — {a} se le d4 el orden <, donde
bdc <= |b—a|<|c—a|lob=c,

la red {z)}xea € R converge a un elemento L € R si y sélo si

limz, =L
r—a

en el sentido usual.

ejemplo 3.15. Sea X un conjunto incontable y sea 7 la topologia cofinita

en X. Entonces
QO ={T C X|T es finito}

es un conjunto dirigido con la contencién (directa, no inversa esta vez). Para
T € Q, sea xr su funcién caracteristica (con valores reales). Entonces para
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cada x € X se tiene yr(z) — 1, ya que para cada x existe un 7" suficiente-
mente grande (de hecho 7" = {z} es suficiente) para que si T O 7" entonces
xr(xz) = 1. Dejamos al lector la tarea de comprobar que ninguna sucesion
de funciones {f, }nen con soporte finito satisface f,(z) — 1 para todo z.

Observacién 3.16. Para quienes conozcan la teoria de la medida, el ejemplo
anterior demuestra que el teorema de convergencia dominada de lebesgue no
se extiende a redes.

ejemplo 3.17. Si Ny es el conjunto dirigido de enteros ordenados por di-
visibilidad, la red {n},en, converge a 0 en la topologia profinita (o en la
topologia p-adica para todo primo p). Esto no es cierto para la sucesion
xn, = n. Por otro lado, si una sucesion converge entonces también converge
como red indiceada por Nj.

ejemplo 3.18. Mas generalmente, sean (X, <) y (X, <) dos conjuntos di-
rigidos con el mismo conjunto subyacente. Si para cada a € X existe ¢ = ¢(a)
tal que ¢ < b implica a < b, entonces cada red que converge con respecto a <
converge con respecto a <.

ejemplo 3.19. Sea [a,b] un intervalo en R y sea p|a, b] el conjunto de par-
ticiones
P={a==xy,21,...,20_1,2, = b}

del intervalo ordenado por contencién. Sea f : [a,b] — R una funcién aco-
tada. Para P € p[a, ], definimos la suma superior de Riemann por

n

SHfP) = (wi— 1) max  f(z).

- zi—1<z<z;
=1

Entonces ST(f, P) — [ f en el sentido de redes. Lo mismo es valido para
sumas inferiores de Riemann.

ejemplo 3.20. Sea ahora f : [a,b] — R una funcién Riemann integrable.
Sea y : pla,b] x N — R una funcién que satisface y(P,i) € [x;—1,x;] para
P € pla,b] y para cada i = 1,...,n = n(P). Diremos que y es una eleccién
de elementos de cada particion. Sea

n

1,(£.P) = Y (i =) f (y(P.i) ).

i=1
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Entonces nuevamente I,(f, P) — [ f, para todo y. De hecho, una funcién
f acotada en [a,b] es integrable si y sélo si este limite existe para todo y
y no depende de y, ya que puede escogerse siempre el minimo o siempre el
maximo. Dejamos al lector la tarea de determinar si es suficiente asumir que
el limite siempre existe.

ejemplo 3.21. En algunos libros de calculo se define la integral como sigue:
Una funcién f acotada es Riemann-integrable si existe el limite de I,(f, P)
cuando |P| — 0y es independiente de y. Aqui | P| es el tamanio de la particién
que se define por

| P| :mgx(xi—:ci,l), P =A{xg,...,z,}.

=1

En términos de redes, esta definicién es equivalente a la de limite de I,(f, P)
con respecto al conjunto dirigido gg[a, b] de particiones con el orden

P<LP < |P|<|P|oP=P.

Si P” C P' con |P'| < |P|, entonces P” <4 P. Se sigue que si una funcién
es Riemann-integrable con esta definicion también lo es con la anterior. La
conversa es también cierta como veremos luego.

ejemplo 3.22. En andlisis se dice que una sucesién {f,},en de funciones
medibles en un espacio de medida (€2, 3, ) converge en medida a una funcién
f si para todo € > 0 y todo § > 0 existe N tal que n > N implica:

y <{x c Q‘\f(a:) ~ (@) > e}) <6

Notese que esto puede re-escribirse del siguiente modo:

Para cada par de funciones f y g sea

Apge = {2 € Q)If@) = g(@)| > ¢},

y sea
Ofes = {g medible en Q‘,u(Af,g’ﬁ) < (5} :

Entonces f, converge a f en medida si para cada conjunto de la
forma Oy 5 existe N tal que n > N implica f, € Oy 5.
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Esto equivale a decir que f, converge a f con respecto a la topologia * 7,
que tiene como sub-base los conjuntos de la forma Oy s.

definicion 3.23. Una funcién ¢ : A — M, entre conjuntos dirigidos, se dice
creciente, si A < X implica ¢(\) < ¢()') para cada par de elementos A\, \' €
A. Cuando A < X implica ¢(A) < ¢(N), la funcién se dice estrictamente
creciente. Una funcion creciente ¢ : A — M, donde A y M son conjuntos
dirigidos, se dice cofinal si para todo u € M existe A € A tal que ¢p(A) > p.
Si {yu}pem es una red en X, entonces {yg(x) frea €s la sub-red definida por la
funcion cofinal ¢. Cuando ¢ es estrictamente creciente diremos una subsed
estricta. Si A = N con el orden usual, se dice que {ys\) }rea €s una sub-
sucesion. Nétese, sin embargo, que el término subsucesion se usa, a menudo,
como sinénimo de sub-sucesiéon estricta, en la literatura.

ejemplo 3.24. Si A es un conjunto dirigido y M es un subconjunto tal que
para todo A € A existe un elemento p € M tal que u > A, entonces la
inclusién M < A es cofinal. En particular, si {x)} ca es una red, entonces
{z,}uenm es una subred. En particular, toda red indiceada por V(z) tiene
una subred indiceada por una base 8 de vecindades de B. Una sub-red
definida por una inclusion se dice fundamental. Toda sub-red fundamental
es estricta.

Proposicion 3.25. Sea X un espacio topoldgico. Si una red converge a un
elemento y € X, también lo hace cualquier sub-red.

Demostracién Sea {y, },en una red que converge ay y sea ¢ : A — M
una funcién cofinal. Para toda vecindad U € V (z) existe pg en M tal que si
[ > po, entonces y, € U. Sea A\g € A tal que ¢(Ag) > 0. Entonces, para
todo A > Ag se tiene ¢(A) > po y por lo tanto yg) € U. O]

LCuando © tiene medida finita, esta topologia esta definida por la métrica p, donde
9) = [ max{l(@) - o(@)l. (o)

Similarmente, si (Q, %, 1) es no-atémica uno puede definir una métrica mediante

m:m/mwfmwm

w(F)
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definicién 3.26. Una red {y,},cnm, en un espacio topolégico X, permanece
lejos de y si existe una vecindad V de y en X tal que y, ¢ V para todo p.

Lema 3.27. Seay € X. Sea {y,}.em una red en X que permanece lejos de
y. Entonces ninguna sub-red de {y,},enm converge ay € X.

Demostracién Sea ¢ : A — M una funcién cofinal tal que y4) — .
Entonces, si V' es como en la Definicién 3.26, se tiene yyn) € V, para algin
A € A. Esto contradice la hipétesis. O

Proposicién 3.28. Sea {y,},.cm una red en el espacio topoldgico X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. {yu}uem converge ay.

2. toda sub-red de {y,}.em tiene un sub-red convergente a y.

3. toda sub-red fundamental de {y,}.enm tiene una sub-red convergente a
Y.

Demostracién Basta probar que (3) implica (1). En particular, basta
ver que si {y,},enm DO converge a y, existe un sub-red fundamental que
permanece lejos de y. Por definicién de convergencia, existe una vecindad V'
de y tal que para todo p € M existe p’ > p tal que y,» ¢ V. Basta ver que

A={peMly,¢V}

es un subconjunto dirigido cofinal en M, ya que la sub-red correspondiente
ciertamente permanece lejos de y. Es también inmediato del parrafo prece-
dente que A contiene un elemento mayor o igual a cada elemento de M. Si
A1 ¥ A2 son elementos de A, entonces existe p € M mayor o igual a ambos.
Como existe A3 € A mayor a p, se sigue que A es un conjunto dirigido, y por
lo que precede es cofinal. O

ejemplo 3.29. La funcién ¢ : N — pg[a, b] definida por

(b(n)—Pn—{a,a+b_a,a+2(b_a),...,b}
n n
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que asocia una particién a cada entero n es cofinal (ver el ejemplo 3.21 para
la definicién del orden en ggla, b]). Se sigue que por lo que si una funcién es
integrable con nuestra segunda definicién de integrabilidad, se tiene

/f—,}E&an( L),

Notese sin embargo que n — P, no es cofinal si se considera como una funcién
de N el el conjunto de particiones p[a, b] que estd ordenado por contencién
(ver el ejemplo 3.19). Dejamos como ejercicio al lector comprobar que si
©ola, b] es el conjunto dirigido de particiones con extremos en a + Q(b — a)
con la restriccion del orden gla, b], entonces la funcién ¢ : Ny — pgla, b]
definida por ¢(m) = P,, es cofinal.

Noétese que si A es un subconjunto cofinal del conjunto de particiones
©ola,b] (ver ejemplo 3.21), entonces A tiene un sub-sucesién. De hecho,
basta tomar cualquier sucesién de elementos { P, },, de A tales que la sucesion
{|Pu|}n sea estrictamente decreciente y tienda a 0. Tal sucesién existe por
la hipdtesis de cofinalidad. Se sigue que para terminar la demostracién de
que ambas definiciones de integral coinciden, basta ver que toda sucesion de
particiones { P, }, tal que |P,| "= 0 y toda eleccién y de elementos de cada

particién satisface

Basta ver que I,(f, Py) f fpny t)dt donde fp,, es una funciéon escalon-
ada apropiada. Sl | P, | — 0, entonces fp,, converge a f puntualmente en
cada punto de continuidad de f. Como una funciéon Riemann integrable es
continua en casi todo punto el resultado sigue del teorema de convergencia
dominada.

Otra aplicacion de las funciones cofinales es la siguiente:

Proposicién 3.30. Si ¢ : A — V(x) es una funcion creciente cofinal y
xx € ¢(X) para toda X en A entonces x) — x.

Demostracién Sea U una vecindad de z. Por definicion de cofinal
existe A tal que ¢(\) C U. Luegosip > Asetienez, € ¢o(u) C ¢(\) CU. O

definicién 3.31. Un espacio topoldgico X se dice primero contable si para
cada x € X existe una base numerable de vecindades de x. Equivalentemente,
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X es primero contable si para cada r € X existe una funcion cofinal ¢ : A —
V(x) con A numerable. Diremos que una red {y,},em es numerable si M
lo es. En particular, en un espacio primero contable toda red indiceada por
V(z) tiene una sub-red numerable.

Proposiciéon 3.32. Si A es un conjunto dirigido numerable, entonces eziste
una funcion cofinal ¢ : N — A. Ademds, si A no tiene ultimo elemento,
puede escogerse ¢ estrictamente creciente.

Demostracién Sea A = {\,...\,,...}. Se define u; = A\, y para
cada n € N se escoge i1 de modo que fiyi1 > fbn V fnt1 > Apr1. Entonces
la funciéon n — u, es cofinal. Ademads, si A no tiene tltimo elemento, las
desigualdades de arriba se pueden tomar estrictas. O]

Corolario 3.32.1. En un espacio primero contable cada red indiceada por
V(z) tiene una sub-sucesion. O

Corolario 3.32.2. En un espacio primero contable X, un elemento x estd en
la clausura de un subconjunto A si y solo si existe una sucesion de elementos
de A que converge a x.

Demostracion Por la demostracién 1 de la proposicion 3.7, se tiene
que existe una red de elementos de A indiceada por V(z) que converge a z.
Por el corolario precedente, tal red tiene un sub-sucesion. O

ejemplo 3.33 (Espacios métricos). Si (X, d) es un espacio métrico, entonces
para cada z en X los conjuntos B(z, %) son una base numerable de vecindades
de z. De hecho n — Bz, %) es cofinal. Se sigue que todo espacio métrico
es primero contable. En particular, un elemento x esta en la clausura de un
subconjunto A si y sélo si hay una sucesion de elementos de A que convergen
a x. Con esto recuperamos la nocién usual de clausura en anélisis.

ejemplo 3.34 (Redes de Cauchy en espacios métricos). Sea (X, d) un espacio
métrico. Una red {z)} ea en x se dice de Cauchy si para todo € > 0 existe
A(e) € A tal que

v > Me) = d(z,, x,) <€

Un espacio métrico se dice completo si cada sucesiéon de Cauchy converge.
De hecho, es cierto que toda red de Cauchy en un espacio métrico completo
converge. Para ver esto, sea {x)} ea una red de Cauchy. Para cada n sea

An > A(1/m), m=1,...,n,
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entonces en particular A, > A(1/n), de donde la sucesién {z,, },en es de
Cauchy y tiene un limite x. Ademas, tomando el limite m — oo en

1
d(zy,,, ) < —, VYm >n, VYu> A,
n

se tiene ]
d(z,z,) < —, Y > A\,
n

por lo que la red original converge al mismo limite 2.

Redes y continuidad

Proposicién 3.35. Sean X y X' espacios topoldgicos y sea f: X — X' una
funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua en x € X.
2. para toda red {z\}ren que converge a x se tiene f(x)) — f(x).
3. para toda red {vytuev () que satisface xy € U se tiene f(xy) — f(x).

4. para toda red {xy}uev () que satisface vy € U y para toda vecindad U’
de f(z) se tiene que f(xy) € U’ para algin U.

Demostracién Supongamos que f es continua en z. Sea U’ una vecin-
dad de f(z). Entonces existe una vecindad U de z tal que f(U) C U’. Por
definicién de convergencia, existe A\g tal que para A > Ag se tiene x) € U, de
donde f(x)) € U’. Se sigue que (1) implica (2). Es trivial que (2) implica
(3) y que (3) implica (4). Por otro lado, si f no es continua en z existe una
vecindad U’ de f(z) tal que en cada vecindad U de z existe algiin punto =y
tal que f(zy) ¢ U'. Se sigue que (4) implica (1). O

Se deja como ejercicio al lector escribir una versién de (1) <= (2) que no
dependa de el axioma de seleccién (usando conjuntos dirigidos generalizados).
Este resultado permite estudiar propiedades de la continuidad en término de
convergencia como es usual en analisis.

2Nétese, sin embargo, que n — A, no es necesariamente cofinal.
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ejemplo 3.36. Puede demostrarse que la composicién de funciones continuas
es continua, usando esta caracterizacion, como sigue: Si f : X — X'y
g : X' — X" son continuas entonces

=l = f(a) = flre) = gof(aa) = go f(reo).

Proposicién 3.37. Supongamos que X es primero contable. Una funcion
f: X = X' es continua en un punto x de X si y solo si para toda sucesion
{Zn}nen que converge a x se tiene f(x,) — f(z).

Demostracién Si f es continua en z, entonces cada sucesién es en
particular una red y se aplica el resultado precedente. Si f no es continua en
z, existe una red {zy}uev () tal que zy € U y tal que existe una vecindad
U’ de f(x) que no contiene a ningin f(zy). Como X es primero contable, la
red {zy }uev () tiene una subsucesién {y, }nen y cada y, es uno de los zy, de
modo que f(y,) ¢ U'. Por otro lado la hipétesis implica que f(y,) converge
a f(x). La contradiccién termina la prueba. ]

Proposicién 3.38. Sea B una base de vecindades de un punto x de X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua en x € X.
2. para toda red {zy}ues que satisface xy € U se tiene f(xy) — f(x).

3. para toda red {xy}yes que satisface xy € U y para toda vecindad U’
de f(x) se tiene que f(xy) € U’ para algin U.

Demostracién Es inmediato que (1) implica (2) y que (2) implica (3).
Para ver que (3) implica (1), basta ver que (3) implica la condicién (4) de la
proposicion 3.35. []

Existe también un modo de deducir propiedades de la convergencia uti-
lizando propiedades de la continuidad. Para ello, a cada conjunto dirigido
A se le asocia un espacio topolégico A que como conjunto es simplemente
A U {00}, donde oo es un elemento arbitrario que no pertenece a A. Para
definir la topologia en K, observamos que la coleccién

B=p(A)U {[A, oo[u{oo}},
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donde p(A) es la coleccién de todos los subconjuntos de A y
[\, sol= {r € Al > Al

entonces B es base de una topologia en A U {oo} (ejercicio). Con esta
topologia las vecindades de un elemento A € A son simplemente todos los
conjuntos que lo contienen. Las vecindades de oo son aquellas que contienen
a un conjunto de la forma ]\, co.

Proposicion 3.39. Una red {x)}ren converge a un elemento xo si y solo
si la funcion f: A — X definida por f(A) =z y f(00) = o es continua.

Demostracién Supongamos primero que {x}rca converge a zo,. Pro-
baremos que f es continua. Para A € A, {\} es una vecindad de X en A tal
que f({A}) C U’ para toda vecindad U’ de x,. Basta por lo tanto considerar
la continuidad en co. Sea U’ una vecindad de x.,. Entonces existe \g tal que
si A > Ag se tiene z, € U’, Se sigue que f(U,,) C U’, donde

Uy = [\, oo[U{o0}.

Supongamos ahora que f es continua. Como A\ — U, es una funcién cofinal
entre los conjuntos dirigidos A y V(o0), v se tiene A € Uy, se concluye que
A — oo. En particular, como f es continua

zx = f(A) = f(00) = Teo.

Convergencia uniforme en espacios métricos

Sea X un conjunto arbitrario. Sea Y un espacio métrico completo. El es-
pacio B(X,Y) de funciones acotadas f : X — R es un espacio métrico con
du(f,9) = supgex d(f(x),g(ac)). Si {fn}nen es una sucesién de Cauchy en-

tonces para cada x € X la sucesion { f,(z) }nen es una sucesién de Cauchy en
Y, luego converge a un elemento f(z). La funcién f asi definida es acotada y
es el limite de la sucesion en la topologia de B(X,Y’), pues tomando n — oo

en d(fn(x), fm(x)> < € se tiene d(f(x), fm(x)> < ey como z es arbitrario,

dy(f, fm) < €. En particular, siY =R ysi g, : X — Y es una funcién que
satisface |g;(z)| < m; con ), m; convergente, entonces la serie ) . g;(x) es
uniformemente convergente. Usaremos este hecho mas adelante.
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Proposicién 3.40. Sea X un espacio topologico y sea’Y un espacio métrico.
Si una red {fa}rea de funciones continuas acotadas f\ : X — y converge
uniformemente en X a una funcion acotada f, entonces f es continua.

Demostracién Sea {z,},em una red en X que converja a un punto
r € X. Sea € > 0 entonces existe A\g € A tal que

A = d(f(z),fA(z)) < g Vz e X

Por otro lado, como f), es continua, se tiene f,(x,) = f\,(x), en particular
existe g tal que si u > pg se tiene

A(fr0(@). () <

Wl m

Se sigue que

A(f@), fw)) < A(F@), @)+ (@), frolen) ) +d(f (). Slw,)) < e

De donde f(x,) — f(x) como se requeria. O

Ejercicios

1. Probar que R con la topologia cofinita no es un espacio primero con-
table, pero que para todo subconjunto A y todo elemento a € X se
tiene a € A si y s6lo si existe una sucesion en A que converge a A.

2. La topologia conumerable en R es la que tiene por abiertos a los com-
plementos de los conjuntos que son a lo sumo numerables. Probar que
toda sucesion convergente con esta topologia es eventualmente con-
stante pero la clausura de cualquier conjunto no numerable es el espacio
completo.

3. Probar que en un espacio topoldgico X un punto a es un limite de cada
red si y s6lo si X es el tinico conjunto abierto que contiene a a.

4. Probar que en un espacio topolégico X un punto a es un limite de cada
red que converge a un punto b si y solo si cada vecindad de b es una
vecindad de a e inversamente.
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10.

11.

Probar que en un espacio topolégico X un punto a es un punto interior
de un conjunto A si y sélo si para cada red {z,}rea en X que converge
a a existe un elemento \g € A tal que

A> A= x) €A

Sea R¢ el conjunto de los niimeros reales provisto de la topologia gen-
erada por los intervalos de la forma (—a, a). Pruebe que toda red que
converge a 3 converge a —4. Pruebe con un ejemplo que el reciproco
no se cumple.

Probar que en la topologia del problema anterior una sucesién a,, con-
verge a un punto x > 0 si y sélo si

—z < lim inf a,, < lim supa, < z.
n—00 n—00

Probar que en la topologia cofinita una sucesion converge a cada punto
si y solo si toma cada valor s6lo un nimero finito de veces. Es esto
cierto para redes?

Sea Ry el conjunto de los ntiimeros reales provisto de la topologia gen-
erada por los intervalos de la forma (—oo, a). Probar que una sucesién
a, converge a un punto x en Ry, si y sélo si

lim supa, < z.
n—o0

Sea R; el conjunto de los niimeros reales provisto de la topologia gen-
erada por los intervalos de la forma (a, b]. Probar que una sucesién a,
converge a un punto x en R; si y sélo si converge a x en el sentido usual
y existe un numero natural N tal que

n>N=aqa, <.

Sea A = N ordenado por divisibilidad. Sea ay = A. Sea X = Z con la
topologia que tiene como base los conjuntos de la forma a + bZ (esta se
conoce como la topologia profinita). Probar que {ay}aca es una subred
convergente de la sucesién {b, },en definida por b, = n.
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12.

13.

14.

15.

Un espacio topolégico X se dice irreducible si todo par de subconjuntos
abiertos de X tienen interseccién no vacia. Probar que un espacio
topoldgico X es irreducible si y sélo si existe una red en X que converge
a cada punto de X.

Probar que toda red creciente y acotada en R converge a su supremo.

Sea f una funcién continua en [0, 1] y para cada n € N sea

Probar que los S,, forman una red creciente si se ordena N por divisi-
bilidad, pero no necesariamente por el orden usual.

Sea X el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es R? y cuyos

cerrados no triviales son las uniones finitas de rectas y puntos. Describa
n—oo

el conjunto {7 € R?|(n,n?) "= 7}. Justifique.



Chapter 4

Filtros y Ultrafiltros

Otro modo de estudiar la nociéon de convergencia es mediante filtros. Si X
es un conjunto, un filtro en X es una coleccién no vacia § de subconjuntos
de X tal que

e Si Fe§yGDF, entonces G € 3.
e Si I, F, € §, entonces [} N F; € F.
e ¢35

Si z es un elemento de un espacio topoldgico, entonces el conjunto V (z) de
vecindades de z es un filtro. Un filtro § en un espacio topologico X se dice
que converge a un elemento z si para toda vecindad U € V(x) existe un
F € § tal que FF C U. En este caso escribimos § — z. En particular,
V(z) — 2. De hecho la contencién F' C U implica que U esta tambien en el
filtro §, de modo que un filtro § converge a x si y sélo si V(z) C §.

Una coleccién no vacia B que satisface

e Si F1, F, € B, entonces I} N Fy contiene algiin elemento de B.
e J¢B.

se dice una base de filtro y el filtro generado por B es la coleccién §(B) de
todos los subconjuntos de X que contienen un elemento de B.

ejemplo 4.1. Si A es un conjunto no vacio, entonces {A} es base de filtro.
Al filtro generado se le llama el filtro principal §(A) generado por A. El
filtro principal §(A) converge a un elemento x si y sélo si cada vecindad de
x contiene al conjunto A. En particular, §({z}) converge a x.

32
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ejemplo 4.2. Todo filtro en un conjunto finito es principal, y generado por
el tnico elemento minimal. En particular, en el espacio de Sierpinski con {1}
abierto hay exactamente tres filtros. Las convergencias son como siguen:

e F({0}) — 0.
° S({l}) — 0, 1.
e 5({0,1}) — 0.

ejemplo 4.3. Sea C, el circulo de radio 1/n con centro 0, para cadan € Z, y
sea B, = U;, Cn. Sea B = {B,|n =1,2,...}. Entonces B es base de filtro
y el filtro generado §(B) converge a 0. De hecho, si By(¢) es la bola de radio
e centrada en 0, y si 1 < ¢, entonces B, C By(e), por lo que By(e) € F(B).

ejemplo 4.4. Si § y § son filtros tales que para todo F € § y todo F’ € §
se tiene F'N F’ # &, entonces el conjunto

"={FNF|Fe§ Fe§}

es un filtro. En este caso diremos que los filtros § y § se intersectan no
trivialmente. El filtro §” se llama el filtro generado por § y § .

ejemplo 4.5. Sea {z)} ea una red en un espacio topolégico X. Entonces
la coleccion § de todos los conjuntos que contienen a algin conjunto de la
forma

By, = {zA|A > Ao}

es un filtro y de hecho § — x si y sélo si la red {z)}rea converge a z. Los
conjuntos de la forma F) son una base de este filtro. El filtro § se llama el
filtro generado por la red {x)}xea.

ejemplo 4.6. Notese que todo filtro es en particular un conjunto dirigido.
Sea ¢ : A — § una funcién cofinal. Se sigue que si § — x, y si {x)}rea €8
una red indiciada por A tal que z, € ¢(\) para toda A € A, entonces x) — x.
Maés atn, si § no converge a z existe una vecindad U de x que no contiene
a ningin I € §, luego existe una red {x)} ca indiciada por A que satisface
xx € [¢p(\) — U] para toda A € A, y en particular no converge a x. Sea B
una base de filtro. En particular se sigue que B es un conjunto dirigido con
respecto a la inclusién inversa. Sea § = F(B) el filtro generado por B. La
inclusion B < § es cofinal, luego podemos tomar A = B en todo lo que



L. Arenas-Carmona 34

precede. Se sigue que si § — x y si para cada U € B se tiene un elemento
xy € U, entonces la red {zy}yep converge a x. En particular, podemos
tomar B = §, y obtenemos que toda red {zy }yez que satisface zy € U para
todo U € § converge a x.

Los ejemplos anteriores permiten establecer una equivalencia entre la
teoria de filtros y la de redes. Explotaremos esta equivalencia para utilizar
filtros o redes segiin nos convenga. Para poder utilizar la teoria de filtros para
caracterizar, por ejemplo, la clausura, necesitamos definir lo que significa que
un filtro § esté en un conjunto A, ya que un filtro en A no es un filtro en
X. Sin embargo un filtro § en A es base de filtro en X. El filtro generado se
denota §x. Un filtro de este tipo se dice generado en A. Equivalentemente
un filtro es generado en A si y sélo si tiene una base de filtro formada por
subconjuntos de A.

Proposicion 4.7. Un elemento x de un espacio topologico X pertenece a la
clausura de un conjunto A si y solo si existe un filtro § generado en A tal
que § — .

Demostraciéon Si x pertenece a la clausura de A entonces existe una
red en A que converge a x y tomamos el filtro generado por esa red, el cual
es un filtro generado en A y converge a x. Por otro lado, si § es un filtro
generado en A que converge a z, los subconjuntos F' de A en § forman una
base de filtro B y cualquier red {zp}rep que satisface zp € FF C A es una
red en A que converge a . m

Tal como se hizo en el caso de redes, si la topologia no es clara del contexto
utizaremos la notacién § — = para denotar que § converge a x con respecto
a la topologia 7.

Corolario 4.7.1. Si un conjunto X tiene dos topologias T vy T2, entonces
T1 es mas fina que Ty si y solo si cada filtro que converge con respecto a Ty
converge con respecto a To al mismo limite.

Demostraciéon Si 7; es méas fina que 7, v si § —> « entonces para
cada vecindad U de x en 7 existe un elemento F' € § contenido en U. Como
toda vecindad de x con respecto a 19 es en particular una vecindad de x cor
respecto a 7y se tiene que § -5 x. Por otro lado si 73 no es més fina que 7,
existe un cerrado A con respecto a 7 que no es cerrado con respecto a 71. Sea
x un punto de la clausura de A en la topologia 7 que no esta en A (que existe
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ya que A no es cerrado en esa topologia). Entonces por la proposicién existe
un filtro § generado en A tal que § - x. Este filtro no puede converger a
x con respecto a 7y, ya que A es cerrado en esa topologia. O

Sif: X — X’ esuna funcién, y si § es un filtro en X entonces { f(F)|F €
§} es base de filtro ya que

fED) N f(F) 2 f(F1 N F).
El filtro generado se denota f(g§).

ejemplo 4.8. Si § es el filtro generado por la red {z)}ea, entonces f(§) es
el filtro generado por la red {f(x))}ren-

ejemplo 4.9. Si A es un subconjunto de X e 7 : A — X es la inclusion
candnica, y si § es un filtro en A entonces i(§) = Fx.

Proposicién 4.10. Si f : X — X' es una funcion arbitraria, y si § es un
filtro en X entonces A € f(F) si y sélo si f1HA) € F.

Demostracién Si f71(A) € §, el resultado sigue de A O f(f~1(A)) €
f(3). Por otro lado si A € f(§), entonces A debe contener un conjunto de
la forma f(B) con B en §. Se sigue que

FHA) 2 17 (#B)) 2B,

de donde f~1(A) € 3. O

Proposicion 4.11. Una funcion f: X — X' es continua en un punto x de
X siy solo si cada filtro § convergente a x satisface f(F) — f(x).

Demostracién Supongamos que f es continua y sea § un filtro que
converge a x. Entonces para toda vecindad U’ de f(x) existe una vecindad
U de x tal que f(U) C U" y un elemento F' de § tal que F' C U. Como
f(F) C U’ el resultado sigue. Por otro lado, si cada filtro § convergente a
x satisface f(§) — f(x), en particular es cierto para § = V(z), luego para

toda vecindad U’ de f(z) existe un elemento F” del filtro f <V(m)) contenido

en U’ pero f (V(cc)) estd generado por las imagenes de las vecindades de
x. 0
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Si f: X — X’ es una funcion epiyectiva, y si §’ es un filtro en X’ entonces
{f~YF)|F € §'} es base de filtro ya que

f_l(Fl) N f_l(FQ) = f_l<F1 N FQ)
El filtro generado se denota f~!(5F).

Proposicion 4.12. Si f : X — X' es una funcion epiyectiva, y si § es un

filtro en X' entonces f(f~1(F)) =F.

Demostracién Basta ver que para cada F' € §' se tiene f(f~'(F)) = F
por ser f epiyectiva. n

Dados filtros § vy §’, diremos que §' es un subfiltro de § si § € §. En
particular, si §' C §, y si § — =z, entonces § — z. Es inmediato de la
definicién que si {y,}.em es subred de {x)}rea el filtro §, generado por
{za}rea es un subfiltro del filtro §, generado por {y,}.cnm (¥ no al revés).
Un filtro maximal recibe el nombre de Ultrafiltro. Es inmediato del lema de
Zorn que cada filtro esta contenido en un ultrafiltro.

Proposicion 4.13. Un filtro § es un ultrafiltro si y solo si para todo subcon-
junto A de X se tiene A € F o A° € §.

Demostracion Es claro que si para todo subconjunto A de X se tiene
A€ F o A° € §, entonces todo filtro estrictamente mayor a § debe contener
un par {A, A}, lo que es imposible para un filtro. Por otro lado, si § no
contiene a A° (ni, por lo tanto, a ningin subconjunto de A¢), se tiene que
AN F es no vacio para todo F' € §, y por lo tanto el filtro principal F(A)
intersecta a § no trivialmente y el filtro generado por F(A) y § contiene a A
y a cada elemento de §. En particular, si § es un ultrafiltro, debe contener
a A. O

Corolario 4.13.1. Sea f : X — Y wuna funcion arbitraria. Si § es un
ultrafiltro, entonces también lo es f(§).

Demostracién Si A es un subconjunto de Y entonces f~'(A) o su
complemento f~1(A€) estd en §, por lo que A o A° estd en f(F). O

Proposicion 4.14. Sea f : X — Y wuna funcion epiyectiva. Si § es un
ultrafiltro de Y, entonces eziste un ultrafiltro § de X tal que f(§) = F'.
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Demostracién Si §’ es un ultrafiltro de Y entonces o = f~H(F) es
un filtro de X que satisface f(Fo) = §. En particular, si § es cualquier
ultrafiltro que contiene a Fy se tiene f(F) = F'. O

Un elemento x de X se dice un punto de acumulacion del filtro § si §
es subfiltro de un filtro que converge a x. En particular, un ultrafiltro tiene
un punto de acumulacién si y sélo si converge. También es inmediato que
un filtro § tiene a x como punto de acumulacion si existe un ultrafiltro que
contiene a § y converge a .

Proposicién 4.15. x es punto de acumulacion del filtro § si y solo si para
cada vecindad U de x y cada elemento F de § se tiene FNU # &.

Demostraciéon Si § C § con §' — x, entonces para cada vecindad U
de x existe un elemento F’ € §' tal que U O F’. Como F y F’ estan en §,
se tiene que FNF' # &, luego FNU # &. Por otro lado si FNU # & para
cada vecindad U de z y cada elemento F' de §, entonces los filtros § y V(z)
se intersectan notrivialmente. En particular el filtro generado por § y V(x)
contiene a § y converge a x. 0

ejemplo 4.16. Sea C,, el circulo de radio 1 + 1/n con n € Z~ centrado en
0 € R? ysea B, = J;>, Cn. Sea B = {B,|n = 1,2,...}. Entonces B es
base de filtro y el filtro generado §F(B) tiene como puntos de acumulacién a
todos los puntos del circulo de radio 1 centrado en 0.

ejemplo 4.17. Si A C B son conjuntos no vacios, entonces §(B) C F(A).
En particular, si A = {z}, entonces §F({z}) es un ultrafiltro principal, ya que
para todo subconjunto F' de X se tiene x € F' o bien x € F¢. Claramente
§({z}) — x con cualquier topologia, pues {x} € F({x}). Se sigue que todo
elemento de B es un punto de acumulacién de §F(B). Més generalmente, si
x es un punto de B entonces cada vecindad de x contiene puntos de B y por
lo tanto de cada elemento de F(B). Por otro lado, si  no es un punto de B,
existe una vecindad de U que no corta a B que es un elemento de §(B). Se
concluye que x no es un punto de acumulacién de §(B). Es decir los puntos
de B son exactamente los puntos de acumulacién de §(B).

ejemplo 4.18. Mas generalmente, si x es punto de acumulacién de un filtro
3§, entonces para cada F' € §, tenemos §(F) C §, por lo que x es también un
punto de acumulacién de §(F). En particular, si z es punto de acumulacién
de §, entonces x esta en la clausura de cada elemento en el filtro §.
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Si A es un subconjunto de X y § es un filtro en X tal que todo elemento
F de § intersecta no trivialmente a A entonces

Sa={ANF|F eF}
es un filtro de A, ya que
(FLNAN(F,NA) =(F1NE)NA

Ysi ADFE D FNAentonces E = (FUE)NA. De hecho, en este caso se
tiene (Fa)x 2 F.

Proposicién 4.19. 5i § es un ultrafiltro de X entonces §a es un ultrafiltro
de A.

Demostracion Si B es un subconjunto de A que no esta en §4, en-
tonces en particular no estd en §, luego B¢ estd en § y por lo tanto el
complemento de B en A que es AN B° estd en § 4. n

Obsérvese que si f : X — X' es una funcién arbitraria e Y = f(X),
entonces para todo filtro § que satisfaga la condicion siguiente:

Todo elemento F' de § intersecta no trivialmente a Y

se tiene que f71(F) = f~1(Fy) estd bien definido. El resultado precedente
tiene, en este contexto, la siguiente generalizacion:

Proposiciéon 4.20. Si § es un ultrafiltro, también lo es f~1(F).
Demostracién Si B es un subconjunto de X que no estd en f~(F),

entonces su imagen f(B) no estd en §. Como § es ultrafiltro, su complemento
f(B)¢ esta en § por lo que también estd su preimagen

fHfBY] = [ff(B))° C B,
Se sigue que B¢ € f71(F). O

Ejercicios

1. Sean §1 y §2 dos filtros en un conjunto X. Probar que existe un filtro
que los contiene a ambos si y sélo si para todo par de conjuntos Uy € §
y Uy € §s se tiene Uy N Uy # .
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10.

11.

Probar que existe un filtro que converge simultaneamente a dos puntos
a v b de un espacio topoldgico X siy sélo si para cada par de vecindades
UdeayV debsetiene UNV # @.

Probar que si §; y §2 son ultrafiltros distintos en un mismo conjunto
X, se tiene que existen Uy € §1 v Us € §» tales que U NU; = 9.

Sea X un espacio topoldgico y sea A un subconjunto arbitrario. Probar
que un punto a de X estd en la clausura A de A siy sélo si existe un
ultrafiltro de A que converge a a.

Sean X e Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y una funcion arbi-
traria. Probar que f es continua en un punto a de X si y sélo si para
cada ultrafiltro § en X que converge a a el ultrafiltro imagen f(g) en
Y converge a f(a).

. Probar que todo punto de acumulacién de un ultrafiltro es un limite.

Sea X un espacio topoldgico y sea A un subconjunto arbitrario. Probar
que un punto a de X estd en la clausura A de A siy sélo si existe un
filtro de A que tiene a a como punto de acumulacion.

Probar que en un espacio topolégico X un punto a es un punto interior
de un conjunto A si y sélo si para cada filtro § en X que converge a a
se tiene A € §.

. Probar que en un espacio topoldogico X un punto a es un limite de cada

filtro que converge a un punto b si y sélo si V(b) — a.

Probar que la coleccién de subconjuntos de R con complemento a lo
sumo numerable es un filtro y determine sus puntos de acumulacion si
R tiene la topologia

(a) usual,

(b) discreta,

(c) cofinita.

Describa explicitamente un filtro en R que contenga al filtro del ejemplo
anterior y que converja a 0.
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12.

13.

14.

15.

16.

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Para cada z € X
definimos B(z) = {y € X|z < y}. Sea B = {B(x)|z € X}. Probar que
B es base de una topologia 7. Probar que si x < y entonces cada red
o filtro que converge a y converge también a x.

dé un ejemplo explicito de un filtro en R sin puntos de acumulacion.

Probar que el filtro § en R generado por los conjuntos de la forma
(a, 00) no tiene puntos de acumulacién, pero para cada elemento z en
el circulo unitario U C C existe un ultrafiltro §, que contiene a § cuya
imagen en U bajo la funcién ¢ — e converge a z.

Sea X un espacio topoldgico cualquiera y sea § un filtro en X. Probar
que el conjunto {z € X|§ — z} es cerrado.

Sea B, la bola de centro 0 y radio r en R" y sea B = {B,|r > 1}.
Sea § el filtro en R™ generado por B. Encuentre todos los puntos de
acumulacion de §. Justifique.



Chapter 5

Topologias inducidas y
co-inducidas

El propdsito de este capitulo es desarrollar algunas de las principales her-
ramientas que nos permiten crear nuevos espacios topoldgicos a partir de
los ya conocidos. Por ejemplo, queremos dar topologias a subconjuntos o
a productos cartesianos de espacios conocidos, o ser capaces de describir
matematicamente el proceso de construir un cilindro o una banda de Moe-
bius identificando o pegando extremos de un cuadrado. Esto iltimo requiere
que podamos dar una topologia a un conjunto de clases de equivalencia o
conjunto cociente. También nos gustaria poder hablar de la uniéon o suma
de espacios topoldgicos como un nuevo espacio. Las propiedades naturales
que uno espera en todos estos conjuntos se traducen en la continuidad de
ciertas funciones, lo que puede tomarse como un requisito minimo que debe
cumplir la topologia natural a definir en el nuevo espacio. Por ejemplo, en el
caso de un subconjunto, es natural utilizar la topologia menos fina que haga
de la inclusién una funcién continua. Veremos también que esta topologia
puede caracterizarse como la tnica topologia en la cual las redes (o filtros)
convergentes son aquellas que convergen en el espacio mayor. Todas las
construcciones consideradas en este capitulo siguen uno de dos procesos, o
una combinacién de ellos. Son la induccién y la co-induccién de topologias.
Comenzaremos por el primero que es técnicamente méas simple.

definicién 5.1. Si & = {¢;};c; es una familia de funciones ¢; : X — Y;,
donde cada (Y;,7;) con ¢ € I es un espacio topoldgico, entonces la coleccién

{¢;1(0)ie 1,0 €7}

41
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es sub-base de una topologia 7. Esta topologia es la topologia menos fina
en X para la cual cada ¢; es continua. La topologia 7 se llama la topologia
inducida por la familia ® y se denota ®*(7;). Si & = {¢o}, con ¢y : X — Y)
entonces la topologia inducida ®*(7;) estd generada por

{607 (0)|0 € 7o},

donde 7 es la topologia de Yj. Esta coleccién es de hecho una base de ®*(r;)
ya que

95 (O1) Ny (Os) = 65 (01N Os).
En general, sin embargo, la interseccién de preimédgenes correspondientes a

funciones distintas es sélo eso, una interseccién. En este caso la topologia
tiene como base las intersecciones del tipo

(e (0))

i€T

donde cada O; es un abierto en el correspondiente espacio Y;, y T es un
subconjunto finito de 1.

La principal motivacién para la definicién precedente radica en el siguiente
resultado:

Proposicién 5.2. Sea X un conjunto y sea 7 la topologia inducida por una
familia {¢;}ie;r de funciones ¢; : X — Y;. Entonces una funcion f: 7 — X
es continua si y solo si cada funcion ¢; o f: Z — Y; es continua.

Demostraciéon Si f : Z — X es continua, entonces cada funciéon ¢; o
f + Z — Y, es continua por ser una composicién de funciones continuas.
Por otro lado, si cada funcion ¢; o f : Z — Y, es continua, y si O es un
abierto de X de la forma ¢;'(U) donde U es un abierto de Y;, entonces
F7HO) = (¢s 0 f)"1(U) es abierto. Como los conjuntos de este tipo forman
una sub-base de la topologia inducida, se sigue que f es continua. O]

Tenemos, por cierto, tambien los resultados correspondientes para redes
y filtros:

Proposicién 5.3. Una red {z)} en converge a un elemento x en X con
respecto a la topologia inducida por ® = {¢;}ier si y solo si ¢;(xy) = ¢i(x)
para cada v € 1.
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Demostracién Sea A el espacio topoldgico asociado a A. Entonces una
red {z)}rea converge a un elemento z si y sélo si la funcién definida por

A= Ty, 0T
es continua, lo que es equivalente a que para cada 7 la funcion
A= di(xy), 00— ¢;(x)
sea continua, lo que a su vez es equivalente a ¢;(z)) — ¢;(x) para todoi. O

Proposicién 5.4. Un filtro § en X converge a un elemento x con respecto
a la topologia inducida por ® = {¢;}icr st y solo si $;(F) — ¢i(x) para cada
1€ 1.

Demostracién Si § converge a x entonces ¢;(§) — ¢;(x) pues las fun-
ciones ¢; son continuas. Supongamos ahora que se tiene ¢;(§) — ¢;(x) para
cada i € I. Sea {zr}rez una red fija, pero arbitraria, que satisface zp € F
para cada F' € §. Basta ver que xp converge a x. Para cada una de estas
redes se tiene ¢;(zr) € ¢;(F) para cadai € I, y la funcion F +— ¢;(F') es una
funcién cofinal entre § y ¢;(F) por definicién de filtro imagen, por lo que a
posteriori se tiene:

di(xp) sy ¢i(x), Vi e I (5.1)
Se concluye que xr — x, y como la red era arbitraria, § — x. O

ejemplo 5.5. Sea Y un subconjunto de un espacio topolégico X. La topologia
de subespacio en Y es la topologia inducida por la inclusién ¥ — X. Esta
topologia tiene las siguientes propiedades, de acuerdo a los resultados prece-
dentes:

1. Una funcién f : Z — Y es continua si y sélo si es continua como una
funcion de Z en X.

2. Unared {yx}rea converge a un punto y € Y, con respecto a la topologia
de subespacio, si y sélo si converge con respecto a la topologia de X.

3. Un filtro § en Y converge a un punto y € Y, con respecto a la topologia
de subespacio, si y sélo si el filtro generado por § en X converge a y
con respecto a la topologia de X.
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ejemplo 5.6. Sea {X;};c; una familia de espacios topolégicos. En el pro-
ducto cartesiano X = [],.; X; se define la topologia producto como la
topologia inducida por las funciones coordenadas X — X;. Esta topologia
tiene las siguientes propiedades, de acuerdo a los resultados precedentes:

1. Una funcién f : Z — X es continua si y s6lo si cada funcién coordenada
fi + Z — X, es continua.

2. Una red {z)}rea converge a un punto x € X si y sélo si cada coor-
denada z; , de x) converge a la coordenada x; de z con respecto a la
topologia de X;.

3. Un filtro § en X converge a un punto x si y sélo si para cada 7 € [ el

filtro
5= {F C Xi|F < [ X5 es}
J#
converge a x; con respecto a la topologia de X.

Para comprobar esta dltima afirmacion, basta ver que el filtro §; definido
mas arriba es igual a la imagen bajo la i-ésima funciéon coordenada del filtro
§. Por un lado es claro que cada elemento F; de §; es la i-ésima coordenada
de F; x [] i Xj- Por otro lado si (G; es la imagen bajo la i-ésima funcion
coordenada de un elemento G de §, entonces G C G; x [] i Xj, de donde
G; % H#i X, € § por definicién de filtro.

La induccion de topologias es functorial en el siguiente sentido:

Proposicién 5.7. Sea (Y,7) un espacio topoldgico, y sean ¢ : X — Y,
W Z — X funciones arbitrarias. Entonces ¥*[¢*(7)] = (¢ o )*(7).

Demostracion Basta ver que un filtro § converge a un punto z € Z
con respecto a la topologia ©*[¢*(7)] si y sélo si ¥(F) converge a 1(x) con
la topologia ¢*(7), lo que a su vez equivale a decir que ¥[d(F)] = 1 o ¢(F)
converge a Y[p(x)] = ¢ o P(x). O

Corolario 5.7.1. Si Z es subespacio de un espacio topologico Y e Y es
subespacio de un espacio topologico X, entonces Z es subespacio de X. [

De hecho el resultado precedente se extiende a familias de funciones como
sigue:
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Proposicién 5.8. Sea Z un conjunto y sea ¥V = {1;}ic; una familia de
funciones ; : Z — X;. Para cada i € I, sea {(Y;;,7i;)}jes, una familia
de espacios topologicos, y sea ©; = {¢p; ;};es, una familia de funciones ¢;; :
X; =Y, ;. Entonces V*[®F(7;;)] = (P o V)*(7;;), donde ® oV es la familia

de todas las composiciones ¢; ; o \V; con ¢; ; € @;.

Demostracion Basta ver que un filtro § converge a un punto z € Z
con respecto a la topologia U*[®*(7; ;)] si y s6lo si 1;(F) converge a ;(x)
con la topologia ®;(7;) para cada i, lo que a su vez equivale a decir que
Gij[10i()] = (i 0 ¥i)(F) converge a ¢;;[Yi(x)] = (¢i; o ¥i)(x) para todo
1€l ytodo je J. O]

Corolario 5.8.1. Si los conjuntos J; son disjuntos, el producto

I (17~

i€l \jeJ;

es homeomorfo al producto
I x
J€Uer Ji
]

La principal razén para definir la topologia inducida por una familia de
funciones es definir productos. Una vez que los productos han sido definidos,
puede reducirse el uso de cualquier otro tipo de topologia inducida a la
topologia inducida por una sola funcion mediante el siguiente resultado.

Proposicién 5.9. Sea X un conjunto y sea ® = {¢;}icr una familia de
funciones ¢; : X — Y;. Entonces la topologia inducida por la familia ® es la
misma que la topologia inducida por la funcion

¢: X = HYia ¢(x) = (¢i())ier-

el

Demostraciéon Basta ver que un filtro § en X converge a un punto
x € X con respecto a la topologia inducida por ® si y sélo si ¢;(F) converge
a ¢;(x) para cada i. Esto a su vez equivale a ¢(§) — ¢(x), de donde sigue lo
pedido. O
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ejemplo 5.10. Supongamos que { X} ca es una familia de espacios topoldgicos
indiceada por un conjunto parcialmente ordenado A. Supongamos que para
cada par de elementos A\, € A con A\ > pu existe una funcién continua
Ot Xa — X, que es functorial en el sentido siguiente:

oax = ldx,, OapPuy = Prw-

Entonces el subespacio del producto [[, X\ formado por aquellos elementos
(xx)ren que satisfacen

¢>\7M(x)\) =Ty, VYA > pen A
recibe el nombre de limite inverso de la familia.

El concepto de topologia co-inducida es similar al anterior pero se define
a partir de funciones que tienen como imagen al conjunto en el cual se quiere
definir la topologia. La propiedad que caracteriza las funciones continuas
a la topologia inducida tiene su andlogo en este contexto, pero no asi los
resultados concernientes a filtros y redes, ya que filtros y redes cerecen de
conceptos duales.

definicién 5.11. Si ¢ es una familia de funciones ¢; : Y; — X, donde cada
(Y;,7;) con i € I es un espacio topolégico, entonces la coleccién

P, (1;) = {O € X|¢; 1 (O) es abierto Vi € I}

es una topologia en X. Se la llama la topologia co-inducida por la familia
{¢i}icr- Es la topologia mas fina en X para la cual cada ¢; es continua.

Proposicion 5.12. Sea X un conjunto y sea T la topologia co-inducida por
una familia {¢;}icr de funciones ¢; : Y; — X. Entonces una funcion f :
X — Z es continua si y solo si cada funcion fo ¢; 1 Y; = Z es continua.

Demostraciéon Si f : X — Z es continua, entonces cada funcién fog; :
Y, — Z es continua por ser una composicién de funciones continuas. Por otro
lado, si cada funciéon f o ¢; : Y; — Z es continua, y si O es un abierto de
7, entonces cada conjunto (f o ¢;)"H(O) = ¢; '[f~1(O)] es abierto. Luego
F7HO) es abierto y como O era arbitrario f es continua. n



L. Arenas-Carmona 47

Cilindro Banda de Moebius

(0,%) (1,%) (0,%)

(1,1—1)

Figure 5.1: El cilindro y la banda de Moebius del ejemplo 5.14.

ejemplo 5.13. Sea X un espacio topolégico y sea = una relacién de equiva-
lencia en X. La topologia cociente en el conjunto de clases de equivalencia
Y = (X/ =) es la topologia co-inducida por la proyeccién X — Y. Con esta
topologia una funcién f : Y — Z es continua si y solo si es continua como
una funciéon de X en Z.

ejemplo 5.14. Como un ejemplo explicito de topologia de identificacion
mostraremos como construir el cilindro y la banda de Moebius como espacios
de identificaciéon. Tomamos X = [0, 1] x [0, 1].

e Para el cilindro C' definimos = como la relacion cuyas unicas relaciones
no triviales son aquellas de la forma (0,t) = (1,1).

e Para la banda de Moebius M definimos = como la relacién cuyas tinicas
relaciones no triviales son aquellas de la forma (0,¢) = (1,1 —¢t).

ejemplo 5.15. Sea {X;};c; una familia de espacios topoldgicos. El copro-
ducto o union disjunta se define, como conjunto, como la unién

X=][x=Jx xi.
i€l i€l

La topologia del coproducto se define como la topologia co-inducida por las
inclusiones X; < X. De acuerdo a los resultados precedentes una funcion
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(0® @

Figure 5.2: Representacion grafica del coproducto de espacios topoldgicos.

f X — Z es continua si y sélo si cada restriccion f; : X; — Z es continua,
donde se identifica X; con su imagen en el coproducto. Intuitivamente, el co-
producto se interpreta como la inclusiéon en un mismo espacio de los espacios
X, como subconjuntos separados o disconeros como en la figura 5.2.

El proceso de co-inducir una topologia es functorial en un sentido similar
a la induccién.

Proposicién 5.16. Sea (Y,T) un espacio topoldgico, y sean ¢ : Y — X,
v X — Z funciones arbitrarias. Entonces 1. [¢.(T)] = (¢ 0 ¢).(7).

Demostracién Basta ver que un conjunto A C Z pertenece a la topologia
. [d.(T)] siy sélo si p~H(A) C X pertenece a la topologia ¢.(7), lo que a su
vez equivale a decir que ¢~ ![1p 71 (A)] = (¢ o ¢)"1(A) pertenece a 7. O

Corolario 5.16.1. Sea (Y, 7) un espacio topolégico, y sean ¢ : Y — X, 1 :
X — Z funciones epiyectivas. Entonces si X tiene la topologia cociente bajo
la identificacion correspondiente a ¢ y si con esta topologia de X, el espacio Z
tiene la topologia cociente bajo la identificacion correspondiente a1, entonces
Z tiene la topologia cociente bajo la identificacion correspondiente a o¢p. [

Tal como en el caso de la induccién tenemos una versién de esta ultima
propiedad para familias arbitrarias:

Proposicién 5.17. Sea Z un conjunto y sea ¥V = {1;}ic; una familia de
funciones ¢; + X; = Z. Para cada i € I, sea {(Y;;,7i;)}jes, una familia
de espacios topoldgicos, y sea ©; = {¢p; ;}jes, una familia de funciones ¢;; :
Yi; — Xi. Entonces U, [®; . (7;;)] = (Vo ®@).(7,), donde ¥ o ® es la familia
de todas las composiciones V; o ¢; j con ¢; ; € ;.
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Demostraciéon Basta ver que un conjunto A C Z pertenece a la topologia
W, [®@,(7)] siy sélo si ;' (A) C X; pertenece a la topologia ®; .(7) para cada
i, lo que a su vez equivale a decir que ¢; ' [%le (A)] = (¢ij00;) 1 (A) pertenece
arT. [

Corolario 5.17.1. Si los conjuntos J; son disjuntos, el coproducto

I (17~

el jEJZ‘

es homeomorfo al coproducto

H Xi;.

J€Uer Ji
L]

ejemplo 5.18. Supongamos que { X} ca es una familia de espacios topol-
gicos indiceada por un conjunto parcialmente ordenado A. Supongamos que
para cada par de elementos A\, u € A con A < p existe una funciéon continua
Oapu t X — X, que es functorial en el sentido siguiente:

¢A,A = IdX,\a ¢/\,u¢,u,u = ¢)\7V'

Entonces el cociente del co-producto [, Xy, en el que se identifica cada par
de elementos ¢y ,(zy\) y x, de los subespacios correspondientes, recibe el
nombre de limite directo de la familia.

ejemplo 5.19. Supongamos que { X, };cs es una familia de subconjunto abier-
tos en el espacio topolégico X = J,.; X;. En este caso diremos que la fa-
milia es un cubrimiento abierto de X. Supongamos que se tiene una funcion
f X — Z tal que cada restriccion f; : X; — Z es continua, respecto de la
topologia de subespacio en X;. Entonces, para cada conjunto abierto U C Z,

se tiene
o) =,
iel
donde cada uno de los conjuntos de la derecha es abierto en el correspondiente
subconjunto X;, y por lo tanto también en X. Concluimos que la preimagen
bajo f de todo subconjunto abierto de Z es abierta, y por lo tanto f es
continua. Se concluye que la topologia de X es co-inducida por las inclusiones
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e; + X; — X. De hecho, para definir una funcion continua de X en un espacio
arbitrario 7, es suficiente con definir f; : X; — Z continua, cuidando que las
definiciones coincidan en las intersecciones X; N Xj.

ejemplo 5.20. Supongamos que {X;}?; es una familia finita de subcon-
juntos cerrados en un espacio topolégico X = (J_; X;, a lo que llamaremos
un cubrimiento cerrado finito de X. Supongamos que se tiene una funcion
f: X — Z tal que cada restriccion f; : X; — Z es continua. Entonces, para
cada conjunto cerrado C' C Z se tiene

donde cada uno de los conjuntos de la derecha es cerrado en el correspondiente
subconjunto X;, y por lo tanto también en X. Concluimos que la preimagen
bajo f de todo subconjunto cerrado de Z es cerrada, y por lo tanto f es
continua. Se concluye que la topologia de X es co-inducida por las inclusiones
e; - X; — X. De hecho, para definir una funcién continua de X en un espacio
arbitrario Z, es suficiente con definir f; : X; — Z continua, cuidando que
las definiciones coincidan en las intersecciones X; N X;. Esta propiedad de
los cubrimientos cerrados sera usada a menudo en lo que sigue, por lo que la
enunciaremos como un lema.

Lema 5.21. Sea X un espacio topoldgico y supongamos que X = |J._, X,
donde cada X; es un subconjunto cerrado. Sea f; : X; — Y wuna funcion
continua para cada i = 1,...,n, que satisfacen fi(x) = f;(x) para cada
x € X;NX,. Entonces la funcion f: X =Y definida por f(x) = f;(x) para
x € X; es continua en X.

ejemplo 5.22. A continuacién mostraremos como dar una demostracion
del resultado precedente utilizando redes, de modo que el lector aprecie las
dificultades adicionales del uso de redes para estudiar topologias co-inducidas.
Sea {x)}rea una red en X que converge a un elemento z,. Para cada i =
1,...,n definimos

Az‘ = {)\ < A|IL’)\ < Xl}

Claramente A = [J_, A;. Afirmamos que al menos uno de estos conjuntos
es cofinal. Si no fuese asi, para cada A; existe un elemento \; € A que no
es menor o igual a ningin elemento de A;. Sea A un elemento mayor a cada
uno de Aq,...,A\,, el que existe por ser A un conjunto dirigido. Entonces
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A no puede pertenecer a ningin conjunto A;, lo que se encuentra en con-
tradiccién con A = |J;_, A;. Reordenando si es necesario, podemos suponer

que Ay, ..., Ay son cofinales y los restantes no lo son. En particular, se tiene
AEA .
Ty — Xo, 1=1,...,k.

Como la restriccion f; de f a cada X; es continua, se tiene

Fla) 25N o),  i=1,....k

Sea V una vecindad de f(z¢) en Y. Paracadai =1,..., k, existe un elemento

w; € A; tal que A € Ay y A > p; implican f(z),) € V. Para cada i =

k4 1,...,n escogemos un elemento p; € A que no sea menor a ningun

elemento de A;. Sea p € A un elemento mayor o igual a cada p; con 1 <1 < n.

Si A > pentonces A € A; paraalgini=1,... k. Como A > pu;, se sigue que

f(zy) € V. Como V era una vecindad arbitraria de f(xy) concluimos que
AEA

fxx) = f(o).

Por lo tanto f es continua.

Ejercicios

1. Sean X C Y C Z espacios topoldgicos. Probar que si X tiene la
topologia de subespacio en Y e Y tiene la topologia de subespacio en
7, entonces X tiene la topologia de subespacio en Z.

2. Probar en detalle que existen los homeomorfismos naturales X x Y =
Y XXy Xx (Y xZ)Z2(XxY)xZ.

3. Sea X el espacio que se obtiene al identificar los extremos del intervalo
[0,1]. Probar que X es homeomorfo al circulo unitario.

4. Sea X es espacio obtenido al identificar todos los enteros en R y sea Y
la union de todos los circulos de radio + centrados en (1/n,0). Probar
que X e Y no son homeomorfos.

5. Probar que existe un espacio cociente no numerable e indiscreto de R.



Chapter 6

Axiomas de separaciéon

Algunos ejemplos de espacios topoldgicos vistos hasta ahora resultan bastante
incomodos cuando se intenta trabajar con ellos como se hace por ejemplo en
analisis, como es el caso de un espacio indiscreto en el que cada sucesion o
filtro converge a cada limite y no existen funciones reales continuas no con-
stantes definidas en este espacio. En este capitulo estudiaremos las condi-
ciones minimas que debe cumplir un espacio topolégico para tener algunas
propiedades similares a las que satisfacen los espacios métricos.

Sea (X,7) un espacio topoldgico. Existe una relacién de equivalencia
natural = en X definida por = = y si x e y estan contenidos en exactamente
los mismos conjuntos abiertos, es decir x = y si y sélo si se cumple que:

re 0 <= yeO, VO e 7.

El siguiente resultado es inmediato de la definiciéon de vecindad:
Proposicién 6.1. © =y si y solo si V(z) = V(y). O

Proposicién 6.2. x = y si y solo si toda red que converge a x converge
también a y y viceversa.

Demostracién Si V(z) = V(y) es inmediato de la definicién de red
convergente que una red converge a x si y sélo si converge a y. Por otro lado,
si U es una vecindad de z pero no de y entonces y € U¢, por lo que existe
una red en U° que converge a y. Como U es vecindad de z, x ¢ U<, por lo
que ninguna red en U¢ puede converger a x. m

El mismo razonamiento demuestra:

52
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Proposicién 6.3. x = y si y solo si todo filtro que converge a x converge
también a y y viceversa. [

Proposicién 6.4. x = y si y solo si, en las notaciones del Ejemplo 3.3, se
tienen simultaneamente x — y e y — x.

Demostracion Si x = y, entonces las redes que convergen a = e y
son las mismas, lo cual se aplica en particular a las redes indiceadas por el
conjunto dirigido A = {w} con un unico elemento. Por otro lado, si x — ¥,
se sigue de inmediato que toda vecindad de y contiene a z. Si V es una
vecindad de y, debe contener una vecindad abierta U de y. En particular
x € U, y como U es abierta, concluimos que U es vecindad de z y por lo
tanto también V. Se sigue que x e y tienen las mismas vecindades. O

Un espacio se dice Tj si esta relacion es la igualdad, es decir

T=EYy = v=1.

Al espacio X/ = se le llama la Ty-identificacion de X y es automdticamente
Ty. Notese que para todo espacio topoldgico X, los abiertos de X estan
en correspondencia uno-a-uno con los abiertos de la Ty-identificacién de X.
En general, no hace gran diferencia si uno remplaza cada espacio por su
Ty-identificacion.

ejemplo 6.5. Todo espacio métrico y todo espacio discreto es Ty. El espacio
de Sierpinski es 7.

ejemplo 6.6. Si X es indiscreto, su Tj-identificacion consta de un tunico
punto.

ejemplo 6.7. Si X es Ty, su Ty-identificaciéon es idéntica a X.
En un espacio Ty puede definirse una relacién de orden > por:
x>y << V(z) D V(y).

Equivalentemente, = > y si todo abierto que contiene a y contiene también
a . En este caso se demuestran por el mismo argumento los siguientes
resultados:

Proposiciéon 6.8. ©x > y si y solo si toda red que converge a x converge
también a vy. O
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Proposicién 6.9. x > y si y solo si todo filtro que converge a x converge
también a y. [

Proposicién 6.10. x > y si y sélo si x — y.

ejemplo 6.11. Es posible describir los espacios topoldgicos finitos simple-
mente describiendo la relacion —. Ilustremos esto con los espacios topoldgicos
con dos elementos. En el espacio indiscreto ambos puntos son equivalentes.
En el espacio discreto no existe ninguna relacion de convergencia entre es-
tos dos puntos. En el espacio de Sierpinski, se tiene 1 — 0 pero no se tiene
0 — 1, es decir hay un punto mayor a otro. Representamos cada una de estas
situaciones con un diagrama como muestra la Figura 6.1. El rectangulo en

®

T
® ®] © ® ©
i

A B

Figure 6.1: Los espacios topolégicos con dos elementos: El espacio indiscreto
(A), el discreto (B) y el espacio de Sierpinski (C).

A indica que los dos elementos en su interior son equivalentes. La flecha en
B indica la relacién ya conocida. Siguiendo la misma légica, la Figura 6.2
ilustra las nueve topologias posibles, esencialmente diferentes de un espacio
con tres elementos.

Recuérdese que si el conjunto dirigido A un tiene un iltimo elemento w,
una red {z)}rea converge a y si y sélo si z, — ¥y, o equivalentemente si
y < x,. En un espacio T} y finito, es suficiente estudiar este tipo de redes.
Para ser precisos, si {x)}rea €s una red en tal espacio, podemos escribir A =
Ui, A;, donde cada A; es la pre-imagen de un punto del espacio. Razonando
como en el Ejemplo 5.22, podemos reducir el estudio de la convergencia de la
red completa al estudio de la convergencia de las subredes fundamentales que
corresponden a los subconjuntos A; que sean cofinales. Tales subredes pueden
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Figure 6.2: Los nueve espacios topoldgicos con tres elementos.

verse como subredes no estrictas de una red con ultimo elemento. Como
la topologia de un espacio estd determinada por la de su Ty-identificacion,
la topologia de un espacio finito esta totalmente determinada por la de su
diagrama asociado. Dejamos al lector la tarea de recuperar la colecciéon de
conjuntos abiertos a partir de uno de estos diagramas.

Un espacio es T} si la relacién > coincide con la identidad, es decir
T2y <= x=1.

Equivalentemente un espacio es 77 si y solo si para cada par de puntos x e
y existen vecindades U de x y W de y tales que U no es vecindad de y y
W no es vecindad de x. Pasando a sub-vecindades si es necesario, podemos
suponer U y W abiertos, de modo que la condicién implicay ¢ U y x ¢ W.
Equivalentemente, un espacio es 717 si y solo si para cada par de puntos z e
y existe una red (filtro) que converge a x pero no a y y viceversa.

Un espacio topolégico X se dice Ty (o de Hausdorff) si para cada par de
puntos z e y existen vecindades U € V(z) y W € V(y) tales que UNW = @.

Proposicién 6.12. X es Hausdorff si y sélo si ninguna red converge a mds
de un punto de X.



L. Arenas-Carmona 56

Demostracién Si {x)}rca es una red que converge a x y ay y si U
es una vecindad de x y W una vecindad de y entonces existen pu,v € A tal
que )y € U para A > puy xy € W para A > v. Si € > v, u entonces se tiene
xe € UNW. Como tal £ existe por definicién de conjunto dirigido, entonces
UNW # @. Luego X no es Hausdorff.

Asumamos ahora que X no es Hausdorff. Es decir existen = e y en X tales
que para cada par de vecindades U € V(z) y W € V(y) se tiene UNW # @.
Entonces A = V(x) x V(y) es un conjunto dirigido con la relacién producto,
y si tomamos una red {zx}rea con zw) € UNW, entonces zwy = ¢y
Twuw) Y. ]

Proposicién 6.13. X es Hausdorff si y solo si ningun filtro converge a mds
de un punto de X.

Demostracion Si existe un filtro § que converge a dos elementos dis-
tintos x e y, entonces cualquier red {zp}pez con xp € F converge a ambos x
e y. Por otro lado si una red {x)},ca converge a dos elementos distintos z e
y, entonces el filtro § generado por los conjuntos U, = {x)|\ > u} converge
aryady. ]

Proposicién 6.14. X es Hausdorff si y solo si la diagonal A = {(z,z)|x €
X} es cerrada en X x X.

Demostracion La diagonal es cerrada si y sélo si ninguna red de la
forma {(zx, z\)}rea puede converger a un elemento (z,y) con x # y. Esto
equivale a decir que no puede tenerse simultaneamente z), — ry xy — y. [

Proposicién 6.15. Un espacio primero contable X es Hausdorff si y solo si
ninguna sucesion converge a mds de un punto.

Demostracion Si X es Hausdorff, ninguna red puede converger a méas
de un punto, y en particular ninguna sucesién. Por otro lado, si X no es Hus-
dorff, existen puntos distintos = e y, y una red que converge simultaneamente
ax yay. Porla demostracion de la Proposicion 6.12, podemos suponer que
la red estd indiceada por V(z) x V(y). Como X es primero contable, existe
una funcion cofinal ¢ : Z — V(x). Afirmamos que la funcién

VL= V@) x Vi), @) = (o), o)),
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es cofinal. De hecho para todo par de vecindades U y V' de x existe un entero
n tal que ¢p(n) CUNV porlo que ¢(x) > (U, V). La subred correspondiente
a esta funcion cofinal es la sucesién pedida. m

ejemplo 6.16. Todo espacio discreto es Hausdorff. También lo es todo
espacio métrico pues si 2r < d(x,y) se tiene B(z;r) N B(y;r) = @.

ejemplo 6.17. Si A es un conjunto totalmente ordenado con la topologia
del orden, entonces es un espacio de Hausdorff. De hecho si x e y son dos
elementos de A, con = < y, sin ningiin elemento entre ellos (es decir y es el
sucesor de z), entonces (—o0,y) y (z,00) son disjuntos. De otro modo existe
z con x < z < y de modo que x € (—00,2) e y € (2,00).

definicion 6.18. Un espacio de Hausdorff X se dice regular, si para todo
conjunto cerrado C'y todo elemento z € C° existen abiertos U y W tales que
CCU,zeW,yUNnW =g.

Proposiciéon 6.19. Un espacio de Hausdorff X es reqular si y solo si, para
cada x en X y cada vecindad abierta O de x, existe una vecindad abierta W
de x tal que W C O.

Demostraciéon Supongamos primero que X es regular, y sea O una
vecindad abierta de x € X. Tomando C' = O¢ en la definicién de espacio
regular, obtenemos abiertos U D C'y W € V(x) que satisfacen U NW = .
Nétese que la ultima condicién equivale a W C U¢ y U€ es cerrado por lo
que W C U¢. Por otro lado U 2 O¢ implica U¢ C O. O

definicién 6.20. Un espacio de Hausdorff X se dice normal, si para todo
par de conjuntos cerrados disjuntos C' y D existen abiertos U y W tales que
CCU,DCW, yUNW =g.

Proposicion 6.21. Un espacio de Hausdorff X es normal si y solo si para
cada subconjunto cerrado D en X, y para cada subconjunto abierto O de X

que contiene a D, existe un conjunto abierto W de X que contiene a D vy
satisface W C O.

La demostracion es similar a la del resultado precedente.

Proposicién 6.22 (Lema de Urysohn). Si X es un espacio topolégico nor-
mal, para cada par de conjuntos cerrados disjuntos C' y D en X, existe una
funcién continua f : X — [0,1] tal que f(x) = 0 para todo x en C' y f(x) =1
para todo x en D.
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Demostracion Definimos una familia de conjuntos abiertos U, para
T

aES:{zn

[O,l]‘n,rEZ, nZO}

como sigue:
e U, es un abierto que contiene a C' y tal que Uy, C D°.

e U, es un abierto que contiene a U, y tal que U, C De.

e Si U, y U, estdn definidos para a = 57 y b = "2%1, de modo que se
satisfaga U, C U,, entonces para ¢ = “TJ“b = gflﬂ se elige el abierto U,

de modo que contenga a U, y que U, esté contenido en U,

Este procedimiento define U, para todo a € S. Definimos
f(z) = inf {a = 2% e [0, 1]‘1‘ € Va} :

Por convencién, diremos que f(x) = 1 si x ¢ U;. Afirmamos que, con esta
definicién, f es continua. Sea x un elemento de X tal que f(z) €]0,1].
Entonces una base de entornos de f(x) estd formada por intervalos del tipo
Je,d[ con ¢y den S. Nétese que ¢ < f(z) equivale a x ¢ U, por definicién.
Por otro lado f(z) < d entonces f(z) < d' para algin d" € S con d' < d.
Si tomamos otro d” € S con d' < d" < d se tiene x € Uy C Uyr. Por otro
lado si y € Uy se tiene f(y) < d” < d. En particular f(Uy — U,) Clc,d] y
Uy — U, es una vecindad abierta de z. Se sigue que f es continua en z. La
continuidad en los puntos z € X tales que f(z) € {0,1} es similar y se deja
como ejercicio al lector. Se sigue que f es continua en cada punto y por lo

tanto continua. O

Lema 6.23. Si X es un espacio topoldgico normal, y si h : E — |0,d]
es una funcion continua en el subconjunto cerrado E de X, entonces existe
una funcion continua g : X — [0,a/3] tal que para todo x € E se tiene
0 < h(z)—g(z) < (2/3)a.

Demostraciéon Basta probar el caso a = 1. Aplicamos el lema de
Urysonh con C'= h™! ([0, 1/3]) yD=n"! ([2/3, 1]) Sea f una funcién que
satisface f(C) = {0} y f(D) = {1}. Entonces g(x) = (1/3) f(x) satisface lo
pedido. O



L. Arenas-Carmona 59

Proposiciéon 6.24 (Teorema de extensién de Tietze). Si X es un espacio
topolégico normal, y si h : C— [0,1] es una funcion continua en el subcon-
gunto cerrado C de X, entonces existe una funcion continua f : X — [0, 1]
que extiende h.

Demostracién Aplicamos el lema precedente. Sea ¢; : X — [0,1/3]
continua y tal que 0 < h(z)—gi(z) < (2/3) paratodoz € C. Sea hy = h—g.
Entonces hy : C' — [0,2/3] por lo que aplicando el lema nuevamente se
encuentra gy : X — [0,2/9] continua y tal que 0 < hy(z) — ga(z) < (2/3)?
para todo x € C. Sea hy = h1 — go = h — g1 — ¢». Iterando obtenemos una
serie de pares (hy, g,) donde cada h; es una funcién continua en C, cada g;
es una funcién continua en X, y se tiene

ho = h — Zgz-, 0<hi(x) <(2/3)",  0<gi(x) <(1/3)(2/3)" .

En particular la suma )~ ¢;(x) es uniformemente convergente y su suma
f(z) =37, gi(x) es continua. Por otro lado para z € C' se tiene

h(z) = hn(z) + Zgi(.r),

por lo que al tomar el limite cuando n — oo se tiene h(z) = f(z) en C. O

ejemplo 6.25. Todo espacio métrico es normal, de hecho si A y B son
cerrados y disjuntos, la funcién

d(z, A)

1@ = A v dw B

satisface las condiciones del lemma de Urysohn.

Ejercicios

1. Probar que un espacio topoldgico X es Hausdorff si y sélo si la diagonal
es un subespacio cerrado de X x X.

2. probar que todo subespacio de un espacio de Hausdorff es Hausdorff.
Lo mismo para espacios Ty y Tj.
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10.

11.

. probar que todo producto de espacios de Hausdorff es Hausdorff. Lo

mismo para espacios Ty y T7.

Probar que si X es un espacio de Hausdorff, el espacio que se obtiene
al identificar dos puntos de X es Hausdorff.

Probar en detalle que el toro, definido como un espacio de identificacién
del cuadrado es un espacio de Hausdorff.

Probar que todo espacio métrico es normal.

Probar que un espacio de Hausdorff X es regular si y solo si para cada
punto x las vecindades cerradas de x forman un subconjunto cofinal.

Una superficie es un espacio topoldgico en el que cada punto tiene
una vecindad homeomorfa a R?. Probar que todas las superficies son
regulares.

Sea X un espacio regular y sea A un subconjunto cerrado. Probar que

el espacio que se obtiene al identificar los puntos de A es un espacio de
Hausdorft.

Encuentre un espacio normal X y una funcién continua f : A — R—{0}
definida en un cerrado A que no se extienda a una funcién continua
f: X — R —{0}. Justifique.

Probar que todo producto de espacios regulares es regular.



Chapter 7

Compacidad

Un espacio X se dice quasi-compacto si para cada colecciéon de abiertos

{Ui}iel con

Uui =x,

el
existe una subcoleccién finita {U;,,...,U; } tal que U, U...UU; = X.
Equivalentemente, un espacio X es quasi-compacto si para cada coleccion de
subconjuntos cerrados {C;};er con

Ci=2.

iel
existe una subcoleccién finita {C;,,...,C; } tal que C;; N...NC;, = @. En
otras palabras, si cada subcoleccién finita de {C;};c; tiene interseccién no
vacia (en este caso se dice que la coleccién tiene la propiedad de la interseccién
finita), entonces la coleccién misma tiene interseccién no vacia.

Proposicion 7.1. X es quasi-compacto si y sélo si cada filtro en X tiene
un punto de acumulacion.

Demostraciéon Supongamos primero que X es quasi-compacto. Recorde-
mos que x es un punto de acumulacion del filtro § si y sélo si para cada
vecindad U de x existe F' € § tal que U N F # @. Si § no tuviera puntos
de acumulacion, para cada x en X existiria una vecindad U, que podemos
suponer abierta, y un elemento F), en el filtro § tal que U, N F, = &. Nétese

que
X = U{x}g UUz

zeX zeX

61
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por lo que los conjuntos U, constituyen un cubrimiento abierto. Si X es quasi-
compacto, existen conjuntos Uy, . .., U, de entre los U, tales que | J;, U; = X.
Para cada i existe un F; € §con U, NF, = &. Sea F = ﬂ?zl F;. Entonces
Fef, yFNU; =9 para todo 1, luego F' = &. La contradicciéon demuestra
que todo filtro debe tener puntos de acumulacion.

Supongamos ahora que todo filtro en X tiene puntos de acumulacién. Sea
¢ una coleccion de conjuntos cerrados con la propiedad de la interseccion
finita. Sea C' la interseccion de los elementos de €. Basta probar que C' es
no vacio. Sea § el filtro generado por €. En particular, las intersecciones
finitas de elementos de € son base de §. Sea x un punto de acumulacién de §.
Entonces cada vecindad de x intersecta a cada elemento de C”" de €. Como
C" es cerrado, = estd en C’. Se sigue que x estd en la interseccion C. O

Corolario 7.1.1. X es quasi-compacto si y solo si cada ultrafiltro en X
converge. O

Corolario 7.1.2. Sea X un espacio quasi-compacto. St f : X — Y es una
funcion epiyectiva y continua entonces Y es quasi-compacto.

Demostracién Si §’ es un ultrafiltro en Y entonces es imagen de un
ultrafiltro § en X. Se sigue que § converge a un elemento = de X de donde

§' = f(F) converge a f(x) €Y. O

Proposicién 7.2 (Teorema de Tychonoff). Si {X;}icr es una familia de
espacios quasi-compactos, su producto X = [[..; X; es quasi-compacto.
Demostracién Sea {X;};c; una familia de espacios quasi-compactos y
sea X = [],c; Xi su producto. Sea § un ultrafiltro en X. Sea §; la imdgen
de § bajo la proyeccién en la i-ésima coordenada X — X;. Entonces cada
S es un ultrafiltro y por lo tanto converge a algun z; € X; ya que X, es
quasi-compacto. Luego § converge a x = (x;);e;. Como el ultrafiltro § era
arbitrario el espacio X es quasi-compacto. O

Proposicién 7.3. X es quasi-compacto si y solo si cada red en X tiene una
subred convergente.

Demostracion Supongamos primero que X es quasi-compacto. Sea
{zx}rea una red en X. Entonces el filtro generado por los conjuntos Fy =
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{x,|p > A} tiene un punto de acumulacién, digamos z. En particular, para
cada vecindad U de x y cada F) el conjunto U N F) es no vacio. Sea

M={(\U)eAx V(x| e Ul

Si (A, Up) y (A2, Us) estdn en M,y si A3 > A1, Ay entonces existe un Ay > A3
tal que x), € Uy N Us,, de donde (Ay,U; N Us) es un elemento de M por lo
que M es un conjunto dirigido con respecto al orden producto. El mismo
argumento demuestra que ¢ : M — A definido por ¢(\,U) = X es cofinal. Si
definimos y(\,vy = xx para cada (A, U) € M, la red {you)}ouvyem converge
a x y es una subred de la red original.

Supongamos ahora que cada red en X tenga una subred convergente y
sea § un filtro. Sea {xp}pez una red que satisface zr € F para todo F' € §.
Sea {yr}rea una subred que converge a un punto y, digamos yx = g
donde ¢ : A — § es cofinal. Entonces el filtro generado por los conjuntos
F\ = {yu|p > A} converge a y. Afirmamos que este filtro contiene a §, lo
que concluye la demostracion. Basta ver que todo elemento de § contiene a
algin F. Sea F' € § y sea A € A un elemento que satisface ¢(\) > F', el que
existe por ser ¢ cofinal. Afirmamos que ' O F)\. De hecho si 1 > A se tiene

Yu = Ty(u) € d(p) € ¢(N) C F.
]

Proposicién 7.4. 5i X es un espacio quasi-compacto, todo subconjunto cer-
rado es quasi-compacto.

Demostracion SiY es cerrado en X entonces toda red en Y tiene una
subred convergente a un punto de X. Por ser Y cerrado, su limite debe estar
en Y. El resultado sigue. [

Proposicién 7.5. Si X es Hausdorff, todo subconjunto quasi-compacto de
X es cerrado.

Demostracion Sea Y un subconjunto quasi-compacto de X. Sea y €
Y. Entonces existe una red {yy}xca en Y que converge a y. Como Y es
quasi-compacto, existe una subred que converge a un elemento gy, de Y. La
subred debe converger también a y por ser subred. Como X es Hausdorff,
cada red converge a lo mas a un limite. Se sigue que y = yo y por lo tanto
y € Y. Como y era un elemento arbitrario de la clausura, Y es cerrado. [
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Una funcion se dice cerrada si lleva conjuntos cerrados en conjuntos cer-
rados. Una consecuencia de los resultados precedentes es la siguiente:

Proposicién 7.6. Si f: X — Y es continua, donde X es quasi-compacto e
Y Hausdorff, Entonces f es cerrada. [

Corolario 7.6.1. St f : X — Y es continua y biyectiva, donde X es quasi-
compacto e Y Hausdorff, Entonces f es un homeomorfismo. O

Proposicién 7.7. St f : X — Y es continua y epiyectiva, donde X es
quasi-compacto e 'Y de Hausdorff, Entonces f induce un homeomorfismo de
un cociente de X con'Y.

Demostracion De hecho, si X; es el cociente de X por la relacion

r=y = f(x) = f(y),

entonces f induce una funcion F : X; — Y tal que f = F o p siendo
p : X — X la proyeccion. Como f es continua, también lo es F' por
definicién de topologia co-inducida. Como X es quasi-compacto, también lo
es su imagen X;. Ahora se aplica el resultado anterior. O]

ejemplo 7.8. Sea Y = S el circulo unitario en C y sea X = [0, 1]. La funcién
continua f : X — Y definida por f(t) = €™ induce un homeomorfismo entre
Sty el espacio que se obtiene al identificar 0 y 1 en [0, 1].

Un espacio se dice compacto si es quasi-compacto y Hausdorff. Recuér-
dese que es un espacio es Hausdorff si y sélo si cada filtro tiene a lo més un
limite. De hecho, es suficiente que cada ultrafiltro tenga a lo méas un limite,
puesto que si un filtro tiene dos limites lo mismo ocurre con cada ultrafiltro
que lo contenga.

Proposicién 7.9. Un espacio X es compacto si y solo si cada ultrafiltro
converge exactamente a un limite. O

Proposicién 7.10. Si f: X — Y es continua y bijectiva, donde X e Y son
espacios compactos, Entonces f es un homeomorfismo. O

Aplicando este resultado a la identidad se tiene:

Proposiciéon 7.11. Dos topologias compactas distintas en un mismo con-
junto son incomparables, es decir que ninguna es mds fina que la otra. [

Proposiciéon 7.12. Todo espacio compacto es normal.
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Demostracion Sea X un espacio compacto y sean C; y C5 subcon-
juntos cerrados disjuntos de X. Como X es Hausdorff, basta probar que
existen abiertos U; y Us, que contienen respectivamente a C y Cs, tales que
Uy NU; = @. Como Cy y Cy son cerrados, deben ser compactos. Sea y un
punto en C5 y sea x un punto en €. Como X es Hausdorff, existen abiertos
Upyy Vayconz €Uy, y € Vyyy Uy yNV,y = . Como C es compacto, es
recubierto por una cantidad finita de conjuntos Uy, 4, ..., Uy, 4, con t = t(y).
Sean

t ¢
Uy = U Uz, y, Vy = ﬂ Vaiy-
i=1 i=1

Se sigue que C; C U, y U,NV,, = @ pues cada elemento de la interseccién estd
en algin U,, , y en el correspondiente V,, ,. Andlogamente, C; es recubierto
por una cantidad finita de conjuntos V,,,...,V,,. Sea

Entonces C; C U, para cada y implica C; C U, y Cy C V por hipdtesis.
Ademas se tiene U NV = & como antes.

Compacificaciones

Un espacio de Hausdorff X se dice localmente compacto si cada punto en X
tiene una vecindad compacta. Si X es localmente compacto puede definirse
un nuevo espacio topolégico X como sigue: X=XU {o0} como conjunto,
donde oo 1o es un elemento de X. Los abiertos de X son los abiertos de X y
los conjuntos de la forma UU{oo} donde U¢ es compacto. Equivalentemente,
los cerrados de X son los conjuntos de la forma C'U {co} donde C' es un
conjunto cerrado de X y los compactos de X. Para ver que esto define
una topologia en X basta ver que los cerrados satisfacen las propiedades
necesarias. Interseccion de cerrados es cerrado y si al menos uno de ellos es
compacto la interseccién también lo es (por ser cerrada en un compacto). En
particular, una interseccién de conjuntos de la forma C'U {co} es también
de esa forma, y si se intersecta con al menos un compacto el resultado es un
compacto. La propiedad equivalente para las uniones finitas se demuestra
similarmente. Una unién finita de compactos es compacto y si se unen a al
menos un cerrado de la forma C'U{co}, la unién es también de esa forma. El
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conjunto X se escribe como X U {oco} y @ es compacto, luego son cerrados
en X. Se concluye que con nuestra definiciéon X es efectivamente un espacio
topoldgico.

Proposicién 7.13. Si X es Hausdorff y localmente compacto, entonces X
es compacto.

Demostracién Sea § un ultrafiltro en X. Basta probar que § tiene
exactamente un limite. Probemos primero que tiene al menos 1. Si {oo}
estd en § entonces § converge a oo y no hay nada que demostrar. Si no,
entonces §x es un ultrafiltro de X. Sea Y un compactode X. SiYNF # &
para cada I’ € § entonces §y es un ultrafiltro de Y y por lo tanto converge.
Si para cada compacto Y existe un elemento F' en § que no intersecta a Y
entonces F' C Y¢ de donde cada entorno de oo contiene un elemento de § y
por lo tanto § converge a co.

Supongamos ahora que § tiene al menos dos limites. Si ambos estan en
X el filtro

§={FNX|FegF}

es un filtro en X que converge a dos limites. Lo que contradice el hecho de
que X es Hausdorff. Supongamos ahora que uno de los limites de § es oc.
Sea r € X un segundo limite y sea V una vecindad compacta de x. Entonces
existen ] y Fy en § tales que Fi C V y F, C VU {oo}. Se sigue que
g =F,NF, eF, loque es imposible. n

Observacién 7.14. El espacio X se llama la compactificacién de Alexandroff
de X.

Existe otra construccién que permite sumergir un espacio X en un espacio
compacto. Un espacio X se dice completamente Hausdorff si para cada par
de puntos distintos = e y en X existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal
que f(z) =0y f(y) = 1. Del mismo modo, un espacio de Hausdorff X se dice
completamente regular si para cada punto x y cada conjunto cerrado B que
no contiene a z existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) =0y
f(y) =1 para todo y € B. Todo espacio normal es completamente regular y
todo espacio completamente regular es completamente Hausdorff. Sea X un
espacio completamente Hausdorff. Sea C'(X,[0,1]) el conjunto de funciones
continuas de X en [0, 1]. Entonces la funcién

o:X— [ 01

fed(x,0,1))



L. Arenas-Carmona 67

definida por ¢(x); = f(x) es inyectiva y continua (pues lo es cada coorde-
nada). Afirmamos que si X es completamente regular entonces ¢~ : ¢(X) —
X es continua. Basta ver que si {x)}ica es una red tal que f(x)) converge
a f(x) para cada f entonces x, converge a x. Supongamos que este no es el
caso. Entonces existe una vecindad U de x, que podemos suponer abierta, tal
que para todo A € A existe 1 > A tal que z, ¢ U. Sea f una funcién continua
tal que f(z) = 0y f(y) = 1 para todo y en U°. Entonces f(z,) = 1 para
valores de p arbitrariamente grandes, lo que contradice la hipdtesis sobre la
red.

En particular, para X completamente regular, la clausura X de ¢(X) es
un espacio compacto que contiene a ¢(X) como subespacio denso. A menudo
se identifica X con ¢(X), por lo que se dice que X contiene a X como
subespacio denso. Por esta razon, SX recibe el nombre de compactificacion
de Stone-Cech de X.

Proposiciéon 7.15. Si ¢ : X — Y es una funcion continua, entonces ex-
iste una unica funcion continua S @ X — BY que extiende f. En otras
palabras, se tiene un diagrama conmutativo

T

X — (Y

f

[

Demostracion Sea
Xo= [ 1, Y= ][ [0.1]
fec(x,[0,1]) feC(v,[0,1])

Definamos ¥ : Xy — Y, mediante

U(2)f = Tfoy-

La funcién W es continua pues lo es cada coordenada. Sean ¢x : X — Xy y
¢y 1 Y — Y] las funciones definidas por ¢x(x); = f(x) para f: X — [0,1]
continua y ¢y(y), = ¢g(y) para g : ¥ — [0,1] continua. Afirmamos que
Vo px = ¢y 0. De hecho un célculo por coordenadas nos da:

(ovle@)) = gl@)] = [ox(@)gos = (Pox(@)]) -

g g
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En particular, si x estd en X, entonces existe un ultrafiltro § en X tal que
¢x(§) converge a x. En particular V[px ()] = ¢v[¢(F)] converge a ¥(z),
luego W(x) € BY. Se sigue que V¥ tiene una restriccién fy : X — pY.
La unicidad sigue del hecho de que la imagen de X es densa en el espacio
de Hausdorft SX, por lo que la imagen de cada elemento a de X debe ser
igual al inico limite de la imagen de cualquier ultrafiltro en X que converja
a a. [

ejemplo 7.16. Si X es compacto X es homeomorfo a X. En particular,
si f: Z — X es una funcién continua, entonces se extiende a una funcion

Bf:B7Z = X.

Proposiciéon 7.17. St X un espacio topologico discreto existe una corre-
spondencia uno a uno entre los elementos de X y los ultrafiltros de X .

Demostracién Si § es un ultrafiltro en X entonces su extension §gx
debe tener un punto de acumulacién en SX. Por ser §sx = i(F) donde
t: X — BX es lainclusion, el filtro §gx es un ultrafiltro y por lo tanto
converge a un unico punto zz. Por otro lado, si  es un punto de SX
entonces existe un filtro en X que converge a x y puede suponerse que es un
ultrafiltro.

Supongamos finalmente que x es punto de acumulacién de dos ultrafiltros
Ssx v ®sx, donde § y & son ultrafiltros distintos de X. Como § no estd
contenido en &, existe un conjunto F' € § tal que F' ¢ &. Se sigue que G =
F¢ € &. La funcién caracteristica yp : X — [0, 1] se extiende continuamente
a una funcién Byr : X — [0,1]. Se sigue que {1} = xr(F) € Bxr(F) por
lo que se tiene

1 =lim Bxr(F) = Bxr(z),

Pero el mismo argumento aplicado a G = F*¢ demuestra que Sxp(z) =0. O

ejemplo 7.18. Sean ahora X; y X, dos espacios topolégicos con el mismo
conjunto subyacente y sea ¢ : X; — X, la identidad. Supongamos que la
topologia de X; es mas fina que la de X5, de modo que 7 sea continua.
Entonces existe una funcién continua i : fX; — SX5 que la extiende. Su
imagen es compacta y por lo tanto cerrada. Como contiene a la imagen
de i que es densa, debemos tener Si(6X;) = fX,. Se sigue que SX, es
un cociente de SX; por alguna relacion de equivalencia. En particular, si
X; es discreto, se sigue que toda compactificacién de Stone-Cech se obtiene
cocientando $X; por una relaciéon de equivalencia apropiada.
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Ejercicios

1. Sean Ry y R, los espacios topoldgicos definidos en los ejercicios del
Capitulo 2.

(a) Probar que un subconjunto de Ry, es cuasi-compacto si y sélo si
tiene ultimo elemento.

(b) Tiene R; subconjuntos compactos infinitos?

2. Usar la parte (a) del ejercicio precedente para probar que toda funcién
semicontinua superiormente en un espacio compacto alcanza su maximo.

3. Probar que todo subconjunto cerrado y acotado de R™ es compacto.

4. Probar que la funcién f : {0, 1} — [0, 1] definida por

f((an)n) = Z 2a,37"

neN

es un homeomorfismo de {0, 1} con un subconjunto cerrado de [0, 1].
Este subconjunto recibe el nombre de conjunto de Cantor. Concluir
que {0, 1} es compacto.

5. Sea X un espacio topoldgico. Probar que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) Cada punto de X tiene una vecindad compacta.

b) Cada vecindad de un punto x € X contiene una vecindad com-
p
pacta de x.

Un espacio que cumple cualquiera de las dos propiedades anteriores se
dice localmente compacto o LC.

6. Probar que todo subconjunto abierto de un espacio compacto es local-
mente compacto.

7. Probar que R es localmente compacto.

8. Probar que todo espacio topoldgico compacto es normal.
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9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

Probar que la funcién f : {0, 1} — [0, 1] definida por
f((an)n> = Z a,27"

es continua. Utilizar este hecho para dar una demostracién de la com-
pacidad del intervalo [0, 1] utilizando el teorema de Tychonov.

Sea X un producto arbitrario de copias de R. Diremos que un subcon-
junto de X es puntualmente acotado si su proyecciéon en cada coorde-
nada es compacta. Probar que todo subconjunto cerrado y puntual-
mente acotado de X es compacto.

Probar que en un espacio compacto primero contable cada sucesion
tiene una subsucesion convergente. Es cierto que si X es primero con-
table (y Hausdorff) y cada sucesién en X tiene una subsucesién conver-
gente entonces X es compacto? (Sugerencia: témese la topologia del
orden en un conjunto bien ordenado incontable en el que cada seccion
inicial es numerable).

Probar que todo subconjunto abierto de un espacio compacto es local-
mente compacto.

Probar que R es localmente compacto.

Probar que un producto de espacios LC es LC si y s6lo si el niimero de
factores no compactos es finito.

Probar que todo espacio LC es completamente regular.

Sea X un espacio topoldgico discreto y sea X su compactificacién de
Stone-Cech. Probar que la funcién que asigna a cada ultrafiltro § de
X su (dnico) limite en X es una biyeccion.

Sean X e Y dos espacios localmente compactos con el mismo conjunto
subyacente, de modo que la topologia de X sea mas fina que la de Y.
Probar que fY es homeomorfo a un cociente de 5.X.

Probar que un producto numerable de intervalos es metrizable.
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19.

20.

21.

Sea X un espacio compacto segundo contable. Probar que X es metriz-
able (Sugerencia: Probar que X es homeomorfo a un subespacio de un
producto numerable de intervalos).

Probar que el conjunto F' de todas las funciones de [0, 1] en [0, 1] es un
espacio topologico compacto pero no metrizable con la topologia de la
convergencia puntual (sugerencia: encontrar una sucesién sin subsuce-
siones convergentes).

Probar que toda sucesién de funciones crecientes de [0, 1] en [0, 1] tiene
una subsucesiéon puntualmente convergente (sugerencia: Considerese
la proyeccion del espacio de todas las funciones en un subproducto
numerable apropiado).



Chapter 8

Compacidad secuencial

Un espacio topolégico donde cada sucesiéon tiene una subsucesion convergente
se dice secuencialmente compacto. En este capitulo estudiaremos la relacion
entre este concepto y compacidad. En particular en el caso de espacios
métricos.

Proposiciéon 8.1. Un espacio primero contable y quasi-compacto X, es se-
cuencialmente compacto.

Demostraciéon Sea X un espacio primero contable y quasi-compacto.
Sea {x,}neny una sucesiéon en X. Entonces tiene una subred convergente
a algin elemento x € X. Esta subred estd dada por una funcién cofinal
¢ : N — 7 para algiin conjunto dirigido A. Por definicién de cofinal, la
imagen S de ¢ es infinita. Sea S = {s1,2,...} con 57 < 55 < 53 < .... Sea
iy, un elemento de A tal que ¢(u,) = s,. Sea w : Z — V(z) una funcién
cofinal. Para cada n € Z escogemos inductivamente un elemento A\, en A
que satisfaga las 3 condiciones siguientes:

1. An > .
2. x4\ € w(n) para todo A > A,.

3. A\ > A1 paran > 2.

Claramente z4(y,) — x. Falta ver que es una subsucesion, es decir que
n — ¢(\,) es cofinal. Por definicién es creciente. Por otro lado

y la inclusién S +— N es cofinal. O

72
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Observacién 8.2. Existen espacios primero contables secuencialmente com-
pactos que no son quasi-compactos. Por ejemplo, Sea 2 un conjunto bien
ordenado incontable y para cada x en §2 denotamos por s(x) el conjunto
{y € Qy < z}. Si 0 denota el primer elemento de €, este conjunto es el
intervalo cerrado [0, z], o, equivalentemente, el intervalo abierto [0,z + 1],
donde = + 1 denota el sucesor de x. Sea

Qo = {z € Q|s(x) es numerable o finito}.

Este conjunto es un intervalo abierto que contiene a 0, por lo que, o es igual
al conjunto incontable Q, o es de la forma [0, u[, donde u € €2 es el primer
elemento que no pertenece a €y. En el dltimo caso, u ¢ €, de donde
es incontable por definicién. En cualquier caso {)y es incontable. Sea 7 la
topologia definida en 2y por los intervalos de la forma

Ja,b[={u € Qyla < u < b}.

Esta se llama la topologia del orden en €. El espacio topoldgico (€, 7) no
es compacto, ya que la red {z,};cq,, definida por x5, = s, no tiene una subred
convergente a ningun elemento de 2. De hecho, la red converge al infinito
en la compactificacion de Alexandroft de €2y. Por otro lado, el conjunto de
intervalos contenidos en s(z) es numerable para cada x, por lo que s(x) es
primero contable. Como cada s(x) es abierto (ejercicio), se tiene que €2y es
primero contable. Afirmamos que cada sucesion en ) tiene una subsucesion
convergente. Para ello basta probar las siguientes afirmaciones:

1. Cada sucesién esta contenida en un conjunto de la forma s(x).
2. s(x) es compacto.

Para la primera afirmacién, si la sucesién {z, }n,eny 10 esta contenida en
s(z), entonces existe n tal que x < x,. En particular, z € s(z,) para algin
n. Como J,~, s(z,) es numerable, no puede tenerse Qy = |J -, s(z,), dado
que )y es incontable. Concluimos que existe un elemento = € € tal que s(z)
contiene a la sucesién completa.

Para demostrar la segunda propiedad, supongamos que s(x) no es com-
pacto para algun z. Sea x( el menor elemento tal que s(zg) no es compacto.
Sea {U; }ie; una coleccién de abiertos que recubren s(z). Sea i € I tal que
xo € U;. Por definicién de la topologia del orden, existe un intervalo abierto
la,b[ tal que xy €]a,b[C U;. Sea u el menor elemento de |a,b]. Si zy = u,
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entonces o es el sucesor de a y se tiene s(xg) = s(a) U {xp}. Como s(a)
es compacto por la minimalidad de xg, también lo es s(xg) y tenemos una
contradiccion. Supongamos ahora que u < zy. Entonces U; contiene a todos
los puntos entre u y xo (si los hay). Por otro lado s(u) es quasi-compacto,
por lo que existe una unién finita U;, U...UU;, que contiene a s(u). Se sigue
que s(x) CU;, U...UU;, UU;, lo que es nuevamente una contradiccion.

Proposicion 8.3. En un espacio secuencialmente compacto todo recubri-
miento abierto numerable tiene un sub-cubrimiento finito.

Demostracion Sea X un espacio secuencialmente compacto y supon-
gamos que

[e’s) N
x=u. Xx#£JUu vNeN
=1 i=1

Para cada N € N, sea x en el complemento de Ufil U;. Sea x el limite de
una subsucesién de {z,},en. Entonces z estd contenido en el complemento
de Ufil U; para todo N, lo que contradice X = (J;=, U;. O

definicion 8.4. Un espacio X se dice de Lindeloff si cada cubrimiento abierto
de X tiene un sub-cubrimiento numerable.

Proposicién 8.5. Un espacio de Lindeloff secuencialmente compacto es
quasi-compacto.

Demostracion Inmediato de la definiciéon y del resultado anterior. [

definicién 8.6. Un espacio X se dice segundo contable si la topologia de X
tiene una base numerable.

Proposicién 8.7. Un espacio sequndo contable es de Lindeloff.

Demostracién Sea B una base numerable del espacio X. Sea X =
Uie ; Ui con cada U; abierto. Sea S C B la coleccién de elementos de la base
que estdn contenidos en al menos un U;. Para cada O € S escojemos i(O) € I
tal que O esta contenido en Usp). Afirmamos que de hecho X = J g Ui(o)-
Esto terminara la demostracion. Sea x € X. Basta probar que x esta
contenido en algin Uj). De hecho x estd contenido en algin U; y como
este es unién de conjuntos en B, los que deben estar en S por definicion,
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x debe estar contenido en algin O € S pero O C Uj). La demostracion
termina observando que S es numerable y por lo tanto tambien lo es la familia
{Ui(0)}oes que S indexa. O

definicién 8.8. Un espacio X se dice separable si tiene un subconjunto denso
numerable.

Proposicién 8.9. Un espacio seqgundo contable es separable.

Demostracion Basta escoger un elemento en cada conjunto de la base
numerable. L

Proposicion 8.10. Un espacio métrico separable es sequndo contable.

Demostracién Sea (X, d) un espacio métrico y sea Y un subconjunto
denso numerable. Sea

B ={B(y,r)lyeY,reQ}

Es claro que 8 es numerable. Afirmamos que es base de la topologia de
X. Basta ver que si O es un abierto en X y x € O, existe un elemento de
B contenido en O y que contiene a z. De hecho si B(z,¢) C O tomamos
r<e/2ey €Y tal que d(y,x) <r. Sid(y,z) <r se tiene d(x,z) < 2r <€,

por lo que z € O. H
Proposicién 8.11. Si (X,d) es un espacio métrico secuencialmente com-
pacto, para cada € > 0 existe un conjunto finito x1,...,x,, tal que para cada
x en X existe un i en {1,...,n} tal que d(x,z;) < €.

Demostracién FEn caso contrario existe una sucesién {z, }nen tal que
d(z;,z;) > € para ¢ # j, la que no puede tener una subsucesion convergente.
O

Corolario 8.11.1. Todo espacio métrico secuencialmente compacto es sepa-
rable. O

Proposicién 8.12. Todo espacio métrico secuencialmente compacto es com-
pacto.
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Demostracién Como cada espacio métrico es de Hausdorff, basta pro-
bar que es cuasi-compacto. Por el resultado anterior es separable, luego es
segundo contable y por lo tanto de Lindeloff. Pero todo espacio secuencial-
mente compacto y de Lindeloff es quasi-compacto. O

Ejercicios

1. Probar que la compactificacion de Stone-Cech S7Z del espacio discreto Z
no es secuencialmente compacta. Sugerencia: Toda sucesién creciente
de enteros puede separarse en dos sucesiones crecientes con imagenes
disjuntas, y existe una funcién continua que manda una de estas ima-
genes a 0 y la otra a 1.

2. Probar que el conjunto s(z) de la Observacion 8.2 es efectivamente
abierto para la topologia dada.

3. Sea Y = X U{p}, con p ¢ X, un subconjunto incontable. Sea 7 la
topologia que contiene a cada conjunto {x}, con x € X, mientras que
un subconjunto que contiene a p es abierto si y solo si su complemento
es numerable. Probar que (Y, 7) es Lindeloff pero no separable.

4. Un espacio es o- compacto si es union numerable de subespacios com-
pactos. Demuestre que todo espacio o-compacto es Lindeloff.



Chapter 9

Espacios conexos

definicién 9.1. Un espacio topoldgico se dice conexo si no existen dos abier-
tos no vacios U y W en X talesque UNW =@y UUW = X. Un espacio
que no es conexo se dice disconexo. Intuitivamente un espacio disconexo esta
divido en dos partes separadas como en la Figura 9.1. Tomando complemen-
tos, se vé facilmente que X es disconexo si y sélo si existen dos cerrados no
vacios C1 y Cs en X tales que C1'NCy = 9y C1UC, = X. Equivalentemente,
X es conexo si sus unicos subconjuntos que son a la vez abiertos y cerrados
son X y @.

ejemplo 9.2. Probaremos que el intervalo [0, 1] es conexo. Sea W un sub-
conjunto abierto y cerrado de [0,1]. Si 1 € W remplazamos W por su com-
plemento W¢ que es también abierto y cerrado, por lo que podemos suponer
que W no contiene a 1. Supongamos que W es no vacio. Sea c¢ el supremo
de W. Como W es cerrado en [0, 1], ¢ estd en W. En particular ¢ < 1. Sea
0=1—c Como c+ % estd en W* para todo n y W€ es cerrado se tiene que
su limite ¢ estd en W¢. La contradiccién termina la prueba.

©

Figure 9.1: Un espacio disconexo.

77
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Si f: X — Y es una funcién continua e Y = U U W es una unién
disjunta con U y W abiertos, entonces X = f~1(U) U f~1(W) es también
una unién disjunta del mismo tipo. Por otro lado, si f es epiyectiva, la
preimagen de un conjunto no vacio es no vacfa. Se sigue que U,/W # &
implica f~Y(U), f~1(W) # @. Concluimos que si Y es disconexo, entonces
también lo es X. El siguente resultado es ahora inmediato.

Proposicion 9.3. Toda imagen continua de un espacio conexo es conera.

Un subconjunto A de un espacio topolégico X se dice conexo si A es
conexo con la topologia de subespacio. En caso contrario decimos que A es
disconexo.

Proposicién 9.4. Si A es un subconjunto conexo de un espacio topoldogico
X, ysi ACUUW donde U y W son abiertos disjuntos entonces A estd
contenido en uno de los abiertos U o W.

Demostracién Basta ver que A= (ANU)U(ANW) y los conjuntos
ANU y ANW son abiertos disjuntos en A. Ademés

(ANU)U(ANW)=ANnUUW) = A,

por lo que uno de ellos ANU o AN W debe ser vacio. Sin perdida de
generalidad suponemos que ANU = @. Entonces A = (ANU)U(ANW)
implica A = ANW, de donde A C W. 0

ejemplo 9.5. Un intervalo en R se define como un subconjunto tal que si
contiene a dos puntos a y b contiene a cada punto entre a y b. Afirmamos
que todo subconjunto conexo de R es un intervalo. Basta ver que si A es
un conjunto en R que contiene dos puntos a < b pero no contiene al punto
intermedio ¢ entonces A estd contenido en la unién ]oo, c[ U |, 0o[ pero no
en ninguno de los abiertos |oo, ¢ y ], ool

ejemplo 9.6. Mas generalmente, si A es un conjunto totalmente ordenado
con la topologia del orden, entonces para cada ¢ € A los conjuntos

Joo, c[={z € Alz < ¢}, |e,00[= {x € Alz > ¢},

son abiertos. Definimos un intervalo en A como un subconjunto I C A tal que
a,be lya<d<bimplican d € I. El mismo argumento del ejemplo anterior
prueba que todo subconjunto conexo de A es un intervalo. La conversa, sin
embargo, es falsa en general. Por ejemplo si A = Z con el orden usual, el
intervalo (0,3) = {1,2} es disconexo.
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Proposicién 9.7. Si A es un subconjunto conexo de un espacio topologico
X, entonces A es conezo.

Demostracién Si A estd contenido en la unién de dos abiertos disjuntos
U y V, lo mismo ocurre con A. Se sigue que A estd contenida en uno de
los conjuntos U o V. Sin perdida de generalidad, A C U. Se sigue que
ANV CUNV = @. En particular A C V¢, que es cerrado, por lo que
ACVey ANV = @. Se sigue que A C U. O]
Otro resultado natural sobre conjuntos conexos es el siguiente:

Proposicién 9.8. Si A y B son subconjuntos conexos de un espacio topoldgico

X, y si se tiene
X =AUB, ANB # g,

entonces X es conexo.

Demostracion Si X = UUW con U y W abiertos disjuntos no vacios,
entonces A esta contenido en U o en V' y lo mismo ocurre con B. Si A esta
contenido en U y B en W entonces

ANBCUNW =g,

lo que contradice la hipétesis. Lo mismo ocurre si A esta contenido en W y
BenU. Si Ay B estan ambos contenidos en W, como X = AU B, se tiene
que X = W y por lo que U es vacio. Del mismo modo si A y B estan ambos
contenidos en U se tiene que W es vacio. O

Iterando el resultado anterior se tiene que si Ay, ..., A, son subconjuntos
conexos de X tales que A;NA; 1 # &, entonces la union A = A;U...UA, es
conexo. Intuitivamente, el conjunto A puede interpretarse como una cadena
donde los conjuntos A; son los eslabones. Un argumento similar se aplica a
conjuntos mas generales como el que se muestra en la mitad derecha de la
Figura 9.2.

Sin embargo, la principal aplicaciéon del resultado precedente es que nos
permite definir una relaciéon de equivalencia estrechamente relacionada con
la conexidad.

Sean x e y elementos de X . Escribiremos x =, y si existe un subconjunto
conexo de X que contiene a = e y. Esta relacién es reflexiva (puesto que
{z} es conexo) y simétrica. Afirmamos que es también transitiva. Si C' es
un conexo que contiene a x e y y si D es un conexo que contiene a y y z,
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Figure 9.2: Cadenas de subconjuntos conexos que permiten inferir la conex-
idad del conjunto completo.

Cy

() D

Figure 9.3: Un espacio con 3 componentes conexas.

entonces el conjunto C'U D es conexo pues y € C'N D. Se tiene que x =, y
y y = z implican =, z lo que demuestra la afirmacion. Se sigue que =, es
una relacién de equivalencia y por lo tanto define una particion del espacio
X en clases de equivalencia. A las clases de equivalencia de esta relacién se
le llaman componentes conexas de X. Si x € X, su componente conexa se
denota C,. Por ejemplo, el espacio de la Figura 9.3, como subespacio de R?
tiene 3 componentes conexas.

Proposicion 9.9. Una componente conexa de X es un conjunto conexo maz-
mal de X.

Demostracion Probaremos primero que una componente conexa de X
es conexa. Sea C' la componente conexa de un elemento z y supongamos que
C =UUW donde U y W son abiertos disjuntos no vacios de C'. Supongamos
sin pérdida de generalidad que x estd en U. Entonces para todo y en C existe
un conexo D que contiene a x e y. Como D esta contenido en la uniéon de U
y W que son abiertos disjuntos, entonces D debe estar contenido en uno de
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ellos. Se sigue que y € D C U. Luego W es vacio.

Sea ahora D un conjunto conexo arbitrario en X y sea z un punto de X.
Entonces si y es un punto arbitrario de D, por definiciéon x =, y, de donde y
pertenece a la componente conexa C' de z. Se sigue que D C C. O]

Corolario 9.9.1. Una componente conexa de X es cerrada.

Demostracion del corolario. Basta ver que para toda componente
conexa C' su clausura C' es conexa. Por la maximalidad, se sigue C' = C. [

ejemplo 9.10. Probaremos ahora que cada intervalo en R es conexo. Como
cada intervalo de la forma [a, b] es imagen continua de [0, 1] es conexo. Sea I
un intervalo arbitrario. Sean a y b elementos arbitrarios de /. Sin pérdida de
generalidad suponemos a < b. Entonces [a, b] es conexo y esta contenido en
I por definicién de intervalo. Se sigue que a y b pertenecen a la misma
componente conexa. Como a y b eran arbitrarios, el conjunto I es una
componente conexa y por lo tanto es conexo. En particular este resultado
demuestra que R es conexo.

Un argumento similar al del ejemplo precedente sirve para probar el sigu-
iente resultado:

Proposicién 9.11. Si X es union de una familia de conjuntos conexos {C;}
de modo que para cada par de elementos x e y en X existe una cadena
Cipy.. G, tal que v € Gy, y € Gy y cada C;, N Cy,,, es no vacio para

=1,...,r—1, entonces X es conezxo. []

Proposicion 9.12. El producto X XY es conexo si y solo si lo es cada uno
de los espacios X eY.

Demostracion Si el producto X X Y es conexo entonces lo son X e Y
ya que son imagenes continuas de X x Y. Por otro lado si X e Y son conexos,
probaremos que dos elementos cualesquiera (a, b) y (¢, d) en el producto X xY
estdn en la misma componente conexa. Sea C' = (X x {b})U({c} xY). Basta
probar que C' es conexo, lo que sigue de que lo es cada uno de los conjuntos
X x {b} y {c} x Y, mientras que

(X x{b}) n({c} xY) ={(c,0)}.
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ejemplo 9.13. El espacio R" es conexo.

definicién 9.14. Un Espacio Topoldgico X se dice localmente conexo si para
cada punto z de X y cada vecindad V' de x existe una vecindad conexa U de
x contenida en V.

ejemplo 9.15. Todo conjunto abierto en R™ es localmente conexo, puesto

_>
que toda bola B(0;¢€) es homeomorfa a R™ y por lo tanto es conexa.

Proposicion 9.16. En un espacio localmente conexo, cada componente conexa
es abierta y cerrada.

Demostracion La definicion de localmente conexo implica que todo
punto de un espacio localmente conexo tiene una vecindad conexa. En par-
ticular, la componente conexa de un punto x contiene una vecindad de .
Como z es arbitrario, las componentes conexas son abiertas. Como el comple-
mento de una componente conexa es la uniéon de las componentes restantes,
es abierto. Luego las componentes conexas son cerradas. O]

Corolario 9.16.1. Toda componente conexa de un subconjunto abierto A de
R" es abierta. [

Ejercicios
1. Probar que Ry, definido en los ejercicios del capitulo 2, es conexo.

2. Probar que todo subconjunto conexo de [0, 1] es un intervalo.

3. Un espacio metrico (X, d) se dice convexo si para todo z,y € X y todo
A € [0,d(z,y)] existe un elemento z € X tal que

d(xz,z) = A, d(y,z) =d(z,y) — A\
Probar que un espacio métrico compacto y convexo es conexo.
4. El orden lexicografico se define en R? mediante
(a,b) < (c,d)=a<c,oa=cyb<d.

Encuentre las componentes conexas en la topologia definida por ese
orden.
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5. Sea X = R? con la topologia del orden lexicogrifico y sea ¥ = R?
con la topologia usual. Probar que si f : Y — X es continua con

flv) = (fl(v), fg(U)), entonces f; es constante.

6. Probar que el conjunto

{0} x [-1,1]U {(t,cos(l/t)) 0<t< 7r}

7. Probar que en un conjunto totalmente ordenado que es conexo con
la topologia del orden, todo conjunto acotado superiormente tiene un
supremo.

8. Probar que todo abierto en R" es localmente conexo.



Chapter 10

Espacios arco-conexos

definicién 10.1. Un espacio topologico X se dice arco-conexo si para todo
par de puntos = e y en X existe una funcién continua v : [0, 1] — X tal que
7(0) = 2 y v(1) = y. La funcién « se dice un camino que une x con y. El
punto x = 7(0) recibe el nombre de extremo inicial del camino, mientras que
y = (1) recibe el nombre de extremo final. También diremos que 7 es un
camino de x hacia y o que une x con y. En lo que sigue, se utilizan también la
palabra “curva” como sinénimo de camino, dado que ambos términos suelen
ser frecuentes en la literatura. En ocaciones damos el nombre de arco a la
imagen 7|0, 1] visto como un espacio topoldgico. En tal caso requeriremos
que v sea un homeomorfismo con su imagen, dado que incluso el cuadrado
[0,1] x [0, 1] es la imagen de una curva.

ejemplo 10.2. Un intervalo I C R es arco-conexo. De hecho, para puntos
arbitrarios a y b en [ el intervalo [a, b] estd contenido en I por definicién de
intervalo, pero este es la imagen de la funcién

f:0,1] = R, ft)=a+tb—a).

ejemplo 10.3. Un espacio vectorial topoldgico real, es un espacio vectorial
real W provisto de una topologia tal que las funciones

o WxW =W, o(x,y) =x+vy,

piRXW =W, u(ry) =ry,

son continuas. Todo espacio vectorial topolégico real W es arco-conexo, pues
dados x e y en W, el punto = estd unido a y por el camino y(y) = x+t(y —x).

84
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Si f: X — Y es una funcién continua y si v : [0,1] — X es un camino
que une x con ¥y, entonces f o~y es un camino que une f(z) con f(y). El
siguiente resultado es inmediato a partir de esta observacion.

Proposicién 10.4. Toda imagen continua de un espacio arco-conexo es arco-
conexa. [

Proposicién 10.5. Todo espacio arco-conexo es conexo.

Demostraciéon. Basta ver que dos puntos cualesquiera de X estan en la
misma componente conexa. Para ello, basta ver que dos puntos cualesquiera
x e y de X estan contenidos en algin conjunto conexo. Sea 7 un camino
que une x con y y sea C' = Im~ su imagen. C es conexo por ser imagen del
intervalo [0, 1]. Por otro lado

r=70)eC, y=11)eC,

de donde C' es un conjunto conexo que contiene a = e y. L]
Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice arco-conexo si A
es arco-conexo con la topologia de subespacio.

Corolario 10.5.1. Si A es un subconjunto arco-conexo de un espacio topolégico
X, yst ACUUW donde U y W son abiertos disjuntos entonces A estd
contenido en uno de los abiertos U o W. [

El siguiente resultado es un caso particular del Lema 5.21 que enunciamos
independientemente aqui, dada su importancia.

Lema 10.6. Sea Y un espacio topoldgico y sea f : [a,b] — Y wuna funcion
arbitraria. Sea c un punto del intervalo |a, b[ y sean fi y f2 las restricciones de
f ala,c] y e, b] respectivamente. Si f1 y fo son continuas entonces también

loes f.

Lema 10.7. Si existe un camino en X que une x con y y un camino que une
Yy con z, entonces existe un camino que une T con z.

Demostracién. Sea v :[0,1] — X una camino que une x con y, y sea
p 0,1 — X un camino que une y con z. Entonces definimos la funcién
A:[0,1] = X mediante

2t) si 0<t<1/2
W):{ M(Zt—n s 1/2<t<1
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Figure 10.1: Representacion grafica de una yuxtaposicién de caminos.

Figure 10.2: Juxtaposiciones sucesivas y ausencia de una ley asociativa.

La funcién A estd bien definida ya que A(1/2) = v(1) = u(0) y es continua
por el lema precedente. O

El camino definido més arriba se denota v % y y recibe el nombre de yux-
taposicién de los caminos v y p. Es costumbre representarlo graficamente
dividiendo el intervalo en subintervalos iguales como en la Figura 10.1. mien-
tras las yuxtaposiciones sucesivas se representan mediante una iteracion de
este procedimiento. El segmento correspondiente a cada camino ¢ indica
que la yuxtaposicién se calcula en ese segmento utilizando el camino ¢ (com-
puesto con una funcién afin apropiada). Por ejemplo, Si a, 5, y d son tres
caminos tales que el extremo final a(1) de « coincide con el extremo inicial
£(0) de S, y si, del mismo modo, (1) = v(0), las yuxtaposiciones (ax* () *vy y
ax(B+*7) estan definidas y corresponden a los diagramas de la figura 10.2. Se
sigue de dichos diagramas que la yuxtaposiciéon de caminos no es asociativa.

Sean z e y elementos de X. Escribiremos x =, y si existe un camino en
X que une a z con y.

Lema 10.8. =, es una relacion de equivalencia.

El lema precedente demuestra que esta relacion es transitiva. Para ver
que la relacién es reflexiva, es decir que para cada x € X se tiene x =, x,
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consideramos el camino constante ¢,(t) = z. Para ver que esta relacion es
simétrica basta encontrar, dado un camino v que une x con y, un segundo
camino que une y con x. Este esta dado por

VP[0, = X, P{)=~(1-1t). O

A las clases de equivalencia de esta relacion se le llaman componentes
arco-conexas de X. La componente arco-conexa de un elemento z € X se
denota A,.

Proposicién 10.9. Una componente arco-conexa de X es un conjunto arco-
conexo mazrimal de X.

Demostracion Es inmediato que una componente arco-conexa de X es
arco-conexa por definicién. Sea ahora D un conjunto arco-conexo arbitrario
en X y sea x un punto de D. Entonces si y es un punto arbitrario de D,
existe un camino en D (y por lo tanto también en X) que une x con y. Por
definicion se tiene x =, y, de donde y pertenece a la componente arco-conexa
A,. Se sigue que D C A,. O

ejemplo 10.10. La bola unitaria B(0;1) en R" es arco conexa. Para probar
esto basta ver que cada punto z estd en la componente arco conexa de 0,
pero se tiene el camino y(t) = tz que satisface v(0) =0y (1) = x.

Proposiciéon 10.11. 57 X es union de una familia de conjuntos arco-conexos
{A;} de modo que para cada par de elementos x ey en X eziste una cadena
Ay A, tal que v € Ay, y € A; y cada A, NA es mo vacio para
t=1,...,r—1, entonces X es arco-conexo.

Tt41

Demostracion Todos los elementos de un conjunto arco-conexo A;
estan en la misma componente arco-conexa, por lo que la hipdétesis implica
que existe una tinica componente conexa. ]

Es posible dar una demostracién constructiva del resultado precedente
yuxtaponiendo caminos como muestra la figura 10.3. Los detalles se dejan
al lector.

Proposicién 10.12. El producto X xY es arco-conexo si y solo si lo es cada
uno de los espacios X eY.
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Figure 10.3: Caminos yuxtapuestos en una cadena de subconjuntos arco-
CONEXos.

Demostracion Si el producto X x Y es arco-conexo entonces lo son
X e Y ya que son imagenes continuas de X x Y. Por otro lado si X e Y
son arco-conexos, probaremos que dos elementos cualesquiera (a,b) y (c,d)
existe un camino que los une. Sea v : [0,1] — X un camino que une a
con ¢y sea i : [0,1] = Y un camino que une b con d. Entonces el camino
A:[0,1] = X x Y definido por

satisface lo pedido. O

definicién 10.13. Un Espacio Topoldgico X se dice localmente arco-conexo
si para cada punto z de X y cada vecindad V' de z existe una vecindad
arco-conexa U de x contenida en V.

ejemplo 10.14. Todo abierto en R" es localmente arco-conexo, ya que toda
vecindad de un punto x en R" contiene una vecindad de la forma B(z;€) que
es homeomorfa a B(0; 1).

Proposiciéon 10.15. En un espacio localmente arco-conexo, cada compo-
nente arco-conezra es abierta y cerrada.

Demostracion La definicién de localmente arco-conexo implica que
todo punto de un espacio localmente arco-conexo tiene una vecindad arco-
conexa. En particular, la componente arco-conexa A, de un punto x contiene
una vecindad de x. Como z es arbitrario, las componentes arco-conexas
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(0,0)

Figure 10.4: Un conjunto conexo que no es arco-conexo.

son abiertas. Como el complemento AS de una componente arco-conexa es
la unién de las componentes restantes, el conjunto AS abierto. Luego la
componente arco-conexa A, es cerrada. m

Proposicién 10.16. Un espacio conexo y localmente arco-conexo es arco-
conexo.

Demostracion Por el resultado precedente, en un espacio localmente
arco-conexo las componentes arco-conexas son abiertas y cerradas, pero en
un espacio conexo los Unicos conjuntos con esa propiedad son el vacio y el
espacio completo. O

Corolario 10.16.1. Un subconjunto abierto y conexo de R™ es arco-conezo.
ejemplo 10.17. Consideremos el conjunto siguiente (ver Figura 10.4):
A={(0,t)| -1 <t<1}U{(t,sin(1/t))|0 <t < 1/7}.

El subconjunto {(¢,sin(1/t))|0 < ¢t < 1} es conexo por ser una imagen
continua de un intervalo. Como este subconjunto es denso en A, se tiene que
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Figure 10.5: Una vecindad no conexa.

A es conexo. Probaremos que A no es arco-conexo. Sea a un camino que
une (0,0) con (1/m,0). Se sigue que a~*({(0,¢)] —1 <t < 1}) es cerrado.
En particular, contiene a su supremo t,. Sea s tal que a(ty) = (0,s). Sea V
una vecindad de (0, s). Como « es continua en t, existe € > 0 tal que

a((to,tg + e)) cV.

Se sigue que la componente arco-conexa de (0, s) en ANV contiene a a(ty+e)
el cual no pertenece a {(0,t)] —1 <t < 1}. Sin embargo, para una vecindad
lo bastante pequena de (0, s), la componente arco-conexa de (0,s) en ANV
es {(0,t)] —1 <t <1} NV (ver Figura 10.5).

Una manera de probar que la componente conexa es {(0,¢)] — 1 < ¢ <
1} NV es observar que la proyeccién de ANV en el eje X no contiene ningin
punto t tal que (¢,sin(1/t)) ¢ V' y recordar los siguientes hechos:

1. Para V suficientemente pequeno, existe una sucesiéon {t,}, que con-
verge a 0 tal que (t,,sin(1/t,)) ¢ V.

2. La imagen de un conjunto conexo es conexa.
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3. Los tnicos conjuntos conexos en R son los intervalos.

Los detalles se dejan al lector.

Ejercicios

1. Sea X un espacio topoldgico y sean x e y dos puntos con las mismas
vecindades. Probar que x e y estds en la misma componente arco-
conexa.

2. Probar que el conjunto

(0} x [~1,1] U {(t,cos(l/t)) 0<t< 7r}

3. Sea X un conjunto bien ordenado incontable con un ultimo elemento
wy v tal que para cada elemento A en X distinto de wy, el conjunto de
puntos que anteceden a A es numerable. Sea Y el espacio que se obtiene
al identificar cada par de puntos consecutivos de X con los extremos
correspondientes de un intervalo. El espacio Y se conoce como la recta
larga con un punto final. Determine las componentes conexas y arco-
conexas de Y.

4. Sea X = {0,1} con la topologia de Sierpinski 7 = {@, {0},X}. en-

cuentre las componentes arco-conexas de X.



Chapter 11

Espacios totalmente disconexos

Un espacio X se dice totalmente disconexo si sus componentes conexas son
puntos. En este capitulo estudiaremos las propiedades béasicas de tales espa-
cios.

Proposicién 11.1. Todo subconjunto A, con mds de un punto, de un espacio
totalmente disconezxo es disconezo.

Demostraciéon. Un subconjunto conexo estd contenido en la compo-
nente conexa de cada uno de sus puntos. O

Corolario 11.1.1. Para cada subconjunto A, en un espacio totalmente dis-
conexo X, existen abiertos U y V en X, tales que:

1. ACUUV.
2. ANU AT yANU # @.
3. ANUNV =02.

Un concepto 1til a la hora de estudiar espacios disconexos es el concepto
de cuasi-componente. Para cada punto x € X, su cuasicomponente ()
se define como la interseccion de todos los subconjuntos abiertos y cerrados
de X que contienen a x. Si denotamos por Cl(X), la coleccién de todos los
subconjuntos de X que son a la vez abiertos y cerrados, se tiene

Qz)= ) C
zeC
CeCl(X)

Proposicion 11.2. Toda cuasicomponente es un subconjunto cerrado.

92
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Demostraciéon. Por definicién, la cuasicomponente es interseccién de
subconjuntos cerrados. O

Proposiciéon 11.3. En un espacio topologico arbitrario X, la cuasicompo-
nente Q(x) de un punto x € X contiene a su componente conexa C(x).

Demostracion. La componente conexa es conexa, y por lo tanto debe
estar contenida en cualquier subconjunto C' C X, que contiene a x, y que es
a la vez abierto y cerrado. En caso contrario podriamos escribir

<x@=(000u»u0ﬁm0@»

y cada uno de estos conjuntos serfa un abierto no trivial de C'(z). O

Proposicién 11.4. En un espacio compacto, la cuasicomponente Q(x) de
un punto coincide con su componente conexa C(x).

Demostracién. Como la componente conexa C(z) es el mayor sub-
conjunto conexo que contiene a x, es suficiente probar que Q(x) es conexa.
Supongamos que este no es el caso, y de hecho se tiene Q(z) = AU B donde
Ay B son simultaneamente abiertos y cerrados no triviales en Q(z), con
AN B = @. Para fijar ideas, digamos que x € A. En particular, A y B son
cerrados en el espacio ambiente X. Como un espacio compacto es normal,
existen conjuntos abiertos U y V tales que A C U, BCVyUNV # @.
Como (U U V) C Q(x)¢ es compacto, el cubrimiento

wuvyc |J c
zeC
CeCl(X)

tiene un sub-cubrimiento finito, es decir

amwrg0@2<ﬁ@>.

=1

Sea C' = (,_, C;. Nétese que C' es a la vez abierto y cerrado. Como (U U
V)¢ C C° se tiene C C UUV. Ademéas Q(z) C C por ser C' abierto y
cerrado. Definamos U'=CNU y V' =CNV. Afirmamos que cada uno de
esos conjuntos es a la vez abierto y cerrado. Como ANV CUNV = @,
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Figure 11.1: La estrategia para la demostracién de la Proposicién 11.4.

concluimos que A C U’, y del mismo modo B C V'. Dado que z € A C U’,
la definicién de cuasi-componente nos dice que Q(x) C U’, lo que implica
que B = &, contradiciendo la hipdtesis.

Para probar la afirmacién, observamos que U’ es interseccién de dos con-
juntos abiertos, por lo que es abierto, y nos basta, entonces, probar que es
cerrado. Si {ay}rea es una red en U’ que converge a un punto a de X, en-
tonces {ay}aea es de hecho una red en C' que es un conjunto cerrado, por lo
que a estd en C. Sia € V', entonces ay € V' para A suficientemente grande,
pues este 1iltimo conjunto es abierto, lo que nos lleva a una contradiccion.
Debemos suponer, por lo tanto, que a estd en U’. O]

La Figura 11.1 muestra la estrategia utilizada en la demostracion del re-
sultado anterior. En ella se recubre el exterior de los circulos grises que rep-
resentan a U y V por circulos azules, para finalmente remplazar los circulos
grises por las figuras acotadas en verde, es decir U’ y V',

Corolario 11.4.1. En un espacio compacto totalmente disconexo, las cuasi-
componentes son puntos.

Corolario 11.4.2. En un espacio compacto totalmente disconexo, para cada
par de puntos (x,y), existe un conjunto abierto y cerrado C que conliene a
T pero no avy.

El resultado anterior suele expresarse diciendo que en un espacio com-
pacto totalmente disconexo, los conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados
separan puntos. Esto significa que un punto esta totalmente determinado por
la coleccién de conjuntos a la vez abiertos y cerrados a los que pertenece.
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Proposicién 11.5. En un espacio compacto y totalmente disconexo, cada
punto tiene una base de vecindades formada por conjuntos que son a la vez
abiertos y cerrados.

Demostracion Sea X un espacio compacto y totalmente disconexo.
Sea z € X, y sea U una vecindad de x. Basta ver que existe un conjunto C,
a la vez abierto y cerrado, que satisface v € C' C U. Para cada punto y € U*
existe un conjunto abierto y cerrado C, tal que x € C,, pero y ¢ C,. Como
U¢ es compacto, el cubrimiento

vec e

yeUe

tiene un sub-cubrimiento finito, digamos

Ue C OC; = <ﬁ01> .
i=1 i=1

Definimos C' = (;_, C,,. Entonces C' es un conjunto abierto y cerrado que
satisface U¢ C C°, y por lo tanto C' C U. O

Corolario 11.5.1. En un espacio compacto totalmente disconezo, existe una
base de la topologia formada por conjuntos que son a la vez abiertos y cerra-
dos.

Necesitamos una version mas precisa de este ultimo resultado para espa-
cios segundo contables.

Lema 11.6. Sea B una base de una topologia T en un espacio X, de modo
que (X, T) es sequndo contable. Entonces existe una base numerable B’ de
T contenida en *B.

Demostracién Sea € = {C;}$°, una base numerable de T. Sea Q2 la
coleccién de pares (i, 7) de numeros naturales tales que existe B € B tal que
C; C B C (. Para cadapar (i,j) € 2 escogemos B, ; tal que C; C B, ; C Cj.
Sea

B’ = {By,l(i.j) € Q}.

Claramente B’ es numerable. Probaremos que es una base. Basta ver que
cada elemento C; € € es unién de elementos de B’. Para cada y € C},
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existe B € B tal que y € B C ;. Como € es base, existe C; € € tal que
y € C; C B. Se sigue que (i,j) € Q y por lo tanto B; ; estd definido, luego
y € C; C B;; C Cj. Se concluye que

Cj — U B@j,

iEQj
B; ;CC;

donde Q; = {i € N|(i,7) € Q}. O

Corolario 11.6.1. En un espacio compacto, sequndo contable y totalmente
disconexo, existe una base numerable de la topologia formada por conjuntos
que son a la vez abiertos y cerrados.

Utilizaremos este resultado para caracterizar topolégicamente al conjunto
de Cantor {0,1}N. Antes de pasar a la demostracién, recondemos que una
coleccion de subconjuntos, de un conjunto dado X, es un algebra booleana, o
més precisamente una subdlgebra booleana del dlgebra o(X) de subconjun-
tos de X, si es cerrada bajo uniones, intersecciones y complementos. Para
estudiar esta algebra, es extremadamente practico el uso de funciones carac-
teristicas. Recuérdese que la funcién caracteristica x4 se define por

1 si z€ A

XA("]”):{O sizd A

Estas funciones tienen las propiedades x4c = 1 — x4 ¥ XanB = XaXxs. De
estas identidades se deduce mediante un calculo directo que

XAUB = X(AcnBe)e = XA T XB — XANB;

por lo que, si A y B son conjuntos disjuntos, se tiene xyaup = xa + xB. De
lo anterior, es facil ver que el algebra booleana generada por una coleccion
{A;,..., A} consiste, precisamente, en aquellos conjuntos F cuya funcién
caracteristica estd en el anillo generado por {xa,,...,xa,}- En particular,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e F pertenece al dlgebra booleana generada por {4y, ..., A,}.

e La funcién caracteristica xg es un polinomio en las funciones x4, con
1<i<n.
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e La funcion caracteristica yg es una suma de términos de la forma
XB, * - XB, con B; = {A;, AS} para cada i con 1 < i < n.

e F es una unién disjunta de conjuntos de la forma By N ---N B, con
B; = {A;, AS} para cada i con 1 <7 < n.

e Toda la informacion necesaria para determinar si un elemento x € X
pertenece o no a F esta contenida en la coleccion de subindices j para
los cuales x pertenece a A;.

Las demostraciones de esta equivalencia, que se deja al lector, se simplifica
bastante si se trabaja todo el tiempo con coeficientes en el cuerpo Fy con
dos elementos. Para pasar de la segunda a la tercera, basta observar que
1 = xa, + Xa¢ para cada i con 1l <i<n.

Proposiciéon 11.7. Un espacio topoldgico compacto, totalmente disconexo,
sequndo contable, es homeomorfo a un subconjunto del conjunto de cantor

[0, 1},

Demostracién Sea € = {C;}3°, una sub-base numerable de la topologia
de X formada por conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados'. En par-
ticular, la coleccién € separa puntos. Se sigue que la funcion

VX = {07 1}N’ ¢z(x) = XC,'(*T)’

donde y¢ es la funcién caracteristica del subconjunto C' C X es inyectiva.
Noétese que la funcién caracteristica de un conjunto que es a la vez abierto
y cerrado es continua. Como cada coordenada de v es continua, también lo
es la funcién ¢ misma por la propiedad universal del producto. El resultado
sigue, dado que X es compacto y {0, 1} es Hausdorff. ]

Proposiciéon 11.8. Todo espacio topoldogico compacto X, totalmente dis-
conezo, sequndo contable, sin puntos abiertos, es homeomorfo al conjunto de
cantor {0, 1},

'Una base numerable funciona aqui, pero lo haremos con mayor generalidad para su
uso en la préxima demostracién.
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Demostraciéon Es suficiente escoger la familia € de la demostracion
precedente para hacer la funcién 1 epiyectiva. Es decir, para cada e € {0, 1},
queremos que exista x € X tal que ¥(z) = e. Nétese que

e = (v (Uno),

donde U, es el abierto formado por todos los puntos en {0,1}" cuyas n
primeras coordenadas coinciden con las de €. En otras palabras, para deter-
minar si un elemento dado x € X pertenece o no a un conjunto 1/1_1(Un76),
basta evaluar si pertenece o no a los primeros n conjuntos de la familia €.
Toda interseccién finita y no vacia de conjuntos de la forma U, . es un con-
junto del mismo tipo. De hecho, se tiene

N

N
ﬂ Unyero = Un,e,, donde ng = rilfxf( Nk,
k=1 B

si tal interseccién es no vacfa. En particular, la colecciéon {¢~1 (U, )|n € N}
tiene la propiedad de la interseccién finita si y sélo si v ~1(U, ) # & para
cada entero positivo n. Como cada conjunto U, . es cerrado, la compacidad
de X implica que, para una funcién continua ) con esta iltima propiedad,
cada pre-imagen ¥ ~!(¢) serd no vacia, y por lo tanto 1 seré epiyectiva.
Ahora, definimos la familia € de forma recursiva. Para ello, asumimos
la existencia de una familia @ = {C],CY,---} pre-existente, digamos una
base numerable de conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados. Si C ¢
{X, @}, definimos C; = C. En caso contrario escogemos C o C%, el primero
que es un subconjunto no trivial. Tomamos ahora la funcién ¥; = x¢,.
Habiendo definido 1, .. ., C,,, y las correspondientes funciones caracteristicas
W1, ... Yy,, necesitamos definir el siguiente conjunto C),,; con su respectiva
funcién caracteristica ¥,.1. Sea ¢, = (¢1,...,%,). Asumimos que, por
hipétesis de induccién, para cada cualquier elemento e € {0, 1}" el conjunto
1,1(€) es no vacio. Es necesario definir C,, 1, de modo que exista, para cada
elemento &’ € {0, 1}"*1, al menos un elemento en ¢, 1,(¢’). En otras palabras,
para cualquier valor de e, deben existis elementos € X con ¢,(z) = ¢y
Yny1(x) = 0, asi como elementos x € X con ¢,(x) =€y ¢¥py1(x) = 1. Para
conseguir esto, es necesario definir el conjunto C),;; como una unién

Chi1 = ufilvml,gi, con {0,1}" ={ey,...,em},
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Figure 11.2: Los conjuntos anidados de la demostracion de la Proposicién
11.8.

donde tanto V1., € ¢, (g;) como ¢, (€;)\Vut1,e, sean no vacios. Esto
significa que los conjuntos V,, . deben estar anidados como se muestra en la
Figura 11.2. Esto simpre puede hacerse, ya que los conjuntos ¢, !(g;) son
abiertos, por lo que deben tener mas de un punto, y pueden separarse en dos
conjuntos que sean a la vez abiertos y cerrados, dado que X es totalmente
disconexo.

Queda una condicion adicional, y es que hay que asegurarse de que la
funcion ¢ resulte inyectiva. Es decir, debemos asegurarnos de que no habra
dos puntos con la misma imagen. En otras palabras, debemos asegurarnos
de que este proceso separe, eventualmente, cada par de puntos del espacio
X. Es por estos que se asume que la familia € es una sub-base. Una manera
de conseguir esto es asegurarse de que, eventualmente, cada uno de los con-
juntos Cj, de la base original pertenecen al algebra booleana generada por
Ci,...,C,. Asi, en cada paso, escogemos el primer C}, con k = k(n), que
no pertenece al dlgebra booleana generada por los conjuntos C4,...,C, ya
definidos. Escogemos ahora los conjuntos V,, ., como arriba, asumiendo la
siguiente hipdtesis:

Si Cp N g t(ei) y CnLN ¢, (e:)¢ son ambos no vacios, entonces
asumimos V1., = Ch N ¢, (e:).

Nétese que, cuando uno de esos conjuntos es vacio, la interseccion Cy,Ne; ! (e;)

se encuentra ya en el dlgebra booleana generada por los conjuntos C1, ..., C),.
, . . i ;L ,
Por esta razén, la condicién nos permite asumir que C = U.c130 Cp N
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¢, () pertenece al dlgebra booleana generada por C, ..., Cpy1, de donde €
es una sub-base. El resultado sigue. O]

Ejercicios

1.

Probar que el producto de dos espacios totalmente disconexos es total-
mente disconexo.

Sea X un espacio compacto y sea ~ la relaciéon estan en la misma
componente conexa. Probar que X/ es un espacio compacto totalmente
disconexo.

Probar que R;, definido como en los ejercicios del capitulo 2 es total-
mente disconexo.

Sea X un espacio compacto totalmente disconexo. Sea x € X y sea ()
la quasi-componente de x. Probaremos en este ejercicio que @ = {z}
utilizando el Lema de Uryson.

(a) Probar que si @ tiene més de un punto, entonces Q = U UV con
U y V compactos no vacios disjuntos.

(b) Probar que existe una funcién continua f : X — [0, 1] que vale 0
enUylenV.

(c) Sea B = f~'[1/5,4/5]. Probar que B es un compacto que no corta
a (Q y que existe un conjunto abierto y cerrado A que contiene a
B y no corta Q.

(d) Probar que existe una funcién continua h : X — [0, 1] que vale 0
en Uy 1lenV y cuyaimagen estd contenida en [0,1/5] U [4/5,1].

(e) Utilizar lo anterior para llegar a una contradiccién.

Sea X un espacio compacto totalmente disconexo. Probar que X es
homeomorfo a un subespacio de un producto del tipo [],.,{0,1}.

Sea X un espacio compacto, y sea C' = C, la componente conexa de
x € X. Sea U un abierto que contiene a C. Probar que existe un
conjunto D, simultaneamente abierto y cerrado, tal que C C D C U.



Chapter 12
Grupos Topoldgicos

(13X

Sea X un conjunto y sea una operacién en X que hace del par (X, -) un
grupo. Sea O una topologia en X tal que las funciones 7 : X x X — X e
J: X — X definidas por 7(x,y) = z-y e J(x) = 27! son continuas. Entonces
G = (X, -, 0) se dice un grupo topoldgico. Como es habitual confundiremos
G con X en lo sucesivo para ahorrar notacion. Es decir, diremos a menudo
G = (G,-,0), sin que esto genere confusién, en tanto la operaciéon de grupo
y la topologia sean claras del contexto.

Ejemplos.

1. El conjunto de los nimeros reales con la suma y la topologia usuales
es un grupo topoldgico. Este grupo es denotado indistintamente por R
o bien por (R, +,O), donde O es la topologia usual.

2. Un grupo G cualquiera es un grupo topoldgico con la topologia discreta.
De hecho, si G es discreto entonces J es continua, dado que toda funcion
de un espacio discreto a un espacio arbitrario es continua. Ademas, si
G es discreto entonces G' X (G es discreto, por lo que 7 es continua.

3. G un grupo cualquiera con la topologia indiscreta es un grupo topolégico.
De hecho, 7 y J toman valores en GG y si G es indiscreto entonces am-
bas son continuas, dado que toda funcién de un espacio arbitrario a un
espacio indiscreto es continua.

4. Sea G = R con la suma usual y la topologia cofinita. Entonces G no

101
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es grupo topoldgico. De hecho, 0 es cerrado pero:
7 10) = {(x,y) € R? | 2 +y = 0},

y este tultimo conjunto no es cerrado en el producto, por lo que 7 no es
continua.

Proposicién 12.1. Sea G un grupo topoldgico. Sea e el neutro de G. Si{e}
es cerrado en G, entonces G es un espacio de Hausdorff.

Demostracién: Sea f:G x G — G tal que f(z,y) = n(3(z),y) =
z~'y. Tenemos que, como f es continua, entonces

f_1(6> =A= {<x7x) ‘ S G}7

debe ser cerrado en GG X (G, lo que es cierto si y sélo si G es un espacio de
Hausdorft. O

Corolario 12.1.1. Sea G un grupo topologico. Si G es un espacio Ty, en-
tonces G es un espacio de Hausdorff.

Demostracién: Si G es T} entonces {e} es cerrado por lo que aplicamos
el resultado precedente. O

definicién 12.2. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es homogéneo
si, para cualquier par (x,y) de elementos de X, existe un homeomorfismo

Jay : X = X tal que f,(z) =v.

Notar que si un espacio X es homogéneo y si V' es una vencindad de un
punto x € X, entonces para todo y se tiene que fr, (V) es una vecindad
de y homeomorfa a V. Ademas, si un espacio homogéneo contiene un punto
cerrado, entonces todo punto del espacio es cerrado, por lo que el espacio es
T,. Anélogamente, si existe un punto abierto, todo punto es abierto, luego
el espacio es discreto.

Proposicion 12.3. Si G es un grupo topoldgico, entonces G es un espacio
homogéneo.
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Demostracién: Dados x,y € G,sea f:G — G tal que f(z) =yr 12
para todo z € G. Dicha funcién es continua para todo x y para todo y. La
funciéon ¢g: G — G tal que g(z) = 2y~ 'z es continua y tenemos que

g(f(2) =ay (ya™2) = a2~z =z =yy z =y 2y '2) = f(g(2)),

para todo z en G, por lo que ambas funciones son inversas, de donde f es un
homeomorfismo. Ademas se cumple que f(z) = yr~ 'z =y. O

Corolario 12.3.1. Si G tiene un punto abierto, entonces G es discreto.
De las proposiciones 12.1 y 12.3 obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 12.3.2. Para un grupo topologico G, cuyo neutro es e, las sigu-
tentes afirmaciones son equivalentes:

1. G tiene un punto cerrado,

2. {e} es cerrado en G,

3. G es un espacio T,

4. G es un espacio de Hausdorff,
son equivalentes.

Sea G un grupo topologico y sea H subgrupo de GG. Podemos tomar en
H la topologia de subespacio, con la cual H es a su vez un grupo topolégico.
Diremos que H es subgrupo topoldgico de G y escribiremos H < G. Si H es
normal en G entonces denotamos H < G.

Proposicion 12.4. Sea G un grupo topoldgico y sea H < G entonces H<G.
Si H < G entonces H < G.

Demostracién: Sean g,h € H entonces
(9,h) e Hx H=H x H.

Por lo tanto, existe una red (x;)xen en H x H tal que 2y, — (g, h). Para
todo A € A. Es decir, existen redes g, y hy en H para las que x) = (g, hy)
y tenemos, simultaneamente, que gy — g v hy — h.
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Como H es subgrupo, para todo indice A se cumple que ambos, gyhy v
g;l, estan en H. Como el producto y la inversa son continuas, gxhy — gh,
por lo que gh € H,y g;' — g%, por lo que g~! € H. Se sigue que H < G.
Si H es normal, entonces para cualquier z € G, la red {zhyz~'} estd en H,
luego su limite zha ™" estd en H. O

Un importante subgrupo es £ = @. Este es un subgrupo normal y
cerrado de G. Este es el menor subgrupo cerrado de GG, ya que todo subgrupo
debe contener a la identidad.

Proposiciéon 12.5. Sean x e y elementos del grupo topologico G y sea E la
clausura de la identidad. Entonces x estd contenido en cada vecindad de y
siy solo siyr~! € E.

Demostracion: Basta ver que x estd contenido en cada vecindad de
y siy solo si y esta en la clausura de x = ex, la que es igual a Ex por ser
u — ux un homeomorfismo. El resultado es ahora inmediato. O]

Una vecindad V' de e se dice simétrica si V = V=1 = {z7z € V}.
Si U es una vecindad arbitraria de e, entonces U N U~! es una vecindad
simétrica contenida en U, por lo que la identidad tiene una base formada por
vecindades simétricas en todo grupo topolégico.

Recuérdese que la Ty-identificacion de un espacio topologico X es el es-
pacio que se obtiene al identificar cada par de puntos de X que tengan ex-
actamente las mismas vecindades. Este no es en general un espacio Ty, pero
si lo es cuando la relacion “x estd en cada vecindad de y” es simétrica. Esto
es inmediato en el caso de grupos topologicos, ya que la relacion y € Ex es
simétrica, por ser E un subgrupo. El siguiente resultado es ahora inmediato:

Corolario 12.5.1. La clase de x en la Ty-identificacion de G es la clase
lateral Fx.

Se sigue que si G es un espacio Ty, entonces £ = {e}. En particular,
tenemos el resultado siguiente:

Corolario 12.5.2. Todo grupo topologico Ty es un espacio T.
Lo que junto al Corolario 12.1.1 nos da lo siguiente:

Corolario 12.5.3. Todo grupo topologico Ty es un espacio de Hausdorff.
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Si E = (G, entonces la Ty-identificacion de G consta de un sélo punto. En
este caso la topologia de GG es indiscreta. En particular, tenemos el siguiente
resultado:

Corolario 12.5.4. Si E = {e} es denso entonces G es indiscreto.
Al utilizar la homogeneidad de los grupos topolégicos se obtiene:

Corolario 12.5.5. Si G tiene un punto denso entonces es indiscreto.

Observacion: Si G es grupo topoldgico con neutro e y H < G entonces
podemos ver lo siguiente:

1. Si existe una vecindad V de e tal que V' C H, entonces para todo h € H
el producto hV es vecindad de h y hV C H por lo que H es abierto en
G.

2. Sea g € G. Como x — gx es homeomorfismo, entonces para todo
H < G se cumple que:
o H es cerrado en G si y sélo si gH es cerrado en G.
e H es abierto en G si y sélo si gH es abierto en G.

3. Si H es abierto en G, entonces cada clase lateral gH es abierta en G.
En particular H¢ = e 9H es abierto es G, por lo que H es también
cerrado en G.

Dado un espacio topologico X y un elemento z de X llamaremos X, a la
componente conexa de z en X.

Proposicién 12.6. Sea G un grupo topoldgico con neutro e. Entonces G, <

G.

Demostracion: Como todo producto de espacios conexos es conexo, se
tiene que G, x G, es conexo. Como 7 es continua, se tiene que m(G. X G.) es
conexo. Ahora bien, como 7(e, e) = e, lo anterior implica que (G, x G.) C
Ge. El razonamiento para la inversa es similar y se deja al lector. Concluimos
que G, C G es un subgrupo.

Ahora bien, dado g € G definimos f, : G — G mediante f,(z) = g 'zg.
La funcién f, asf definida es continua y satisface f,(e) = g 'eg = e. Con-
cluimos que g7 'G.g = f;(G.) C G.. El resultado sigue. O

Una observacion similar es valida para la componente arcoconexa, ya que
si y(t) es un camino que une z e y, la funcién ¢t +— g7y(¢) define un camino
que une gx con gy. Dejamos los detalles al lector.
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Ejemplos.

1. G = (R\ {0},-) es grupo topoldgico y Gy = RT es el subgrupo de
nimeros reales positivos.

2. Sea G = GL,(R), y sea I, la matriz identidad, entonces dejamos como
ejercicio para el lector probar que:

G, ={A € GL,(R) | det(A) > 0}.
Sugerencia: Usar la forma de Jordan real.

definicién 12.7. Sean G , G’ dos grupos topoldgicos, y sea ¢ : G — G’ iso-
morfismo de grupos. Entonces ¢ se dice un isomorfismo de grupos topolégicos
si tanto ¢ como ¢! son continuas. En este caso se dice que G'y G’ son iso-
morfos como grupos topoldgicos, y se escribe G = G

Ejemplos. Sea G un grupo arbitrario. Sea Gy el grupo G provisto de
la topologia discreta, y sea G; el mismo grupo con la topologia indiscreta.
Sean Idy:Gy— G; e Idy:G; — Gy las funciones identidades respecti-
vas. Claramente ambas son isomorfismos de grupos e Id; es continua, pero
Id; no lo es si G es no trivial. En particular, los grupos topolédgicos Gy v G;
no son isomorfos.

Sea {G;}icr una familia de grupos topolégicos. Entonces definimos el
grupo topoldgico producto G = [],.; Gi como el producto directo (de gru-
pos) con la topologia producto. Recordemos que la topologia producto es la
topologia coinducida por las funciones coordenadas 7; : G — G;, y que una
funcion f : X — G es continua si y sélo si cada coordenada m; 0 f : X — G}
es continua.

Proposicién 12.8. Sea {G;}ic; una familia de grupos topoldgicos. Entonces
G = [lic; Gi es también un grupo topolégico.

Demostracion: La continuidad de la multiplicacién sigue inmediata-
mente del diagrama

GxG“—>T :
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donde la funcién diagonal es continua por ser composicion de funciones con-
tinuas y a es continua por ser cada coordenada m;0a continua. La continuidad
de la inversa se demuestra del mismo modo y se deja al lector. O]

ejemplo 12.9. Sea G =[], .y G con G, = {0, 1}, con su estructura natural
de grupo ciclico discreto, para todo n. El grupo G consiste de todas las
sucesiones (ag,as,as,...) de Os y 1s y es un grupo de Hausdorff compacto
por el Teorema de Tychonoff. Dejamos como ejercicio al lector determinar si
los siguientes subgrupos:

1. A= {(a17a27a37 . . -)lal +a4+ a7y = O},
2. B ={(a1,as9,as,...)|a; = 0 para todo i par},
3. C ={(ay,as9,as,...)la; # 0 para un numero finito de coordenadas i},

son abiertos y/o cerrados.

Sea GG un grupo topolégico y H < G entonces % es un grupo. Lo pode-
mos dotar de la topologia cociente, es decir la topologia coinducida por la
proyeccion p : G — % En esta topologia, un conjunto A C % es abierto si
y s6lo si

pH(A) = | «H
TzHeA
es abierto en G. Se sigue que la topologia de % estd generada por ciertos
abiertos de la forma p(Z) con Z C G abierto. Nétese, no obstante, que no es
siempre cierto para espacios de identificacion que p(Z) es abierto para todo
abierto Z C G, es decir, la proyeccion p no siempre es abierta. Sin embargo,
en el caso de grupos topoldgicos, Las pre-imagenes de los subconjuntos de
% son precisamente los conjuntos Z que satisfacen HZ = Z. Maés general-
mente, se tiene p~'p(Z) = HZ. En este caso, si Z es abierto se tiene de
inmediato que HZ es abierto, y por lo tanto también p(Z). Se concluye que

la proyeccion p es abierta para cocientes de grupos topoldgicos.

Proposiciéon 12.10. Sea G un grupo topolégico y H < G entonces % es un

grupo topologico.
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Demostraciéon: Basta ver que el producto y el inverso son funciones
continuas. La continuidad de la funcién inverso es inmediata del diagrama
siguiente

G—G,

I\

f—§
donde las funciones verticales son las proyecciones canonicas y las funciones
horizontales son las funciones inverso. La continuidad de la funcion diago-
nal sigue del hecho de que es composicién de funciones continuas y la de-
mostracion se termina por la definicién de topologia cociente, tal como en el
caso del producto de grupos.

Similarmente el diagrama

GxG—=G |

P p
QXQ a (GXQ) G
H ™ H (HxH) H

prueba que la funcién ((gig)) — % inducida por el producto es continua.

La demostracion se termina si probamos que la biyeccion a es continua. La

topologia en gig estd generada por abiertos de la forma P(Z), donde Z es
un abierto en G x G. La topologia de % X % esta generada por abiertos del

tipo p(U) x p(V'), donde U y V son abiertos de G. Lo anterior, en particular,
implica que a™! es continua, pues Z = U XV nosda P(Z) = a(p(U) ><p(V)> :
Sin embargo, necesitamos la continuidad de a. Para eso, observamos que
todo abierto Z C G x G es unién de abiertos de la forma U x V. Si ponemos
Z = U;e; Ui x Vi, entonces a™! <P(Z)> = Uier P(Us) x p(V;), de donde se
obtiene el resultado. O

Observacion 12.11. En la demostracion precedente, la caracterizacion de
los abiertos de % como imagenes de abiertos en GG juega un papel fundamen-
tal. Una demostracién puramente functorial es bastante elusiva, excepto si
admitimos hipétesis fuertes en Gy H, como por ejemplo G compacto y H

cerrado.

ejemplo 12.12. Z IRy % =~ S, Para probar esto 1ltimo observamos que

% es compacto, por ser una imagen continua del compacto [0,1] C R, y por
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ser Hausdorff (ya que Z es cerrado). Basta por lo tanto recordar que una
biyeccién continua de un espacio compacto en un espacio de Hausdorff es
cerrada, y por lo tanto un homeomorfismo.

Proposicion 12.13. Sea H un subgrupo normal de G.
z)% es Hausdorff si y solo si H es cerrado en G.
zz)% es discreto si y solo si H es abierto en G.
m)% es indiscreto si y solo st H es denso en G.

Demostracion: Las dos primeras afirmaciones son inmediatas, dado

(€3
H

cerrado o abierto. Para la ultima, Si H es denso, existe una red {hy}, en
H que converge a cada elemento de G. Por continuidad, concluimos que la
red constante con valor e g converge a cada punto del cociente y por lo tanto

que 7 es Hausdorff o discreto si y sélo si {e < } = {eH} es respectivamente

{e Il } es denso. Para la conversa, observamos que la clausura H satisface
H

HH = H, por lo que es la pre-imagen de un subconjunto C' C % que es

necesariamente cerrado, y por lo tanto H = G si {e ] } es denso. O

Proposicion 12.14. Sean G y G’ grupos topoldgicos. Sean H y N subgrupos
de G.

i.- Sea [ : G — G' un homomorfismo continuo. Entonces el isomorfismo
canonico de grupos ¢ : G/ker f — im f es continuo.

1.- Si N y H son normales en G y N C H, el isomorfismo candnico de
grupos

6 G R G/N
"H  H/N
es bicontinuo, es decir es un isomorfismo de grupos topoldgicos.
. . , . . H
110.- gZNN es n07.”mal en G, el isomorfismo candnico de grupos ¢ : in —
=~ €s continuo.

Demostracién: (ii) es inmediato de la definicién de abiertos en el co-
ciente, dado que los abiertos en cada lado son aquellos subconjuntos cuyas
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pre-imagenes en G son abiertas. (i) se sigue del diagrama conmutativo

G
l\\
% im f G’

y de la caracterizaciéon de funciones continuas en un cociente y hacia un
subespacio. Finalmente, (iii) sigue de aplicar (i) a la funcién canénica H —
G ]
N

ejemplo 12.15. Sea G = R con la topologia discreta, y sea G’ = R con
la topologia indiscreta. Entonces el homomorfismo identidad ¢ : G — G’ es
continuo y es un isomorfismo de grupos. En particular, su nicleo es trivial
y su imagen es todo el codominio. Sin embargo, su inversa no es continua.
Esto muestra que el isomorfismo inverso en (i) no es continuo en general.

ejemplo 12.16. SeaG =R Con la topologfa usual, y sean H = Z, N = \/2Z.
Claramente HNN = 0, luego 2+ Hﬁ ~ tiene la topologla usual de Z. Sin embargo
El Cociente & +N esta contenido en Q fz que es un compacto. Se concluye
que existe una sucesién {k;} en Z con lim; ., k; = oo tal que la sucesion
{2% + N}, es convergente en <, y por lo tanto {(2’C — 2ki-1) 4 N'}; converge

H;N En particular H]f,N no es discreto.

Proposicién 12.17. Sea G un grupo topologico. Sea C' C G un subconjunto
compacto, y sea U un abierto que contiene a C'. Entonces existe una vecindad

W de la identidad que satisface CW C U.

Demostraciéon: Para cada punto x € C, escojamos una vecindad V, de
e tal que £V, C U, y sea W, una vecindad simétrica de e tal que W2 C V.
Tal vecindad existe por la continuidad de la multiplicacién. El cubrimiento

C C U W,
zeC
tiene un sub-cubrimiento finito, ya que C' es compacto. Si C C (J;, z;Wy,,
y st W = (., Wy,, entonces W cumple lo pedido. De hecho, z € z;W,, para
algin 7. Luego
aW C W, Ca;Vy, CU.
Concluimos que CW C U. O

Proposicién 12.18. Un grupo compacto totalmente disconexo tiene una base
de vecindades de la identidad formada por subgrupos abiertos.
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Demostraciéon: Por los resultados del capitulo precedente, sabemos
que hay una base de vecindades de la identidad formada por conjuntos que
son a la vez abiertos y cerrados. Sea C' una vecindad de la identidad de este
tipo. Es suficiente probar que C' contiene algin subgrupo abierto H. Notese
que C' es compacto por ser cerrado en un compacto. Poniendo U = C' en el
resultado precedente, lo que puede hacerse por ser C' abierto, concluimos que
CW C C para cierta vecindad W de la identidad. Sea H el grupo generado
por W. Este es un subgrupo abierto, dado que contiene a la vecindad W de
la identidad. Cada elemento de H se escribe como una palabra en elementos
de W o sus inversos. Estos ultimos estan también en W por ser W una
vecindad simétrica. Un sencillo argumento por induccion en el largo de tales
palabras muestra que H C C. O

Ejercicios

1. Probar que si G es un grupo conexo y si N es un subgrupo normal y
discreto, entonces N esta contenido en el centro Z(G) de G.

2. Probar que si A es un subconjunto cerrado de G y B es un subconjunto
compacto de G entonces AB es cerrado en G.

3. Encontrar subconjuntos cerrados A y B de algin grupo G tales que
AB sea un subconjunto propio denso en G.

4. Probar que si G es un grupo topolégico de Hausdorff, entonces Z(G)
es cerrado.

5. Probar que si GG es un grupo topoldgico, entonces todo subgrupo max-
imal de GG es cerrado o denso.

6. Probar que si G es compacto y si f : G — G’ es un homomorfismo
continuo entonces G/ ker f = Imf como grupos topoldgicos.

7. Probar que si H es un subgrupo compacto de G'y si N es un subgrupo
normal cerrado de G entonces H/(H N N) = HN/N como grupos
topoldgicos.

8. Probar que si H es un subgrupo normal de G entonces G/H es la Ty
identificacion de G/H.
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10.
11.
12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.
20.

Probar que todo subgrupo cerrado y conexo de (R/Z)™ es isomorfo a
(R/Z)™ para algin m < n.

Probar que (v/2 + Z, /3 + Z) genera un subgrupo denso de (R/Z)2.
Probar que v2 y v/3 generan un subgrupo denso de R.

Encontrar subgrupos A y B de R tales que (A + B)/B es indiscreto,
pero A/AN B es discreto.

Probar de dos maneras que si G es Hausdorff, el conjunto de los pares
(a,b) en G x G que satisfacen ab = ba es cerrado:

e Utilizando redes.

e Directamente de la definicion.

Utilice esto para dar una segunda demostracion de que la clausura de
un grupo abeliano es abeliana.

Demuestre que todo subgrupo cerrado propio de R/Z es finito.

Probar que todo subgrupo cerrado no nulo de Z, es de la forma p'Z,
para algin ¢t € N.

Sea G un grupo topoldgico, y sea V(e) su conjunto dirigido de vecin-
dades de la identidad. Sea A un subconjunto de G™ = G x ... x G.
Prober que todo z € G™ satisface x € A si y sélo si existe una red
{av}veve en A tal que ay — x.

Sea A el conjunto dirigido de los enteros ordenados por divisibilidad.
Encontrar una funciéon cofinal ¢ : N — .

Sea GG un grupo topoldgico, y sea A un conjunto dirigido tal que existe
una funcién cofinal ¢ : A — V(e). Sea A un subconjunto de G. Prober
que todo x € G satisface z € A sf y sélo si existe una red {ay}ies en
A tal que ay — .

Probar que V(e) tiene tltimo elemento si y sélo si G/{e} es discreto.

Probar que el grupo
R xR

7 X 7.
donde R x R tiene la topologia usual es homeomorfo al toro.
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21.

22.

23.

24.
25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

Considere el homomorfismo canénico

¢:Z— [[z/nz,

n>1

donde el grupo de la derecha tiene la topologia producto (con cada
factor discreto). Sea Z la clausura de la imagen de Z bajo ¢. Probar
que Z es un grupo topoldgico compacto y metrizable.

Sea GG un grupo topoldgico Hausdorff. Sean N y K subconjuntos com-
pactos de G. Probar que NK es compacto.

Sea G un grupo topolédgico conexo. Probar que su subgrupo conmuta-
dor G’ es un subgrupo conexo.

Probar que R no tiene subgrupos conexos no triviales.
Probar que todo subgrupo conexo de R™ es un subespacio vectorial.

Sea G un grupo topoldgico compacto y sea C' la componente conexa de
la identidad. Probar que G/C' es totalmente disconexo.

Sea G el grupo de matrices reales M que satisfacen MM = I donde I
es la matriz identidad. Probar que G tiene 2 componentes conexas.

Sea GG un grupo topologico Hausdorff. Sea A un subconjunto cerrado de
G y sea K un subconjunto compacto de G. Probar que K A es cerrado.

Sea G un grupo topoldgico. Una red {ay}rea en G se dice de Cauchy
por la izquierda si para toda vecindad V' de la identidad existe \g € A
tal que

A, > )\0:>a;1au eV

Probar que en un grupo compacto toda red de Cauchy por la izquierda
es convergente.

Sea G un grupo topoldgico. Un filtro § en G se dice de Cauchy por la
izquierda si para toda vecindad V' de la identidad existe F' € § tal que
F~'F C V. Probar que en un grupo compacto todo filtro de Cauchy
por la izquierda es convergente.

Sea GG un grupo topoldgico compacto y sea C' la componente conexa de
la identidad. Probar que G/C' es totalmente disconexo.
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32. Sea GG un grupo topoldgico, y sea § un filtro que converge a la identidad
e. Sea A un subconjunto de G y sea §A el filtro generado por { FA|F €
§}. Probar que los puntos de acumulacién de FA son exactamente los
elementos de A.



Chapter 13

Homotopias

definiciéon 13.1. Sean f : X — Y y g: X — Y dos funciones continuas.
Una homotopia entre f y g es una funcién continua H : X x [0,1] — Y tal
que H(z,0) = f(z) y H(x,1) = g(x) para todo x en X. Las funciones f y ¢
se dicen homotopicas si existe una homotopia entre ellas.

ejemplo 13.2. Sea X = {p} el espacio con un sélo punto. Entonces dos
funciones f: X - Y y g : X — Y son homotdpicas si y sélo si f(p) y g(p)
estan en la misma componente arco-conexa de X.

ejemplo 13.3. Sea Y un espacio vectorial topoldgico real y sea X un espacio
topoldgico arbitrario. Sean f,g: X — Y dos funciones continuas arbitrarias.
Entonces f y g son homotodpicas con la homotopia

H(x,t) = f(x) +tg(x) — f(z)].

ejemplo 13.4. Sea Y = S* el circulo unitario y sea X un espacio topolégico
arbitrario. Sean f,g : X — Y dos funciones continuas tales que f(z) #
—g(x) para todo x € X. Entonces f y g son homotdpicas con la homotopia

oy @+ ilg(@) - f(@)
H{(z,t) 1 f(z) + tlg(x) — f(2)]]]

Esta homotopia se construye multiplicando el punto f(z) +t[g(x) — f(x)], el
cual se encuentra en el segmento que une f(x) con g(x), por una constante
que lo proyecta radialmente en el circulo. Esto es posible si dicho punto no
es el centro del circulo, por lo que necesitamos la condicion f(z) # —g(x)
(ver Fig. 13.1).

115
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flx)

fix)+t[e(x)-f(x)]

0 @

g(x) § '

Figure 13.1: Una homotopia en el circulo.

La relacion de homotopia puede caracterizarse en términos de compo-
nentes arco-conexas en el espacio de funciones continuas, para lo cual debe-
mos definir primero una topologia apropiada.

definicién 13.5. Sean X e Y espacios topoldgicos de Hausdorff. Sea C'(X,Y)
el conjunto de funciones continuas de X en Y. La topologia compacto-abierta
en C(X,Y) es la que tiene como sub-base los conjuntos

Ocuy ={f: X = Y|[f(C) C U},

donde C' recorre la coleccién de conjuntos compactos de X y U recorre la
coleccion de abiertos de Y.

Proposiciéon 13.6. Una red {fy}r converge a f en C(X,Y) con respecto
a la topologia compacto abierta si y solo si para cada compacto C' C X, y
para cada abierto U CY, tales que f(C) C U, se tiene f\(C) C U para A
suficientemente grande.

Demostracién La hipdtesis es equivalente a f € O¢y para A suficien-
temente grande. O]

Proposiciéon 13.7. Si Y es un espacio métrico y X es un espacio com-
pacto, entonces la topologia compacto abierta en C(X,Y) es la topologia de
la convergencia uniforme. En otras palabras, una red {f\}rea converge a
una funcion f en la topologia compacto-abierta si y solo si {fr}rea converge
uniformemente a f.
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Demostracién Supongamos primero que {f)} ca converge uniforme-
mente a f. Sea C' un subconjunto compacto de X y sea U un abierto de Y,
de modo que f(C) C U. Sea d una métrica que define la topologia de Y.
Entonces se tiene

e= d(f(o), UC) >0,

por ser C' compacto y U€ cerrado. Se sigue que si { fy }aea converge uniforme-
mente a f en C, para \ suficientemente grande d,(fy, f) < e, por lo que para
todo ¢ € C se tiene

A(2(e),U%) 2 d(£(0).U°) = d(£(0). fr(€)) > 0.

Se concluye que f,(C) C U.
Supongamos ahora que {f\}rea converge a f en la topologia compacto-
abierta. Sea € > 0. Para cada x € X existe una vecindad compacta V, de x

tal que, si y € V,, entonces d(f(y), f(x)) < €/2. En otras palabras

f(Va) € B(f(a).¢/2).

Como X es compacto, existe una coleccién finita {V,,, ..., V,, } de tales vecin-
dades cuyos interiores cubren X. Para cada z; existe un A € A tal que para
A > )\; se tiene

AVe,) C B(fm),e/z).

Sea Ao > \; para cada i. Si A > Ay y si a € X, se tiene a € V,, para algun ¢
y por lo tanto

A(f(@), f1(@) < d(F(@), () +d(fla), f(@)) S e/2+¢/2= €.
Se sigue que f) converge uniformemente a f. O

Lema 13.8. St f : X XY — Z es una funcion continua, entonces para
todo x € X la funcion f, : Y — Z definida por f.(y) = f(z,y) es continua.
Ademdas la funcion F : X — C(Y,Z) definida por F(z) = f, es continua
cuando C(Y, Z) tiene la topologia compacto-abierta.
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Demostracién y — f.(y) = f(z,y) es continua, ya que es la com-
posicién y — (x,y) — f(z,y). Sea ahora {x)}rca una red que converge a
x. Probaremos que f,, converge a f, en la topologia compacto-abierta. Sea
C' un compacto de Y y U un abierto de Z. Basta ver que si f,(C) C U, se
tiene f,, (C) C U para A suficientemente grande. Para cada y en C se tiene
f(z,y) € U, luego existen vecindades abiertas V,, de x y W, de y tales que
f(V, x W,) CU. Si Ay) es suficientemente grande, de modo que z) € V,
para A > A(y), se tiene

Jorn(Wy) C U, VA > A(y).

Los conjuntos W, forman un cubrimiento abierto de C' por lo que tiene un
sub-cubrimiento finito formado por Wy, ,..., W, . Sea A > X(y1), ..., A(y,).
Entonces f,, (C) C U como se pide. O

Proposicién 13.9. Para todo punto x € X, la funcion evaluacion e, :
C(X,Y) = Y definida por e,(f) = f(x) es continua.

Demostracién Basta ver que si fy — f, entonces f\(x) — f(z). Sea
U una vecindad abierta de f(x). Como C' = {z} es un compacto y se tiene
f(C) C U, se sigue que fr(C') C U para A suficientemente grande, es decir
fa(x) € U y el resultado sigue. O

Proposicién 13.10. St X es localmente compacto, la funcion evaluacion
e: X x C(X,Y) =Y definida por e(x, f) = f(x) es continua.

Demostracién Basta ver que si fy — f y z) — = entonces fy(z,) —
f(z). Sea U una vecindad abierta de f(z). Existe una vecindad V de z, que
podemos suponer compacta, tal que f(V') C U. Se sigue que f\(V') C U para
A suficientemente grande. Ademds x) € V para A suficientemente grande.
Se deduce que fy(z)) € fA(V) C U para A suficientemente grande. O

Proposicién 13.11. Supongamos que Y es localmente compacto. Una funcion
f: X XY — Z es continua si y solo si

1. para todo x € X la funcion f, :Y — Z definida por f.(y) = f(z,y) es
continua.

2. la funcion F : X — C(Y, Z) definida por F(z) = f, es continua cuando
C(Y, Z) tiene la topologia compacto-abierta.
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Demostracion La necesidad es el lema 13.8. La suficiencia sigue de
que (z,y) — f(z,y) es la composiciéon (x,y) — (fz,y) — f(y), por lo que
podemos aplicar el resultado precedente. O

Aplicando este resultado al caso X = [0, 1] se tiene:

Corolario 13.11.1. Supongamos que X es localmente compacto. Dos fun-
ciones continuas f y g son homotopicas si y solo si estan en la misma com-
ponente arco-conexa de C(X,Y') con la topologia compacto abierta. 0

Corolario 13.11.2. Supongamos que X es localmente compacto. La relacion
de homotopia en C(X,Y) es una relacion de equivalencia.

Se deja al lector la tarea de escribir una demostracién directa del resultado
precedente. Una demostracion directa permite eliminar la hipétesis de que
X es localmente compacto. Lo mismo sucede con los corolarios 13.12.1 y
13.13.1 mas abajo. Se verda en un capitulo posterior una estrategia para
describir explicitamente las homotopias. En este capitulo nos contentaremos
con resultados de existencia.

Proposicién 13.12. Sea h : Y — Z una funcion continua. Entonces la
funcion h, : C(X,Y) — C(X, Z) definida por h.(f) = ho f es continua en
la topologia compacto-abierta.

Demostracion Basta ver que si fy — f en la topologia compacto-
abierta, entonces h o f, — ho f. Sea C un compacto en X y sea U un
conjunto abierto en Z que contiene a h o f(C). Entonces h™*(U) contiene
a f(C). Se sigue que fy(C') € h~'(U) para \ suficientemente grande. Se
deduce que h o f,(C) C U para A suficientemente grande, y el resultado
sigue. ]

Corolario 13.12.1. Supongamos que X es localmente compacto. Si f,g :
X — Y son homotopicas, y si h :' Y — Z es continua, también son ho-
motopicas las funciones compuestas ho f y hog. [

Proposicién 13.13. Sea h : Z — X una funcion continua. Entonces la
funcion h* : C(X,Y) — C(Z,Y) definida por h*(f) = f o h es continua con
respecto a la topologia compacto-abierta.
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Demostracion Basta ver que si fy — f en la topologia compacto-
abierta, entonces fy oh — foh. Sea C' un compacto en Z y sea U un
conjunto abierto en Y que contiene a foh(C). En otras palabras, el conjunto
abierto U contiene al conjunto compacto f[h(C)]. Entonces, como h(C) es
un compacto, se tiene que fy[h(C)] C U para A suficientemente grande. Se
deduce que fy o h(C) C U para A suficientemente grande, y el resultado
sigue. ]

Corolario 13.13.1. Supongamos que X y Z son localmente compactos. Si
f y g son homotopicas, también lo son foh y go h. ]

definicién 13.14. Dos espacios topoldgicos X e Y se dicen homotdpicamente
equivalentes si existen funciones f: X - Y y¢g:Y — X tales que fog es
homotdépica a la identidad de Y y g o f es homotdpica a la identidad de X.
Un espacio se dice contractible si es homotopicamente equivalente al espacio
trivial {p}.

Proposiciéon 13.15. Un espacio topologico X es contractible si y solo si la
identidad i : X — X es homotopica a una funcion constante.

Demostracion Sea H : X x I — X una homotopia entre ¢ y una
funcién constante ¢, : X — X definida por ¢,(x) = p. Definimos f : {p} - X
por f(p) = p. Basta ver que f e i son inversas de homotopia. De hecho,
iof =1idg v foi = ¢, El resultado sigue, ya que, por hipétesis c, es
homotépica a la identidad.

Conversamente, si X es homotopicamente equivalente a un punto, deben
existir inversas de homotopia f : X — {p} y g : {p} — X. Es claro que
f o g es una funcién constante, la cual debe ser homotdpica a la identidad
por definicién de inversas de homotopia. O

Proposicién 13.16. La equivalencia homotopica es una relacion de equiva-
lencia entre espacios topoldgicos.
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Demostracion Supongamos que X, Y, Z son espacios topoldgicos tales
que existe un diagrama conmutativo

X\/ Y\_/

de modo que
fog~Idy, gof~Idy, hok~Idy, koh~Idy.
Basta probar que

(ho f)o(gok)~1Idyg, (gok)o(hof)~Idx.
Para la primera de estas equivalencias observamos que
(hof)o(gok)~ho(fog)ok~holdyok=hok ~1dy.
La segunda equivalencia es analoga y se deja al lector. O]

ejemplo 13.17. Un espacio vectorial topoldgico real es contractible como lo
demuestra el ejemplo dado al comienzo del capitulo. Un argumento similar
prueba que el intervalo es contractible.

ejemplo 13.18. Si X es un espacio topolégico arbitrario, el cilindro sobre
X es el espacio producto X x [0, 1]. El espacio X puede identificarse con su
imagen X x {0} en el cilindro. Veremos que esta inclusién es una equivalencia
homotépica. De hecho, si consideramos las funciones f: X — X x [0,1] y
g : X x[0,1] = X definidas por f(z) = (2,0) y g(x,s) = z, basta probar
que f o g es homotdpica a la identidad, lo que sigue de la homotopia

H<(x, s),t) = (z, st).

ejemplo 13.19. Si X es un espacio topoldgico arbitrario, el cono sobre X
es el espacio de identificaciéon C'(X) = (X x [0,1])/ = donde = es la relacién
de equivalencia cuyas tnicas relaciones no triviales son aquellas de la forma
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(0,%)

(1,1—1)

Figure 13.2: Una equivalencia homotépica entre el circulo y la banda de
Moebius.

(z,0) = (y,0) con z,y € X cualesquiera. Entonces La identidad i : C'(X) —
C(X) es homotdpica a una constante mediante la homotopia

H([:r:,s],t) = [z, st],

donde [z, s] denota la clase de equivalencia de (z,s). Se sigue que C(X) es
contractible.

ejemplo 13.20. La Banda de Moebius M es el espacio de identificacion
C(X) = ([0,1] x [-1,1])/ = donde = es la relacién de equivalencia cuyas
unicas relaciones no triviales son aquellas de la forma (0,t) = (1, —¢) con
t € [—1,1] cualquiera. Afirmamos que la inclusién f del circulo unitario
St =10,1]/ ~, donde ~ identifica sélo el 0 y el 1, en la Banda de Moebius
dada por f([t]) = [t, 0] es una equivalencia homotdpica (ver Figura 13.1), con
una inversa de homotopia dada por ¢g([t, s]) = [t]. Basta ver que la funcién
[t, s] — [t,0] es homotdpica a la identidad mediante la homotopia

H([r, s],t) = [r, st]
(ver Figura 13.2).

definicion 13.21. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Diremos
que A es un retracto de X si existe una funciéon continua r : X — A tal
que r(a) = a para todo elemento a € A. Diremos que A es un retracto de
deformaciéon de X si la funcion r puede escogerse homotopica a la identidad

de X.
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Figure 13.3: Una homotopia entre la identidad y la proyeccién de toda la
banda de Moebius en su circulo ecuatorial.

Lema 13.22. Si un subconjunto A C X es un retracto de deformacion de
X, entonces la inclusion i : A — X es una equivalencia homotdpica.

Demostracién Si existe una funcién continuar : X — A tal que r(a) =
a para todo elemento a € A, entonces r o4 = id4, mientras que r, como
funcién de X a X, se identifica con i o r, por lo que la definicién de retracto
de deformacién nos dice que i o r es homotdpica a la identidad. O

A menudo encontrar la funciéon r que cumple las condiciones para hacer
de A C X un retracto en la definicién precedente requiere proyectar, de
algiin modo, un conjunto de regiones que dividen el complemento de A, por
lo que se requiere hacer uso del hecho de que la topologia de un espacio X es
co-inducida por las inclusiones de una coleccién finita de conjuntos cerrados
que lo recubre (Capitulo 5), por lo que basta con definir la funcién r en
cada regién cerrada y comprobar que dichas definiciones coinciden en las
intersecciones. Un ejemplo aclarara esta idea.

Sea X el plano R? del cual se han removido dos puntos, a y b, a distancia
2r. Para fijar ideas asumiremos que a = (—r,0) y b = (r,0). Sea A la unién
de una circunferencia de radio r alrededor de a y una circunferencia de radio
r alrededor de b, como muestra la mitad izquierda de la Figura 13.3. Tal
conjunto A es conocido como “la figura 8”. Para construir r, se divide X en
6 regiones llamadas L, R, D, U, J e I, como muestra la mitad derecha de la
Figura 13.3. La funcién r se define por trozos como sigue:

1. En cada circulo I o J, la funcion r es la proyeccién radial en la circun-
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Figure 13.4: El plano con dos puntos removidos y la figura 8.

ferencia.

2. En las regiones L y R, la funcion r es la proyeccion radial en la circun-
ferencia respectiva.

3. En la region U, la funcién r toma la forma (z,y) — (I, h(x)), donde
h es la funcién cuyo grafico es el limite inferior de esta region, es decir:

= V= (= el = V2l = 22,

La regién D es similar.

Para comprobar que r es efectivamente homotépica a la identidad, observa-
mos que el segmento que une cada punto x € X con su imagen r(z) estd
contenido en X, por lo que existe una homotopia H : X x I — X del tipo

H(z,t) =tz + (1 —t)r(x).

Un argumento similar al usado aqui nos permite ver que las dos figuras
que aparecen en la Figura 10.4 son homotoépicas al plano sin dos puntos, y
por lo tanto también a la figura 8.

Con lo dicho hasta aqui, podria ser que todo par de funciones continuas
entre los mismos espacios fuesen homotopicas. Probaremos ahora que este
no es el caso. Estudiaremos las clases de homotopia de funciones de S! en S*,
o equivalentemente, las componentes arco-conexas en el espacio C'(S!,S1).
Para ello necesitamos cierta preparacion.
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Figure 13.5: Dos figuras homotépicamente equivalentes a la figura 8.
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Figure 13.6: Levantando una funcién no epiyectiva.

definicién 13.23. Sea X un espacio topoldgico y sea f : X — S! una funcién
continua. Entonces una funcién g : X — R tal que f(t) = > se denomina
un levantamiento a R de f. Evidentemente, si g es un levantamiento de f
a R, también lo es gi(x) = g(z) + n para todo n € Z. Si g y g1 son
ambos levantamientos de f entonces gi(x) — g(x) € Z para todo = € X.
En particular, si X es conexo entonces gi(z) = g(x) + n para n € Z fijo.
Observemos también que si f tiene un levantamiento a R, lo mismo vale
para cualquier restriccion de f.

Lema 13.24. Sea f : [a,b] — S' una funcién continua. Si f([a,b]) # S*

entonces existe un levantamiento de f a R.

Demostracién Sea E la funcién E(t) = e?™. Sea y € S! un punto que
no estd en la imagen de f. Sea C' una componente conexa de E~1(S! — {y}).
Entonces la restriccién F; de E a C' es un homeomorfismo (ejercicio). Se
sigue que podemos definir

9(@) = B (f(2)).

Véase Fig. 13.6. O
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Lema 13.25. Sea f : [a,b] — S una funcién continua. Sea ¢ un punto de
la,b[. Sea fi la restriccion de f a [a,c| y sea fao la restriccion de f a [c,b].
St f1 y fo tienen levantamientos a R, entonces también lo tiene f.

Demostracion Sean ¢g; y go los levantamientos a R de f; y fo. Como

eQTrigl(c) _ fl (C) _ f(C) _ fQ(C) — 627”'92(0)’

se tiene que g1(c) — g2(c) es un entero. Modificando g por un entero si es
necesario puede suponerse que gi(¢) = ga(c). Definimos ahora ¢ : [a,b] — R
mediante

() st o a<t<c
g<t>_{gg(t) sioe<t<b
La que es continua por el lema 10.6. O]

Lema 13.26. Sea f : [0,1] — S una funcidn continua. Entonces existe un
levantamiento de f a R.

Demostracién Sea A el conjunto de los elementos s € [0, 1] tales que
la restriccion de f a [0, s] tiene un levantamiento a R. Claramente 0 € A y
A es un intervalo, ya que si la restriccién de f a [0, ] tiene un levantamiento,
con mayor razoén la restriccién de f a [0, s] tiene un levantamiento para s < t.
Sea a el supremo de A y supongamos a < 1. Existe un intervalo [b, ] con
b < a < ¢ que cumple las siguientes condiciones:

e f([b,c]) no es todo S*, de modo que la restriccién de f a [b, ] tiene un
levantamiento, y

e bc A, luego la restricciéon de f a [0,b] tiene un levantamiento.

Se sigue que la restriccién de f a [0, c| tiene un levantamiento a R, lo que
contradice la eleccién de a. Se sigue que a = 1, de donde la restriccion de f a
[0, u| tiene un levantamiento para todo v < 1. Ahora escogemos un intervalo
[b,1] tal que f([b,1]) no es todo S*, de modo que la restriccién de f a [b, 1]
tiene un levantamiento a R, y repetimos el razonamiento. O

Proposicién 13.27. El espacio C(S',SY) tiene una cantidad infinita de
componentes conexas.
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Figure 13.7: Caminos cercanos subtienden un angulo pequeno.

Demostracién Definimos ® : C(S!, S!) — R como sigue: Sea f : ST —
S1 una funcién continua, y sea E : [0,1] — S la funcién E(t) = ¢*™. Sea
F :[0,1] — S! la funcién definida por F = f o E. Sea g un levantamiento
de F. Sea ®(f) = g(1) — g(0). Afirmamos que ® es continua y su imagen es
Z. Esto concluye la demostracion.

Para ver que la imagen es Z, basta ver que la funcién f, : St — S1
definida por f,(z) = 2" satisface f,(e*™) = e*™ luego un levantamiento
es la funcién g,(t) = nt. Se sigue que g,(1) — ¢,(0) = n, y por lo tanto
O(fy) = n.

Ahora veremos que ® es continua. Sea {f)},ea una red de funciones que
converge uniformemente a una funcién f. En particular, si F) = f\o FE,
se tiene que {F)\}rea converge uniformemente a F, pues la composicién es
continua con respecto a la topologia compacto-abierta, la que coincide en
este caso con la topologia de la convergencia uniforme. Tomemos ahora A
suficientemente grande, de modo que d,(F, Fy) < e < 1 y sea o € [0,7/2]
el tnico elemento que satisface € = 2sen(a). Geométricamente, a es una
cota para el dngulo que subtienden los vectores F(z) y Fy(x) en el circulo
St (ver Figura 13.5). Entonces para cada z € S' los levantamientos g y gy
satisfacen:

d(g,\(x),g(x) + nA(x)) < a,

donde ny(x) es una funcién a valores enteros, la que estd inicamente deter-
minada si asumimos que € es lo bastante pequenio para que a@ < 1/2. De
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hecho ny(z) puede calcularse como el entero més cercano a gy(z) — g(x), por
lo que es continua en los puntos en los que

o) —g(x) ¢ Z+1/2,

y todo punto de [0, 1] cumple esa condicion si o < 1/2. Se sigue que ny(z) es
continua en x, e independiente de z por la conexidad de [0, 1]. Si se escogen
los levantamientos g, de modo que n,(0) = 0, se tiene que ny(z) = 0 para
todo = € [0, 1], por lo que se tiene

A(gr(2),9(2)) < a

y tomando € — 0, se sigue que a — 0, de donde concluimos que gy — ¢
uniformemente. Como ®(f) = g(1) — ¢(0), y la evaluacién es continua con
respecto a la topologia compacto-abierta, se concluye que ®(fy) — ®(f). O

Notese que si bien se demostrd arriba que si una red de funciones F) :
[0,1] — S* converge uniformemente, sus levantamientos gy : [0,1] — R
pueden escogerse convergentes, no existe una funcién levantamiento

L:C(X,SY) = C(X,R)

bien definida, ni siquiera cuando X = {p}. Sin embargo, esta funcién levan-
tamiento puede definirse para caminos con un punto inicial dado. La funcién
® definida mas arriba es un invariante del tipo de homotopia conocido como
el indice o niimero de vueltas.

Ejercicios

1. Dar una demostracion directa de los corolarios 13.12.1 y 13.12.1, de
modo que no sea necesario suponer que X es localmente compacto.

2. Sea X un conjunto bien ordenado incontable con un ultimo elemento
wy v tal que para cada elemento A en X distinto de wy, el conjunto de
puntos que anteceden a A es numerable. Sea Y el espacio que se obtiene
al identificar cada par de puntos consecutivos de X con los extremos
correspondientes de un intervalo. El espacio Y se conoce como la recta
larga con un punto final. Determine si este espacio es o no contractible.

3. Sea X un espacio discreto y sea f,g : X — Y funciones arbitrarias.
Probar que f y g son homotépicas si para cada x € X los elementos
f(x) y g(x) estdn en la misma componente arco-conexa de Y.
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10.

11.

12.

13.

Sea X un espacio contractible y sea Y un espacio arco-conexo. Probar
que dos funciones continuas f,g: X — Y son homotdpicas.

Probar que un intervalo es contractible.
Probar que todo subconjunto convexo de R™ es contractible.

Probar que si X es contractible, entonces X x Y es homotoépicamente
equivalente a Y.

Sea X un espacio topolégico. El cono sobre X es el espacio obtenido
de X x [0,1] al identificar todos los puntos de la forma (z,1). Probar
que el cono sobre X es contractible.

Probar que dos espacios homotdpicamente equivalentes tienen el mismo
nimero de componentes arco-conexas.

Probar que el conjunto
S2U{(0,0,4)]0 <t < 1}
es homotépicamente equivalente a la esfera.

Probar que no existe una homotopia entre el circulo central f : St — M
y el circulo borde g : S* — M de la banda de Moebius.

Sea f un polinomio complejo sin raices. Probar que el camino
ag:[0,1] = C — {0}, agr(t)=f (Re%it)

es homotdpico al camino constante. Utilizar esta observacion para de-
mostrar el teorema fundamental del algebra.

Probar que los espacios topoldgicos X e Y son homotopicamente equiv-
alentes si:

(a) X es el circulo unitario e Y en la esfera sin los polos.

(b) X es el circulo unitario en R? e Y = X U [{0} x RT].

(¢) X es la unién de dos circulos con un punto en comun e Y es el
espacio que se obtiene al remover un punto de un toro.
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14. Probar que si X es un espacio topolégico contractible e Y es un espacio
arco-conexo, entonces C'(X,Y') es un espacio arco-conexo.

15. Sea X un espacio topologico. Sea Y un espacio de identificacién de X
y sea p: X — Y la proyeccion canonica.

(a) Probar que para todo espacio topolégico Z podemos identificar
C(Y, Z) con un subconjunto de C'(X, Z) identificando a cada funcién
continua f :Y — Z con la funciéon f : X — Z que induce.

(b) Si C(X,Z) tiene la topologia compacto-abierta, pruebe que la
topologia compacto-abierta de C(Y, Z) es mas fina que la topologia
de subespacio.

(c) probar que las topologias coinciden si p es un recubrimiento (ver
capitulo 17).

16. Seac:Y — C(X,Y) la funcién definida por ¢(y) = ¢, donde ¢ (x) =y
para todo x € X. Probar que ¢ es un homeomorfismo de Y con su
imagen.



Chapter 14

La propiedad de extension de
homotopias

Sea X un espacio topoldgico arbitrario y sea A C X un subconjunto cerrado.
Diremos que el par (X, A) tiene la propiedad de extensién de homotopias
(o PEH), si para cada espacio topoldgico Y, y para toda funcién continua
f:X — Y, cada homotopia H : A x I — Y que satisface H(a,0) = f(a)
para todo a € A, puede extenderse a una homotopia H:XxI—>Y que
satisface H(z,0) = f(x) para todo z € X.

Un par de observaciones son apropiadas aqui. En primer lugar la propiedad
sélo requiere que exista una homotopia a “alguna funcién continua”, no hace
referencia alguna a la funcién final. Por otro lado, la interseccién A x {0}
es cerrada, tanto en X x {0}, como en A x I, por lo que H y f definen de
manera Unica una funcién continua

K:M=(Xx{0)UAxI) =Y.

Se sigue que la PEH es equivalente a que cada funcién continua definida en
M; se extiende a X x [.

definicién 14.1. Un subespacio Z C X se dice un retracto de X si la
inclusién ¢ : Z < X tiene una inversa por la izquierda, es decir, existe una
funcién continua r : X — Z tal que r o7 = Id.

Proposiciéon 14.2. Sea X un espacio topolégico y sea Z C X un retracto
de X. Entonces para todo espacio topologico Y se tiene que Z XY es un
retracto de X x Y.

131
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Demostracién Basta ver que la funcién 7 : X x Y — Z x Y definida
por 7(x,y) = (r(az), y> es continua, y es una inversa por la izquierda de la

inclusion. O

Proposicién 14.3. Sea X un espacio topologico y Z un subconjunto cerrado.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Toda funcion continua f: Z — 'Y se extiende a X.

2. Z es un retracto de X.

Demostraciéon Si Z es un retracto y r : X — Z es una inversa por
la izquierda de la inclusion ¢ : Z < X, entonces cada funcién continua
f:Z — Y seextiende a for : X — Y. Por otro lado, si cada funcién
continua se extiende, entonces en particular, la identidad id; : Z — Z se
extiende a una funcién continua r : X — Z. m

Corolario 14.3.1. Sea X un espacio topolégico y A un subconjunto cerrado.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El par (X,A) tiene la PEH.
2. M; es un retracto de X x I.

Corolario 14.3.2. Sea X un espacio topoldgico y sea A un subconjunto
cerrado. Sea Z un sequndo espacio topoldgico. Si el par (X, A) tiene la
PEH, entonces (X x Z, A x Z) tiene la PEH.

definicién 14.4. Un subespacio Z de un espacio X se dice un retracto de
deformacién fuerte de X, si existe una homotopia H : X x I — X que
satisface las siguientes condiciones:

1. x+— H(x,0) es la identidad de X,
2. H(x,1) € Z paratodoxr € X,y
3. H(z,t) =z paratodot € [ y todo z € Z.

Una homotopia que cumple estas 3 condiciones se denomina una retraccién
fuerte de X a Z. Cuando se cumplen sélo las dos primeras, se dice que
Z es un retracto de X y que H es una retraccion de X en Z. Cualquier
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homotopia que cumple la tercera condicién se dice constante en Z. En lo
sucesivo, diremos que el par (X, A) tiene la propiedad fuerte de extensién de
homotopias (o PFEH), si el espacio M; = (X x {0})U (A x I), definido antes,
es un retracto de deformacion fuerte del espacio X x 1.

El siguiente resultado es inmediato de las definiciones:

Lema 14.5. Sea X un espacio topologico y Z un subconjunto cerrado. Si Z
es un retracto de deformacion fuerte de X, entonces Z XY es un retracto de
deformacion fuerte de X XY para todo espacio topoldgico Y .

Corolario 14.5.1. Sea X wun espacio topoldogico y sea A un subconjunto
cerrado. Sea Y un segundo espacio topoldgico. Si el par (X, A) tiene la
PFEH, entonces (X x Y, AxY) tiene la PFEH.

El espacio M; considerado hasta aqui es un caso particular de una con-
struccion mucho mas general que jugara un papel fundamental en lo que
sigue.

definicién 14.6. El cilindro de mapeo M; de una funcién f: X — Y es el
cociente

(X xI)][]Y

>~

donde la tnica instancia no trivial de la relacién = es (z,0) = f(x). Noétese
que Y es un retracto de deformacién de Mjy.

El siguiente resultado es inmediato de las definiciones y se deja al lector:

Lema 14.7. Sea M; el cilindro de mapeo de una funcion f. Entonces existe
una funcion continua h : My — [0,1] que satisface h([z,t]) =t para x € X,
tel, yademds h(jy]) =0 paray €Y.

ejemplo 14.8. Probaremos que el par (I, {0, 1}) tiene la PFEH, o equiv-

alentemente que el subconjunto A = (I x {0}) U ({0,1} x I) es un retracto
de deformacion fuerte de I x I. Consideremos el cuadrado I x I como un
subconjunto de R? de la manera usual, es decir como el conjunto de puntos
con coordenadas entre 0y 1. Sea P = (1/2,3/2). Para cada punto (z,y) del
cuadrado I x I, sea f(z,y) el punto en el cual la recta que une P con (z,y)
intersecta el conjunto A (Ver Figura 14.1). No es dificil comprobar que dicha
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Figure 14.1: Proyectando el cuadrado en su borde no superior.

funcion esta dada por:

(0,4=5) s 3r <y
flz,y) = (35570) siy<3wr<3-y

(1, 1{:;’8:3) si 3r>3—y

Cada funcion esta definida en un conjunto cerrado y coinciden en las rectas
de interseccién, por lo que definen una funciéon continua por el Lema 5.21.
Esta funciéon f es una inversa por la izquierda de la inclusiéon. Esto prueba
que A es un retracto. Para probar que es un retracto de deformacion fuerte,
consideramos la homotopia

H(ZL’,y,t) = (1 - t)(xvy) + tf(x,y),

y razonamos como en el capitulo precedente, en la demostracion de que el
plano con dos puntos removidos es homotdpico a la figura 8.

Un argumento enteramente andlogo, y que se deja al lector, permite de-
mostrar el siguiente resultado:

Lema 14.9. El conjunto L = (I x {0}) U ({0} x I) es un retracto de defor-
macion fuerte del triangulo T de vértices (0,0), (0,1) y (1,0).

En el capitulo 16 veremos un método via triangulaciones que permite dar
una demostracion simplificada de este resultado y del ejemplo que lo precede.
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Figure 14.2: Tlustracion de la demostracion de la Proposicion 14.11.

definicion 14.10. Sea X un espacio topologico y A un subconjunto cerrado.
Suponga que existe un espacio topoldgico Z; asi como funciones continuas
f:Z—=Ayj: My — X con las siguientes propiedades:

1. U=j(M;— Z x {1}) es una vecindad abierta de A.

2. j, vista como una funcién de My en N = U es un homeomorfismo.
Entonces diremos que N es una vecindad de A en X tipo cilindro de mapeo.

Proposiciéon 14.11. Sea X un espacio topoldogico y A un subconjunto cer-
rado. Suponga que A tiene una vecindad tipo cilindro de mapeo en X. En-
tonces el par (X, A) tiene la PFEH.

Demostracion Noétese que la funcién h del Lema 14.7 puede extenderse
a una funcién continua h : X — I sise define como 1 en X \N, ya que
X\N NN C N\U = h(0) (utilizando, una vez mds, el Lema 5.21). Esto
nos permite utilizar la homotopia

H(z,s,1) = (x (1—1t)s+ st(l - ﬁ(@))

para retraer (fuertemente) el producto X x I en el subconjunto

Q={(z,s) € X xI|s<1—h(x)}.

El conjunto € es el conjunto con forma de volcan en la Figura 14.2(B).
El siguiente paso es retraer fuertemente el volcan en el cilindro de mapeo
de la Figura 14.2(C). Para ello observamos que el homeomorfismo j identifica
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la ladera del volcan con el conjunto Z xT', donde T es el triangulo en el Lema
14.9, al que se ha pegado dos conjuntos:

e El “plano basal” X x {0}, el que contiene a los elementos de la forma

(n,0) con n € (N—A) = j(ZXI), donde Z x I es la imagen de
Z x I en My.

e El cilindro A x I, que contiene a los puntos de la forma ( f(2), t), donde
f(z) se identifica con [f(z)] € My via j.

Todos estos puntos corresponden a los elementos en Z x L, donde L se define
como en el Lema 14.9. Como la homotopia obtenida en dicho lema deja fijos
los puntos de L, la correspondiente retraccion de Z x T" a Z x L se extiende,
via Lema 5.21, por una homotopia constante, al resto de €. O

Proposicién 14.12. Sea X un espacio topolégico y A un subconjunto cer-
rado. Suponga que el par (X, A) tiene la PEH, y que la inclusion i : A — X
es una equivalencia homotdpica. Entonces A es un retracto de deformacion
de X.

Demostraciéon Sea f : X — A una inversa de homotopia de 7, es decir
foi~idyyiof ~idx. En particular, existe una homotopia H : AxI — A
tal que H(a,0) = f(a) para cada a € A, mientras que H(a,1) = a para
cada a € A. Extendiendo esta homotopia a H:X x 1 — A, de modo que

H(z,0) = f(z), y definiendo r(x) = H(x,1), se obtiene una inversa por la
izquierda de ¢ que es homotopica a la identidad en X. O

Proposiciéon 14.13. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff y sea A un
subconjunto cerrado. Suponga que el par (X, A) tiene la PEH, y que A es
contractible. Entonces la proyeccion m : X — X/A es una equivalencia
homotopica.

Demostracion La propiedad de extension de homotopias nos garantiza
la existencia de una homotopia H : X x I — X que satisface las condiciones
siguientes:

1. H eslaidentidad en 0, es decir satisface H(x,0) = x para cada z € X.

2. La restriccion de H a A x I es una contraccion, es decir a — H(a, 1)
es constante.
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3. La contraccién del punto anterior toma valores en A, es decir H(a,t) €
A para cada a € A y cada valor del parametro t.

Como [ es localmente compacto, H puede verse como una funcién continua
H: X — C(I,X). La propiedad 3 de arriba nos proporciona un diagrama
conmutativo

X —C(I,X)

X/A—=C(I, X/A)

para una funcién apropiada H, dado que 7, o H: X — C(I,X/A) lleva
cualquier punto de A a la funcién constante definida por ¢(t) = a, donde
a € X/A esla clase de los puntos de A. Concluimos que existe una homotopia
H: X/Ax T — X/A que satisface m o H = H o (7 x id;), y tal que las
funciones hg : X — X y hg : X/A — X/A definidas por ho(z) = H(z,0)
y ho(z) = H(x,0) son la identidad, mientras las funciones h; : X — X y
hi: X/A — X/A definidas por hy(z) = H(z,1) y hi(z) = H(x,1) hacen que
el siguiente diagrama conmute:

X——X

| "

Como h; envia cada punto de A en un mismo punto, se factoriza a través de
una funcién g : X/A — X que hace que el tridngulo superior del siguiente
diagrama conmute:

XMy

| 7

El tridngulo inferior debe conmutar también por ser 7 epiyectiva (se utiliza
la 7 de la izquierda en el diagrama). Se concluye que gom = h; y mog = hy
son homotépicas a las identidades respectivas. Esto dice que X y X/A son
homotépicamente equivalentes. O]
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Sea A un subcojunto de un espacio X, y sea f : A — Y una funcién
continua. El espacio X ;Y se define como el espacio cociente

Y

XHY:X]_[Y
f

donde la tinica instancia no trivial de la relacién es a = f(a) para a € A.

Lema 14.14. Sean X e Y espacios de Hausdorff. Si Z es un retracto de
deformacion fuerte de X, entonces para toda funcion f: A —Y, con A C
Z compacto, se tiene que Z]_[fY es un retracto de deformacion fuerte de

XII,v.

Demostracién SeaX:XHfYyZ:ZHfY. Sea H: X xI — X

una retraccién fuerte de X en Z. Definimos una retraccion H : X x I — X
de X en Z como sigue:

H(u,t) = H(z,t) siwu=[z] para algin z € X,
T u si u = [y] para algin y € Y.

Es facil comprobar que H esta bien definida, es decir, que las dos definiciones
de arriba coinciden en los puntos que han sido identificados. La continuidad
sigue del hecho de que las imdgenes de X e Y en X [] ;Y son cerradas (por
Lema 5.21). De hecho, por ser Ay f(A) compactos, se tiene que X\A e
Y\ f(A) son abiertos en X e Y, respectivamente. Como (X\A4) C X[,V
es también la pre-imagen del complemento en X [] 7Y delaimagen de Y, la
imagen de Y es cerrada. La afirmacién para X es andloga. O

Proposicién 14.15. Sean X e Y espacios de Hausdorff compactos. Sea A
un subcongunto cerrado (y por lo tanto compacto) de X. Suponga que el par
(X, A) tiene la PFEH, y que las funciones f,g : A — Y son homotépicas.
Entonces los espacios X ]_[f YyX ]_[g Y son homotopicamente equivalentes.

Demostraciéon Sea H : A x I una homotopia entre f y g, y sea Z =
(X xI)[[zY. Siel par (X, A) tiene la PFEH, entonces M; es un retracto de
deformacién fuerte de X x I, y por el lema anterior, M; [[5 Y es un retracto
de deformacién fuerte de Z. Afirmamos que M;[[;Y es homeomorfo a
XTJI;Y. De hecho la inclusién j : X = X x {0} — M, induce una inclusién
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continua ¢ : XHfY — M; ][, Y, que es la identidad en Y, puesto que
H se restringe a f en A x {0}. Por la compacidad, basta observar que ¢
es epiyectiva. Esto es inmediato, pues cada punto de M; que no estd en
X x {0} se identifica a algin punto de Y. Concluimos que X [[;Y ~ Z.
La demostracién de que X ] g Y ~ Z se obtiene remplazando 0 por 1 en la
definicién de M;. O

Una familia de espacios topdlogicos que siempre tiene la PFEH es la de
CW-complejos. Por un disco, o méas precisamente un n-disco, se entiende
un espacio topolégico D homeomorfo al disco unitario cerrado B[0; 1] C R".
El borde 0D de un n-disco D es el subespacio correspondiente al borde de
B[0;1] en R™, es decir, a B[0;1] \ B(0;1). Un CW-complejo es un espacio
topolégico X = (Jo~, X™, que se construye, paso a paso, a partir de la
siguiente informacion:

e Una sucesién de familias <{Dw}wegn> , donde {D,, }oeq, €s una fa-
n=0

milia de puntos y, para cada n > 1, {D,},cq, es una familia de n-
discos.

e Una familia de funciones de pegado, las que son funciones continuas
¢p : 0D, — X" 1, donde X" ! es el espacio obtenido al identificar los
discos cuyas dimensiones no excedan n — 1.

Cada espacio sucesivo X" se obtiene pegando los n-discos de la familia
{D,}ueq, a X" ! mediante las correspondientes funciones de pegado. El
espacio X se define asi como la unién creciente (o si se lo prefiere, el limite
directo) de los espacios X". El subespacio X" recibe el nombre de n-esqueleto
del complejo.

ejemplo 14.16. Notese que la condicién de pegar el borde de cada n-disco
al n—1 esqueleto nos impide pegar , por ejemplo, todo el borde de un n-disco
en un punto interior de otro n-disco, como en la Figura 14.3, pero no de un
(n — 1)-disco.

ejemplo 14.17. En la Figura 14.4 se muestran algunos ejemplos de CW-
complejos. En (i), se construye un toro tomando un punto p como 0-esqueleto
y dos circulos como uno esqueleto. Cada circulo se visualiza como un seg-
mento cuyo borde (consistente en dos puntos) estd identificado con p. El toro
asi definido tiene un tnico disco bidimensional, el cual puede pensarse como
un cuadrado cuyo borde se pega como indica la figura. En (ii), la esfera se
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e

Figure 14.3: Esta no es una posible funcién de pegado si los dos discos tienen
la misma dimension.

construye como un complejo cuyos 0-esqueleto y 1-esqueleto consisten pre-
cisamente de un unico punto. Todo el borde de la 2-celda se identifica con
este punto. En (iii) se muestra una construcciéon algo mas compleja de la
esfera, con 4 vértices, 6 aristas, y 4 caras bidimensionales.

a
.
o -
b
a
a
i g
a

(i) (if)

Figure 14.4: Algunos espacios descritos como CW-complejos.

Si X es un CW-complejo y si A es un subcomplejo, es decir un CW-
complejo formado por una subfamilia de las celdas que conforman X, en-
tonces el par (X, A) tiene la PFEH. Para probar esto es suficiente demostrar
el lema siguiente, para luego aplicar, una vez mas, el Lema 5.21.

Lema 14.18. El par (D,0D), donde D C R"™ es un disco con borde 0D,
tiene la PFEH.
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p=(0,2)

(4,2/5)

v,0)

Figure 14.5: Proyectando el cilindro en su borde no superior.

Demostraciéon Consideremos el cilindro D x I como un subconjunto
de R™"*! de la manera usual, es decir

Dx 1= { (a1, t) e o 4+t <1

Sea P = (0,...,0,2). Para cada punto <33), t) del cuadrado I x I, sea f (3, t)

— ) )
el punto en el cual la recta que une P con (x,t) intersecta el conjunto

(D x {0})U0D x I (Ver Figura 14.5). No es dificil comprobar, razonando
como en el Ejemplo 14.8, que dicha funcién esta dada por:

27 :
. (2—ft,O> si t<2—-2x
f(af,t) - o i42z—2 :
(U,T) si t>2-—2x
oo o L , : .
donde x = ] y u=x/z. Cada funcién estd definida en un conjunto cerrado y
coinciden en el cono de interseccion, por lo que definen una funcién continua

con las propiedades requeridas por el mismo lema de siempre (el 5.21!).

ejemplo 14.19. En el primer ejemplo, tomaremos el collar de una cuenta,
el espacio que se obtiene al identificar los extremos del intervalo I con los
polos norte y sur de una esfera. Este ejemplo requiere tomar Y = S%, X =T
y A =1{0,1} en la teorfa precedente. Si f : A — Y se define de modo que
f(0) sea el polo norte y f(1) sea el polo sur, como en la figura 14.6, el collar
de una cuenta es el espacio X || ;Y. Siahora tomamos g : A =Y de modo
que g(0) = g(1), el espacio resultante X [[,Y" es conocido como el medallén.
Una aplicacion directa del resultado precedente nos dice que el collar de una
cuenta y el medallon son homotdpicamente equivalentes.
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(/f\O

N

Figure 14.6: El collar y el Medallén.

ejemplo 14.20. En el siguiente ejemplo, X = D es un disco, A = 9D es su
borde, mientras que Y es el circulo unitario. Consideremos el espacio que se
obtiene al pegar el borde del disco D al circulo S' mediante una funcién del
tipo a * a x a~!, que recorre el circulo dos veces en una direccién, y una en
sentido contrario. Podemos realizar dicha yuxtaposicién mediante la féormula
f(e¥ @) = e2mf(@)i donde f : [0,1] — R estd dada por

B 3x if +<2/3
f(x)_{4—3x if x>2/3

Este espacio, conocido como el Gorrito de burro, es contractible, dado que es
homotoépicamente equivalente al disco. El disco puede verse como el espacio
que se obtiene al pegar el borde del disco D al circulo S* mediante la funcién
identidad. La Homotopia se realiza, por lo tanto mediante una funcién del
tipo

H(e2™ 1) = ezw[tﬁ(l—t)f(x)]i.

Esta funcion esta bien definida y es continua, dado que x = 0 y x = 1 definen
el mismo valor H(e*™ % t) = H(e*™!* t) = 1 para cada valor de t.

Ejercicios

1. Sea GG un grafo, es decir el espacio que se obtiene a partir de una
unién finita disjunta de intervalos (o aristas), identificando algunos de
sus extremos (o vértices). Sea A una arista de G con vértices distintos.
Probar que GG es homotdpicamente equivalente al espacio que se obtiene
identificando entre si todos los puntos de A.
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Figure 14.7: El gorrito de burro.

2. Probar que los espacios topologicos X e Y son homotopicamente equiv-
alentes si:

(a) X es la unién de dos circulos con un punto en comun e Y es la
unién de un circulo con uno de sus didmetros.

(b) X es la unién de una esfera con uno de sus didmetros e Y es el
espacio que se ubtiene al identificar dos puntos de una esfera.

(c) X es la unién de una esfera con uno de sus didmetros e Y es la
uniéon de un circulo y una esfera con un punto en comun.

3. Clasifique las letras del alfabeto en clases de equivalencia homotopica.

4. Sea X un espacio topoldgico, sea A un subconjunto cerrado, y sea
p € A. Supongamos que existe una homotopia H : X x I — X tal que:

H(z,0) =aVx € X, H(a,1) = pVa € A,

H(a,t) e A VY(a,t) € AxI.

Probar que X es homotdépicamente equivalente al espacio que se obtiene
al identificar todos los puntos de A.

5. Probar que el espacio proyectivo n-dimensional es un complejo de cel-
das.

6. La conjuncién X * Y de dos espacios X e Y se define como el cociente
del espacio X x Y x I por las identificaciones (z,y1,0) = (z,ys,0)
(x1,9,1) = (x9,y,1). Probar que la conjuncién de dos complejos de
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10.

11.

12.

13.

celdas es un complejo de celdas. Construir el cono y la suspension de
un espacio X mediante conjunciones.

Probar que si A es un retracto de deformacion de X, entonces el par
(X, A) tiene la propiedad de extensién de homotopias.

Probar que todo grafo finito es homotdpicamente equivalente al espacio
que se obtiene pegando un ntimero finito de circulos por un punto.

Dar un ejemplo de un complejo de celdas X homeomorfo at toro y de
un subcomplejo A tal que X/A es homeomorfo a la esfera. Puede A
ser contractible?

Sea X un complejo de celdas y sea A un subcomplejo contractible.
Demostrar directamente que si pegamos X con A mediante la identidad
1 : A — A se obtiene un espacio homeomorfo a X, mientras que si se
pega X con A mediante una funcién constante ¢ : A — A se obtiene
un espacio homotépicamente equivalente a X /A. Utilizar esto para dar
una segunda demostracion de la equivalencia homotépica entre X y

X/A.

Probar que el tipo de homotopia de un complejo de celdas depende
solo del tipo de homotopia de las funciones que se utilizan para pegar
el borde de cada n-celda al (n — 1)-esqueleto.

Sean X e Y complejos de celdas arco-conexos y sea X *x Y el espa-
cio que se obtiene al pegar X con Y por un punto. Probar el tipo
de homotopia del espacio resultante es independiente de los puntos es-
cogidos. Es cierto que el tipo de homeomorfia del espacio resultante es
independiente de los puntos escogidos?

Probar que un espacio homotopicamente equivalente a un espacio con-
tractible es contractible.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Probar que el espacio de identificacién:

es contractible (Sugerencia: definirlo pegando una 2-celda a un circulo
mediante una funcién apropiada).

Probar que si X e Y son contractible, entonces X * Y es contractible.

Probar que si Y es un espacio contractible, entonces el espacio que se
obtiene al pegar X e Y por un punto es homotépicamente equivalente
a X.

Sea Z el espacio que se obtiene pegando X e Y por un punto y sea
W el espacio que se obtiene pegando los extremos de un intervalo a
X []Y mediante una funcién f: {0,1} — X[V, tal que f(0) € X' y
f(1) € Y. Probar que Z y W son homotépicamente equivalentes.

Sea Z un complejo de celdas que es la unién de dos subcomplejos con-
tractibles X e Y, de tal modo que la intersecciéon X N'Y es también
contractible. Probar que Z es contractible.

Sea A la unién de la esfera unitaria (centrada en el origen) con su
proyeccion en el plano XY y con un segmento que une los puntos
(0,0,1) y (0,0, —1). Sea B el espacio que se obtiene al unir el plano XY’
con dos circulos de radio 1 centrados en los puntos (2,0,1) y (—=2,0,1),
asi como dos esteras de radio 1 centradas en los puntos (0,2,1) y
(0,—2,1). Determine si A y B son homotépicamente quivalentes o
no.

Determine si el toro (hueco), con una disco pegado horizontalmente
por el circulo central interno como se vé en la figura, es o no ho-
motépicamente equivalente al medallén, es decir la unién por un punto
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de un circulo y una esfera.

21. Probar que R?® — C, donde C' es un circulo, es homotdpicamente equiv-
alente al medallén (Sugerencia: usar el ejercicio anterior).



Chapter 15

El grupo fundamental

En lo que sigue, I denota el intervalo [0, 1].
Sea X un espacio topoldgico arco-conexo y sean x e y dos puntos de X.
Sean « y [ caminos en X que satisfacen

a(0) =4(0) =z,  B(1)=a(l)=y.
Una homotopia H entre los caminos a y 3 se dice una homotopia de extremos
fijos si satisface:

H(0,t) =z, H(1,t) =y, vt € [0, 1].
Equivalentemente, dos caminos « y /3 tienen una homotopia de extremos fijos
entre ellos si estan en la misma componente arco-conexa del subespacio

Coy(l, X) ={y € C(L,X)[7(0) = z,7(1) =y} € C(L, X).
El conjunto de clases de homotopia de tales caminos se denota 71 (X; x,y). Si
y = x, escribiremos C, (I, X) y m(X; x) en lugar de C, ,(I, X) y I, (X; z, x).
Recordemos que para cada par de caminos « y 8 que satisfacen a(1) = 5(0)
podemos definir su producto o yuxtaposiciéon mediante la formula siguiente:

fa@) st 0<t<1)/2
0‘*5@)—{ B2t —1) si 1/2§t§1‘

La yuxtaposicion de dos caminos es también un camino por el lema 10.6.

Proposicién 15.1. La funcion
m:Cry(l,X) x Cy,(I,X)—= Cp.(I,X)
definida por m(«, B) = axf es continua con respecto a la topologia compacto-

abierta.

147
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Demostracién Sea O¢y un abierto de la sub-base candnica de la to-
pologia compacto-abierta, y definamos los conjuntos compactos

O =20nI = {a e 1)% = O}, C" = (20-1)NI = {a = J‘C‘Qi = 0}.

Se tiene que ax B(C') C U siy sélosi a(C’) C U y B(C”) C U. En particular
se tiene que m(Ocr.y X Ocrir) € Ocy, v Ocr v X Ocr iy es una vecindad de
(o, B) para cada par de caminos a y § que satisfacen a* € Ocy. O

El resultado siguiente es ahora inmediato, si se recuerda que las funciones
continuas llevan conjuntos conexos en conjuntos conexos y que el producto
de espacios conexos es conexo.

Corolario 15.1.1. La componente arco-coneza de axf3 en C, (I, X) depende
solo de la componente arco-coneza de a en Cy (I, X) y de la componente
arco-coneza de 3 en Cy (I, X).

Se sigue del corolario precedente que la funcién m induce una funcién
bien definida

m (X x,y) x m(X5y,2) = m1(X;y, 2).

El producto m(a, b) de dos clases se homotopia a y b se denotard simplemente
ab en lo sucesivo, y se denominara el producto o la multiplicacion de las clases
ayb.

Recordemos que un camino 3 se dice una reparametrizacion de un camino
« si existe un homeomorfismo creciente h : [0,1] — [0, 1] tal que 8 = a o h.

Lema 15.2. Si 8 =« oh, donde h : I — I es una funcion continua tal que
h(0) =0 y h(1) = 1, entonces eziste una homotopia de extremos fijos entre
a y B. En particular, la conclusion se obtiene si B es una reparametrizacion
de «.

Demostracién Basta tomar H(s,t) = a(s(l —t)+ h(s)t). O

Proposiciéon 15.3. La multiplicacion de caminos define una estructura de
grupo en m(X;x).

Este grupo recibe el nombre de grupo fundamental de X con base en x.
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Demostracién Para ver que el producto de clases es asociativo basta
ver que los caminos §; = (a * 8) x v y d2 = a * (f * ) son homot6picos. De
hecho

a(4s) si 0<s<1/4
d(s)=<% PBds—1) si 1/4<s<1/2 |,
v(2s—1) si 1/2<s<1

a(2s) sio 0<s<1/2
da(s) =< PBlds—2) si 1/2<s<3/4
v(4s—3) si 3/4<s<1
Afirmamos que d; es una reparametrizacién de d,, de hecho §; = do0h donde

2s si 0<s<1/4
h(s)=4q s+1/4 si 1/4<s<1/2
(s+1)/2 si 1/2<s<1

Por el resultado precedente, existe una homotopia de extremos fijos entre d;

y 52.
Sea e el camino constante. Entonces o x e = v o h donde

25 si 0<s5<1)/2
h(s)_{1 si1/2<s<1

Y

por lo que nuevamente se aplica el lema 15.2, y se tiene [a][e] = [a]. La
demostracién de que [e][a] = [a] es andloga.

Finalmente si o es un camino cerrado, también lo es el camino a°? definido
por a°?(s) = a(l — s), de donde

axa’(s) = { ggsl 25) : (1)5 ii ;/? H ,

por lo que una homotopia de extremos fijos entre este camino y el camino
constante e estd dada por

| a(2ts) si 0<s<1/2
H<S’t)_{ a2t —2ts) si 1/2<s<1 H

La continuidad de la funciéon H arriba definida sigue facilmente del Lema
5.21. La demostracién de que a®? * o es homotdpico a e es analoga. O
La misma demostracién de la proposicién anterior demuestra que la mul-
tiplicacién de clases es asociativa y que [e|][a] = [a] dondequiera que los
productos estén definidos. En particular se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 15.4. La multiplicacion de caminos define una accion por la
izquierda del grupo m (X;x) en el conjunto m (X;x,y). ]

Proposicién 15.5. La accion de m(X;x) en m(X; x,y) es libre y transitiva.

Demostracion Para probar que la accion es libre, observamos que si
a es una clase de caminos cerrados en 71 (X;z), y si ¢ = [7] es una clase de
caminos de x a y que satisface ag = g, entonces agg~—' = gg~ !, donde g~ ! es
la clase del camino inverso v°P. Nétese que la demostracion de que 7y x y°P,
dada en la pagina anterior, no depende en absoluto de que el punto final de v
coincida con su punto inicial. Se sigue que gg~! es la identidad e de m (X; z),
de donde concluimos que a = ae = e.

Para la transitividad, observamos que, si a y b son dos clases de caminos
de x a y, y si e, = [¢,] denota la clase del camino constante ¢, € C,(I, X),
entonces tenemos una cadena de identidades:

a=ae, = a(b~'b) = (ab~")b, (15.1)

donde ab™?, es la clase del camino a*3°P, un camino cerrado con extremos en
x, por lo que g = ab™! es un elemento de 71 (X;x) que satisface gb =a. O

Proposicién 15.6. Sean x e y dos puntos de X y sea v un camino que
une x e y. La funcion a — [y]a[y°P] define un isomorfismo entre m(X;y) y
m(X;x) .

Demostraciéon Para ver que es un homomorfismo, basta ver que y°P -y
es homotdpico a un camino constante y esta demostracién es andloga al
caso de un camino cerrado por lo que se deja como ejercicio al lector. El
homomorfismo inverso es entonces b — [y°P]b[]. O

En particular, la clase de isomorfia del grupo fundamental de un espacio
arco-conexo es independiente del punto base. Sin embargo, el isomorfismo
entre los grupos 71 (X;y) y m1(X; ) no es candnico en general. De hecho si
0 es un segundo camino entre x e y se tiene

[9]a[0°P) = (B]v** D) [y]aly I ([Y][6°)).-

Dado que las clases [6][v°P] = [0][v]7! v [1][6°P] = [][6] ! son inversas, el ho-
momorfismo entre 71 (X;y) y m1(X; z) estd definido s6lo médulo conjugacion.
Sin embargo, cuando 71 (X; y) es abeliano (y por lo tanto también m(X;y)),
entonces el homomorfismo es canoénico.
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definiciéon 15.7. Un espacio topoldgico arco-conexo se dice simplemente
conexo si el grupo m (X; x) es trivial para algin (cada) punto = de X.

Proposicion 15.8. En un espacio topologico simplemente conexo el conjunto
m1(X;x,y) es trivial para cada par de puntos x ey de X.

Demostracién Por la proposicién 15.5, la accién de m1(X; z) en w1 (X; , y)
es transitiva, de modo que 7 (X; x)es trivial, también lo es m(X;z,y). O

Proposicién 15.9. Si f : X — Y es una funcion continua, entonces se tiene
una funcion f. : ™ (X;z,y) = m <Y; f(z), f(y)> definida por f.[a] = [foal,
para cada par de puntos x,y € X. FEstas funciones satisfacen la relacion
f«(ab) = fi(a) f.(b) cada vez que el producto ab estd definido.

Demostracién Afirmamos que la imagen f.[a] = [f o a] es independi-
ente de la eleccion del camino o que sirve de representante a la clase. Esto
es una consecuencia del hecho de que la composicién con f es continua en
la topologia compacto-abierta, por lo que lleva componentes arco-conexas en
componentes arco-conexas.

La ultima propiedad sigue del hecho de que fo(axf) = (foa)x(fof), lo
que es inmediato a partir de la definiciéon de yuxtaposicién de caminos. [

Corolario 15.9.1. La correspondencia f — f., que asigna a cada funcion
continua f : X — Y un homomorfismo

foim(Xsx) = m(Yif@).

de acuerdo a la Proposicion 15.9, satisface las identidades (f o g)« = fi © gx
e (idx)« = idx, (x:2), cada vez que la composicion tenga sentido.

Corolario 15.9.2. Espacios homeomorfos tienen grupos fundamentales iso-
morfos.

Proposicién 15.10. Sean X; e Xy espacios topologicos. Sea X = X7 x Xs.
Sea p; - X — X; la proyeccion en la i-ésima coordenada. Entonces la funcion

((Ih)w (p2)*) 'm <X; ($1,$2)) — m (X1 21) X m(Xo; 20)

es un isomorfismo.
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Demostracién Basta ver que cada curva cerrada o : I — X con ex-
tremos en x = (z1,x9) es de la forma a(t) = (al(t),ag(t)>, donde cada
a; es un camino cerrado con extremos en z;. Basta ver que dos de tales
curvas son homotépicas si y s6lo si las coordenadas correspondientes son ho-
motdpicas. Para esto observamos que si H; es una homotopia entre «; y [;
entonces H = (Hy, Hy) es una homotopia entre a y 5 = (f1, 52), y que toda
homotopia tiene esta forma. O

Proposicion 15.11. Todo grupo topoldgico tiene grupo fundamental abeliano.

Demostracién Sean a y  dos caminos con extremos en la identidad e
del grupo topolédgico G, y sean a y b las clases respectivas. Sea y: GXG — G
la multiplicacién en G. Si identificamos (G; (e, e)> con m1(G;e) x m (G e),
tenemos que p.(a,b) = ¢ donde ¢ es la clase de la curva v(t) = «(t)5(t).
Como p.(a,b) depende sélo de las clases a y b, y no de los representantes «
y [, podemos remplazar a por «a * ¢, y [ por ¢, * 3, donde ¢, es el camino
constante en e. Como

(v B)(t) = (axce)(t)(ce x B)(1),

se sigue que p,(a,b) = ab, por un calculo sencillo que se deja al lector.
Remplazando ahora a por ¢, x a 'y 8 por [ * c., se tiene u.(a,b) = ba. Se
concluye que ab = ba. O]

Proposicién 15.12. Sean f: X — Y yg: X — Y funciones homotopicas.
Sea H : X x I — Y wuna homotopia entre ellas. Sea ~(t) = H(x,t).
Entonces para todo a € m(X;x) se tiene f.(a) = cg.(a)c™!, donde ¢ €

™ (Y; f(x),g(x)) es la clase de .

Demostraciéon Sea o un representante de la clase a. Basta ver que
existe una homotopfa de extremos fijos entre foa y [y* (goa)] *vy~ . Una
tal homotopia es

H(z,4s) si  0<s<t/d
K(s,t) = H(a[$5h] 1) si t/a<s<1-t/2

4—3t
H<$,2(1—s)> s 1-t/2<s<1
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Dejamos al lector la tarea de comprobar que K esta bien definida y es con-
tinua, utilizando el Lema 5.21. Nétese que tenemos, por un lado, la identidad

K(s,0) = H(als],0) = foa(s),
mientras que

s) = ~y(4s) si 0<s<1/4
Bl 1) =goa(ds—1) si 1/4<s<1/2

41—
x,2(1—s)):7_1(25—2) s 1/2<s<1

]

Corolario 15.12.1. Si f es una equivalencia homotopica, entonces f, es un
isomorfismo.

Demostraciéon Sea g una funcién continua tal que fog y go f son ho-
motdpicas a las identidades de los espacios correspondientes. La proposicion
implica que si f o g es homotdpica a la identidad, entonces f, o g, es de la
forma a + cac™! para alglin camino ¢ no necesariamente cerrado. Se sigue
que f, o g, es un isomorfismo, y por lo tanto f, tiene inversa por la derecha
y g« tiene inversa por la izquierda. Como podemos intercambiar f y g, el
resultado sigue. O]

Proposiciéon 15.13. Sea X un espacio topologico arco-conexo. Si f : X —
Y es una funcion continua, y si f(z) = f(z') = y, entonces los subgrupos
Fem (X5 2)] y fulm (X5 2")] son conjugados.

Demostracién Si A es un camino que une z con z’, se tiene un isomor-

fismo ¢ : m(X;2") — m(X;x) definido por [u] — [A* pu* A7, de donde se
tienen las ecuaciones

fo(m@xa)) = {1f o ul|ln € mx;a) |

f*<7r1(X;x)> = {[fou]‘[u] € ﬂl(X;x)} =

{If 0 Oor e x|l € ma(X50)}
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las que implican
S (m(X52)) = [ o N (m(X52)) [f o N

Como f o\ es un camino cerrado, [f o\ € m(Y;y) vy el resultado sigue. [

Todo lo anterior seria vacio si todos los espacios topoldgicos tuviesen
grupo fundamental trivial. Para probar que este no es el caso, calculare-
mos el grupo fundamental del circulo. De hecho demostraremos el siguiente
resultado:

Proposicion 15.14. La funcién nimero de vueltas ® : w1(S*;1) — Z es un
1somorfismo.

Demostracion Como se observo al final del capitulo 13, existe una
funcién levantamiento continua y epiyectiva

L:C(I,S") — Co(I,R).

Ademas L(axf) = L(«a) * L'(8), donde L'(53) es un levantamiento de § cuyo
punto inicial es el punto final de L(«). Se concluye que

O(ax B) = L{ax B)(1) — L(a* 5)(0) = L'(8)(1) — L()(0)
= L'(B)(1) = L'(B)(0) + L(e) (1) = L(@)(0) = ®(B) + ®(a),

donde en el ultimo paso se utiliza el hecho de que el nimero de vueltas
® () puede calcularse utilizando cualquier levantamiento de (3, ya que dos,
cualesquiera, de tales levantamientos difieren por una funcién constante.
Falta probar la inyectividad, es decir, que si « satisface ®(a) = 0, en-
tonces o es homotopica al camino constante, pero esto sigue del hecho de que
®(a) = 0 implica L(a)(1) = L(«)(0), por lo que L(a) es un camino cerrado.
Como R es contractible, su grupo fundamental es trivial, por lo que todo
camino cerrado es homotopico a un camino constante. Si H : [ x [ — R es
tal homotopia, definimos una homotopia entre o y una constante mediante

K(s,t) = e?™H (i E] resultado sigue. O

Ejercicios
1. Sea G un grupo topoldgico y sean ~, i : [0, 1] — G funciones continuas
que satisfacen v(0) = (1) = u(0) = u(l) = e (es decir, v y p son
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caminos cerrados en G con base en e). Sea 4/ : [0,1] — G un camino
homotépico a v (con una homotopia de extremos fijos). Sea asimismo,
w1 [0,1] — G un camino homotépico a . Probar directamente que
existe una homotopia entre t — ~(¢)u(t) y t — /() (¢).

2. Calcular el grupo fundamental del toro S* x S?.

3. Sea [a] un generador del grupo fundamental 7;(S';1) del circulo uni-
tario S*. Probar que dos funciones continuas f,g : S' — X, donde X
es un espacio arco-conexo y f(1) = g(1), son homotdpicas si y sélo si

f«la] v g«[a] son conjugados en (X; f(l)).

4. Probar que la funcién f : ST xS — S1x S definida por f(z,u) = (u, 2)
no es homotopica a la identidad.

5. Probar que en el plano sin el origen, los dos arcos del circulo unitario
que unen (—1,0) con (1,0) no son homotdpicos (con una homotopia de
extremos fijos).

6. Sea f un polinomio de grado n con coeficientes complejos. Probar que la

funcién gg : ST — S! definida por gr(z) = |§Egz§\ es homotdépica a z +—
2" para todo R suficientemente grande (Sugerencia: considere el limite
uniforme). Si f(0) # 0 probar que gr es homotdpica a una constante
para R suficientemente pequeno. Deduzca el teorema fundamental del

algebra.

7. Sea a : [0,1] — C — {0} definida por a(t) = €% — 5e'™ + 1. Sea
G=m (C —{0}; 1). Encuentre ‘G/([a]}‘ Justifique.

8. Sea X = R? — {(0,0)}. Probar que todo camino que une (1,0) con
(—1,0) es homotépico en X a f, x g x h para un unico n € Z, si

fu(t) = (cos(?wnt),sen(27mt)>, g es el segmento que une (1,0) con
(0,1) y h es el segmento que une (0,1) con (—1,0).

9. Sea
A:{zec‘lﬁ\z|§2}.

Sea f : A — C — {0} continua con f(1) = f(2), y sean a y f las
curvas definidas por a(t) = f(e*™) y B(t) = f(2¢*™*). Probar que si
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10.

11.

12.

13.

14.

a * 3 es homotopico al camino constante, entonces « es homotoépico al
camino constante (recuerde que las homotopias entre caminos deben
ser de extremos fijos).

Sea v un camino cerrado en X con base en xg (es decir a(0) = a(1) =
xgp). Sea h : [0,1] — [0,1] una funcién continua tal que h(0) = 0y
h(1) = 1. Probar que existe una homotopia H entre av y a0 h tal que
H(0,t) = H(1,t) = x para todo t.

Sea G un grupo topoldgico. Sean «a : [0,1] - Gy f:[0,1] — G dos
caminos en GG con base en la identidad e. Se define un tercer camino ~y
mediante y(t) = «(t)S(t). Probar que la clase [y] en m1(G;e) es igual
al producto [«][5].

Si X es un espacio simplemente conexo y si o : [0,1] = X y 3 :
[0,1] — X son dos caminos en X que saisfacen a(0) = 5(0) = =
y a(l) = B(1) = y, entonces existe una homotopia entre ambos que
satisface H(0,t) = xy H(1,t) =y para todo t.

Sea X = [C —{0}]. Sea f: X — X definida por f(z) = z"e*. Si
fim(X;1) > m (X; f(1)> es la funcién inducida por f. Identificando

cada grupo fundamental con Z se puede escribir f,(n) = mn para algin
entero m. Calcule m y Justifique su afirmacion.

Probar que el complemento de todo conjunto finito en R™ con n > 2
es simplemente conexo (Sugerencia: Pruebe primero que toda curva es
homotdpica a una poligonal).



Chapter 16

Triangulaciones y homotopias
explicitas

Hasta aqui hemos probado los resultados esenciales de la teoria del grupo
fundamental recurriendo sélo ocasionalmente al uso de homotopias explicitas,
aunque su uso ha sido inevitable en algunos casos, como al demostrar la
Proposicién 15.12. El propésito del capitulo en curso es mostrar como uno
puede construir explicitamente, y con pocos o ningiin calculo, las homotopias
que demuestran las distintas identidades basicas de la teoria. Un resultado
técnico que serda muy util en lo que sigue es el Lema 5.21 que recordamos
aqui para conveniencia del lector:

[Lema 5.21] Sea X un espacio topoldgico y supongamos que
X = U, X; donde cada X; es un subconjunto cerrado. Sea
fi + X; — Y una funciéon continua para cada ¢ = 1,...,n, que
satisfacen f;(z) = f;(x) para cada x € X; N X;. Entonces la
funciéon f : X — Y definida por f(x) = fi(z) para x € X; es
continua en X.

Estaremos particularmente interesados en el caso en el cual X es un
poligono subdividido en poligonos mas pequenos. Un primer ejemplo de
esto aparecié en el capitulo 10 cuando se definié la yuxtaposicién pegando
funciones definidas en intervalos mas pequenos.

Del mismo modo, si quiere demostrarse que la relacién de homotopia
entre caminos es transitiva procedemos como sigue: Sean «y [ dos caminos
homotoépicos en un espacio X y sea 7 un camino homotopico a 5. Tomemos

157
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una homotopia H entre a y (3, es decir una funcién continua
H:[0,1] x [0,1] — X, H(0,s) =a(s), H(1,s) = B(s).
Tomemos una homotopia K entre S y 7, que es una funcién continua
K :[0,1] x [0,1] = X, K(0,s) = f(s), K(1,s) =~(s).
Se define una homotopia L entre o y v, mediante

B H(2t,s) si 0<t<1/2
L(t’s){K(Qt—l,s) s 1/2<t<1

Es inmediato que cada una de las definiciones dadas es continua en el rectangulo
en el que estan definidas y en el segmento borde se tiene

L(1/2,s) = K(0,s) = B(s) = H(1,s),

por lo que el argumento concluye aplicando el Lema 5.21. Un argumento
similar que se deja al lector permite probar que si a y  son dos caminos,
respectivamente homotépicos a otros dos caminos o y ', entonces a * [3 es
homotépico a o * 3'. Para construir homotopias méas complicadas como la
homotopia “natural” entre (ax ) xyy ax (5x7), la que se necesita para dar
una demostracién directa de la asociatividad de la yuxtaposicién a nivel de
clases de homotopia, necesitamos una herramienta adicional que nos permita
trabajar con poligonos mas complejos. Esta es el concepto de triangulacion,
el cual nos sera til mas adelante en el estudio de la teoria de la homologia.

definicién 16.1. Sean x4, , 2o, ..., T, elementos de R™, no necesariamente
distintos. El simplice T{,,), se define como

ntl n+1
Twi, = {Z ;x| € 10, 1] and Zo‘i = 1} .
=1 i=1

Nétese que la identidad Z"jll a; = 1 es equivalente a a1 = 1—=> 1" |y,

%

por lo que podemos re-escribir

n+1 n

E OT; = Tpy1 + E ;i (i — Tngr)-
i=1 =1
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Figure 16.1: El 2-simplice estdndar (izquierda) y el 2-simplice unitario
(derecha).

El simplice T(,,), se dice no-singular, o regular, si los vértices xy,..., Ty NO
estan contenidos en ningiin subespacio afin (es decir, ninguna clase lateral de
un subespacio) de dimensiéon menor a n, o equivalentemente si los vectores
(x1 — py1), .-+, (Xy — Tpy1) son linealmente independientes. Se sigue que
las coordenadas «; de un punto p del simplice T(,,), (usualmente denomi-
nadas sus coordenadas baricéntricas) estan totalmente determinadas por el
punto p, en tanto T{,,), sea no-singular. Esto es inmediato si se asume que
T(z,), es el llamado simplice unitario, cuyos vértices son los elementos de la
bése candnica {ey, ..., e,1} de R"™L. De hecho, todo simplice es la imagen
del simplice unitario por una funcién lineal, la cual es biyectiva en tanto
el simplice imagen sea no singular. Esto es, probablemente, mas natural si
utilizamos, en lugar del simplice unitario, el simplice estandar, aquel cuyos
vértices son los elementos ey, ..., e, de la base canénica de R™ y el origen
0cR".

Notemos que la funcién s : T, — T' que envia a un punto cualquiera del
simplice unitario 7T}, en el punto con las mismas coordenadas baricéntricas
del simplice T" es continua, y es por lo tanto un homeomorfismo si T es no-
singular, dado que los espacios involucrados son compactos. Esto implica
que existe un homeomorfismo candnico entre dos n-simplices no singulares
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cualesquiera, en tanto la imagen de cada vértice esté fija de antemano. Este
homeomorfismo se dice simplicial en todo lo que sigue.

Tomemos ahora dos simplices no-singulares 7" y S contenidos en R™.
Asumamos que, salvo una permutacién de sus vértices, se tiene

T = T(azl,...,a:k,

Tht 15T )

mientras que

S =Tq,,.

!
'azk7$k+17"'7x;‘)7

de tal modo que la interseccion es TN S = T(,,,. 4. En este caso diremos
que los dos simplices se intersectan en una cara. Mas generalmente, un
simplice no-singular se dice una cara de otro, si los vértices del primero son
un subconjunto de los vértices del segundo. Noétese que las coordenadas
baricéntricas de cualquier punto de 7' N S con respecto a la cara T'N S
coinciden con sus coordenadas baricéntricas con respecto a 1" o .S. Sélo los
coeficientes correspondientes a los vértices xq,...,x; pueden ser no nulos.
Esto prueba que si tenemos dos simplices U y V' contenidos en R?, y si, salvo
una permutacion de sus vértices, se tiene

U= Tiyr,..n, V= T(y1,..

Ykt15-Yn ) Yk Yy 10Yr))

entonces los homeomorfismos simpliciales que llevan cada x; en el correspon-
diente y; y cada z’; en el correspondiente y coinciden en la interseccién, por
lo que pueden pegarse para obtener una funciéon bien definida de 7"U S en
U UV, por medio del Lema 5.21.

ejemplo 16.2. Sean T, , . vy T}, ., dos simplices no degenerados con un lado
comun. Sean asimismo 7}, .y Ty q Otros dos simplices no degenerados con el
lado correspondiente en comin. Sean f : Ty, . = Tope, VG Toyw — Tupa
los homeomorfismos simpliciales respectivos. Entonces f y ¢ coinciden en el
segmento que une x con y. Basta ver que un punto en el segmento que une
x con y se escribe, en términos de sus coordenadas baricentricas en la forma
az + By, lo que no depende del tercer punto del tridngulo (o 2-simplice),
el que puede ser z o w indistintamente. En este caso, la funcién, entre el
poligono de la izquierda y el de la derecha en Fig. 16.2, obtenida pegando
las funciones simpliciales respectivas recibe también el nombre de funcion
simplicial. Ahora generalizaremos este concepto.
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W V

Figure 16.2: Dos complejos isomorfos.

definicién 16.3. Un complejo simplicial finito ¥ en R™ es una coleccién
finita de simplices no-singulares, tales que:

e la interseccion de dos simplices cualesquiera de X en la coleccién es una
cara de cada simplice y

e toda cara de un simplice de X es un simplice de 3.

La unién de todos los simplices de un complejo es un espacio topoldgico
llamado su polihedro o espacio subyacente. Si ¥’ es un segundo complejo
simplicial, una correspondencia (funcién) f del conjunto de vértices (o 0-
simplices) de X en los vértices de ¥’ se dice una correspondencia simplicial
si se satisface la siguiente condicién de compatibilidad (CP):

CP: Para cada simplice T(,, ... 5,) de ¥, las imdgenes f(z1), ..., f(x,)
son los vértices de algtiin simplice de >'.

En tal caso, la correspondencia entre vértices se extiende de manera unica
a una funcién continua f entre los polihedros respectivos que es simplicial
en cada simplice. Esta recibe el nombre de funcién simplicial. Cuando la
funcién f (y por lo tanto también f) es la inclusion, diremos que 3 es un
subcomplejo de X', Nétese que, si bien una funcién simplicial es simplemente
una funcién continua, es comin escribir f : ¥ — 3 en vez de f : |X| — |¥/],
dado que la afirmacion de que una funciéon dada es o no simplicial depende

del complejo y no sélo del polihedro.
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En general, es mas cémodo definir funciones continuas entre polihedros
explicitando correspondencias entre los vértices, en lugar de dar una féormula
para la funciéon en cada simplice. Es necesario, por cierto, chequear en
cada caso que se cumple la condicién de compatibilidad CP. Notese, sin
embargo, que la condicién de que “f(x1),..., f(z,) son los vértices de algin
simplice” como aparece mas arriba, no implica que este simplice tenga la
misma dimension que el simplice original, ya que algunas de las iméagenes
en la lista f(z1),..., f(x,) pueden repetirse. En tal caso diremos que el
simplice colapsa. Cuando la correspondencia f es biyectiva, y su inversa sa-
tisface también la condicién de compatibilidad, entonces la funcién continua
J es un homeomorfismo entre los poliedros respectivos. En este caso diremos
que f es un homeomorfismo simplicial. En capitulos posteriores, a menudo
omitiremos la tilde y no distinguiremos en la notacién f de f salvo si la
condicion de compatibilidad no es evidente.

ejemplo 16.4. Existe un tnico homeomorfismo f entre los cuadrados C; y
C5 de la Figura 16.3 que es simplicial con respecto al complejo dado y lleva
al vértice x; en y; parai=1,...,7.

01 C12
T Ty Ya N Y2 7y7
/// ///
// //
T3 / f /
/ y3 /:\
AN .
N .
AN Ys Ye
Xy Ts Tg X7

Figure 16.3: Dos triangulaciones distintas pero isomorfas del cuadrado.

ejemplo 16.5. La funcién simplicial g que va del cuadrado C en el cuadrado
C} de la Figura 16.4 que lleva al vértice x; en y; para ¢ = 1,...,6, y que
satisface g(z7) = g(z7) = ys colapsa el simplice Ty, 4, 2,. Por definicién, una
funcién simplicial que colapsa un simplice no es inyectiva, ni siquiera a nivel
de vértices.
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c Cy
T e Ya N /yz
// //
/
1'3//// f ///
Y3
. AN
N N
Ys Ys
Xyq T5 Tg X7

Figure 16.4: Una funcién simplicial que colapsa un simplice.

ejemplo 16.6. La funcién simplicial i que va del complejo K en el cuadrado
CY de la Figura 16.5 que lleva al vértice x; en y;, para i = 1,...,7, proviene
de una correspondencia biyectiva entre los vértices, sin embargo define una
funcion simplicial que no es epiyectiva. De hecho, ningtin punto interior
al simplice Ty, 4,4, Di ningtin punto no terminal de la arista 7, esta
contenido en la imagen.

1,929

K Cy
7 AT Ys N Y2 /y7
y /
Ly / )
, Y3V
AN
N AN
Ys Ye
Ty Ty Tg X7

Figure 16.5: Una biyeccion entre los vértices que induce una funcién simpli-
cial no epiyectiva..

ejemplo 16.7. Para ilustrar el uso de complejos simpliciales para definir
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a b ¢ d

€ f 9 hn e ff 9 W

Figure 16.6: Un isomorfismo de complejos utilizado para probar la asocia-
tividad del grupo fundamental.

homotopias explicitas, construiremos una homotopia entre las curvas (a*f3)*
vy ax(B*7), lo que da una demostracién alternativa de la asociatividad de
la yuxtaposicion a nivel de clases de homotopia. Con este fin, construimos
un homeomorfismo simplicial entre el cuadrado C = [0,1]? y el rectdngulo
R =[0,1] x [0, 3]. Recordemos que la curva (a* 3)*~y recorre la curva « en el
primer cuarto del intervalo, la curva § en el segundo cuarto del intervalo, y
la curva 7y en la segunda mitad del intervalo. Por otro lado la curva a (5 x)
recorre la curva « en el intervalo [0,1/2] y las curvas § y 7 en cada mitad
del intervalo [1/2,1]. Para transformar la homotopia requerida en una més
simple de definir, consideremos el homeomorfismo simplicial & : C — R
definido enviando el vértice a en a’, b en b’ y asi sucesivamente, como muestra
la Figura 16.6. Ahora podemos definir la homotopia en R mediante

a(s) si 0<s<1
K(t,s) =< P(s—1) si 1<s<2 |
v(s—2) si 2<s<3

y finalmente en C' mediante H = K o .

ejemplo 16.8. Utilizaremos este método para dar una nueva demostracion
del hecho de la Proposicién 15.12, la que dice que si f,g : X — Y son fun-
ciones homotopicas entonces definen la misma funcién, salvo conjugacion, a
nivel de grupo fundamental. Mas generalmente, trabajaremos con el con-
junto, m (X; z,y) para dos puntos x,y € X. Considere

1. Una homotopia H entre f y g,

2. el camino 7 que une f(x) con g(x) en Y, y se define por y(s) = H(s, z),
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Figure 16.7: La homotopia de extremos variables en el ejemplo 16.8(A) y la
funcién simplicial que la convierte en una homotopia de extremos fijos (B).

3. el camino  que une f(y) con g(y) en Y, y se define por 5(s) = H(s,y).

Entonces, para todo camino o que une x con y queremos probar que g o «
es homotépico a [y % (f o )] * P, donde [°P es el camino inverso de f.

Para esto observamos que L(s,t) = H(«a(s),t) define una homotopia entre

foay goa que no es de extremos fijos, pero que satisface L(0,t) = v(t), y
L(1,t) = B(t). En el diagrama de la Figura 16.7(A), L toma los valores que
se indican en cada lado. Consideremos ahora la funcién simplicial F' de la
Figura 16.7(B), definida mediante la correspondencia

Wi, W5 — Vs, Wy, We +— Vi, Wy =V,

Wy — Vs, Wo— Vs,

Entonces se define la homotopia requerida mediante H = L o F'. Nétese que
en este caso algunos simplices colapsan, por ejemplo el simplice T(yw, ws wy).-
Nétese que la homotopia explicita utilizada en el capitulo anterior para pro-
bar este resultado fué realmente calculada por este método.

ejemplo 16.9. Nuestro ejemplo final consiste en dar una demostracion, uti-
lizando triangulaciones, del Ejemplo 14.8. Para ello tomamos las triangula-
ciones de la figura 16.8, y consideramos la funcién simplicial definida por la
correspondencia

CwC, A E— E, B, F— F, Dw— D.

Los detalles se dejan al lector.
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Figure 16.8: La demostracién del Ejemplo 14.8 usando triangulaciones.

Ejercicios

1. Encuentre un complejo simplicial cuyo polihedro sea homeomorfo a la
superficie de la esfera. Repita lo mismo para el toro.

2. Demostrar en detalle que la funcién simplicial del ejemplo 16.9 coincide
con la proyeccion descrita en el Ejemplo 14.8.

3. Dar una demostracion, mediante triangulaciones, del Lema 14.9.
4. Dar una demostracién, mediante triangulaciones, del Lema 14.18.

5. Muestre que el poliedro de cualquier complejo simplicial finito es ho-
meomorfo al poliedro de un subcomplejo de algin simplice unitario.



Chapter 17

El teorema de Van Kampen.

Antes de entregar métodos para calcular el grupo fundamental de un espacio
topoldgico dado X, es necesario ponerse de acuerdo en el significado de la
palabra calcular. Para ello recordemos que un grupo puede describirse en
términos de generadores y relaciones.

Un conjunto de generadores de un grupo G es simplemente un conjunto S
que no esta contenido en ningun subgrupo propio de G. Otra manera de decir
esto es la siguiente: Un subconjunto S de G es un conjunto de generadores
de G si cada elemento g de G puede escribirse como una palabra

J— €1 o€2 €3 €n
g =3818283 "8y,

para ciertos elementos s; € Sy ciertos exponentes ¢; € {1, —1}.

El grupo mas sencillo generado por un conjunto S dado es el grupo libre
en S, denotado F'(S). Idealmente, sus elementos serfan todas las palabras
(formales) en los elementos de S. Como F(.S) debe tener estructura de grupo,
es necesario identificar aquellas palabras que necesariamente deben coincidir
en cualquier grupo, por ejemplo ss~! y la palabra vacia e que corresponde a
la identidad. Para ello, se define una operacién de reduccién. Una reduccion
consiste en eliminar de una palabra cualquier aparicion consecutiva de un
generador y su inverso, en cualquier orden. En decir remplazamos cualquiera
de las palabras ass™'3 o as™'s3, donde s es un generador, por /3. En este
caso decimos que a3 se obtiene, de cualquiera de las dos palabras anteriores,
tras una reducciéon. Una palabra se dice reducida si no puede obtenerse
ninguna palabra nueva de ella tras una reducion, o equivalentemente, que en
ella no aparezca ningtin par de la forma ss=' o s7's como arriba. Nétese
que aplicar una reducciéon a una palabra la acorta, por lo que no es posible

167
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1, :
Hicy

.%
AT

Figure 17.1: La antena de Televisiéon universal y las palabras asociadas a
algunos de sus vértices.

aplicar a una palabra una sucesién infinita de reducciones. El proceso de
aplicar reducciones sucesivas a una palabra debe producir, tarde o temprano,
una palabra reducida. Es posible probar que para toda palabra « existe una
unica palabra reducida red(a) que puede obtenerse mediante reducciones
sucesivas y que el orden en el cual se realicen las reducciones es irrelevante.
Una manera de hacer esto es observar el grafo de la Figura 17.1, a veces
llamado la antena de televisién universal, en el cual cada vértice corresponde
a una palabra reducida. En la figura, hemos asumido que S = {a, b}, pero la
generalizacién a conjuntos de mayor tamano no presenta dificultades. Una
palabra no reducida es, simplemente, una caminata con retrocesos en este
grafo. Su reduccion, es la palabra asociada al vértice final de esa caminata.

El grupo libre F(S) se define como el conjunto de todas las palabras
reducidas en los elementos de S. la operaciéon de grupo se define entonces
como « * = red(af) donde aff denota simplemente la concatenacion de
las palabras o y 8. Dejamos al lector la tarea de comprobar que, con esta
operacion, el conjunto F'(S) es un grupo cuya identidad es la palabra vacia
e y que el inverso de toda palabra si' --- s es s - - 57

Cada funciéon ¢ : S — G, donde G es un grupo, puede extenderse de
manera tinica a un homomorfismo ¢ : F(S) — G, simplemente llevando cada
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palabra en los elementos de S a la palabra correspondiente en sus imagenes en
G. Siidentificamos S con su imagen en GG, una relacién k entre los elementos
de S en G es una palabra k£ € F(S) cuya imagen en G se anula, es decir
#(k) = eq. El grupo G se dice definido por el conjunto Y de generadores y
el conjunto K de relaciones si

F(Y)
(K)n'

donde (K') y denota el subgrupo normal generado por K, es decir el subgrupo
generado por K y todos sus conjugados. En este caso escribiremos

1%

G

G = (Y|K).

En este lenguage, el propdsito de el presente capitulo es demostrar el
siguiente resultado:

Proposicién 17.1. [Teorema de Van Kampen]. Sea X = X; U Xy un
espacio topologico, con Xy y Xo abiertos y su interseccion X; N Xy arco-
conexa. Sean f : X1 —= X y g : Xo — X las inclusiones respectivas. Sea
7 € X, N Xy, Supongamos que m(X1;3) = (Vi|K1) y m(Xs2) = (Yol o)

en el sentido descrito mds arriba. Sea K3 el conjunto de relaciones
Ks = {f.(a)g.(a)  |a € m (X1 N Xo;2)}

donde cada imagen f.(a) es escrita en términos de los generadores Yy y cada
imagen g.(a) es escrita en términos de los generadores Yo, entonces

Lema 17.2. Si (X, d) es un espacio métrico compacto y {U,}icr es un cubrim-
iento abierto de X (ver Capitulo 5), entonces existe € > 0 tal que todo sub-
conjunto de X de diametro menor a € esta contenido en uno de los conjuntos
del cubrimiento.

Demostraciéon Como cada U; es abierto, su complemento Uf es cer-
rado. Se sigue que la distancia d(z, Uf) se anula sélo si x pertenece al con-
junto Uf. Para fijar ideas, diremos que d(z,Uf) = oo si Uf = @. Como los
abiertos U; recubren X, la funcion

f() = maxd(x, Uf)

el
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es estrictamente positiva para cada elemento z de X. Como la imagen con-
tinua de un compacto es un compacto y un compacto en R es cerrado, la
imagen de X bajo f debe contener a su infimo 4. Afirmamos que todo € < ¢
cumple lo pedido. De hecho si F es un subconjunto de X de didmetro inferior
a €, entonces para cada x € F fijo se tiene f(z) > 6 por lo que d(x,Uf) > o
para algun 7. Se sigue que para todo y € E se tiene

d(y, Uf) > d(x,Uf) — d(y,z) > 6 — ¢ > 0.

Se sigue que y € U;, y como y era arbitrario, se tiene la contencién E C U,
como se pedia. O

La demostracion del Teorema de Van Kampen se divide en tres partes.
Primero probaremos que las imagenes de los elementos de los grupos m (X7; x)
y m1(Xs; x) efectivamente generan 71 (X; ). Luego veremos que las relaciones
de cada uno de los conjuntos K; se cumplen efectivamente en 7 (X; z). Fi-
nalmente probaremos que toda relacién que se cumple en 7 (X;x) es una
consecuencia de las relaciones en el conjunto K; U Ky U K.

Demostracién de Van Kampen (Parte I). Para probar que las
imégenes de los elementos de m;(Xy;x) y m(Xa;z) efectivamente generan
m1(X; ), es suficiente probar que toda curva cerrada /5 en X es homotdpica
a una yuxtaposicién del tipo ay % g * - -+ * o, donde cada «; es una curva
cerrada contenida en uno de los conjuntos X; o Xo.

Sea ¢ > 0 tal que todo conjunto F de didametro inferior a e satisfaga
E C 74(X1) o E C 87'(X,). Tomemos a continuacién una particién P =
{zo,...,x,} del intervalo [0, 1] de modo que cada subintervalo [z;_1, x;] tenga
didmetro inferior a €. Se concluye que cada imagen f([z;-1, z;]) estd contenida
en uno de los conjuntos X; o Xs. Reparametrizando, podemos suponer que
[ = 01 % 09 % - - - x 0, donde cada ¢; estda contenido en uno de los conjuntos
X7 0 X5. Los 9; no son necesariamente caminos cerrados, pero si para cada
uno de los puntos f(x;) escojemos un camino 7; que une x con f(x;) con
Yo = Vn = C; €l camino constante, se tiene

B~ (0% 00 % 7P) % -k (Y1 ¥ On % 90).

Supondremos que se tienen las siguientes precauciones al escoger los caminos
Vi

e si f(z;) estd en X, asumimos que ~; es un camino en X,
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Figure 17.2: Escribiendo un camino cerrado como una yuxtaposion de
caminos que respeta el cubrimiento.

e si f(x;) estd en Xo, asumimos que 7y; es un camino en X, y, en partic-
ular,
e si f(x;) estd en X7 N Xy, asumimos que 7; es un camino en X; N Xs.

Notese que aqui se usa la hipotesis de que es posible ya que X; N X5 es arco-
conexo. se tiene que cada uno de los caminos (y,-1 * 0, * y2P) es un camino
cerrado que une z con x. Esto concluye la primera parte de la demostracion.

Demostracién de Van Kampen (Parte II). Para ver que las rela-
ciones en K se cumplen en 71 (X;x), es suficiente considerar la composicién

F(Y1) = m(Xy2) 53 m(X;2)

y observar que cualquier palabra que se anule en 71 (X5; ) debe anularse en
m1(X; ) pues un homomorfismo lleva la identidad en la identidad. El mismo
razonamiento prueba que las relaciones en K, se cumplen en 71 (X; z). Para
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K3 consideramos el diagrama conmutativo de inclusiones

/

1N Xo
lo que a nivel de grupos fundamentales nos da el diagrama conmutativo de

grupos
X17 ) )
7T1(X1 ﬂX27 ) X .T)

\

de donde se concluye lo pedido.

1 (Xo;

x)

Demostracién de Van Kampen (Parte III). Para la dltima parte
de la demostracién, asumiremos que G es un grupo generado por Y; U Y,
que no satisface otras relaciones que aquellas que son consecuencia de las
relaciones en K, Ky, v K3. En simbolos:

Consideraremos el siguiente diagrama conmutativo:

Y1) " :
X\ \

F(Y1UYs) G (X5 7)
/

/ P2
Y5)

Nuestro objetivo es probar que A es inyectiva, es decir, que si aj' ---a5* es

una palabra en los elementos de Y; UY; que se anula en 1 (X; ), esta palabra
se anula también como un elemento de G.

7T1(X1, )

7Tl(X2, )
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Rys | Tl26 | Rov | Ryg | R | Ry
Rig | R2o | Ry | Roa | Ras | R,
Ris | Bu|Ris | Rie | Ry, | Tus
R: | Rs| Ry | Rio| Ryy | Rio
Ry | Ry | R, Ry R Ry

Figure 17.3: Una particién del cuadrado [0, 1]2.

Escojamos, para cada i = 1,...,n un representante «; en la clase a;’, el
que supondremos completamente contenido en X7, si a; pertenece a Y7, o en
Xo, Y5, La hipdtesis de que af* ---a$* = e en m (X, x), implica que existe
una homotopia H de extremos fijos entre aq * - - - x v, y el camino constante
¢z Como es usual, interpretamos esta yuxtaposicion como una particion del
intervalo [0,1] en intervalos I; que parametrizan las curvas «;. Por el Lema
17.2, existe una particién de [0,1]? en rectdngulos R; lo bastante fina para
que cada imagen H(R;) esté contenida en X; o X5. Refinando la particién si
es necesario, podemos suponer que cada punto divisorio entre los intervalos
I;, en el borde superior del cuadrado [0, 1], es un vértice en algiin rectdngulo
de la particién (ver Fig. 17.3). El cuadrado [0,1]? asi dividido tiene una
estructura natural de CW-complejo, con los rectangulos R; como 2-celdas,
que utilizaremos en todo lo que sigue.

Para cada rectangulo R;, definimos una curva h; = k;*m;*n; en [0, 1]*> que
llamaremos su borde superior, particionada como muestra la figura. Nétese
que h;_1 = k; xr; *n;. Cuando el rectangulo R; esta en el borde izquierdo, la
subdivisién es un poco diferente, como muestra la figura de la derecha (ver
Fig. 17.4).

Para cada vértice v de algin rectdngulo R; de la particién, se escoge una
curva ,, de z a H(v), como se explico en la primera parte de la demostracién,
es decir, asumiendo que la curva estd totalmente contenida en X; si H(v) €
X;. Suponemos ademds que 7, es el camino constante si H(v) = z, lo que
ocurre en los vértices del cuadrado mayor.

A continuacion, se realiza una construccion analoga para cada arista de la
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m; m;
—_—
—_—
| B |
i — n;

Figure 17.4: Curvas por encima, y por debajo, de un cuadrado dado.

particion. Notese que al dar a la particion la estructura de un CW-complejo,
el 1-esqueleto consiste de aristas de los rectangulos,las que unen vértices
adyacentes del mismo. Estas aristas pueden interpretarse como caminos.
Por ejemplo, la arista que une los vértices v y w, se identifica con un camino
d que satisface §(0) = v y §(1) = w. Si la imagen H o §(I) estd contenida
en X, escogemos una palabra u; = uy(d) en F(Y)), que cumpla A\ (u;) =
(Yo % (H 0 0) *y2P]. Si H o ¢ esta contenida en X, se define uy = us(J) en
F(Y;) anédlogamente. Ndétese que, para cada arista d, al menos una de las
palabras u; o uy esta definida.

Sea h : [0,1] — [0,1] una curva que se obtiene yuxtaponiendo lados de
ciertos rectangulos de la particién (como las curvas h; mdas arriba). Mas
especificamente asumimos que h = d; * - --9,,, donde cada J; es una arista.
Diremos que h es demostrablemente trivial, si

Pi() (uj(1>(51))pj<2> (%‘(2)(52)) “* Pim) (uj(m>(5m)> = eq, (17.1)

donde cada j(i) € {1,2} se escoge de forma que u;(; esté definida. Nétese

que pq <u1(5)> = po <u2(5)> cuando ambos estan definidos, por lo que la
eleccién no es relevante.

Probaremos por inducciéon que cada una de las curvas h; definidas mas
arriba son demostrablemente triviales.

Parai = 0, la curva Hohg es la imagen del borde inferior de la homotopia,
en particular si escribimos Hohg = d1%- - -*dr, cada §; es un camino constante
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por lo que la yuxtaposicién 7, , *(Hod;)*7,P es una curva cerrada en XN X5,
obtenemos (uj(l)(51)> = gi_19; ', donde g; = [y,,]. Ademds, go = gr = e,

pues asumimos que los caminos asociados a los vértices del cuadrado mayor
son constantes, por lo que, en este caso la ecuacién (17.1) se convierte en

97 (9195 (9295 ") -+ - (9r-297" ) gr—1 = eq,

lo que es inmediato.

Supongamos ahora que el resultado ya se ha probado para H o h; 1 y
queremos probarlo para H o h;. Obsérvese que, para H o h;_1, la expresién
(17.1) tiene la forma b;c;d; = e, donde:

1. b; es el producto de los factores que corresponden a la curva k; en la
Figura 17.4.

2. ¢; es el producto de los factores que corresponden a la curva r; en la
figura.

3. d; es el producto de los factores que corresponden a la curva n;.

Sea e; el producto de los factores que corresponden a la curva m;. Basta
ver que e¢; = ¢;. Noétese que esta es una identidad en el grupo G, por lo
que debemos demostrar esto utilizando sélo las relaciones en K; U Ky U K3.
Equivalentemente, la identidad debe probarse usando sélo calculos hechos en
cada grupo m(X;, x), y el hecho de que podemos identificar un elemento en
un grupo con el elemento correspondiente en el otro, si corresponde a una
curva en X;NXs. Esto iltimo fue ya considerado al observar que la expresion
(17.1) no depende de la eleccién de j.

En resumen, debemos mostrar que e; = ¢; utilizando una homotopia que
tome valores en un solo conjunto, X; o X,. Para esto tenemos H|g,, la
restriccion de la homotopia H al rectangulo R; de la figura 17.4. Sea u el
vértice inicial de 7; (0o m;), y sea s su vértice final. Como, en general, las
imagenes H(u) y H(s) no coinciden con el punto base z, es necesario utilizar
una construccion algo diferente. Sea Z; el espacio topoldgico que se obtiene
al pegar un segmento a R; en cada uno de los puntos u y s. Si el rectdangulo
R; no esta en el borde izquierdo, tenemos una funciéon definida en Z; como
se muestra a la izquierda de la Figura 17.5. Si el rectangulo R; esta en el
borde izquierdo, la funcién estd definida como se encuentra a la derecha de
la misma figura, Ahora puede definirse una homotopia componiendo con la
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. . H|g,
/"LZ V’L x . R; V:
T M [

Figure 17.5: El espacio Z; utilizado para probar la identidad e; = ¢;.

funcién simplicial ¢ : [0,1]> — Z; de acuerdo a lo mostrado en la Figura
17.6, con las mismas convenciones de la figura anterior. En cada caso esto
nos da una homotopia entre 7, * (H or;) v y 7, * (H om;) * v totalmente
contenida en X; o X5. Esto concluye la induccion.

U1 Vg Vg Us Vg
Wy
V7 w, Wy Ws We
_ >
ws
) .
U vh vz U Ug
V1w, Yoy Us g ws wy
Wr
. 'Y P °
wy W2 ws W

v ) Us ,
Figure 17.6: Funcion simplicial utilizada para definir una homotopia.

Lo anterior nos permite concluir que el camino hr, el cual pasa por arriba
del dltimo cuadrado Ry es demostrablemente trivial, es decir, si hy = d1%- - %
0 €s la descomposicion de esta curva en aristas de la particion, el producto
correspondiente en la ecuacién (17.1) es trivial en G. Podemos asumir, por
el mismo argumento usado para hg, que las aristas §; que aparecen en esta
descomposicién son sélo las del borde superior. Un subproducto de (17.1)
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corresponde a cada curva «;, es decir a; = 0,41 * -+ * 0z,,,, con

i) = A (Pj(t#l) (Uj(tiﬂ) (5t1-+1)) Pt (Um-m (9t )> ) :

Observemos ahora que j puede asumirse constante en la expresion de arriba, y
que cada factor de la derecha corresponde a una curva de la forma ;= Vo %0k
YeP, por lo que una homotopia entre d;, 1%+ - %0y, , vy Stiﬂ - '*Stm requiere
solo retraer algunos factores de la forma 9P * 7,, por lo que la identidad

as’ = uj(0441) - - - uj(0y,,,) es cierta en 7 (X, x), y por lo tanto también se

tiene p;(a’) = p; (uj(étﬁl) . -uj((StiH)) en G. Podemos remplazar el lado
derecho de la tdltima ecuacién, para cada i = 1,...,n, en (17.1), para probar
que p;(1)(ai") - pj(n)(asr) = eq como se pedia. O

Noétese que si f.(a) = g«(a) en G para cada generador a de m,(X; N X5),
esto se cumple para cada elemento de 7, (X;NX5). Por esta razén es suficiente
incluir en K3 una relacién por cada generador.

ejemplo 17.3. Considérese el conjunto X definido como un espacio de iden-
tificacion del coproducto de dos circulos obtenido al identificar un punto de
cada circulo, o equivalentemente, la unién de dos circulos en R? con un punto
en comun, como se muestra en la parte superior de la figura 17.7. El espacio
asi definido puede escribirse como la unién de dos subconjuntos abiertos X;
y X5, cada uno de los cuales es un circulo con un pequeno arco pegado en
el punto p. La interseccién X; N X5 es el espacio que se forma al pegar dos
arcos por un punto interior.

Notese que cada arco es contractible, de hecho la funcién que lleva cada
arco al punto p es homotdpica a la identidad del arco mediante una homotopia
que mantiene fijo p, es decir {p} es un retracto de deformacion fuerte de
X7 N Xs. Se sigue que la interseccién X; N X5 es contractible, mientras que
cada uno de los espacios, X; y X, es homotdpicamente equivalente a un
circulo. Se sigue que los grupos fundamentales de X; y X5 estdn dados por

m(Xy,7) = (z]2), T (Xo, ) = (y|9).

Como X7 N X, es contractible, su grupo fundamental esta generado por el
conjunto vacio. Se sigue que K3 puede tomarse vacio por la observacion
precedente. Concluimos que

m (X, z) = (z,y|2)

es un grupo libre en dos generadores.
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X2 leXQ

Figure 17.7: El espacio del ejemplo 17.3.

ejemplo 17.4. Sea X el espacio topoldgico que se obtiene al identificar pun-
tos opuestos del circulo borde del disco de radio 1 como muestra la parte
superior de la Figura 17.8. Para calcular el grupo fundamental de X consid-
eramos la descomposicion X = X; U X5 donde X; es la imagen de un anillo
abierto que contiene el circulo borde y X5 es un disco interior al circulo como
muestra la parte inferior de la figura.

En este caso el espacio X5 es contractible, por lo que su grupo fundamental
es trivial. El espacio X; es homotépicamente equivalente a la imagen del
circulo borde pues la funcion que proyecta el anillo en su circulo borde es
homotépica a la identidad mediante la homotopia

z

B EEa )

Se sigue que el grupo fundamental de X; es isomorfo a Z con generador
u = [a]. De hecho m (X1,z) = (u|@). El grupo fundamental de X; N X5 es
también isomorfo a Z, con un generador v que es la clase de una curva que
da una vuelta alrededor del anillo. Este generador es trivial en m(Xs, x) y
coincide con u? en (X1, ). Se sigue que K3 puede tomarse como sigue:

Ky ={(u*)(e) '}
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I}

Figure 17.8: El espacio del ejemplo 17.4.

Se concluye que m (X, z) = <u]u2 = e> = (.

ejemplo 17.5. El mismo argumento aplicado al espacio de identificacion de
la Figura 17.9(A) prueba que su grupo fundamental es

m (X, x) = <u|u3 = e> = (.

G///// \ b} V4 \b
(A) @ (B) a— (C)

Figure 17.9: Tres espacios de identificacién para los ejemplos 17.5-7.
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Figure 17.10: Otra interpretacion de la botella de Klein como espacio de
identificacion.

ejemplo 17.6. El mismo argumento aplicado al espacio de identificacion de
la Figura 17.9(B) prueba que su grupo fundamental es

T (X, ) = <u|u2u_1 = e> = {e}.

Se sigue que el espacio de identificaciéon de este ejemplo, el gorrito de burro,
es simplemente conexo.

ejemplo 17.7. El espacio de identificacién B de la Figura 17.9(C), conocido
como Botella de Klein, tiene como grupo fundamental a

T (B, x) = <a, blaba b = e>.
Por otro lado, dividiendo el cuadrado por la diagonal y pegando el lado b

obtenemos un espacio de identificacién que es homeomorfo al original (ver
Fig. 17.10). Esta tltima construccién nos da la siguiente presentacién del
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Figure 17.11: Calculando el grupo fundamental del espacio obtenido al retirar
dos circulos entrelazados de R3.

grupo fundamental:

m(B,x) = <0L,c|c2 = a2>.

Dejamos al lector la tarea de comprobar directamente que ambos grupos son
isomorfos.

ejemplo 17.8. En el siguiente ejemplo calcularemos el grupo fundamental
del espacio que se obtiene al extraer, de R3, dos circulos entrelazados como
los que se muestran en la figura 17.11. Para ello, comenzaremos dividiendo el
espacio en dos semiespacios como muestra la figura superior derecha. Cada
subespacio, X; o X, consiste en un semiespacio del cual se han extraido dos
arcos. No es dificil comprobar que un semiespacio sin un arco tiene un grupo
fundamental isomorfo a Z (por ejemplo, si el arco es un semicirculo, dicho
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Figure 17.12: Una curva que si puede deslizarse para su identificacion.

espacio puede escribirse como el producto del semiplano sin un punto por un
espacio contractible). Se sigue, por una aplicacién sencilla del teorema de Van
Kampen, que cada uno de los espacios X; y X3 tiene un grupo fundamental
isomorfo al grupo libre F». Por ejemplo, los generadores del grupo m1(Xy, P)
son las curvas a y b de la figura, las que avanzan por la linea punteada, dan
la vuelta indicada, y luego regresan a P recorriendo la linea punteada en
sentido inverso. Esta convencién vale para todos las curvas de este ejemplo.
Para calcular el grupo fundamental del espacio completo X = X; U X,
es necesario identificar las imagenes, en cada copia de F5, de cada uno de los
generadores del espacio X7 N X5. Notese que este ultimo espacio se retrae
facilmente a un plano del cual se han sustraido cuatro puntos. El grupo
fundamental de dicho plano perforado tiene 4 generadores, los que se ilus-
tran en las dos figuras inferiores. Noétese que el dibujo de cada lado esta
realizado desde la perspectiva de un observador en el subespacio en cuestién.
Es relativamente sencillo ahora identificar la imagen de cada generador en el
subespacio correspondiente, con una salvedad. La imagen en X; del gener-
ador c3 parece coincidir con b~!, pero al tratar de deslizar dicha curva para
hacerla coincidir con la curva opuesta al generador b, nos encontramos con
que la curva se enreda en la manilla interior. Debemos, por lo tanto rem-
plazarla con una curva que pase por fuera de dicha manilla, como la curva
d que se ilustra en la Figura 17.12. No es dificil ver que d es homotdpica a
C4 * C3 * ch y que se identifica con b=! en X;. Dado que ¢4 se identifica con
a, c3 debe identificarse con a=! * b~ * a. Lo mismo ocurre con el generador
correspondiente a ¢y en Xy, ¢;' * ¢y * ¢; es homotépica a (d')7!, la que se
identifica con ', por lo que ¢, se identifica a (a’)™! * b’ x @’. Las ecuaciones
correspondientes a los cuatro generadores nos quedan como sigue:
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1. Ecuacién correspondiente a ¢y: b= (a’)!.

2. Ecuacién correspondiente a cy: a™' = (a’)"10d’.

3. Ecuacién correspondiente a c3: a 'b~la = a'.

4. Ecuacién correspondiente a cq: a = (V)7L

Concluimos que el grupo fundamental de X es isomorfo al grupo abeliano
7 X 1.

Ejercicios

1.

7.

Calcule el grupo fundamental del espacio que se obtiene al retirar n
puntos de R2.

Calcule el grupo fundamental del espacio que se obtiene al pegar n
circulos por un punto.

Probar que la esfera S™ es simplemente conexa, para n > 2.

Cuantos tipos de homotopia de espacios diferentes pueden obtenerse
pegando un disco al plano projectivo?

. Calcule el grupo fundamental del espacio que se obtiene al retirar de

R? dos circulos no entrelazados.

Utilice el resultado anterior para probar que no existe un homeomor-
fismo de R3 en si mismo que lleve dos circulos entrelazados en dos
circulos no entrelazados.

25—

Figure 17.13: La curva anudada del ejercicio 7.

Calcule el grupo fundamental del complemento en R? de una curva que
se extiende infinitamente en ambas direcciones y estd anudada como
muestra la Figura 17.13.
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8. Calcule el grupo fundamental del complemento de una esfera (bidimen-
sional) en R*.

9. Sean X e Y dos espacios obtenidos pegando un disco, por el borde, a
un toro. Demuestre que X e Y son homotépicamente equivalentes si y
solo si sus grupos fundamentales son isomorfos.



Chapter 18

Recubrimientos

Sea ¢ : X — X una funcién continua epiyectiva. Diremos que ¢ es un re-
cubrimiento (o una funcién recubridora) si para cada punto z en X existe
una vecindad abierta V' de x cuya preimagen ¢~ '(V) es una unién disjunta de
abiertos (J,; Vi, de modo que la restriccién de ¢ a cada V; es un homeomor-
fismo entre V; y V' (ver Fig. 18.1). En particular, toda funcién recubridora
es abierta.

En general, a una vecindad V' de x con esta propiedad, es decir tal que su
pre-imagen tiene la forma ¢~*(V) = |J,; Vi, donde cada restriccién ¢ly, es
un homeomorfismo, le llamaremos una vecindad trivialmente recubierta. Asi,
en un recubrimiento, todo punto tiene, al menos, una vecindad trivialmente
recubierta.

VT
P

Figure 18.1: Una vecindad trivialmente recubierta.

Un recubrimiento ¢ : X — X se dice conexo si X es conexo. Esto implica

185
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que también X es conexo.

Proposicion 18.1. Sea X un espacio localmente conexo y sea ¢ : X > X
un recubrimiento. Para cada componente arco-conexa C' C X, la imagen
o(C) es a la vez abierta y cerrada.

Demostracién Sea z € X, y sea V una vecindad trivialmente recu-
bierta de x. Tomando una sub-vecindad de ser necesario, podemos suponer
que V es conexa, dado que X es localmente conexo, por lo que cada conjunto
V;, es una componente conexa de ¢~ (V). Si z € ¢(C), algin V; debe inter-
sectar a C, y por lo tanto debe estar contenido en C' por ser V; conexo y C'
una componente. Se sigue que V' C ¢(C), por lo que x es un punto interior
de ¢(C). Como z € ¢(C') es arbitrario, esto prueba que ¢(C) es abierto. Por
otro lado, si z ¢ ¢(C'), ninguno de los conjuntos V; puede intersectar a ¢(C')
por el argumento precedente, luego la vecindad V' esta en el complemento de
¢(C), por lo que z no puede ser un punto limite de ¢(C'). Se concluye que
»(C) es cerrado. O

Obsérvese que cada pre-imagen V; de V' es un abierto, y por lo tanto
una vecindad de alguna pre-imagen z; de x. Como todo elemento de X es
una pre-imagen de algin elemento de X', concluimos que, si X es localmente
conexo, también X lo es.

Corolario 18.1.1. Si X es un espacio conexo y localmente conero, para

todo recubrimiento ¢ : X — X, el espacio X es un coproducto de espacios
conexos, cada uno de los cuales recubre a X .

Por esta razén, la teoria de recubrimientos se reduce a menudo al caso
CONEexo.

definicion 18.2. Sea ¢ : X = X un recubrimiento, y sea f : Y — X
una funcién continua. Un levantamiento de f a X es una funcién continua
J Y — X tal que f = ¢ o f. Observemos también que si f tiene un
levantamiento a X, también lo tiene cualquier restriccion de f.

Un problema importante que nos ocupara en este capitulo sera determinar
cuando existe un levantamiento, de una funcién dada, a un espacio arbitrario
que recubre su recorrido.

ejemplo 18.3. Si Y es un espacio discreto, entonces la primera proyeccion
p1: X XY — X es un recubrimiento para todo espacio topolégico X (ver Fig.
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Figure 18.2: En un producto con un factor discreto, todo el espacio es triv-
ialmente recubierto.

18.2). Més atin, en este caso, el espacio completo X es una vecindad trivial-
mente recubierta. Este recubrimiento no es conexo si Y contiene mas de un
punto. Si X es conexo, las componentes conexas de X x Y son conjuntos de
la forma X x {y} con y € Y. Este ejemplo se interpreta como un recubrim-
iento trivial. Cada funcién continua f : Z — X se levanta a X x Y. De

hecho existe un levantamiento f,(z) = < f(z), y) para cada elemento y € Y,

y todo levantamiento tiene esa forma.

ejemplo 18.4. Para todo ntimero natural n, la funcién f,, : S — S! definida
por f,(z) = 2" es un recubrimiento conexo. Por ejemplo, para n = 4, un
punto arbitrario del circulo, distinto de (1,0) tiene una pre-imédgen en cada
cuadrante (ver Fig. 18.3.A).

ejemplo 18.5. La funcién F : R — S! definida por E(r) = > es un
recubrimiento conexo (ver Fig. 18.3.B). De hecho, en un capitulo anterior
ya definimos la nocién de levantamiento en este caso particular. La nueva
definicion es consistente con la antigua. Veremos més adelante que algunas
propiedades de los levantamientos del circulo a R, correctamente interpreta-
dos, se extienden al caso general.

No es dificil ver que existen funciones de ciertos espacios topoldgicos a
S1 que no pueden ser lavantadas a los recubrimientos descritos en los dos
ejemplos anteriores. De hecho, la funcién identidad de S' en si mismo tiene
esta propiedad. No existe una funcién ¢ : S* — R que levante la identidad,
dado que el logaritmo no es una funcion bien definida en el plano complejo.
Lo mismo ocurre con las raices, por lo que la identidad no se levanta en el
cubrimiento f,(z) = z" sin > 1.

En los resultados que siguen supondremos siempre que ¢ : X = X un
recubrimiento y que X y X son espacios de Hausdorff.
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exp

F1y( Toy( Fay( Fa oxp xf\/
U

Figure 18.3: Dos recubrimiento conexos del circulo.

Lema 18.6. Sea Y un espacio conexo y sea f 1Y — X una funcidn continua.
Sean g y h levantamientos de f a X. Si g(yo) = h(yo) para algin yo € Y,
entonces g(y) = h(y) para todoy € Y.

Demostracién Sea A = {y € Y|g(y) = h(y)}. Basta ver que A es
abierto y cerrado. Es cerrado por ser la preimagen de la diagonal bajo la
funcién continua y (g(y), h(y)) Para ver que es abierto observamos que
si Zo = g(yo) = h(yo) v si zp es su imagen en X, entonces existe una vecindad
V' de xy cuya preimagen en X es una unién disjunta de abiertos (J,.; Vi, tal
que la restriccién de ¢ a cada V; es un homeomorfismo entre V; y V. En
particular, si Ty € V; entonces existe una vecindad U de yq tal que g(U) C V;
y h(U) C V;. Como cada punto de V tiene exactamente una pre-imagen en
Vi, se tiene que g(y) = h(y) para todo y € U y el resultado sigue. O

Lema 18.7. Sea « : [a,b] — X wuna funcion continua. Sea ¢ un punto
del intervalo |a,b]. Entonces existe un intervalo cerrado J que contiene a

c en su interior, tal que para todo d € J y todo & € ¢+ (a(d)), existe un

levantamiento a de la restriccion de o a J que satisface a(d) = .
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Demostracién Sea V una vecindad de a(c) cuya preimagen en X es
una unién disjunta de abiertos (J,c; Vi, tal que la restriccién de ¢ a cada
V; es un homeomorfismo entre V; y V. Supongamos que T € V; y sea ¢ la
restriccién de ¢ a V;. Sea J un intervalo con ¢ en su interior tal que a(J) C V.

Entonces podemos definir a(t) = ¢! <a(t)> para todo t € J. O

Lema 18.8. Sea « : [a,b] — X wuna funcién continua. Sea ¢ un punto de
la,b[. Sea ay la restriccion de a a [a,c] y sea oy la restriccion de « a [c, b).
Si oy Yy ag tienen levantamientos iy y i a X que satisfacen aq(c) = az(c)
entonces también o tiene un levantamiento a X .

Demostracién Basta ver que & : [a,b] — X definida mediante

&(t):{al(t) s% a<t<ec

as(t) si c<t<b
es continua, lo que sigue del lema 10.6. O

Proposiciéon 18.9. Sea ¢ : X = X un recubrimiento, y sea o : [ — X
una curva tal que o(0) = x. Para cada preimagen T de x existe un inico
levantamiento & : I — X tal que a(0) = Z.

Demostracién Sea A el conjunto de los elementos s € [0, 1] tales que
la restriccion de « a [0, s] tiene un levantamiento a X. Claramente 0 € A y
A es un intervalo ya que si la restriccién de av a [0, ¢] tiene un levantamiento,
con mayor razén la restriccién de av a [0, s tiene un levantamiento para s < t.
El Lema 18.7 muestra que 0 es un punto interior de A, por lo que el supremo
a de A es mayor a 0. Supongamos a < 1. Existe un intervalo [b,c] con
b < a < ¢ para el cual la restriccién de « a [b, ¢] tiene un levantamiento con

cualquier extremo inicial en ¢! (a(b)). Entonces b € A luego la restriccion

de « a [0, 0] tiene un levantamiento. Se sigue que la restricciéon de « a [0, ]
tiene un levantamiento, lo que contradice la eleccion de a. Se sigue que
a = 1, de donde la restriccién de « a [0,u] tiene un levantamiento para
todo u < 1. Existe un intervalo [b,1] tal que la restriccion de o a [b,1]

tiene un levantamiento con cualquier extremo inicial en ¢! <a(b)>. Como la

restriccién de av a [0, b] tiene un levantamiento, el resultado sigue como antes.
La unicidad sigue del Lema 18.6. O
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En particular, si se introduce la notacién
Cup2(I,X) ={a e C(I,X)|a(0) =z},

entonces existe para cada pre-imagen I de z, una funcién levantamiento bien
definida _
L CL?(I, X) — C;c’?(f, X)

Proposiciéon 18.10. La funcion levantamiento es continua con respecto a la
topologia compacto-abierta.

Demostracién Sea o un camino en C,2(, X), y sea {a)}rea una red
de caminos en C, »(I, X)) que convergen a « en la topologia compacto-abierta.
Sea C' un subconjunto compacto de I y sea U un abierto de X tal que
a(C) C U. Basta probar que los levantamientos ) de cada « satisfacen
ay € O¢y para A suficientemente grande. Para cada punto z en X existe una
vecindad abierta V,, de z cuya preimagen ¢~'(V,) es una unién disjunta de
abiertos Uid Vi, tal que la restriccién de ¢ a cada V,,; es un homeomorfismo
entre V,; y V,. Para cada t € I existe, por el Lema 18.7, una vecindad
compacta y conexa J; C I de ¢ tal que a(J;) C Vo). Remplazando J; por
un intervalo menor si es necesario puede suponerse que J; no intersecta a C
sit¢ Cyqueal(t) CUsite C. Como los interiores de los intervalos J;
recubren [ existe una subcoleccién finita {J;,, ..., J;.} que también lo hace.
Reordenando, podemos suponer que 0 € J;,. Si 1 no pertenece al interior de
Ji,, debe haber algtn intervalo cuyo interior corte a J;, pero no esté contenido
en Jy,, pues I es conexo. Reordenando nuevamente, podemos Llamar J;, a
este nuevo intervalo. Iterando, podemos suponer que cada .J;, intersecta no
trivialmente a J;,,, y que 1 € J;,.

Para A suficientemente grande, se tiene a,\(th) C Va,) para todo j =
1,...,r. Como cada J; es un intervalo, es conexo, por lo que cada conjunto
CONexo &(th) estd contenido en un tnico entorno Vi ;). Este podria en
principio ser o no el mismo que el conjunto Vy,).i(;,x) que contiene a ax(Jy, ).
Para cada A sea M) el conjunto de aquellos elementos j € {1,...,r} tales que
i(j) = i(j,\). Nétese que como J;; N .J;,,, es no vacia, la condicién anterior
para A implica que si i(j) = i(j,A), entonces i(j + 1) = i(j + 1, \) pues el
subconjunto 04,\(th N th+1) debe estar contenido en V) N Va,,,) ¥ por lo
tanto si los levantamientos de o y a estdn en la misma preimagen en Jy, lo
mismo debe suceder en J;,, . Se sigue que i(j) = i(j, \) para todo j.
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Obsérvese que los intervalos de la forma J;, con t; € C' recubren C' (pues
los restantes no intersectan C'), de modo que todo ¢t € C esté en alguno de
estos intervalos, digamos J;,, y se tiene por hipétesis a(J;) C UN Va(t;)i)- En
consecuencia, a(.J;) € ¢(U N Vy,).i()), donde el tltimo conjunto es abierto
por ser ¢ abierta. Se concluye que para A suficientemente grande a,(J;) C

¢(U N Va(tj),i(j)) y por lo tanto &,\(Jl) cUnN Va(tj),i(j) cU. 0

Corolario 18.10.1 (Lema del levantamiento de homotopias). Levantamien-
tos de caminos homotopicos con el mismo punto inicial son homotopicos. En
particular, tienen el mismo punto final.

Demostracion Una homotopia de extremos fijos entre dos curvas gy
7 es una funcién continua H : I* — X con H(0,t) = z y H(1,t) constante,
tal que H(s,0) = B(s) y H(s,1) = ~v(s). La funcién o : I — C,2(I,X)
definida por a(t)(s) = H(s,t) es una curva tal que a(0) = By (1) = 7.
sea & = L o . Entonces H(s,t) = a(t)(s) define una homotopfa entre los
levantamientos de 3 y 7. Basta ver que es una homotopia de extremos fijos.
Obsérvese que la imagen en X de H(1,t) es H(1,t), que es constante. En
otras palabras H (1,%) es un levantamiento de una curva constante. Se sigue

que H(1,t) es constante por la unicidad del levantamiento. O

Corolario 18.10.2. Sea ¢ : X — X un recubrimiento, y sea xo = O(Zg).
Entonces existe una accion de w(X; o) en ¢~ (xg) tal que para cada punto
29 € ¢ (o) y cada clase a = [a] € m(X;x0) se tiene a- Ty = &(1) donde &
es el levantamiento de o que satisface &(0) = &o. Fl estabilizador de To bajo
esta accion es el grupo ¢.[m ()?7 Zo)]. ]

Lema 18.11. 5S¢ B es una base de vecindades de y en Y, y si para cada
B € B tenemos un camino yg : I — B, entonces la red {yp}pew converge a
¢y, la funcion constante dada por c,(t) =y para todo t € I, en la topologia
compacto-abierta de C(I,Y).

Demostracion Sea C' un subconjunto compacto de I, y sea U un
abierto en Y, tales que ¢, € O¢y. Si C es no vacio, esto significa y € U.
Luego existe By € B tal que By C U, por lo que para B C B se tiene
v8(C)CBC By CU. O

Proposicion 18.12. Sea Y un espacio simplemente conexo y localmente
arco-conexo. Sea ¢ : X — X un recubrimiento. Si f 1Y — X es continua,
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entonces existe un levantamiento fdefa X. Mas aun, si se escogen puntos
re€X,yeY yieX, tales que (%) = f(y) = x, entonces puede suponerse
que f(y) = .

Demostracién Sea 1, un punto arbitrario fijo de Y y sea g = f(yo) €
X. Escogemos Ty € ¢ (zy). Sea y € Y un punto arbitrario. Sea o un
camino que une yo con ¥, y sea (3 el unico levantamiento de foa que satisface
B(0) = Zo. Entonces definimos f(y) = 4(1). Esta definicién no depende de la
eleccién de a ya que si o es otro camino que une yg con y, entonces existe una
homotopia de extremos fijos entre o y o/, por lo que existe una homotopia de
extremos fijos entre § y el levantamiento 4’ de fo«’. Basta probar que f asi
definida es continua. Para ello, sea B una base de vecindades arco-conexas de
yen Y. Basta probar que si {yp}pes una red que satisface yp € B para cada
B € B, entonces f(yz) — f(y). Por la hipétesis en 9B, para cada B € B,
existe un camino 75 : [0, 1] — B que une y con yp. Entonces a * vy5 es un
camino que une ¥y con yg, el cual podemos usar para calcular f (yg). Por
el Lema 18.11, el camino « * v converge, en la topologia compacto-abierta,
a a * ¢y, donde ¢, es el camino constante en y. Recuérdese que la funcién
a — foa (por la Proposicién 13.13), la funcién levantamiento, y la funcién
B+ B(1) (por la Proposicién 13.9) son continuas. Se sigue que

a*vBEﬁa*cy:fo(a*yB)Bi%)fo(a*cy):

fo(axvyg) Be—%fo(a*cy) :>fo(a*qB)(l)Bi%fo(a*cy)(l),
y la dltima convergencia es por definicién f(yz) — f(y). O

En particular, se sigue que si un espacio localmente arco-conexo X tiene
un recubrimiento ¢ : X — X con X simplemente conexo, entonces para
cualquier otro recubrimiento ¢ : Y — X existe una funcién continua A :
X — Y tal que ¢ = ¢ o A\. Mas aun, si se escogen puntos z € X, y € Y y
T € X, tales que ¢(Z) = ¥ (y) = z, puede suponerse que \(Z) = y. De hecho
puede decirse atin mas:

Proposiciéon 18.13. Si un espacio localmente arco-conexo X tiene un re-
cubrimiento ¢ : X — X con X simplemente conexo (y por lo tanto conexo),
entonces para cualquier otro recubrimiento ¢ Y — X emwiste un tnico lev-
antamiento X : X — Y tal que ¢ = ¢ o X\. Mas ain, si se escogen puntos
re X, yeY yz e X, tales que ¢(z) = Y¥(y) = z, puede suponerse que
AZ) =y. Bajo estas condiciones, el levantamiento A es unico.
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Demostracion Por definicién de recubrimiento, para cada punto x de
X existe una vecindad V' que cumple las siguientes condiciones:

1. V es arco-conexa.

2. La pre-imagen de V' en X es una unién disjunta de abiertos V; tal que
la restricciéon de ¢ a cada V; es un homeomorfismo.

3. La pre-imagen de V' en Y es una unioén disjunta de abiertos IW; tal que
la restriccién de ¢ a cada W; es un homeomorfismo.

Si A es epimorfismo, la condicién de conexidad implica que la imagen bajo A
de cada V; es un dnico W;, y A es un homeomorfismo en V; ya que ¢ y ¢ lo
son. Basta por lo tanto probar la epiyectividad de A. Sea z € Y un punto
arbitrario. Basta probar que z esta en la imagen de A. Para ello tomamos
una curva o que une y con z y sea J = 1) o a. Sea B un levantamiento de
5. Entonces a y X o B son levantamientos de § a Y con punto inicial y.
Se sigue que @ = Ao B por la unicidad del levantamiento. En particular

2= A[B()]. 0

“lop
a J

X

Figure 18.4: Tlustracion de la demostracién de la Proposicion 18.13.

Corolario 18.13.1. Si un espacio localmente arco-conexo X tiene dos re-
cubrimientos ¢ : X > X y X - X, con X Y X simplemente conexos,
entonces existe un homeomorfismo A : X = X tal que ¢ =1 o A, O
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Por la razén anterior, si X es localmente arco-conexo, un recubrimiento
¢ : X — X con X simplemente conexo se denomina un recubrimiento uni-
versal de X. Estudiaremos ahora las condiciones bajo las cuales un tal re-
cubrimiento universal existe.

Corolario 18.13.2. Sea X un espacio con recubrimiento universal y si 1 :
Y — X es un recubrimiento, entonces Y tiene un recubrimiento universal y
es homeomortfo al recubrimiento universal de X . [

definicion 18.14. Un espacio X se dice semilocalmente simplemente conexo
si cada punto x de X tiene una base de vecindades B tales que todo camino
cerrado contenido en na vecindad B € ‘B es homotdpico a un camino con-
stante en X (pero no necesariamente en B). Ndétese que es suficiente que
cada punto tenga una vecindad de este tipo.

Proposicién 18.15. Si un espacio localmente arco-conexo X tiene un re-
cubrimiento universal, entonces X es un espacio semilocalmente simplemente
conezxo X.

Demostracién Sea x € X un punto arbitrario. Por definicién de re-
cubrimiento, existe una vecindad V' de x en X que es la imagen homeomorfa
de un subconjunto U del recubrimiento universal X. Toda curva cerrada «
en V es la imagen de una curva cerrada & en X y es por lo tanto homotépica
a una curva constante. O

Proposicién 18.16. En un espacio localmente arco-conexo y semilocalmente
simplemente conexo X, las componentes conexas de C, (I, X) son abiertas.

Demostracion Sea a una curva que une z con y. Afirmamos que
existe una particién 0 = tg,%q1,...,t, = 1 del intervalo I tal que para cada
sub-intervalo I; = [t;_1,t;], su imagen «(l;) estd contenida en un abierto
arco-conexo V; tal que todo camino cerrado contenido en V; es homotopico
a un camino constante en X. Noétese que para cada ¢ existe una vecindad
arco-conexa W; de «a(t;) contenida en V; N V;,;. Afirmamos también que si
[ satisface:

1. B(L;) CV;parai=1,...,r,

2. B(t;) e Wyparai=1,...,r,
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entonces [ es homotépico a a. Esto termina la prueba pues las condi-
ciones impuestas a [ determinan una vecindad abierta de a en la topologia
compacto-abierta.

Para probar la ultima afirmaciéon observamos que « es homotépico a
a1 * ... * o, donde «; es una reparametrizacion de la restriccién de « al
intervalo /;. Del mismo modo [ es homotépico a (1 *. .. (3. donde (3; es una
reparametrizacion de la restriccion de £ al intervalo I;. Sea ; un camino en
W; que une f(t;) con a(t;). Basta probar por induccion que aq * ... % q; es
homotépico a fy * ... * f; * 7;, utilizando el hecho de que 7, *; * B; * v, * a;”
es un camino cerrado en V; y es por lo tanto homotdépicamente trivial. Para

Figure 18.5: Tlustracion de la demostracién de la Proposicion 18.16.

probar la existencia de la particion, observamos que para cada z € X existe
una vecindad arco-conexa V, tal que todo camino cerrado contenido en B es
homotdépico a un camino constante en X. Para cada t € I, sea J; una vecin-
dad compacta y conexa (es decir un intervalo cerrado) de t en I tal que a(J;)
estd contenido en el interior de V). Como los intervalos abiertos int(.J;) re-

cubren I, existe un sub-recubrimiento finito {int(.J;,),int(Jy,),...,int(J,.)}
que recubre I. Los extremos de estos intervalos forman una particién con las
propiedades requeridas. O

Proposiciéon 18.17. Un espacio conexo, localmente arco-conexo y semilo-
calmente simplemente conexo X tiene un recubrimiento universal.

Demostracion Definimos el espacio X como el espacio de identificacion
Corp2(1,X)/ ~, donde a ~ f quiere decir que existe una homotopia de ex-
tremos fijos entre a y #. La funcién ¢ : X — X estd definida por ¢[a] = «a(1).
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Esta funcién es epiyectiva ya que X es arco-conexo, y es continua por la
Proposicién 13.9. Sea x € X, y sea V una vecindad arco-conexa de x en
X tal que todo camino cerrado contenido en V' es homotdpico a un camino
constante en X. Sea a un camino de zy a x, y sea W, la imagen en X del
conjunto de caminos de la forma «a * § donde 8 es un camino contenido en
V. Si vy es un camino que une z, con algin punto z € V| entonces existe un
camino 0 en V que une z con z. Se sigue que [y] = [(7*°P)* 4], por lo que la
pre-imagen en X de V es la unién de los conjuntos W, donde [a] recorre el
conjunto de clases de homotopia de caminos de xy a x. Afirmamos que cada
conjunto W, es abierto y que la restriccion de ¢ a W, es un homeomorfismo.
Esto prueba que ¢ es una funcién recubridora.

Para ver que W, es abierto, basta ver que su pre-imagen en Cy, »(I, X)
lo es. Sea {f6\}rea una red que converge a un elemento 5 de W,. Si 7,
es un camino que une fS5(1) con B(1) = z y estd contenido en V', entonces
By * vy converge a [ * c¢,, donde c, es el camino constante en z. Se sigue
de la proposicion precedente que para A suficientemente grande los caminos
B * 4y B * ¢, son homot6picos, por lo que 3y es homotdpico a 3%+, Por
definicién [5] € W, significa que 8 es homotépico a un camino de la forma
ax0cond: 1 — V. Sesigue que ) es homotdpico a (a % d) x 43" de donde
se obtiene [B,] € W,.

La restriccion de ¢ a W, es uno a uno, ya que los elementos de W, son
de la forma [ * ] con v : I — V', y para cada par de curvas en V' con los
mismos extremos existe una homotopia de extremos fijos entre ellas. Se sigue
que para demostrar que la restriccion de ¢ a W, es un homeomorfismo, basta
ver que es bicontinua. Sea {yj}rea una red que converge a y en V. Basta
ver que podemos escoger caminos de la forma « %y, con ~, : I — V uniendo
xconyyy axvycony: I — V uniendo x con y, tales que a * v\ — a * 7,
puesto que esto implica [a*v,] — [a*~7]. Para ver que tales caminos existen,
observamos que si 0 es cuaquier camino en V' que une x con y y si cada ) es
un camino en V' que une y con y,, entonces a* (6% fy) converge a ak (d*cy).
Se sigue que podemos tomar v = 6 * ¢, ¥ 7n = 0 * .

Finalmente, probaremos que X es simplemente conexo. Para ello, sea &
una curva cerrada con extremos en [c,,| v sea o su imagen en X. Entonces
« es una curva cerrada con extremos en xy. Afirmamos que [a] = [¢,,] como
elementos de X , es decir que a es homotépicamente trivial. Esto implica
que su levantamiento & también lo es, de donde sigue el resultado. Para ello
basta ver que si a; denota el camino a,(t) = «(st), entonces a(s) = [ag].
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Esta tultima afirmacion es trivial si s = 0 y la imagen de ambos lados es
a(s) = as(1), por lo que la afirmacion sigue de la unicidad del levantamiento.
Concluimos que [c,,] = @(1) = [a] como se afirmaba. O

En lo sucesivo, diremos un espacio con recubrimiento universal para
referirnos a espacios que cumplan las hipdtesis de la proposiciéon precedente.

Ejercicios

1. Sea X un espacio con recubrimiento universal y sea ¢ : ¥ — X un
recubrimiento. Sea x € X y sea V una vecindad abierta arco-conexa
de z tal que cada curva cerrada en V' es homotopicamente trivial en
X. Probar que V es trivialmente recubierta.

2. Si el espacio X tiene un recubrimiento universal, y si ¢ : ¥ — X y
p : Z — Y son recubrimientos, probar que Y op : Z — X es un
recubrimiento. Indicacion, usar el ejercicio anterior.

3. Sea X un espacio conexo y sea ¢ : Y — X un recubrimiento. Probar
que si existe un elemento x € X que tiene una cantidad finita n de
pre-imagenes, entonces cada elemento de X tiene n pre-imagenes. Tal
recubrimiento se denomina un recubrimiento n a 1 o de n hojas.

4. El pendiente Hawaiano se define como la uniéon de una familia infinita
{T'1,T9,T3,...} de circulos tangentes en un punto, con I, de radio %
La Figura 18.6 describe un recubrimiento ¢ : X — Y del pendiente
Hawaiano que se obtiene desdoblando el circulo I';. Nétese que en este

x DO OO OO C
gk
Y @n

Figure 18.6: El pendiente Hawaiano y un recubrimiento.
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cubrimiento cada punto de Y tiene infinitas pre-imagenes en X. De-
muestre que existe un recubrimiento ¢ : Z — X tal que la composicion
1) 0 ¢ no es un recubrimiento. Sugerencia: Construir un recubrim-
iento dos a uno que desdobla una familia de circulos cuyas imagenes en
Y corresponden a los circulos I',, con n tendiendo a infinito. .

5. Sea X un espacio topoldgico. Sea Y un espacio de identificacién de X
y sea p: X — Y la proyecciéon canodnica.

(a) Probar que para todo espacio topolégico Z podemos identificar
C (Y, Z) con un subconjunto de C'(X, Z) identificando a cada funcién
continua f :Y — Z con la funciéon f : X — Z que induce.

(b) Si C(X,Z) tiene la topologia compacto-abierta, pruebe que la
topologia compacto-abierta de C(Y, Z) es mas fina que la topologia
de subespacio.

(c) probar que las topologias coinciden si p es un recubrimiento.

6. Sea f, : S* — S! el recubrimiento dado por f,(z) = z". Probar
que para una curva cerrada « : [0,1] — S! existe una curva cerrada
B:[0,1] — S* tal que f, 0 = a siy sélo si a es una potencia n-ésima
en el grupo fundamental.

7. Un grafo se define como el espacio topolégico que se obtiene al identi-
ficar algunos puntos extremos (vértices) en un coproducto de intervalos.
Probar que todo espacio que recubre un grafo es un grafo.

8. Probar que si X es un espacio conexo v p : X — X es un recubrimiento,
probar que todo par de puntos en X tiene el mismo nimero de pre-
imédgenes en X (si este nimero es n se dice que el recubrimiento es de
n hojas).

9. Sea C' el cilindro C' = [0,1] x [-1,1]/ = con la identificacién (0,t) =
(1,%) y sea M la banda de Moebius definida por M = [0, 1] x [-1, 1]/ =’
con la identificacién (0,t) =" (1, —t). Probar que la funcién f : C' — M
definida por

2s,t] si s<1/2
f[s’t]:{ (25 — 1, —t] si 521;2}

es un recubrimiento.
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Probar que existe un recubrimiento del toro en la botella de Klein.

Sea P : X — X un recubrimiento. Probar que P induce un homomor-
fismo inyectivo

Poom(X;y) = m(X, z)
para cada y € P~!(x).

Probar que toda funcién continua f : S® — S* conn > 1 es homotdpica
a una funcion constante.

Probar que no existen recubrimientos del toro en la esfera.

Sea f : Y — X una funcién continua que induce el homomorfismo
trivial f, : m (Y;y) — m (X; f(y)) y sea p : X — X un recubrimiento.

Probar que existe un levantamiento f de f a X.

Sea f, : S1 — S! el recubrimiento definido por f,(z) = 2". Sea Y un
espacio topoldgico que tiene un recubrimiento universal. Probar que
dada una funcién continua g : Y — S?, existe una funcién h: Y — S1
tal que g = f, o h si y solo si

g.(m(Viy)) SnZ S Z = m (S fw)).
Existen funciones continuas de S* al plano proyectivo P?(R) que no se
levanten a la esfera?
Describa el recubrimiento universal del toro.
Probar que no hay recubrimientos de la esfera en el toro.

Probar que si p : X — X es un recubrimiento con X compacto, en-
tonces cada punto de X tiene un ntimero finito de pre-iméagenes en
X.

Probar que un espacio compacto con grupo fundamental infinito no
puede tener un recubrimiento universal compacto.

Describa el recubrimiento universal del espacio que se obtiene al pegar
dos circulos por un punto.
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22.

23.

24.

Describa el recubrimiento universal del espacio X = X; U X5 donde X;
es la esfera unitaria y X5 el segmento que une el polo norte con el polo
sur.

Seap:Y — X un recubrimiento. Probar que X tiene un recubrimiento
universal si y solo si Y tiene un recubrimiento universal.

Sea X un espacio cuyo recubrimiento universal es contractible y sea
Y un espacio simplemente conexo. Probar que toda funcién continua
f:Y — X es homotdpica a una constante.



Chapter 19

Acciones y recubrimientos
regulares

Sea G un grupo que actia continuamente en un espacio topologico X. En
otras palabras, asumimos que, para cada g € G, la funcién x +— ¢ - x es
continua. No asumimos aqui que G tiene una topologia, o, si la tiene, no
asumimos que la funcién f(g,z) = ¢ - = sea continua como funcién de g.
La existencia de una acciéon como la descrita arriba nos permite definir el
espacio cociente G\X. Este es un espacio topoldgico con la topologia de
identificacién.

Diremos que la accién es propiamente discontinua si para todo z € X
existe una vecindad U tal que para todo g € G se tiene UNg-U = @. En
particular, una accion propiamente discontinua carece de puntos fijos. Nétese
que la condicion implica ¢g,-UNge-U = & para cada par de elementos distintos

g1y g2 de G.

ejemplo 19.1. El espacio proyectivo P!(R) se define como el cociente de la
esfera S? por la accién del grupo ciclico Cy = (o) definida por o(z) = —z.

ejemplo 19.2. Sea GG un grupo topolédgico y sea H un subgrupo discreto, es
decir un subgrupo que es discreto con la topologia inducida. El subgrupo H
actia en G via multiplicacién por la izquierda (o la derecha). Como H es
discreto, debe existir una vecindad V' de la identidad e de G que no contiene
elementos de H distintos de e. Por la continuidad de las operaciones de grupo
existe una vecindad U de e tal que UU ! est4 contenido en V' y por lo tanto
UNhU = @ para todo h € H distinto de e.

El siguiente resultado es inmediato de las definiciones:

201
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Proposicién 19.3. Si la accion de G en X es propiamente discontinua, y
si H es un subgrupo de G entonces la accion de H en X es propiamente
discontinua. [

Proposicién 19.4. Si la accion de G en X es propiamente discontinua, y si
N es un subgrupo normal de G entonces la accion de G/N en N\X es propi-
amente discontinua. En particular el cociente (G/N)\(N\X) es homeomorfo

a G\X.

Demostracién Sea x un punto en X y sea T su imagen en el espacio
cociente G\ X. Sea U una vecindad abierta de x tal que para todo g € G se
tiene U Ng-U = @. Entonces si U es la imagen de U en G\ X, su preimagen
en X es Ugegg - U, una unién disjunta de abiertos. En el cociente N\ X
se identifican las vecindades gU y ngU = gn'U, con n,n’ € N, es decir se
identifican las vecindades que corresponden a elementos en una misma clase
lateral. Como las clases laterales en G/N no se intersectan, tampoco lo hacen
las imagenes en N\ X de los conjuntos de la forma | J,,.yng - U, y la unién
de estos conjuntos es la pre-imagen de U. La tultima afirmacion sigue del
corolario 5.16.1 O

Proposiciéon 19.5. Si la accion de G en X es propiamente discontinua,
entonces la proyeccion candnica de X en el espacio cociente G\X es un
recubrimiento.

Demostracién Sea x un punto en X y sea T su imagen en el espacio
cociente G\ X. Sea U una vecindad abierta de z tal que para todo g € G se
tiene U Ng-U = &. Entonces si Ues la imagen de U en G\ X, su preimagen
en X es UgeG g-U, que es abierto, y por lo tanto U es una vecindad abierta
de z. Por otro lado, como |J gec 9 U es una union disjunta de vecindades
abiertas, cada una homeomorfa a U, entonces existe un homeomorfismo

¢:|Jg-U—GxU
geG
definido por ¢(gu) = (g,u). Bajo esta identificacién se tiene h - (g,u) =
(hg,u), de donde el espacio cociente U es homeomorfo a cada g - U mediante
gu — u. El resultado sigue. O]

Lema 19.6. 5% la accion de G en X es propiamente discontinua, y i una
curva cerrada o en G\X tiene un levantamiento a una curva cerrada en X,
entonces cada levantamiento de o a X es una curva cerrada.
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Demostraciéon Sea & un levantamiento de a. Si & es una curva cerrada,
entonces cualquier otro levantamiento de o debe partir de un punto de la
forma g - zp, luego debe tener la forma ¢ — ¢ - a(t), luego es una curva
cerrada. O]

Un recubrimiento que satisface esta propiedad, es decir que si un levan-
tamiento es cerrado entonces todos lo son, recibe el nombre de recubrimiento
regular. Uno de los objetivos de este capitulo es caracterizar los recubrimien-
tos regulares.

Proposiciéon 19.7. Si la accion de G en X es propiamente discontinua, y
sip: X — G\X es la proyeccion candnica entonces la imagen p.[m(X; )]

del grupo fundamental de X es normal en my (G\X;p(:co)).

Demostracién Sea « una curva cerrada en X con extremos en xg, y
sea 8 una curva cerrada en G\ X con extremos en p(x). Entonces, si fes el
levantamiento de  con punto inicial xg y o es un levantamiento de po « con
extremos en 3(1), el cual existe por el lema precedente), entonces 3 % a’ % 5P
es un camino cerrado con extremos en xy y su imagen en G\ X corresponde
al elemento [B]p.[a][8] 7. O

El siguiente ejemplo es fundamental en lo que sigue:

ejemplo 19.8. Si X es un espacio con recubrimiento universal, es decir un
espacio conexo, localmente conexo y semi-localmente simplemente conexo,
el grupo fundamental G = m1(X; z) actia en el recubrimiento universal X
mediante [a][y] = [a*7]. Se sigue del hecho de que p : X — X es un recubri-
miento, que todo punto y € X tiene una vecindad V' trivialmente recubierta,
la que puede suponerse arco-conexa y que satisface

. <7T1(V; y)) =id € m(V;y). (19.1)

Dada la construccion explicita de X , es facil ver que la pre-imagen de V en
X es una unioén de copias de V' que estan en correspondencia con las distintas
clases de homotopia de curvas que unen el punto base x con y. Asimismo,
dados dos puntos distintos y,y" € V, existe una correspondencia natural
entre clases de homotopia de curvas de x a y con las clases de homotopia de
curvas de x a 3 dada por [a] — [a x €] donde € es un camino contenido en
V. La condicién (19.1) muestra que esta correspondencia es independiente
de la eleccién de e.
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Todo lo anterior nos dice que la accion de G en X es propiamente discon-
tinua. Recuérdese que el recubrimiento p se define por la férmula p[5] = 5(1).
Notese que si v es un camino cerrado en X con extremos en x, se tiene

pIBl = B(1) = (v + B)(1) = p(I7] - [4]).

para todo camino 3 con x como extremo inicial, por lo que la funcién re-
cubridora p : X — X induce una funcién continua epiyectiva bien definida
q : G\X — X, la que es abierta, ya que p lo es por ser una aplicacién re-
cubridora, e inyectiva, pues p[5;] = p[f] si y sélo si 51(1) = [2(1) por lo que
v = f1 % 5" es un camino cerrado para el cual v % 35 es homotopico a f;.
Se sigue que ¢ es un homeomorfismo, de modo que puede identificarse X con
G\X.

Sea ¢ = ¢y : Y — Y el recubrimiento universal de un espacio Y que
satisface las hipotesis del teorema de existencia. Usaremos esta notacion a
menudo en lo que sigue. Por la Proposicion 18.13, para todo recubrimiento
q: X — Y, existe un tnico levantamiento ¢ : ¥ — X tal que ¢ = qov y
Ylc,] = z, donde ¢, es el camino constante igual a y. Consideramos la accién
definida en el ejemplo 19.8. Recordemos que si a es un camino en Y con
extremo inicial en y, su nico levantamiento en Y con extremo inicial en [c,|
viene dado por &(t) = [ay], donde «y es el camino definido por a;(s) = a(ts).
Se sigue que para todo camino a en Y con extremo inicial en y se tiene
[a] = &(1) donde & es el levantamiento de o a X con extremo inicial en z.

Proposiciéon 19.9. Sea Y wun espacio con recubrimiento universal. Sea
q : X — Y un recubrimiento, con X conexo. Sea y = q(x) y sea H =
¢«|m1 (X5 2)], como subgrupo de G = m(Y;y). Entonces existe un homeo-
morfismo ' H\}7 — X inducido por la funcion i : Y — X.

Demostracién Dos elementos [3,] v [8] en Y estén en la misma H-
6rbita si y sélo si f1 es homotépico a (g o 7y) * fs para algin camino cerrado

~v en X con extremos en x. Se sigue que si f; es un levantamiento de 3; a X
con extremo inicial en x, se tiene

P[B1] = Bi(1) = v * Ba(1) = Ba(1) = ¥[Ba],

ya que v es un camino cerrado. Se concluye que ¢ : H \}N/ — X estd bien
definida. Esta funcién es epiyectiva por ser X conexo, y por lo tanto arco-
conexo, dado que Y tiene recubrimiento universal. Ademas es abierta, dado
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que v lo es por ser una aplicacién recubridora. Falta sélo ver que es inyectiva,

lo que seguird si probamos que ¥[3] = ¥[52] implica que el levantamiento

Bl a X es homotopico a un camino de la forma = B2 con vy cerrado en X,

pero esto es inmediato ya que ¥[5;] = 1[G implica Bl(l) = 5’2(1), y por lo

tanto 3 * G5 es un camino cerrado. O
El resultado precedente puede re-interpretarse como sigue:

Cada recubrimiento de Y es isomorfo a un recubrimiento de la
forma H\Y — Y, donde H es un subgrupo del grupo fundamental
de Y.

Noétese que existe una funciéon continua ¢ : H \17 —- K \37 que hace que el

diagrama

CH\Y —2 K\Y
N

conmute si y solo si el subgrupo H estd contenido en el subgrupo K, de
modo que existe una correspondencia entre recubrimientos de Y y subgrupos
de su grupo fundamental analoga a la correspondencia entre subgrupos y
subcuerpos que estudia la Teoria de Galois. Estamos ahora en condiciones
de probar el inverso de la Proposicién 19.7:

Proposiciéon 19.10. Supongamos que Y es conexo, localmente arco-conezo,
y semi-localmente simplemente conexo. Sea q : X — Y un recubrimiento con
X conezo. Sila imagen q.[m(X;z)] del grupo fundamental de X es normal

en m <Y; q(z) ), entonces eziste un grupo G actuando en X tal que la accion

de G en X es propiamente discontinua y un homeomorfismo ¢ 1Y — G\X
tal que la proyeccion candnica p: X — G\X satisface p = ¢ o q.

Demostracién Sea G = (Y;q(m)) y sea N = q.[m(X;x)], el que

es por hipétesis un subgrupo normal de G. Como ¢’ : N \57 — X es un

homeomorfismo, podemos usarlo para trasladar la accion de G /N en N \}N/ a

X para obtener lo pedido. O
El siguiente es uno de los resultados principales de este capitulo:
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Proposicién 19.11. Sea Y un espacio con recubrimiento universal y sea
q: X =Y un recubrimiento con X conexo. Entonces las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

1. q es un recubrimiento reqular.

2. Existe un grupo G y una accion propiamente discontinua de G en X,
para la que existe un homeomorfismo h : G\X — Y, que hace que el

diagrama
X
2N
h

G\ X Y

conmute si p es la proyeccion canonica.

3. q.[m(X; )] es normal en m (Y; q(a:)) para algin punto v € X.
4. q.|m(X;x)] es normal en m (Y; q(x)) para todo punto x € X.

Demostraciéon El hecho de que la Afirmacion 3 implica la Afirmacion
2 es la Proposicién 19.9. Si ¢ satisface la Afirmacion 2, entonces proviene de
una accién propiamente discontinua y el Lema 19.6 implica la Afirmacion 1.
Como es obvio que la Afirmacién 4 implica la Afirmacion 3, sélo falta probar
que la Afirmacién 1 implica la Afirmacion 4. Supongamos ahora que cada
curva cerrada « en Y que tiene un levantamiento cerrado a X tiene todos
sus levantamientos a X cerrados. Sea x € X y sea a € ¢ [m(X;z)]. En
particular a = [go @] para alguna curva cerrada & en X. Esto es otra manera
de decir que & es un levantamiento del camino @ = g o &, ya que tenemos un

diagrama conmutativo
)

[07 1] T>Y

Basta probar que para todo elemento b € (Y;q(m)), se tiene bab~! €

¢«[m(X;x)]. Sea v un representante de b y sea 4 un levantamiento de v a
X con extremo inicial en z. Sea & el levantamiento de « con extremo inicial
en 4(1). Este es también su extremo final por hipétesis, dado que, al ser la
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Figure 19.1: La Antena de Television universal como recubrimiento de la
figura-8.

curva cerrada & un levantamiento de «, todos los levantamientos de o son
curvas cerradas. Se sigue que 4 * & * 4°P es un camino cerrado y su imagen

en Y es un representante de la clase bab™! € m (Y; q(x)) O

No es dificil mostrar que el recubrimiento universal de la figura-8, es decir
de la unién de dos circulos con un punto en comun es la Antena de Televisién
Universal, es decir el arbol infinito donde cada vértice tiene valencia 4, como
se describi6 en el Capitulo 7. En la Figura 19.1 se ilustra esta funcién. Las
aristas de la antena se han coloreado azul o negro segin el circulo de la figura-
8 que tienen como imagen. Dado que el grupo fundamental de la figura-8 es
el grupo libre F3, este grupo actia en la antena. Esta observacién permite el
estudio del grupo libre via la teoria de recubrimientos. De hecho, es posible
interpretar cualquier grupo libre F(S), con un conjunto S de generadores,
como el grupo fundamental de el espacio Xg que se obtiene al pegar una
familia de circulos {I's|]s € S} por un tnico punto. No se requiere que el
conjunto de generadores S sea finito o siquiera numerable, pues es claro que
X es el cociente de un arbol apropiado por la accién de F'(S), y un arbol es
simplemente conexo. Concluimos que el grupo fundamental de Xg es el grupo
libre F'(S). Cémo todo grafo puede probarse homotdpicamente equivalente
a un espacio de este tipo contrayendo un arbol maximal, concluimos que el
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grupo fundamental de todo grafo es un grupo libre. Nétese que para probar
la existencia de un arbol maximal en el caso infinito se requiere el uso del
Lema de Zorn. Dado que todo recubrimiento de un grafo es un grafo, la
siguiente proposicion es inmediata de los resultados de este capitulo:

Proposiciéon 19.12. Todo subgrupo de un grupo libre es libre. [

Proposicién 19.13. Sea G un grupo que tiene una accion propiamente dis-
continua en un espacio con recubrimiento universal Y. Sea X = G\Y. Sea
G= ™ (X; ) para algin punto x € X, de modo que X = é\)?, donde X es
el recubrimiento universal de X. Sea y € Y con x = p(y), dondep:Y — X
es el recubrimiento asociado a la accion. Sea H = p,[m(Y;y)], de modo
que Y es candnicamente homeomorfo H\)z Entonces existe un isomorfismo

o: CNJ/H = que respeta la accion en 'Y .

Demostracion Sabemos que H es normal en é, y que G /H actia en
Y con el cociente correcto. De hecho, para toda clase [a] € CNJ, esta accion se
calcula escribiendo cada elemento ' € Y como el extremo final (1) de un
camino v : [0,1] — Y que satisface v(0) = y, y definiendo

—~——

o -y = (ax(poy)(D);

P

Donde « * (p o y) es un levantamiento del camino a* (po~), de X a Y.

Sea a el levantamiento de « que inicia en y. Nétese que (1) pertenece
a la preimagen de x en Y, la que coincide con la orbita de y. Sea g € G el
tnico elemento que satisface a(1) = g - y/. No es dificil ver que

—~—

ax(poy)=ax*(g.),

donde g.7v se define mediante (g-v)(t) = g-7(t). Esto demuestra que g-y' =
[a] -/ para todo y' € Y con tal de que se tenga g-y = [a] - y. Ademas [o] -y
depende sélo de la clase [a], por lo que lo mismo sucede con g. Podemos,

por lo tanto, escribir g = ¢ <[a]> Sélo queda probar que ¢, asi definido, es
un isomorfismo de grupos.

La funcién ¢ es epiyectiva, dado que para cada elemento g € GG,se tiene
que el punto g -y € p~1(x) es el extremo final de una curva que parte en
y, por lo que puede escribirse en la forma g -y = m -y para alguna curva



L. Arenas-Carmona 209

cerrada a que parte de x. Para ver que es un homomorfismo, escogemos
caminos o y 3 que unen y con g -y y h -y, respectivamente. Observamos
que (gh) -y =g - (h-y) es el extremo final del camino a * (¢ - £), donde &
y E son levantamientos de o y 8 que partende y. El camino a * (g - E}) es

un levantamiento de « * 3, de donde se sigue lo pedido. Finalmente, para
la inyectividad, escogemos un camino « tal que ¢ (E) es la identidad. En

otras palabras, si a es el | levantamiento de o a Y que parte de y, entonces el
extremo final &(1) coincide con y. Esto significa que & es un camino cerrado
en y, por lo que la clase [o] es trivial. ]

Corolario 19.13.1. Si se tiene una accion propiamente discontinua de un
grupo G en un espacio simplemente conexo X, entonces el grupo fundamental
de G\X es isomorfo a G. O

ejemplo 19.14. El grupo {+1} = C; actia de manera propiamente discon-
tinua en la esfera y el cociente es el plano proyectivo. Se concluye que el
grupo fundamental del cociente es isomorfo a Cs.

ejemplo 19.15. El grupo Z? actiia de manera propiamente discontinua en
el plano y el cociente es el toro. Se concluye que el grupo fundamental del
cociente es isomorfo a Z2.

ejemplo 19.16. Es facil ver que las transformaciones f(x,y) = (z + 1, —y)
v g(z,y) = (x,y + 1) generan un grupo que actia en el plano de manera
propiamente discontinua y que el cociente es homeomorfo a la botella de
Klein. Se concluye que el grupo generado por f y g es isomorfo al grupo
fundamental de la botella de Klein. Es decir al grupo

G = (z,ylryz = y).

ejemplo 19.17. Ilustraremos la accién del grupo fundamental en el re-
cubrimiento en el caso de la antena de televisién universal. Para ello, con-
sideremos el camino « en la figura-8, tal como se ilustra en la Figura 19.2.
A la izquierda de la figura hemos dibujado un levantamiento a de dicha
curva al recubrimiento universal. Observense los caminos verde y rojo que
parten del punto central, asi como sus copias que se inician en el extremo
final de a.. Apreciese la interpretacion a posteriori de esta accion como un
desplazamiento.
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.ﬁ:!?b*h.

Figure 19.2: La accién de la clase de un camino [a] en caminos y puntos.

ejemplo 19.18. A continuacién describiremos todos los recubrimientos dos
a uno de la figura-8. Nétese que cualquier recubrimiento de este tipo tiene la
forma H\ X, donde X es la antena de television universal y H es un subgrupo
de indice 2 en F, = (a,b|@). Tal subgrupo H es necesariamente normal y
el cociente Fy/H = Cy = {0, 1} es el tnico grupo con dos elementos salvo
isomorfismos. El subgrupo H, por lo tanto, puede ser descrito como el nicleo
de un homomorfismo epiyectivo ¢ : Fy — C5. Para determinar el niimero
de tales subgrupos, debemos entender cuando un segundo homomorfismo
V' Fy — ( tiene el mismo nicleo. Esto significa que los isomorfismos
inducidos ¢ : Fy/H — Cy y ¢ : F5/H — (3 pueden colocarse en un
diagrama conmutativo

Fy/H

, . ,

-~ s\l
cuya flecha horizontal o = ) o (W) es un isomorfismo. Esto nos permite
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escribir el diagrama conmutativo

Fy

N

«

Cy Cy

Conversamente, cada diagrama de este tipo cuya flecha horizontal denota
un isomorfismo nos entrega dos homomorfismos diagonales con el mismo
nticleo. Debemos, por lo tanto, describir los homomorfismos ¢ : Fy — (5
salvo automorfismos de C5. Esto tultimo es sencillo, ya que C5 carece de
automorfismos no triviales. Ademas todo homomorfismo de C5 es epiyectivo,
salvo si la imagen de cada generador es trivial. Todos los homomorfismos
estan, por lo tanto, cubiertos por la siguiente lista:

e Gla) =1y () = 0.
o Gla) =0y (b) = 1.
o Yla) =1y () = 1.

El primero corresponde a un subgrupo H que contiene a b, pero no a a. En
particular, en el correspondiente espacio recubridor las preimagenes del ciclo
que corresponde a b son curvas cerradas, mientras que las preimagenes del
ciclo que corresponde a a no lo son. Un analisis similar se tiene en el segundo
caso. En el tercer caso, el subgrupo H no contiene a a ni a b, pero si contiene
al producto ab, por lo que la yuxtaposicion de las curvas correspondiente debe
ser una curva cerrada en el espacio recubridor. Obtenemos asi los diagramas
i, il y iii de la Figura 19.3.

ejemplo 19.19. Seguimos con los recubrimientos tres a uno de la figura-
8. En este caso el subgrupo H no es necesariamente normal y conviene
considerar ambos casos, correspondientes a recubrimientos regulares y no
regulares, por separado. En el caso regular, el cociente Fy/H = C3 = {0, 1,2}
es el Unico grupo con tres elementos salvo isomorfismos. Debemos, por lo
tanto, describir los homomorfismos v : Fy — C3 salvo automorfismos de Cj.
Este tltimo grupo tiene un tnico automorfismo no trivial, el que intercambia
1y 2 Sivya) = 2, siempre podemos aplicar un automorfismo y asumir
¥(a) = 1. Sin embargo, en este caso no podemos aplicarlo por segunda vez
para fijar ¢(b). Sin embargo, cuando ¥(a) = 0 si podemos fijar ¥(b). Esto
nos permite reducirnos a los siguientes homomorfismos:
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A B B A
8 & oo

Figure 19.3: Los recubrimientos 2 a 1y 3 a 1 de la figura-8.

Las mismas consideraciones sobre los caminos cerrados en este caso nos per-
mite obtener los diagramas I, II, III y IV de la Figura 19.3.

Para obtener los recubrimientos no regulares necesitamos determinar los
subgrupos no normales de indice 3 en F,. Notese que cada subgrupo de este
tipo debe contener un subgrupo normal N de F3, llamado su corazén, que
es definido como el nicleo de la accién de Fy en Fy/H por multiplicacion
por la izquierda. Cémo F,/H tiene tres elementos, el orden de Fy/N debe
dividir a 3! = 6. Concluimos, dado que H no es normal, que F,/N debe
ser isomorfo al grupo simétrico S3. Dado que este grupo no es ciclico, no
puede ser generado por un unico elemento, por lo que el homomorfimo
correspondiente al subgrupo normal N no puede enviar a ninguno de los
dos generadores a la identidad. Tampoco puede enviar ambos generadores a
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¢ (

[/ NN\ L NN

Figure 19.4: Los recubrimientos de la figura-8 con una accién propiamente
discontinua del grupo Ss.

elementos de orden 3, ya que estos estan contenidos en el subgrupo Az. Nos
reducimos asi a tres casos:

e ¢(a) tiene orden 3 y 1 (b) tiene orden 2.
e t(a) tiene orden 2 y v (b) tiene orden 3.
e Ambos, 1(a) y ¥(b), tienen orden 2, y son diferentes entre si.

En S3, las permutaciones de orden 3 permutan ciclicamente, via conjugacion,
los elementos de orden 2, mientras que cada permutacion de orden 2 permuta,
ciclicamente, tanto los elementos de orden 3 entre si, como los restantes
elementos de orden 2 entre si. En el primer caso podemos conjugar por un
elemento de orden 2 para fijar ¢ (a) arbitrariamente, y luego conjugar por
un elemento de orden 3 para cambiar ¢(b) sin mover ¢(a). Lo mismo puede
hacerse en el segundo caso. En el tltimo caso podemos conjugar por un
elemento de orden 3 para llevar ¢ (a) a cualquier transposiciéon pre-elegida,
y luego conjugar por ¥ (a) para mover 1(b). Asi, en cada caso tenemos un
Unico recubrimiento. Estos se ilustran en la Figura 19.4. Para obtener el
recubrimiento no regular, debe cocientarse por una transposicion. Esto nos
deja 3 elecciones en cada caso, lo que da 9 grupos H. Sin embargo, remplazar
un grupo H por un conjugado es equivalente a cambiar la pre-imagen y
del punto base x que se usa para definir el recubrimiento, por lo que los
recubrimientos obtenidos son isomorfos. Esto nos entrega los diagramas V,
VI y VII de la Figura 19.3.
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Figure 19.5: El bitoro.

Definiremos el bitoro como el espacio que se obtiene al recotar un disco
de cada uno de dos toros y pegar los espacios restantes por el circulo borde
de cada uno. Esta construccion se ilustra en la Figura 19.5. Finalizaremos
este capitulo con el siguiente resultado:

Proposicion 19.20. El recubrimiento universal del bitoro es homeomorfo al
plano.

Demostracion Basta encontrar alguna acciéon propiamente discontinua,
en un espacio homeomorfo al plano, cuyo cociente sea homeomorfo al bitoro.
Para ello, utilizaremos algunas propiedades de las transformaciones de Moe-
bius y de la métrica hiperbdlica que no demostraremos aqui. Sea D el interior
del circulo unitario U. Las propiedades que necesitaremos son las siguientes:

Una transformacién de Moebius lleva circulos y/o rectas en circulos
y/o rectas.

Una transformacién de Moebius es conforme, es decir, preserva angulos
entre curvas.

Una transformacion de Moebius preserva la orientacién, es decir, al
verla como una funcién diferenciable de R? en si mismo, su derivada
tiene tiene determinante positivo.

Una transformacion de Moebius esta totalmente determinada por las
iméagenes de tres puntos.

Los circulos y rectas perpendiculares a U son las geodésicas de la
métrica hiperbdlica en D.

La métrica hiperbdlica en D es invariante por transformaciones de Moe-
bius que fijan D.
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Sea z un punto en el primer cuadrante del circulo unitario. Sea u la
transformacién de Moebius que lleva a los puntos z, Z y 1 en —2, —z y
1, respectivamente. Esta transformacién necesariamente preserva el circulo
unitario que es el unico circulo que pasa por cada uno de estos trios de
puntos. Por otro lado, como u preserva la orientacién, y como cada trio de
puntos, (z,2.1) y (=2, —=2,1) , estd ordenado en el mismo sentido respecto
de U, debemos concluir que p preserva D. Ademas p lleva el circulo que
es perpendicular a U en z y z al circulo que es perpendicular a U en —z y
—Z, como muestra la Figura 19.6.A. En particular, u lleva la regién verde a
algtin subconjunto de la regién amarilla, mientras que la inversa ! lleva la
region verde a algin subconjunto de la regién naranja. Por esta razén, nos
referiremos a esta transformacién como un desplazamiento.

Sea p la transformacién de Moebius definida por p(z) = e™*. A conti-
nacién consideramos las 8 rotaciones p; = p'opo p~¢ parai € {0,1,...,7},
del desplazamiento ya definido. Nétese que se tiene la relacién juq = p;*
para i € {0,1,2,3}. Cada una de estas lleva la regién en verde en la Figura
19.6.B al interior de un circulo diferente. Nos referiremos a la region verde
como el octagono fundamental, y a sus imagenes bajo el grupo €2 de transfor-
maciones de Moebius que fija D como octagonos. Nétese que todo octdgono
esta determinado por uno de sus lados, ya que los elementos de €2 preser-
van los angulos interiores (orientados) y los largos hiperbdlicos de los lados.
Aqui se usa el hecho de que por un punto de una superficie con una métrica
Riemanianna pasa una unica geodésica en cada direccién.

Cada una de las traslaciones p; identifica dos lados opuestos del octagono
fundamental. Para comprobar esto observamos que todos los lados tienen
el mismo largo, ya que son imégenes, unos de otros, bajo rotaciones en §2.
Ademaés w lleva el punto medio del arco que va de z a Z al punto medio
del arco que va de —Z a —z, pues preserva la recta real. Esto tltimo puede
comprobarse mediante un calculo explicito, pero no es necesario, ya que la
transformacién A definida por A(z) = u(Z), la que es de Moebius, satisface
la propiedad que define a .

A continacion estudiamos las imagenes del octagono fundamental bajo
productos de translaciones p;. Si a es una transformacion que lleva el
octdgono O, en verde en la Figura 19.6.C, en el rectangulo adyacente a(O)
en amarillo, y si 5(O) contiene la zona celeste, entonces ao 5(O) contiene a la
zona café. Iterando este procedimiento se obtiene una sucesién de octagonos
que se enrrolla alrededor de un vértice comuin, como a la derecha de la figura.
Si se asume que los angulos interiores miden exactamente pi/4, se obtienen

wi/4
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b

Figure 19.6: Ilustraciones para demostrar la Proposicion 19.20.
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ocho octagonos que encajan perfectamente alrededor del vértice dado. Esto
puede hacerse escogiendo z apropiadamente. Si el angulo entre z y Z vale
7/4 los circlos son tangentes. Si z estd muy cerca de i, de modo que el arco
entre z y Z es casi recto, los dngulos interiores del octagono fundamental O
aproximan el valor 37/4 que tienen los dngulos interiores de un octdgono
plano. Para algin valor intermedio de z los angulos interiores toman el
valor correcto. Cuando esto ocurre, las imédgenes de Oy por elementos del
grupo G = (;]0 < i < 7) se enrrollan alrededor de cada vértice formando
una teselacién completa del plano hiperbdlico similar a la teselacién de R?
por cuadrados que corresponde al recubrimiento fundamental del toro. Esto
muestra que la acciéon de G en D es propiamente discontinua y que el cociente
es homeomorfo al espacio que se obtiene identificando los lados opuestos de
un octagono como muestra la Figura 19.6.D.

Sélo resta mostrar que este ultimo espacio es homeomorfo al bitoro. Para
ello unilizamos las identificaciones para comprobar que todos los vértices
estan en una misma orbita, por lo que podemos ilustrar este espacio como
se muestra a la derecha de la Figura 19.6.D. Identificando los lados b y ¢
se obtiene claramente un toro con dos agujeros, y los bordes restantes se
identifican formando un asa adicional. O]

Ejercicios

1. Sea X un espacio con recubrimiento universal X. Sean ¢; : Y7 — X y
¢o : Yo — X dos recubrimientos conexos que satisfacen

P14 <7T1(Y1; y1)) = P2« <7T1(Y2; y2)>,

donde los puntos y; € Y7 e yo € Y5 satisfacen ¢1(y;) = ¢o(y2). Probar
que existe un homeomorfismo ¢ : Y7 — Y5 tal que ¢ = ¢ 0 1.

2. Sea X un espacio con recubrimiento universal X ysea ¢ Y — X
un recubrimiento. Sean y e y; dos pre-imagenes de un punto x € X.
Probar que para una (toda) curva a = ¢ o 3, donde [ une y con yi, se
tiene

(ao. (m(Y590) ) o)™ = 6. (m(V3)).

3. En las notaciones del problema precedente, probar que existe un home-
omorphismo ¥ : Y — Y que satisface ¢ = ¢pop y ¥(y) = y; siy sélo si
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10.

Figure 19.7: La superficie de género g.

R (7r1 (Y; y1)> = s <7r1(Y; y)) Concluir de aqui que el grupo de auto-
morphismos p : Y — Y que satisfacen ¢ = ¢op actiian transitivamente
en la preimagen ¢~ !(z) de un punto x € X siy sélo si ¢, (m(Y; y)) es

un subgrupo normal de m1(X;x).

Probar que todo espacio que recubre un toro es homeomorfo al plano,
un cilindro, u otro toro.

Sea X el complemento de dos puntos en el plano. Determine cuantos
recubrimientos dos a uno o tres a uno de X existen, salvo isomorfismos.

Sea X, el espacio que se obtiene al identificar (en el mismo sentido)
todos los lados de un poligono de n lados. Para que valores de n existe
un recubrimiento de dos hojas ¢ : Y — X, con Y conexo?

Sea X = X; U X,y donde X; es la esfera unitaria y X5 el segmento
que une el polo norte y el polo sur. Describa todos los recubrimientos
conexos de X.

La superficie S, de género g es el espacio ilustrado en la Figura 19.5,
en la que la rosquilla se repite exactamente g veces. Sea G, el grupo
fundamental de dicha superficie. Demuestre que G5 tiene un subgrupo
isomorfo a G, para cada g > 3.

Pruebe que el recubrimiento universal de .S, es homeomorfo al plano si
g =3

Sea F' el grupo libre con generadores a y by sea GG el subgrupo normal
generado por a® y b. Encuentre un conjunto de generadores de G' (sug-
erencia: observe que el subgrupo GG corresponde a un recubrimiento de
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11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

dos hojas, y encuentre generadores del espacio recubridor correspondi-
ente).

Encuentre un conjunto minimal de generadores para el menor subgrupo
2 2

normal K C F, que contiene a 22, 23 v (z112)%
Sea H un subgrupo de indice m de F;,. Probar que H es isomorfo a Fly
con N —1=m(n—1).

Encuentre todos los recubrimientos regulares seis a uno de la figura 8.

Encuentre todos los recubrimientos regulares p : Y — X ocho a uno
de la figura 8, paro los que X es el cociente de Y por la acciéon de un
grupo isomorfo al grupo quaternion Q)g.

Probar que el grupo libre F,, con una cantidad numerable de gener-
adores es isomorfo a un subgrupo del grupo libre F5 (sugerencia: buscar
un recubrimiento apropiado).

Sea G un grupo finitamente presentado (es decir que G estd definido por
una cantidad finita de generadores y una cantidad finita de relaciones).
Probar que existe un espacio topoldgico cuyo grupo fundamental es
isomorfo a G. Usando eta idea, describa un método para estudiar los
subgrupos de indice finito de G.

Sea X es espacio que se obtiene al pegar por un punto los espacios X;
y X5. Asumiendo que X; y X5 tienen un recubrimiento universal, pro-
bar que X tiene un recubrimiento universal y describalo. Sugerencia:
intente primero el caso m (X1;x) = m(Xo; ) = C.

Sea X es espacio que se obtiene al pegar dos planos proyectivos por
un punto. Determine cuantos recubrimientos dos a uno y tres a uno
existen, salvo isomorfismos.

Sea X es espacio que se obtiene al pegar dos planos proyectivos por un
punto. Demuestre que X no puede ser homeomorfo a un cociente de la
forma G\Y, donde Y es conexo y G es isomorfo a Qs.

Sea B = S5 el bitoro. Sea K < m(B, by) el subgrupo correspondiente al
recubrimiento cuatro-a-uno ¢ : Y — B que satisface ¢ = ¢poo para una
rotacion o de orden 4 como la ilustrada en la Figura 19.6. Encuentre
un conjunto de generadores de K.
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s

Figure 19.8: Una accién cuyo cociente es el bitoro.
21. En la demostracion de la proposicién 19.20, calcule el valor de z y
escriba explicitamente las transformaciones ’f;.

22. En la demostracion de la proposicion 19.20, describa explicitamente el
grupo GG en términos de generadores y relaciones.



Chapter 20

Teorias de homologia.

El grupo fundamental nos permite distinguir, entre si, un buen nimero de
espacios topologicos. Sin embargo, este concepto no es tan 1til, por ejemplo,
para distinguir esferas de dimension superior. Es posible definir andlogos
del grupo fundamental en dimensiones mayores. Tales grupos son llamados
grupos de homotopia. Sin embargo, estos grupos son a menudo dificiles de
calcular. Es por tal razon que introduciremos una herramienta algebraica
que facilita este estudio en una variedad amplia de situaciones. Son los
llamados grupos de homologia. El contexto natural para definir estos grupos
es el de complejos de cadenas. En estas notas, por un complejo de cadenas,
entenderemos una sucesion C,, de grupos abelianos junto con una sucesion
de morfismos 0, : C,, — C,,_1 que satisfacen

8n o an+1 =0.

Si n es claro del contexto, o al hablar de todas estas funciones en forma
genérica, omitiremos el sub-indice, escribiendo, por ejemplo, la ecuacién an-
terior como 9% = 0. Definiremos también

Zn =ker(0,), B,=im(0p+1), H,= Z,/By.

Nétese que esto tiene sentido ya que la ecuaciéon 92 = O nos da B,, C Z,, C C,,.
Llamaremos a H,, el n-ésimo grupo de homologia del complejo. A menudo
utilizaremos una notacion del tipo

¢ B0 B 002 0, 22 0

para denotar tal complejo de cadenas, en cuyo caso utilizaremos notaciones
como Z,(€) o H,(), especialmente la tltima.

221
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ejemplo 20.1. Consideremos el complejo de cadenas
Q::...&OQ%C]_ACQ@{O},

donde 0,, = 0 para cada n. Entonces H, (&) = C,, para cada n.

ejemplo 20.2. Consideremos el complejo de cadenas
TN 1)} QN Ny R Nyo RN LN 1108

donde C),, = 0 para cada n > 3. Supongamos ademas que

Co=2, ,Ch=Z&%7Z, Cy=2Z,
mientras que las funciones borde no triviales estan definidas por

Oa(n) = (n,—n), ,0i(s,t)=s+t.
Podemos comprobar que se trata de un complejo de cadenas, puesto que

01 00s(n) =n+ (—n) =0.

En este caso comprobamos que H,(€) = {0} para cada n.

En general, nos interesan, por cierto, complejos de cadenas que tengan
una definicién sencilla en términos de ciertos objetos de interés en topologia.
Daremos, a continuacién, algunos de los ejemplos que juegan un rol central
en los capitulos que siguen.

Homologia Simplicial: = Sea ¥ un complejo simplicial, como se definié
en el capitulo 16. Para cada simplice T" € ¥ se escoge un orden en sus
vértices, es decir, escribimos T' =T}, .,y consideramos para este simplice
un elemento abstracto [x,...,z,|. Asociamos a ¥ un complejo de cadenas
@simP- e el que los grupos C,, se definen formalmente como sigue:

(L) = P Zlwo, ... a).

.....
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Para cada permutacién p del conjunto {0,...,n} se utiliza la convencién
[Tp0), - > Tpmy] = (580(p))[@0, - .., x,), donde sgn denota la funcién signo.
Los operadores borde 0, se definen mediante la férmula

n

o, .. xn) =Y (=1)'[z0, ..., T, ., 2],

1=0

la que se extiende por linealidad. Aqui, el simbolo Z denota la ausencia del
correspondiente elemento x. El complejo €5™P- | asi definido, recibe el nombre
de complejo de cadenas simpliciales. Podemos comprobar que de hecho se
trata de un complejo de cadenas por un simple calculo en los generadores:

n

0o, . x) =Y (=1)O[xo, ..., B, ..., )

i=0
7’+ A~ ~
—E YO0,y .o Ty Ty T
7<i
1 ~ ~
+E Z+]+8x0,...,xi,...,xj...,a:n]
1<j
— H— o o
E Y O[T0,s - Ty ooy Ty T
1<J
+E D 0wy, . Ty, T, ] = 0,

1<j

donde, en el peniltimo paso, se intercambia ¢ por j en la primera suma. Este
complejo de cadenas se denota €™P(X). Los correspondientes grupos de

homologia se definen por Hs™ (X)) := H,, (QSimp'(Z)). Se les llama grupos

de homologia simplicial.

ejemplo 20.3. Consideremos el complejo simplicial de la Figura 20.1. En
este caso tenemos los bordes

0A=e—b+a, 0B =c—d+e, da =1z —w,
0b =1y —w, oc=z—y, od =z —x, Oe =1y — .

Lo que nos da el complejo de cadenas

{0}y 2 72 2, 75 2 70— (o),
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A=[w,x,y]
B=[x,y,z]
a=[w,x]
b=[w,y]
c=[y,z]
d=[x,z]
e=[x,y]

Figure 20.1: Un complejo y una orientacion para sus simplices.

con bases ordenadas { A, B}, {a, b, ¢,d, e}, {z,y, z,w}, y donde los operadores
borde estan dados por las matrices

_11 8 1 0 0 -1 -1

0 1 -1 0 1

% = 8 _11 G 0o 0 1 1 0
- -1 -1 0 0 0

Aqui comprobamos que Hy™(2) = H™(2) = {0}, mientras que la 0-
homologia nos da Hy """ (X) = Z.

Llamaremos A-complejo, o complejo simplicial generalizado, a un com-
plejo simplicial en el que algunos simplices han sido identificados entre ellos,
con la condicién de que si dos simplices se identifican, lo mismo ocurre con
todas sus caras en forma consistente. La notacién para simplices dada mas
arriba no es tan util en este contexto mas general, pero la definicién dada
alli puede ain exterdense. Dejamos al lector la tarea de convencerse de esto.

ejemplo 20.4. Consideremos el complejo simplicial generalizado de la Figura
20.2. En otras palabras, tomamos la unién disjunta de dos simplices A =
(w,z,y| y A" = [w',2',y/], para, a continuacion, identificar los vértices core-
spondientes, w con w’, x con x’ e y con ¥, asi como las aristas correspon-
dientes, a = [z,w] con [z, w'], y asi sucesivamente. A nivel de clases de
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Figure 20.2: Dos simplices con bordes identificados.

equivalencia, tenemos ahora los bordes
0A=e—b+a, 0A' =e—b+a,
da =x — w, 0b =1y —w, Oe =y — .
Lo que nos da el complejo de cadenas
9 2 02 53 01 3
{0y > 72° = 7° — 7Z° — {0},

con bases ordenadas { A, B}, {a,b, e}, {w, z,y}, y donde los operadores borde
estan dados por las matrices

1 1 ~1 -1 0
b= -1 -1, oa=1 0 -1
1 1 0o 1 1

Aqui comprobamos que Hy™ (X)) = Z, H}"™ (%) = {0} y HJ™ (¥) = Z.

A-Homologia: Sea Y un A-complejo. Un simplice singular com-
binatorial (o mas simplemente, un simplice combinatorial) es una funcién
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simplicial o : T;, — > donde T}, es el simplice unitario n-dimensional definido
en el capitulo 16. Definimos el grupo de A-n-cadenas por

A
Co(X) = @ Zo,
o:Ty,—2
simp. sing. comb.

es decir, C2(X) es un médulo libre con una base indiceada por los simplices
combinatoriales. Por costumbre, el elemento de la base se identifica con el
sfmplice correspondiente, por lo que lo elementos de C2 () se escriben como
combinaciones formales de dichos simplices.

Por simplicidad, escribiremos la base de R™™! como {ey, ..., e,}, de modo
que el simplice T, tenga a dicha base como conjunto de vértices. Supongamos
primero que X es un complejo simplicial. En este caso, un simplice combi-
natorial o esta totalmente determinado por la imagen a; de cada vector e;
de la base canonica, dado que o es una funcién simplicial. Por esta razon,
utilizaremos a menudo la notacién o =: |[ay, .. ., a,]|. En tal caso, podemos
definir el borde por la férmula siguiente:

n

Ollzo, - xnl| =D (=1)'|[z0, .., Fh, .y ],

=0

la que es enteramente andloga a la dada més arriba. En particular, la
férmula 9> = 0 se prueba como antes, con un ligero cambio de paréntesis.
Coémo un ejemplo, obsérvese que, si 2 coincide con el simplice unitario T3, =
leo, - . ., €], entonces el simplice combinatorial o, = |[eg, ..., e.]| : T, — T,
es simplemente la funcién identidad.

En el caso general, donde ¥ es un A-complejo arbitrario, se utiliza una
definicién algo mas elaborada del operador borde. Se define la i-ésima cara
del simplice unitario por

Ti = |[eos -1 €1y oy enll,

y se define el operador borde mediante do = 7" (—1)‘co7;. Nétese que esto

es consistente con la férmula precedente cuando ¥ es un complejo simplicial.
Si extendemos el operador composicién 7 — o o7 linealmente a todo el grupo
C2 (), esta tltima férmula se re-escribe 9o = o o (J0,). Esta observacién
permite demostrar facilmente la férmula 0> = 0 en completa generalidad.
Este complejo de cadenas se denota €2(X). Los correspondientes grupos
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de homologia son H2(X) := H, (QﬁA(E)). Los llamaremos grupos de A-

homologia.

En lo que sigue, nos referiremos a los simplices de la forma [ag, a1, . . ., a,],
los que son conjuntos y no funciones, como simplices geométricos, a fin de
evitar confusiones con los simplices combinatoriales, o con los simplices sin-
gulares que definimos méas abajo.

ejemplo 20.5. Incluso complejos simpliciales muy sencillos (0 poco com-
plejos!) tienen un nimero infinito de simplices singulares combinatoriales,
por lo que calcular ejemplos explicitos es dificil en este punto. Calcularemos
aqui solamente la A-homologia del complejo que contiene sélo un simplice
y de dimension 0, es decir un punto. En este caso existe un tnico simplice
singular en cada dimensiéon n. Lo denotaremos )\,. No es dificil ver que
An ©T; = \,_1 para cada t, ya que este es el inico simplice de la dimensién
correcta. Concluimos que el complejo de A-cadenas tiene la forma

B 7 2 7N B 7N — {0}

Observamos que OX, = > o ((—1)"A,_1 = %/\n_l, de modo que los op-
eradores borde 0,,, con n par, coinciden con el isomorfismo canénico, mientras
los restantes son nulos. Identifiquemos cada generador con 1 por simplicidad.
Obtenemos asi la sucesién

27 7 70— {0}, ri(1) = i,

el cual tiene homologia nula, salvo en dimensiéon 0. En este caso la A-
homologia coincide con la simplicial. Veremos mas adelante que este es el
caso para todo complejo simplicial.

Homologia Singular: Sea X un espacio topologico. Un simplice
singular en X es cualquier funcién continua o : T, — X, con T, como antes.
Definimos el grupo de n-cadenas singulares mediante

cire(X)= @ Zo

o:Ty—
simp. sing.

El operador borde se define mediante do = )" (—1)’co7;, como en el ejem-

plo anterior, y se demuestra la férmula 9> = 0 también andlogamente. En
este caso escribimos €5"¢(X) por el complejo, y Hi"¢ (X) := H, (CSing' (X)>
por los grupos de homologia.
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ejemplo 20.6. Se deduce facilmente que los grupos de homologia singular
del espacio {p} con un tnico punto son de la forma

Hy"({p}) =2,  H;"*({p}) = {0} paran > 1,

puesto que este espacio tiene una estructura natural como A-complejo y cada
simplice singular alli es combinatorial.

Modelos de papel: El conjunto de simplices singulares puede ser,
en la practica, bastante poco manejable, pero hay un truco que permite
reducir muchos céalculos a la A-homologia. Sea ¥ cualquier familia finita de
simplices singulares en un espacio topolégico X. Asumiremos que esta familia
es cerrada bajo caras y permutaciones, donde una cara de un simplice o es
cualquiera de los simplices o o 7; que aparecen en la definiciéon del operador
borde, mientras que una permutacién es cualquier simplice de la forma

0 o |[en0)s €u(r)s - - - s €umll;

donde p es una permutacion del conjunto {0,1,...,n}. Podemos definir un
A-complejo ¥ con un simplice (geométrico) por cada simplice singular en i,
identificando caras y permutaciones de la manera natural. Sea |3| el polihe-
dro de X, es decir, el espacio topologico subyacente al complejo. Los simplices
singulares pueden pegarse para dar una funcién continua ¢ : || — X tal
que cada simplice singular en S es la imagen de un simplice combinatorial de
>.. Este truco permite trasladar identidades obtenidas para simplices com-
binatoriales al caso mas general de simplices singulares, y reducir muchos
calculos a la construccion de modelos de papel apropiados.

ejemplo 20.7. Consideremos un 2-simplice combinatorial arbitrario y pro-
cedamos a dividirlo en tres simplices menores como muestra la Figura 20.3.
Podemos probar que, ordenando apropiadamente los vértices de los simplices
menores, existe un 3-simplice singular p que satisface o + 0p = o1 + 05 + 03,
donde la imagen de o es el simplice mayor, mientras oy, 09, y 03 tienen como
imégenes a los simplices menores. Una manera de hacer esto es construir un
modelo de papel, que en este caso es el borde de un 3-simplice geométrico. No
es dificil extender este modelo a uno que incluya el interior del 3-simplice. De
hecho, puede extenderse mediante una funcion lineal. Pudiendo hacer esto
con un simplice geométrico, no hay dificultad en ver que lo mismo se aplica
a cualquier simplice singular. Los detalles se dejan al lector.
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Figure 20.3: Modelo de papel para una subdivision del 2-simplice.

ejemplo 20.8. Sea ¢ un 1-simplice singular arbitrario, el que puede inter-
pretarse como una curva, y denotemos por 7 una reparametrizacién de la
misma. Sabemos por el Lema 15.2 que existe una homotopia entre ambas
curvas. Triangulando el cuadrado de forma apropiiada, obtenemos un mod-
elo de papel para esta situaciéon como el representado en la Figura 20.4. La
imagen de las lineas horizontales ¢ y d son funciones constantes. Se deduce
facilmente del ejemplo 20.5 que el 1-simplice constante es un borde y por lo
tanto también lo es el ciclo 0 — 7, que es la imagen de a — .

Homologia con coeficientes:  Todo lo dicho anteriormente se aplica
si, para cualquiera de las teorias precedentes, remplazamos una cadena € por
la cadena € ®z A para un grupo abeliano A cualquiera. En otras palabras,
remplazamos el grupo de n-cadenas C), por el producto tensorial C, ®z A,
y definimos el operador borde en este nuevo complejo por d=0®Id. De
este modo obtenemos los grupos de homologia HS™P-(3 A), H2 (X, A) vy
H5"e (X, A), donde X es un complejo simplicial y X un espacio topoldgico.
En este caso, hablaremos de grupos de homologia con coeficientes en A.

Ejercicios

Todos los complejos simpliciales considerados se asumen finitos.
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It

w Vv

Figure 20.4: Modelo de papel para exhibir la diferencia de dos reparametriza-
ciones como un borde.

1. Calcule la homotopia del complejo
0% 055050 %G,
donde se tienen las identidades
Cy=17° Cy=17° Cy=7° Co=1277

y las funciones a, b, ¢, d tienen las matrices respectivas

1 00 000
=100, p=|010],
1 00 001
4 00
a={ooo)im=(5 7 %)
8 0 0

2. Calcule la homotopia del complejo
0% Cy 505050y,
donde se tienen las identidades
Cs=TF3 Cy=TF3 C, =T, Cy=TF3,

y las funciones a, b, ¢, d tienen las matrices descritas mas arriba, pero
en FQ.
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[a,b, €], [b,c, f]
le, 4], [d. e, g]
[97 h? 67 i]

[h, e, g, e, [g, ., [g, b, €]

Figure 20.5: Un complejo simplicial.

3. Sea A un grupo abeliano arbitrario. Sea t : A — A el homomorfismo

t(x) = nz para algun entero n fijo. Pruebe que 0 — A L A= 0esun
complejo de cadenas y calcule sus grupos de homologia.

4. Sea K el complejo de la Figura 20.5, cuyos simplices de dimensién 2 y
3 estan indicados: Calcule los grupos de homologia simplicial de K.

5. Probar que un grafo finito G es un drbol si y sélo si H;™ (G) = {0}.

6. Sea > un complejo bidimensional cuyo poliedro es homeomorfo al disco.
Llamaremos a este tipo de complejo un disco combinatorial. Probar por
induccién que H;"™ (X)) y Hy ™™ (X)) son triviales.

7. Sea Y un complejo que se obtiene pegando dos discos combinatoriales
por el borde, de modo que el poliedro |X| es homeomorfo la esfera S*.
Probar, usando el ejercicio anterior, que Hy """ (X)) & Z.

8. Probar que si K es un complejo de dimensién n, entonces HE™-(K) es
libre de torsion.

9. Probar que para todo complejo K y para cada p > n + 2 se tiene
Heme(K) = Hs™P(K)), donde K, es el p-esqueleto de K.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sea K un complejo arbitrario. Probar que H3™ (K) 2 Z" donde r es
el nimero de componentes conexas de K.

~

Encuentre un A-complejo K,,, para cada entero n, tal que Hfimp' (K,)
C,,, donde C), es el grupo ciclico con n elementos.

Sea X un espacio topoldgico con r componentes arco-conexas, probar
que H"™® (X)) = Z".

Sea X un espacio topolégico contractible. Denotemos por B? al disco
unitario. Probar que para toda curva cerrada v en X existe una funcion
continua p : B> — X tal que v puede verse como el borde de p en un
sentido apropiado. Usar esta idea para probar que Hy"® (X) es trivial.

Sea K una triangulacién de una superficie compacta X. Diremos que K
es orientable si es posible dar una orientacién a cada cara (2-simplice)
de K de modo que caras vecinas tengan orientaciones compatibles (dos
orientaciones son compatibles si al calcular el borde de cada simplice, el
coeficiente del lado comin se cancela). Probar que, si K es orientable,
entonces Hy™ (K) = Z, y en caso contrario Hy™ (K) = {0}.

En una arista [a, as|, demuestre que la suma de los simplices combina-
toriales |[a, as]| ¥ |[ag,a1]| es un borde. Sugerencia: Calcule el borde
de |[a1, as, ai]].



Chapter 21

Homotopias de Cadenas.

El propédsito del presente capitulo es estudiar la invariancia topolégica de
los grupos de homologia. Es claro, ya de la definicion, que los grupos de
homologia singular dependen sélo del espacio topoldgico sobre el cual se
definen, por lo que son invariantes bajo homeomorfismos. FEsto no es, a
priori, cierto para la A-homologia, o la homologia simplicial, puesto que estas
dependen de la representacion de un cierto espacio como el polihedro de un
complejo. Sin embargo, es posible mostrar que todas estas teorias coinciden
y que son invariantes bajo equivalencia homotopica, lo que es mucho mas
fuerte que la invariancia bajo homeomorfismos. En este capitulo mostraremos
que este es el caso para la homologia singular de un espacio topolégico. A
continuacion lo probaremos para la A-homologia de un complejo, probando
que esta coincide con la homologia singular del polihedro correspondiente.
Para cumplir dicho objetivo, debemos interpretar la nocién de homotopia en
términos de complejos de cadenas.

Para efectos de este apunte, una funcién de cadenas f : € — © es una
familia de morfismos f,, : C,, — D,, que satisfacen la identidad f,,_; 00, =
Op © fn, @& menudo resumida mediante la férmula fO = df. Una funcién
de cadenas lleva ciclos en ciclos y bordes en bordes, es decir satisface las
relaciones

H(2:@) c 2.0, f(Bu(®) < B.(0).

por lo que define una funcién f, : H,(€) — H,(®) a nivel de grupos de
homologia.

ejemplo 21.1. Una funcién continua f : X — Y define una funcién de
cadenas fa : €& (X) — €8 (Y) mediante fa(c) = f oo, por lo que

233
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Figure 21.1: El borde de un tarro.

también define un morfismo f, : H3™& (X)) — H"&(Y) a nivel de homologfa.

Recordemos que una homotopia entre dos funciones f,g : X — Y es
una funcién continua H : X x I — Y que coincide con f, o con g, cuando
el pardmetro ¢t € I es igual a 0, o a 1, respectivamente. Esto hace que,
para estudiar homotopias, entre funciones de cadenas, sea natural verlas en
términos de una triangulacion del “tarro” mostrado en la Figura 21.1. Los
bordes superiores e inferiores se interpretan como copias del espacio X. Sin
embargo, el borde del tarro tiene un tercer componente, la parte verde del
dibujo. Por asi decirlo, el “manto del tarro”. En simbolos, tenemos

X xI)=(Xx{0}H)U(X x{1})U(0X x I).

La idea es convertir esta relacién conjuntista en una relacién a nivel de
grupos de cadenas que podamos utilizar como un analogo algebraico a la
idea de homotopia. El primer obstaculo que encontramos reside en el hecho
de que un producto de simplices no es, en general, un simplice por lo que
necesitamos una triangulacion.

Si T, = [eo,€1,--.,€,] es el simplice unitario, describimos el producto
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Figure 21.2: Una subdivisién del intervalo [0, 1].

T, x I, como un prisma cuyos vértices son los elementos del conjunto

{(60,0), (€1,0),- .., (en, 0), (€0, 1), (e1, 1), ..., (en, 1)}.

Este puede verse como la unién de los siguientes simplices geométricos:

Ai:[(60,0),@1,0),...,(ei,()),(ei,n,...,(en,1)}, ie{0,1,....n}.

De hecho, el elemento (z,t), donde z € T, y t € [0,1] pertenece a uno de
estos simplices si podemos escribir

($7t> = @0(60,0) + al(elao) +oeeet ai<€i70) + bi(eia 1) +oeet bn<€n7 1)

La unicidad de las coordenadar baricentricas de x nos permite determinar
que la coordenada ¢; correspondiente al vértice e; es la siguiente:

® ¢, =ay,sij<i.
e c;=0b;,s1j>1.
® CZ:CLz—i-bZ,Sl]:Z

Por otro lado, se tiene t = b; + b; 1 + - -+ + b,. En otras palabras, tenemos
las siguientes desigualdades:

Cip1t -+ <t< ¢+ cypr+ -+,

por lo que (x,t) pertenece a exactamente uno de tales simplices, a no ser
que t coincida exactamente con una suma de la forma ¢ + - - - + ¢,, en cuyo
caso puede escogerse k =7 0 k =i+ 1. En este caso, (z,t) pertenece a una
cara que separa dos simplices. Esto puede ilustrarse dividiendo el intervalo
0, 1] en subintervalos de largo ¢;, como se aprecia en la Figura 21.2, lo que
es posible, pues ¢g + - -+ + ¢, = 1. El punto (x,t) se encuentra en el interior
de un simplice si t esta al interior de uno de estos intervalos, y en una cara
cuando t estd en un borde.



L. Arenas-Carmona 236

Consideremos ahora el simplice combinatorial

pi:([(60,0),(61,0),...,(ei,O),(ei,1),...,<en,1)}‘, ie{0,1,...,n},

correspondiente al simplice geométrico A;. Definamos también las siguientes
familias de simplices combinatoriales:

b = ][(60,0),(61,0),...,m,...,(ei,o>,(ei,1),...,(en,1)} i<
v = [(60,0),(61,0),...,(ei,O),(ei,l),...,m,...7(en,1)}‘, i<

Es inmediato que p;; = v;-1,-1, de donde se tiene la relacién

P (Z(_l)i'g’) _ Z(_l)i—l—jui’j + Z(_l)i+j+lyi’j

1=0 J<i j2i

= Z<_1)i+jﬂi,j + Z(_l)i+j+lVi,j + Vnn — Ho,0,
1<t 7>
al cancelar todos los términos diagonales.
Introduzcamos la notaciéon p = >~ (—=1)"p;. A cadan simplice singular o
le asociamos la cadena Ko = Ha (p), donde H:T,xI —>Yesla composicién
H o (0,id). Con estas notaciones, la férmula de arriba nos da

O(Ko) = (=1)" Haluig) + Y (=1 Ha(vig) + Ha(vnn)

i<t j>t

—I:IA(/JO,O)-

Las dos primeras sumas contienen, exactamente, los mismos términos que
la cadena —K(Jo), en la que se aplica a cada cara de o el mismo proced-
imiento utilizado al definir Ko. (sugerimos al lector escribir esta expresién
con cuidado para cerciorarse de ello). Por otro lado H o Vnn = galo) y
I:Iouop = fa(o). Concluimos que se tiene la férmula: 0K = —KJ+ga — fa.
Esto es, de hecho, todo lo que necesitamos para concluir que las funciones
inducidas, a nivel de homologia, coinciden.

En general, por una homotopia de cadenas K : € — ® entre dos funciones
de cadenas f,g : € — ®, nos referiremos a una familia de funciones K, :
C, — Dy,y1 que cumplen la identidad 0K + K0 = g — f. Cuando tal
homotopia existe diremos que las funciones de cadenas son homotépicas.
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Proposiciéon 21.2. Funciones de cadenas homotépicas definen la misma
funcion a nivel de homologia.

Proof. Sea ¢ € C,, un ciclo. Entonces g(c) — f(¢) = (0K + K9)(c) = 0(Kc).
Como esta tltima cadena es un borde se tiene g.([c]) — fi([¢] 0y el
resultado sigue. []

Corolario 21.2.1. Espacios homotopicamente equivalentes tienen grupos de
homologia isomorfos.

Un lema técnico que nos hara la vida mas sencilla en el resto del apunte
es el siguiente:

Lema 21.3. Si f : € = © es una funcion de cadenas, y st K, : C,, = Dp1q
denota cualquier familia de funciones, entonces g = KO + 0K + f es una
funcion de cadenas.

Proof. Esto se deduce del célculo siguiente:
0g=0(K0+ 0K + f) =0K0+ 0f

— OKO + f0 = (K + K + f)d = go.
O

Es facil definir una funcién de cadenas i : €2(X) — €58 (|X]) para cada
A-complejo . Basta con interpretar cada simplice combinatorial, que ya es
una funcién, como un simplice singular, es decir, olvidamos que proviene de
la estructura del complejo. Es inmediato que 7 es una funcion de cadenas
y que, por lo tanto, define una funcién 4, : H2(X) — HS&(|%]) a nivel de
homologia. En lo que sigue probaremos que esta funcién es un isomorfismo.

Subdivisién Baricéntrica. Sea o : T, — X un n-simplice singular
arbitrario. Consideremos la division de este utilizando su baricentro by, como
la que se muestra en el Ejemplo 20.7 (Ver figura 20.3). Definamos el (n+1)-
stmplice singular

L0 =—0o]|[by,ep,€1,--.,6l
y escribamos 0,0 = 0(L, 10) + 0. Notese que esta ultima cadena estd dada
por la férmula

n

5n0 = Z(_l)ZU © |[b07607€17 . '7é\i7 - '7en]|'

1=0
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Agregamos ahora un nuevo vértice by ; por cada cara 7; = |[eg, ..., €, ..., €],
el que asumimos que es el baricentro de la imagen 7;(77,) del (n — 1)-simplice
estandar 7). A continuacion, definimos

n

Ln’QO- = Z(—l)ZU o) |[bo, blﬂ‘, €o,y - . - 7(/3\1', ce 7€n]|7
i=0
5n_10' = aLn,QO' + Ln_u(@a) + (SnO'.
Notese que el primer sumando tiene términos obtenidos al borrar by, los que
tienen la forma o o |[b1;,€q,...,6,...,¢€,]|. El operador L,,_1, que aparece
en el segundo sumando se define como L, ;, pero la expresiéon explicita de
las caras de o, junto al hecho de que el vértice b; ; es el baricentro de la cara
correspondiente, nos permite mostrar que el segundo término es una suma
de los mismos términos ya mencionados, pero con el signo cambiado, por lo
que se cancelan. Del mismo modo tenemos, en el primer sumando, términos
de la forma o o|[bg, €g, ..., €, ..., €,]] que se cancelan con el tercer sumando.
Nos quedan asi sélo términos de una de las dos formas siguientes:

00 |[bo,bis, sy G sG]l

O'O|[b0,b1yi,€0,...,é\j,...,é\i,...,enﬂ.

Cada uno de ellos con un signo que no es necesario precisar aqui.
Asumamos ahora que tenemos definida la cadena

(Sn,kO' = Z GpO' (¢] Hbo, bl,pa . 7bk,p7 ag, - . . ,an,k,l]\,

p

donde p recorre cierto conjunto de indices, €, € {£1} es un signo, cada
a; = a;j(p) es un vértice original de T),, y cada b;, es el baricentro de una
(n —i)-cara S; = S;(p) del vértice estandar, de modo que se tiene

Tu = S(] 2 Sl 2 SQ 2 2 Sk 2 Sk+1 :im<][a0,...,an,k,1”).

Definimos a continuacién

Ln,k—i—?J = (_1)k Z €0 O |[bo, bl,p) cee 7bk7p7 bk+1,p7 ag, - . . aan—k—1]|a
p

donde by41,, es el baricentro de Sj1. Ademdas ponemos

Op——10 = OLyp 120 + L1 j41(00) + 6p—p0.
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Como antes, los términos de la forma

g o |[b1’p, ey bk,p; bk+1,p7 ap, . . - ,an_k_1]|

se cancelan con los del segundo sumando, y los de la forma

g o Hbo, pr, Ce 7bk7P7 ap, - . . ,an_k_l]]

se cancelan con el tercer sumando. Para recuperar la hipotesis de induccién
necesitamos también probar que los simplices de la forma

o o |[b0, bl,p; . 7bz',p; R 7bk,p7 bk—i—l,pa agp, - . - ,CLnH,

se cancelan. Para ello, observamos que cada vez que se agrega un baricentro
y se remueve un vértice original, la lista de baricentros guarda la informacion
sobre el orden en que los vértices originales fueron removidos. Si vemos en
la lista ..., b1, bip, big1,p, - - -, €sto nos permite concluir que el vértice que
pertenece a S;_; pero no a .S; fué removido antes que el vértice que pertenece
a S; pero no a S;;. Eliminar el término b; , borra la informacién sobre
el érden en que estos dos vértices fueron removidos. Concluimos que este
término aparece dos veces en la expresion 0L, p120. El hecho de que ambos
tengan signos diferentes se prueba por un argumento similar al utilizado para
probar la relacién 0? = 0 en el capitulo precedente.

Nétese que por definicién § = §; = 0K+ K0+1d, donde K, = )" Ly, ;.
Conclufmos qoe la funcién ¢ : €578 (X) — €578 (X) es una funcién de cadenas
por el Lema 21.3 | y recibe el nombre de subdivision baricentrica. El siguiente
resultado es ahora inmediato:

Proposiciéon 21.4. La subdivision baricéntrica induce la funcion identidad
a nivel de grupos de homologia. [

Sea X un espacio topoldgico, y sea @ un cubrimiento abierto de X, es
decir una colecciéon de abiertos que satisface X = UUep U. Un simplice
singular o se dice subordinado a g si su imagen esta contenida en uno de los
abiertos de p. El grupo de cadenas generado por los n-simplices subordinados
a p se denota C5M& (X, p) C C5&(X). Esta familia define un subcomplejo
@sing- (X, o) de €& (X), el que recibe el nombre de complejo de cadenas
singulares subordinadas a g. En otras palabras, €58 (X, o) es un complejo
con el mismo operador borde que €58 (X)), de modo que la inclusién canénica
i Cne (X o) — €8 (X)) es una funcién de cadenas.

Proposiciéon 21.5. La funcion i definida arriba induce un isomorfismo a
nivel de homologia.
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Demostraciéon: Observemos que para todo ciclo ¢ se tiene
] = a2l = [8"(e)|.

Afirmamos que la cadena §™(c) esta subordinada a @ para algtin n suficien-
temente grande, de donde podremos concluir que 7, es epiyectiva. Por otro
lado, si ¢ es una cadena subordinada a @ que satisface ¢ = dd para alguna

cadena d de €*"¢(X), entonces tenemos §"(c) = 8((5”(6[)) para todo n, y de

nuevo ¢"(d) esta subordinada a g para n suficientemente grande, por lo que
podemos escribir

d = |0"(0)] = [o(o"@)] = [0

como elementos del grupo Hi"& (X, o).

Falta probar que §"(c) esta subordinada a @ para toda cadena c, y para
algiin n = n(c) suficientemente grande. Es suficiente mostrar esto en el caso
¢ = 0, donde o es un simplice singular. La subdivisiéon baricéntrica remplaza
o por una suma de simplices de la forma o o 7, donde 7 es un simplice cuya
imagen estd contenida en el simplice standard. Es mas facil estudiar este
proceso en términos de simplices geométricos.

Dado un complejo simplicial ¥, podemos definir otro complejo (1, lla-
mado su subdivisién baricéntrica, en el que cada simplice T' se reemplaza
por la unién de todos los simplices de la forma [bg, by, . .., b,], donde, como
antes, cada b; es el baricentro de un (n — i)-simplice S; que satisfacen 7' =
So 2 51 D ... OS5, Este proceso puede iterarse para definir la k-ésima
subdivision baricéntrica X*) mediante la recursién L0+ = ()1 Es facil
ver que, si consideramos el simplice standard 7, como un complejo simpli-
cial, entonces §"(c) es una combinacién lineal de simplices de la forma oo T,
donde 7 es un simplice combinatorial del complejo T{™. Basta ver que, para
n suficientemente grande, cada simplice (geométrico) de T, ") est4 contenido
en algin conjunto de la forma o='(U) con U € p. El resultado sigue ahora
de los dos lemas siguientes:

)

Lema 21.6. Los diametros de los simplices de TTE" convergen a 0, sin tiende

a Q.

Demostracion: Sea T un simplice geométrico de TV, Sean v y w dos
vértices de T. Notese que v y w son los baricentros de dos caras A C B de
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T,. Reenumerando los vértices de T;,, de ser necesario, podemos suponer que

A=lep,...,em] y B=leg,...,e,], con m <n, de donde
- nj—li;lei_(mi—l_nil)iei
- niliélei_((mfl_)(:+1))§€j
:‘((m+1 n—l—l)lzm;rljz; )

Si D es el diametro de T, se tiene

w— o] < (n—m)(m+1) p<("\p
(m+1)(n+1) n+1
Esta es una cota para el didmetro de cualquier simplice de TV, Basta ahora

iterar la desigualdad precedente. [

Lema 21.7. 8@ X es un espacio métrico compacto, y si o es un cubrimiento
abierto de X, existe una constante 6 > 0 tal que todo subconjunto de X de
didmetro menor a § estd contenido en alguno de los abiertos de .

Demostraciéon: Como X es compacto, podemos suponer que @ es finito.
Digamos o = {Uj,...,Un}. Sea d la métrica de X y sea

flz) = r?j\élx d(xz,Uf).
Esta es una funcién continua en X, la que no se anula dado que p es un
cubrimiento. Como X es compacto, f debe alcanzar su minimo m > 0.
Basta escoger § < m. m
En la Figura 21.2. Se ilustran algunas subdivisiones batricentricas de
simplices. Como el lector podra apreciar, el nimero de simplices de la sub-
divisiéon aumenta rapidamente con la dimensién. Dada cualquier coleccion
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Figure 21.3: Subdivisién batricentrica de simplices de dimensiones pequenas..

de simplices singulares, podemos construir un modelo de papel de su sub-
divisiéon baricéntrica, tomando la subdivisién baricéntrica de su modelo de
papel. Esto permite visualizar el remplazo de un simplice ¢ por su subdi-
visién iterada §"(c) como se usé en demostraciéon precedente. Otra propiedad
importante de la subdivision baricéntrica es que nos permite reducir muchas
demostraciones en A-complejos al caso de complejos simpliciales, ya que la
segunda subdivisién baricéntrica (2 = (XM)1) de un A-complejo es siem-
pre un complejo simplicial. Dejamos al lector la tarea de convencerse de este
hecho.

Aproximacién Simplicial. Sean ¥ y ¥’ complejos simpliciales. Re-
cuérdese que funcién simplicial s : ¥ — ', es una funcién continua de |X|
en |¥'| que respeta la estructura del complejo, es decir lleva simplices en
simplices. Se dice que la funcién simplicical s es una aproximaciéon simplicial
débil de una funcién continua f : [X| — |¥'|, si para cada punto = € |X|
existe un simplice 7' de 3’ que contiene a ambos s(z) y f(x). En tal caso
existe una homotopia entre ambas funciones.Basta ver que

H(xz,t) = (1 —t)s(z) + tf(z)
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es una homotopia bien definida. Por ser ¥’ un complejo simplicial, podemos
suponerlo contenido en algin espacio R™. Basta ver que la recta que une cada

par (3(95), f (ac)) estd contenida en el polihedro ||, lo que es inmediato de
la convexidad de los simplices. Esto prueba el siguiente resultado:

Lema 21.8. Bajo las hipdtesis precedentes, si s es una aproximacion simpli-
cial débil de f, entonces ambas funciones inducen la misma funcion a nivel
de homologia singular.

Es este ultimo resultado lo que nos impide extender la demostracion de
este capitulo al caso de A-complejos. Si identificamos los extremos de una
arista para formar un circulo, no es dificil ver que en el A-complejo resultante
la identidad puede aproximarse por una funcién constante, segtin la definiciéon
de arriba, pero estas funciones no son homotoépicas. Por esta razén, en esta
seccién limitamos nuestro interés a complejos simpliciales.

Es posible definir la funcién inducida, a nivel de A-homologia, por una
funcién continua entre complejos simpliciales. Para esto definimos una nocion
no tan débil de aproximacion. Sean X y ¥ complejos simpliciales. Diremos
que una funcién simplicial s : 3 — ¥’ es una aproximacién simplicial de una
funcién continua f : |X| — |¥'], si para cada punto x € |X| la imagen s(x)
estd contenida en el menor simplice que contiene a f(z).

Lema 21.9. Bajo las hipdtesis precedentes, si s y s’ son dos aproximaciones
simplicial de la misma funcion continua f, entonces ambas funciones inducen
la misma funcion a nivel de A-homologia.

Proof. La hipétesis implica que, para cada punto x € |X|, las imdgenes s(x)
y §'(z) estan contenidas en un mismo simplice. La homotopia entre ambas
funciones puede definirse por

H(z,t) = (1—t)s(x) +ts' ().

Afirmamos que que esta funcién es afin en cada simplice de la triangulacion
que utilizamos para transformar homotopias de funciones en homotopias de
cadenas. En otras palabras, consideramos a > x I como un complejo simplicial
con polihedro |o| x I, en el que cada vértice tiene la forma (v,0) o (v,1)
dénde v es un vértice de X. Esto se consigue subdividiendo cada conjunto de
la forma T x I, donde T es un n-simplice, en (n + 1)-simplices como se vid
al comienzo de este capitulo. La funcién H arriba definida es afin en cada



L. Arenas-Carmona 244

conjunto de la forma 7" x I, de donde se sigue la afirmacién. Ahora definimos
una homotopia de cadenas del tipo

Ko = Ha (Z(—l)ipZ) : H = Ho(0,1d)
i=0
donde los p; se definen como al inicio del capitulo. Aqui asumimos que o
es un simplice combinatorial y observamos que (o,1d) : T, x I — |£| x [ es
simplicial. El resultado sigue. O]

Para cada vértice v de ¥ podemos definir su vecindad estrellada Est(v) C
|¥| como la unién de los interiores de los simplices que tienen a v como
vértices. Una consecuencia inmediata de la definicion es el siguiente resul-
tado:

Lema 21.10. Sea X un complejo simplicial, y sea V- = {vg, ..., v,} un con-
Junto de vértices en X. Existe un simplice T' en ¥ cuyo conjunto de vértices
es V' sty solo si

ﬁ ESt(’UZ) 7é .
=0

]

Sea f : |¥| — |¥'| una funcién continua. Supongamos que, para cada
vértice v de X, podemos encontrar un vértice v’ en ' que satisfaga la relacion

f (Est(v)) C Est(v'). Entonces, definimos una correspondencia entre vértices

mediante §(v) = v’. Para ver que s se extiende a una funcién simplicial,
necesitamos probar que lleva los vértices de cualquier simplice de ¥ a los
vértices de algin simplice de ¥'. Sean estos vy, ...,v,. Sea x un elemento
del interior del simplice en cuestién. Entonces x € Est(v;) para cada i €
{0,1,...,n}. Concluimos que

fla) e Est(gm»)) Vie {0,...,n}, (21.1)
por lo que la interseccion de dichas estrellas es no vacia, y por tanto los
vértices {5(vg), $(v1),...,5(v,)} definen un simplice S. Si llamamos s a la

funcién simplicial definida por la correspondencia §, tenemos por definicion
que s(z) pertenece al simplice S arriba definido, mientras que (21.1) nos dice
que f(z) estd en un simplice que tiene a S como cara.

El siguiente resultado es ahora inmediato de los lemas 21.6 y 21.7. Los
detalles se dejan al lector:
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Proposicién 21.11. (Teorema de aproximacién Simplicial). Sea f :
12| = |¥!| una funcion continua entre poliedros. Entonces existe n > 0 para
el cual f tiene una aprozimacion simplicial s : (™ — ¥

Podemos ahora mostrar la equivalencia entre A-homologia y homologia
singular. Sea ¥ un complejo y se X = |X| su polihedro. Observemos que
existe una inclusién i : C2(X) < & (X) que se obtiene asociando a cada
simplice combinatorial el simplice singular correspondiente. Nétese que esto
tiene sentido, dado que un simplice combinatorial es una funcion simplicial y
una funcién simplicial es una funcién continua. Por otro lado, las definiciones
de las funciones borde en ambas teorias de homologia son identicas, por lo
que 7 es, realmente, un morfismo de cadenas.

Proposicién 21.12. Sea X un complejo simplicial. La funcién i, : HX(X) —
HEme(13]) es un isomorfismo.

Proof. Sea ¢ € Z5™&(X) un ciclo singular en X = [3|, y sea ¢ : S| —
X un modelo de papel para el conjunto de simplices que aparecen en c,
junto con sus caras y permutaciones. Esto significa que podemos escribir
la cadena ¢ como la imagen ¢ = ¢a(c'), donde ¢ € Z}(¥) C Z5"(|2))
es un simplice combinatorial de 5 y ¢a es la funcion de cadenas inducida
por ¢. Remplazando ¥ este por una subdivision baricéntrica iterada, de ser
necesario, podemos suponer que ¥ es un complejo simplicial y que ¢ : |X| —
|Y| tiene una aproximacién simplicial s : > — . Consideremos el diagrama
conmutativo

HA(S) o HA(S)
/ XO: /
Heine (|5)) o Heine:(X)

donde i es inducida por la inclusién @ : CA(X) — Csg(|3]). Concluimos
que

[] = ¢l 0i[d] = i 0 5.[¢],
de donde i, es epiyectiva. Por el mismo razonamiento, si ¢ es un ciclo combi-
natorial que satisface i.[c] = 0, podemos escribir ¢ = dd para alguna cadena
singular d € C5"¢(X). Tomando un modelo de papel apropiadog : Yo X ,
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podemos escribir ¢ 0i'(d') = d para cierta cadena d’' € C2, | (3).Escribamos
ahora el diagrama conmutativo a nivel de grupos de cadenas:

CA(S) e CA(R),
/ W/ /
Csine-(|53)) o Csing- (X))

donde la definicién de d’ nos da
i(c) =0(d) = 0o ppoi(d)=¢aoi (8d’) =1io0sp <8d’).

Como 7 es inyectiva, tenemos ¢ = Sa ((’M’) = 6<3A(d’)>. Lo que prueba que
c se anula en H2(X). O

Proposiciéon 21.13. Para cada enteron > 1, existe una aproxrimacion sim-
plicial x : 2 — % de la identidad id : |Z| = |2™] — |2

Proof. Basta con comprobar que, para cada vértice v de la subdivision bari-
céntrica existe un vértice v’ en ¥ que satisface la relacién Est(v) C Est(v').
Esto es inmediato. O]

Proposicién 21.14. Si y : ¥ — ¥ es una aprozimacion simplicial de la
identidad id : |X| = || — |X|, entonces x, : HX(X™) —: HA(L) es el
isomorfismo inverso de 67 : H~(X) —: HA(XM).

Proof. Como cualquier par de aproximaciones simpliciales de la misma funcién
induce el mismo morfismo en homologia, puede escogerse la aproximacién en
forma arbitraria. Basta considerar el caso n = 1, pues la caracterizacién que
se usa en la demostracién precedente muestra que cualquier composicién de
aproximaciones simpliciales de la identidad, asociadas a subdivisiones suce-
sivas, es también una aproximacion simplicial de la identidad. Escribimos
X =% = 3XM. Recuérdese que la subdivisién baricéntrica induce la identi-
dad a nivel de simplices singulares. Lo mismo ocurre con una aproximaciéon
de la identidad por el Lema 21.8. Esto nos entrega un diagrama conmutativo

X
HASOD)Y = HA(%),

n
i Ox
i*

H (X)

de donde sigue el resultado. O
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De hecho, es posible probar que estas funciones son inversas a nivel de
homotopia, es decir que las composiciones x o d y 0 o xy son homotopicas
a las identidades respectivas. Utilizando este hecho, es posible demostrar
muchas de las propiedades functoriales de la A-homologia, o de la homologia
simplicial, sin pasar por la homologia singular. Para un estudio mas detallado
utilizando este enfoque, referimos al lector al libro de Armstrong.

Ejercicios:  (Todos los complejos simpliciales considerados se asumen
finitos).

1. Probar que si el poliedro |K| de un complejo es un espacio conexo,
existe un recorrido de aristas que conecta a dos vértices cualesquiera
de K (sugerencia: Aproxime simplicialmente una curva).

2. Pruebe que un espacio contractible tiene grupos de homologia singular
trivial.

3. Pruebe que un complejo simplicial cuyo polihedro es un espacio con-
tractible tiene grupos de A-homologia trivial.

4. Dado un espacio topolégico X se define el cono C'X como el espacio que
se obtiene al identificar entre ellos los puntos cuya segunda coordenada
es 1 en X x [0,1]. Si ¥ C R™ es un complejo, se define el cono C'X
como el complejo que se obtiene al considerar > como un subconjunto
de R" x {0} C R™"! y agregarlo todos los simplices generados por un
simplice de ¥ (incluyendo el vacio) y un vértice fijo en R” x R*. Probar
que C|X| y |C%] son espacios homeomorfos. Utilizar este resultado
para probar que los grupos de A-homologia de C'¥ son triviales.

5. Probar que si X e Y son espacios triangulables, probar que X x Y es
triangulable (Sugerencia: Probarlo primero para dos simplices, gener-
alizando la construccién al comienzo de este capitulo).

6. Sea A un subcomplejo de ¥ y sea N la coleccién de todos los simplices o
de ¥ para los cuales existe un simplice 7 en A® tal que los vértices de
o junto con los del simplice 7 determinan un simplice de ¥(?). Probar

que N es un subcomplejo de ) y que |A| estd contenido en el interior
de |N]|.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

Sea X un complejo y sea A un subcomplejo. Probar que el espacio
de identificacién de |X| que se obtiene al contraer |A| a un punto es
triangulable.

Dadas triangulaciones ¥, y ¥, de las esferas S¥ y S™ con k < n,
probar que toda aplicacién simplicial de X; en 3, es homotopica a una
constante. Utilice el Teorema de aproximacion simplicial para probar
que toda funcién continua de S* en S™ es homotdpica a una constante.

Utilice una triangulacion de la n-esfera y el teorema de aproximacion
simplicial para probar que H;"® (S™) = {0} para todo k < n.

Probar que una aplicacién simplicial de ¥ en ¥/ induce una aplicacion
simplicial de (™ en (/)™ para todo n.

Sea o = |[ag,ay,...,a,]| un n-simplice combinatorial cuya imagen es
el simplice geométrico T = [ag, ay,...,a,]. Sea p una permutacién p
del conjunto {0,1,...,n} y escribamos p(c) = |[ap(0), @pa1), - - - Apm)l]-

Probar que o — <sign(p)>p(a) es la suma de un borde y una cadena

cuyo soporte estd contenido en el borde de T'.

Sea X el (n — 1)-esqueleto del n-simplice [vy, . .., v,]. Probar que toda
(n — 1)-cadena cerrada en C2(X) es cohomologa a un miiltiplo de la

cadena
n

b= (=1)l[vo, ... i, 00|

i=0
Sugerencia: Usar el ejercicio previo.

Sea > el n-simplice estandard T, considerado como un complejo. Sea
o = |leo,€1,...,€n)|. sea ¢ una (n + 1)-cadena en C2(X'). Sea a,
el coeficiente de p(o) en 9(c). Pruebe que <sign(p)>p(a) = 0,
donde la suma se extiende por todas las permutaciones p del conjunto
{0,1,...,n}.

Utilice los dos ejercicios anteriores para probar que HS"& (S") = Z.

Describa un generador de H"& (R™ — {p}).

Sea X el complemento de m puntos en R". Demuestre que Hzing' (X) =
{0} para k < n.
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17. Calcule el grupo de homologia H:"¢(X) si X es el complemento de 2
puntos en R™. Sugerencia: Para el caso n = 2 escriba X como la unién
de dos abiertos homotépicamente equivalentes a la esfera.



Chapter 22

Sucesiones exactas de grupos
de homologia.

En este capitulo escribiremos, a menudo, letras en Frankfurter para denotar
complejos de cadenas cuyos grupos de n-cadenas se denotan usando la misma
letra en formato normal. Por ejemplo, el complejo X tiene grupos de n-
cadenas denotadas por X,.

Cuando decimos “una sucesion exacta corta de complejos de cadenas”, y
escribimos un diagrama del tipo siguiente:

0y >aL B L e o}
nos referimos a una sucesion de sucesiones exactas cortas de grupos abelianos
{0} = A, 18 B, &8 ¢, — {0}

que hace conmutativos, para cada entero no negativo n, los siguientes dia-
gramas:

Ap—T B, —" 0,

b bk

fn+l In+1
Apy1—> Bpp1 —>=Cppa

Estas sucesiones juegan un papel central en la teoria homolégica dado que nos
permiten obtener relaciones importantes entre diversos grupos de homologia,
gracias, en parte, al siguiente resultado:

250
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Proposicion 22.1. Una sucesion exacta corta de complejos de cadenas
o =ats e {0}
induce una sucesion exacta larga del tipo
o Ha () 5B H(B) S Hy(€) S Ho ()5 Hy (B)

a nivel de grupos de homologia, para ciertos morfismos 0 definidos con ese
proposito.

Proof. La funcion 0, se define como sigue: Para cada n-ciclo ¢ en €, escoge-
mos una pre-imagen b, la cual es una n-cadena en B, pero no necesariamente
un ciclo. El borde de esta cadena satisface g(9b) = dc = 0, dado que ¢ es
un ciclo. Concluimos que existe una n — 1 cadena a en 2 tal que f(a) = 0b.
Como f(da) = 8%b = 0, y como [ es inyectiva, se tiene que a es un ciclo.
Definimos 0.[c] = [a].

Debemos probar primero que esta clase es independiente de la eleccion
de la pre-imagen b de c¢. Si V' es otra pre-imagen, es decir, si g(l/) = ¢ =

g(b), concluimos que b = b+ f(a’) para alguna cadena a’. Se sigue que
oY = 0b+ f(9a'). Como f es inyectiva, esto implica que a” = a + da’ es la
unica solucién de f(a”) = 0b'. Concluimos que [a”] = [a], por lo que nuestra

funcién esta bien definida.

Falta probar que la sucesién larga es exacta en cada lugar. Es facil ver
que g« o fx = (g o f)« = 0. Supongamos ahora que g¢.[b] = 0. Esto significa
que g(b) = Oc para alguna cadena ¢’. Sea I’ una pre-imagen, via g, de .
Entonces g(b — db') = 0, por lo que existe una cadena a en 2 que satisface
fla) =b—0U. Como f es inyectiva y b — Jb" es un ciclo, también lo es a,
y se tiene fi[a] = [b — O] = [b]. Esto prueba que la sucesién es exacta en
H,(B).

Probaremos ahora la exactitud en H,(€). Si [¢] = g.[b], podemos asumir
que ¢ = g(b), donde b es un ciclo, y podemos realizar el cdlculo que define
0, usando 9b = 0, de donde a = 0, y por lo tanto d,[¢c] = 0. Por otro
lado, si 0.[c] = [a] = 0, el ciclo a debe ser un borde da’, de donde f(da') =
f(a) = 0b. Noétese que b — f(a’) es también una pre-imagen de ¢, y de
hecho 8<b — f(d )) = 0b— 0b =0, por lo que es un ciclo. Concluimos que

[ =g.[p - ()],
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Finalmente, nos ocupamos de la exactitud en H,(2). Si [a] = 0[]
manteniendo las notaciones anteriores, se tiene f(a) = 0b por lo que f.[a] = 0.
Por otro lado, si f.]a] = 0, existe una cadena b que satisface 9b = f(a), por
lo que dg(b) = g(db) = 0, y podemos obtener 0,[c] = [a] definiendo ¢ = ¢(b),
el cual es un ciclo. El resultado sigue. O]

A-Homologia relativa y homologia simplicial relativa. Sea X un
A-complejo, y sea Y un subcomplejo, como en la definiciéon 16.3. Entonces
existe una sucesion exacta corta

{0} = @2(v) 5 eA(%) B ¢A(2, v) — {0},
donde los grupos de cadenas del complejo €2(X, Y) son los cocientes
G (2)/C ().

No es dificil ver que tales cocientes de complejos de cadenas son también
complejos de cadenas o, en el lenguage de la teoria de categorias, la cate-
goria de complejos de cadenas admite cocientes. Concluimos que existe una
sucesion exacta larga

o HAO S HAS) B HAE, V) S HA (V) S HA (D) > ...,

donde HZ2(X,Y) es el n-ésimo grupo de homologia del complejo €2(3, Y).
Este recibe el nombre de grupo de A-homologia relativa. Los grupos de
homologia simplicial relativa se definen andlogamente y tienen la misma
propiedad.

ejemplo 22.2. Sea Y el n-simplice unitario, visto como un complejo simpli-
cial, y sea Y su borde. Sabemos por los resultados del capitulo anterior que
Y} tiene la homologia de un punto, es decir

HA(X)={0}, sin>1,  H}Z)=Z.

Por otro lado, el complejo €2(3, Y) tiene simplices en dimensién n o mayor,
por lo que H2(X,Y) = {0} para m < n. Se sigue que H2(Y) = HA(X) &
{0} para 0 < m < n — 1. Afirmamos que H2(X,Y) &2 Z y que 0 =
[eo, - - -, en]| es un generador. Este simplice es claramente un ciclo, pues
cada simplice de su borde es 0 en el cociente, y es no nulo como elemento
de C2(%, Y). De hecho, este tiltimo es el grupo libre generado por todos los
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simplices combinatoriales que son permutaciones de . Por un razonamiento
similar, CnAH(E, Y) es el grupo libre generado por los simplices de la forma
o = |lag, . ..,an+1]| que tienen a lo méas un vértice repetido. El borde de
cualquiera de tales simplices es una expresion del tipo

p(o) = (sen(p™ M)A (@),
donde p y A son permutaciones de la base canénica. Por ejemplo
a‘ [617 €p, €2, 61” == |[€17 €0, 62” - ’[607 €2, 61”7

dado que todos los sumandos restantes son simplices combinatoriales con
imagen contenida en el borde, y por lo tanto con imagen nula en el grupo
C2(%,Y). El resultado sigue. La sucesién exacta larga de homologia nos
queda

Lo HAM BB ZS HE (V) B {0} > ...

Lo que nos dice, no sélo que H2 (Y) = Z, sino también que un generador
puede obtenerse calculando el borde de o. Por los resultados del capitulo
anterior, y utilizando la observacién de que |Y| & S"! es la (n — 1)-esfera,
obtenemos también la férmula H5"8(S") ~ Z.

Homologia singular relativa. Sea X un espacio topolégico, y sea Y
un subespacio. Nuevamente, existe una sucesion exacta corta

{0} — ese(Y) L e (X)) B esie (X Y) - {0),

donde el complejo €18 (X Y) se define como el complejo cociente. Con-
cluimos que existe una sucesion exacta larga

oo HEE(Y) B e () B e (XYY O e (y) Dy gt (X)) L
Nuevamente, H5"8 (X Y") recibe el nombre de grupo de homologia relativo.

ejemplo 22.3. Sea X = B" la bola unitaria en R", y sea Y = S"!. Los
calculos precedentes nos dejan la sucesion exacta

Lo HIE (YY) B0y B B (X, Y) B 7S {0 >
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Lo que nos dice que HJ"® (X,Y) = Z, es generado por cualquier ciclo
cuyo borde sea un generador de H. "1 (S" ') = Z. Como R™ — {0} es ho-
motopicamente equivalente a la (n—1)-esfera, el mismo razonamiento prueba
que Hsme(R™ R™ — {0}) = Z, y que cualquier simplice o : T,, — R" afin que
contenga a 0 en su interior es un generador.

Para cualquier espacio X y cualquier punto p € X, el grupo H**(X;p) :=
Hime (X, X —{p}) recibe el nombre de grupo de homologfa local de X en p en
dimension n. Asi, pues, el parrafo precedente calcula el grupo de homologia
local de R™ en cero en dimension n. El lector comprobara facilmente que los
grupos de homologia local de R™ en todos sus puntos coinciden.

Una de las propiedades centrales de los grupos de homologia relativa es
la siguiente:

Proposiciéon 22.4. (Lema de la escision). Si A y B son conjuntos
abiertos en X, con X = AU B, entonces la inclusion induce un isomorfismo
Ju : HM8 (A, AN B) = Hs™e (X, B).

Proof. Denotemos por p el cubrimiento abierto X = AU B. Sea ¢ un ciclo
singular en CS"& (X, B). Remplazandolo por una subdivisién baricéntrica,
de ser necesario, podemos suponer que estda subordinada a . Como las
imégenes de los simplices contenidos en B se anulan en el grupo C*"¢ (X, B)
de cadenas relativas, podemos suponer que no hay ninguno, por lo que el

ciclo estd en C5"¢(A; AN B). Concluimos que [c] € j. <H§Li“g'(A,A N B))

Por otro lado, si j.[c] = 0, esto significa que existe una cadena singular d
en X y una cadena e en B tal que ¢ = dd + e. Aplicando la subdivision

baricéntrica se tiene
5%@:6@%@)+m@y

Escribiendo ¢"(d) = dy + ds, donde cada simplice de d; esté contenido en A
y cada simplice de dy esta contenido en B, se puede escribir

M@—&h:@@+m@)

donde cada simplice de la cadena de la izquierda esta contenido en A y cada
simplice de la derecha esta contenido en B. Concluimos que ds = 0" (¢) — dd;
es una cadena en AN By se tiene 0"(c) = dd; + ds. En otras palabras, [c] se
anula como elemento de H"¢ (A, AN B). O
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ejemplo 22.5. Sea M una variedad topoldgica, es decir un espacio local-
mente homeomorfo a R™ para algin n. Entonces, para todo punto p € M,
se tiene

H"e (M, M — {p}) = H;" (R",R" — {0}) = Z.

Ademas, para 0 < m < n se tiene
H3Ps (M, M — {p}) = H3Ps (R, R" — {0}) = {0},

Esto implica que n, la dimensién de M en el punto p, esta bien definido y es
localmente constante. Si M es conexa, su dimension esta bien definida.

El siguiente resultado es bastante tutil al comparar sucesiones exactas
largas:

Proposicién 22.6. (El 5-Lema). En un diagrama conmutativo de grupos

abelianos
A B C D E

R T

A/ B/ Cl D/ E/
con filas exactas, si los morfismos a, b, d y e son isomorfismos, también lo
es c.

Proof. Definamos un complejo simplicial 2, en el cual A} = A, Ag = A/,
y todos los otros grupos de cadenas son 0. Asumimos que 0y = a en este
complejo. Entonces a es inyectiva si y s6lo si H;(2() = {0}, mientras que a es
epiyectiva si y solo si Ho(21) = {0}. Se definen, andlogamente los complejos
B, -- €. Definiendo § = ker(A — B) y & = coker(A — B) = ker(B — €),

tenemos una sucesion exacta corta
{0} - F—>A—& — {0}
Del mismo modo, podemos escribir sucesiones exactas
{0} - & =B — H — {0},

{0} - 9H—>C—T— {0},
{0} =3 —-9 —J— {0}

{0} -3 — €& — R — {0},
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donde $, J y J, se definen como contcleos de cada una de las sucesivas
funciones de cadenas, las que coinciden con el nicleo de la funcién siguien-
te, mientras que 8 = coker(® — €). Como € es aciclico, es decir que
H,(€) = {0}, por ser e un isomorfismo, se tiene H,(J) = Hy(RK) = {0}, dado
que cada uno de los complejos tiene grupo de 2-cadenas trivial. Como ® es
aciclico, se tiene Hy(J) = Hy(J) = {0} v Ho(J) = Hi(J) = {0}. Por el otro
lado, como 2 es aciclico, se tiene Hy(®) = {0}, y como B es aciclico, se tiene
Hi($9) = Ho(&) = {0} y Ho(H) = {0}. Ahora se usa la sucesién que contiene
a € para probar que Hy(€) y H(€) se anulan. El resultado sigue. O

ejemplo 22.7. Sea ¥ un complejo simplicial, y sea Y el complejo que se
obtiene al remover un n-simplice 7', el que no es cara de ningin otro simplice.
Sea B el abierto que se obtiene al remover el baricentro de T'y sea A el interior
de T'. El lema de la escision nos dice que el calculo se reduce sélo al simplice
T, es decir

H™S (5], B) & HJ™ (R R" — {0}) = Z,

Como el polihedro | Y | es un retracto de deformacién de B, en el diagrama
conmutativo

HEme(Y]) —— Hy"e (|S]) —— HyPe (|2 [Y]) — Hp"% (1)) —— H25(12))

| | | ! |

H3ve (B) —— Hy"& (|S]) —— Hy"& (%], B) —— H (B) —— H} 25 (|2))

n—1 n

todas las funciones verticales, salvo quizds v son isomorfismos. Una apli-
cacion directa del 5-Lema muestra que v es un isomorfismo. Del mismo
modo, el diagrama

HR (V) ——= Hp (%) ——Hp (3, ¥) ——= H2 1 (Y) ——= Hp ()

| | ) | |

Hye (|Y]) ——= Hy"5 (|S]) —— H3" (1], )¥]) —— H25 (1)) —— H 25 (12))

n

muestra que 7 es un isomorfismo. Concluimos que H2 (%, Y) = Z.

La sucesion de Mayer-Vietoris. Consideremos ahora un espacio X,
el que podemos escribir como unién de dos subconjuntos abiertos X = AUB.
Estos constituyen un cubrimiento @ como antes, por lo que tenemos una
sucesién exacta corta

{0} —» & (AN B) L ee(A) @ ¢ (B) L e (X p) - {0},
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donde, como antes, €58 (X; ) denota el complejo de cadenas subordinadas
a p. Las funciones de cadenas se definen por f(c) = (¢, —¢) y g(a,b) = a+b.
Aplicando nuestro resultado general a esta sucesién, obtenemos una sucesion
exacta larga de grupos de homologia

..o Hme (AN B) L3 Bove(4) @ Hove(B) B HEme (X 0) & HO (ANB) > ...

Utilizando el hecho de que la homologia singular subordinada a g coincide
con la usual, podemos eliminar la apariciéon del simbolo @ en esta tltima
sucesion para obtener

... He (AN B) L3 Hove(A) @ HEe(B) &S HEme (X)) D B (AN B) — ...
Esta sucesion exacta larga se conoce como la sucesién de Mayer-Vietoris.

ejemplo 22.8. Sea X = S" la n-esfera. Sean A y B vecindades abiertas de
los hemisferios norte y sur. Notese que A y B son contractibles, mientras
que AN B es homeomorfo a la (n — 1)-esfera. En este caso, si n > 2, se tiene
la siguiente sucesion exacta:

HA™(A) & H™ (B) 25 HI"(X) 25 HY" (AN B) L5 Hie(4) & HY™ (B).
Como A y B son contractibles, su homologia es trivial, de donde se tiene
H;™ (A) & H{™ (B) = {0} & {0} = {0},

para k € {n,n — 1}. Al remplazar en la sucesién precedente, se obtiene el
isomorfismo HS"e(S™) = H "¢ (S 1).

ejemplo 22.9. Este ejemplo generaliza el que precede. Para todo espacio
topoldgico X, el cono C'(X) sobre X se define identificando en un punto to-
dos los elementos de la forma (z,1) € X x I, donde I = [0, 1] es el intervalo
cerrado. La suspensién (X)) de X se define identificando en un punto los el-
ementos de la base del cono, es decir los elementos de la forma (z,0) € C(X).
Ciertamente todo cono es contractible, mientras que ¥(X') puede verse como
la unién de dos conos cuya interseccion es homotdpicamente equivalente a
X, dado que se retrae al ecuador. Concluimos, por un razonamiento analogo

al del ejemplo precedente que HE"e: (Z(X)) ~ H¥"&(X), para n > 2.

La sucesiéon de Mayer-Vietoris simplicial. Consideremos ahora un
A-complejo ¥, el que podemos escribir como unién de dos sub-complejos
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¥ =Y U Esto quiere decir que cada simplice de ¥ pertenece a al menos
uno de lo subcomplejos. Esto nos da automaticamente una sucesion exacta
corta

{0} — @imr (v 0 Q) L @mP (v) @ @m0 (0) & @ () - {0},

donde, de nuevo, se definen las funciones de cadenas mediante f(c) = (¢, —c)
y g(a,b) = a + b, si ¢ es una cadena simplicial en Y N {2, a es una cadena
simplicial en Y y b es una cadena simplicial en 2. El céalculo es idéntico al
caso singular, salvo que la epiyectividad de g es inmediata en este caso por
la observacion sobre el significado de ser una unién de complejos, por lo que
no se requiere una construccién que juegue el papel de la homologia subor-
dinada al cubrimiento. Aplicando la teoria general, nuevamente obtenemos
una sucesion exacta larga de grupos de homologia

oo HSP (v 0 Q) I3 g (v @ e Q) &5 e () & g (v 0 Q) L
Puede obtenerse un resultado analogo para la A-homologia con un argumento
idéntico.

Ejercicios:  (Todos los complejos simpliciales considerados se asumen

finitos).

1. Calcule los grupos de homologia del espacio que se obtiene al unir la
esfera de radio 1 centrada en (0,0, 0) con su proyeccién en el plano XY,

2. Calcule la homologia del espacio que se obtiene al identificar los polos
norte de n esferas en un punto, y los polos sur de las mismas esferas en
otro punto.

3. Calcule los grupos de homologia del toro, escribiendo este como la unién
de dos espacios homotépicamente equivalentes al circulo.

4. Calcule los grupos de homologia del complemento de n puntos en R™.

5. Calcule los grupos de homologia del complemento de una m-esfera en
R"™, con m < n.

6. Calcule los grupos de homologia del espacio que se obtiene al remover
un circulo de un toro sélido, como el de la Figura 23.1.A.

7. Calcule los grupos de homologia del complemento de un nudo en R3.
Depende este calculo del nudo?
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e

B

Figure 22.1: Un toro s6lido, menos un circulo (A) y una esfera con dos tuneles

(B).

10.

11.

12.

Calcule los grupos de homologia del espacio que se obtiene al cavar, de
una esfera sélida, los tuneles indicados en la Figura 23.1.B.

Probar que para todo espacio topologico X se tiene

3™ (X) = H™ (2(X)) & Z.

Sea ¥ un A-complejo. Considere un complejo de cadenas €''(X) C
€2(X) que contiene, precisamente, aquellas cadenas con coeficiente nulo
para cada simplice degenerado.

(a) Pruebe que este es un complejo de cadenas, y defina los grupos de
[-homologia H.(%).

(b) Demuestre que la sucesién de Mayer-Vietoris es exacta en este
caso.

(c) Defina los grupos de I'-homologia relativa HL (X, Y), y calcule el
grupo de '-homologia relativo H! (X", X"~ 1), donde X" denota el
(n — 1)-esqueleto de un A-complejo.

(d) Es la I'-homologia un invariante de homotopia? Justifique.

Sea X un espacio topoldgico, y sean Z C Y dos subespacios. Encuen-
tre una sucesién exacta larga que involucre los grupos H"& (XY,
(X, Z) y Hyve(Y, Z).

Sea X un espacio topoldgico, y sea A un subconjunto cerrado que es
un retracto de deformacién fuerte de algin abierto U que contiene a

A. Probar que H®"& (X, A) = H:"&(X/A), donde X/A es el espacio
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13.

14.

que se obtiene al identificar entre si todos los puntos de A. Sugerencia:
Probar que HS"& (X, A) = HS"& (X U), aplicar el Lema de la escision,
y finalmente realizar una operacion similar en X/A.

Probar que si Z C Y C X son espacios topoldgicos, se tiene una
sucesion exacta larga

C— HSS(Y, Z) — HS (X, Z) — H(X)Y) = H™ (Y, Z) — - - -

Enuncie y demuestre un resultado similar al anterior para la coho-
mologia simplicial y la A homologia.



Chapter 23

Teoria del grado y homologia
celular.

Recordemos que la n-homologia de la n-esfera S™ esta dada por
H3"e(S™) = 7.

En particular, esto nos dice que, para toda funcién continua f : S™ — S™,
existe un entero d = d(f) para el cual se tiene f,[c] = d[c], para todo ci-
clo singular ¢ en la esfera. Este entero d(f) recibe el nombre de grado de
la funcién f. Este grado juega un papel fundamental en la topologia de la
esfera. A la eleccion de uno de las dos generadores del grupo HS"&(S™) =~ 7Z,
como generador preferente, le llamaremos una orientaciéon de la esfera. FEs-
tas nociones se generalizan a otros grupos de homologia que sean isomorfos
a Z, cémo el grupo relativo H*™& (B, 0B,), o el grupo de homologfa lo-
cal H“(R";p) = HSme(R", R™ — {6}) En este capitulo veremos algunas
aplicaciones de estas definiciones.

Homologia celular:

En esta seccién daremos una generalizacién de la homologia simplicial
que simplifica bastante los célculos y coincide con la homologia singular.
En particular, probaremos aqui que la homologia simplicial coincide con la
singular. Antes de entrar en materia necesitamos cierta preparacion.

La homologia reducida H5"8(X') de un espacio arco-conexo X es la coho-
mologia relativa ﬁ;ing-(X ,{p}) para un punto p € X. Esta es independiente

261
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de p por ser X arco-conexo. La homologia reducida tiene propiedades simi-
lares a las de la homologia usual, pero tiene la ventaja de ser trivial si X es
contractible.

Lema 23.1. Sea B,, C R" la bola de centro 6 y radio 1, y sea OB,, su borde.
Entonces, existe un isomorfismo candnico entre HS & (B,,,0B,,) y el grupo de
homologia local de B,, en su centro. Del mismo modo, existe un isomorfismo
candnico entre HS™(S™) y el grupo de homologia local de S™ en cualquiera
de sus puntos.

Proof. La primera afirmacién sigue razonando como en el ejemplo 22.7. Basta
por lo tanto probar la segunda afirmacion. Esta sigue de la sucesién exacta

H™ (8" = {p}) — H" (S") — H"™ (5", 5" — {p}) = H"5 (5" — {p}),

la que es un caso particular del ejercicio 13 del capitulo anterior. Dado que
S™ —{p} es contractible, ambos extremos de la sucesién son grupos triviales,
por lo que el morfismo central es un isomorfismo. FEl uso de la homologia
reducida nos permite incluir el caso n = 1. O

Recordemos ahora la definicion de CW-complejo dada en el capitulo 14.
Un CW-complejo, o mejor dicho su espacio topolégico subyacente X se ob-
tiene como la unién (limite directo) de una sucesién de espacios {X™},,
donde cada X se obtiene del anterior X1 adjuntando una familia de
n-bolas euclideas { B, }acr,, las n celdas, mediante funciones de pegado g, :
0B, — XY El espacio X es discreto. Afirmamos que existe un iso-
morfismo candnico

H:‘ling. (X(n)’ X(n—l)) o~ @ 7.0, (231)

Oée[n

De hecho, XY es un retracto del espacio Y = X™ — {p.|a € I,}, el cual
se obtiene removiendo el centro p, de cada celda B,. Razonando como en
el ejemplo 22.7, podemos concluir que H& (XM X (=1)) = prsing.(x(n) y7),
Utilizando el Lema de la Escisién, puede remplazarse X ™ por un conjunto
de la forma (J . 1, Vo, donde V,, es una vecindad del punto p,. El resultado
sigue facilmente de esta observacién y del célculo de la homologia local en
R™.

Definamos ahora un complejo de cadenas € como sigue: El grupo de
n-cadenas se define por

et = P Za,

aeln
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mientras el operador borde § : C< — € se define por

Sa)= " gasb

IBEIn—l

donde g, s es el grado de la composicién canoénica
St-D =pp, - XD 4 g=b)

cuya ultima funcién v se obtiene identificando en un punto el borde de la
celda Bg asi como el complemento de dicha celda. Pareceria haber cierta
ambiguedad en la eleccion del signo del coeficiente asi definido, pero esto
se resuelve pensando en cada una de las celdas en la construcciéon del CW
complejo como celdas orientadas, es decir, escogiendo a priori un generador
« de cada grupo de homologia H"¢(B,,dB,) con a € I,. El isomorfismo
H¥"¢(B,,0B,) = H™% (0B,) es también canénico, por lo que una orienta-
cién de cada celda entrega automaticamente una orientacién del borde.

Proposicién 23.2. H,(€«!) & Hsine (X)),

Proof. Por convencion, omitiremos el superindice ”sing.” al escribir grupos
de cohomologia de espacios. Consideremos la siguiente sucesiéon exacta larga
de grupos de homologia singular:

{0} = Hn(X(”—l)) —>Hn(X(")) Jx Hﬂ(x(n)’X(n—l)>

-

n_l(X("*l)) - n—1(X(")) . n_l(X(”),X(”*l)) ~ {0}’

Ox

donde el tltimo isomorfismo se obtiene razonando como en la demostracién
de (23.1), mientras que, para verificar el primero, probamos por induccién
en k que que H,(X®) = {0} si k < n, lo que requiere observar que
H,(X® X*=D) =~ {0} la que también se demuestra como (23.1). En
términos de las funciones de la sucesion exacta larga de arriba, el operador
borde 6, : C<t — C, puede interpretarse como la composicién

H,(X™, x0-0y 2o (xO0-0y Ly g (x(0D)) x(02)y,
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Para distinguir los morfismos que corresponden a cada grado escribiremos
esta ultima composiciéon como 6,, = j.n—1 © O, ,, mientras que en la sucesién
exacta larga precedente aparecen j, , y Ox,. Ahora consideramos la siguiente
cadena de isomorfismos:

~ kerd, | ker(jun-100:n) ker (0 »)

Hn Q:Ccl. — ) : o]
( ) Im(sn'H Im(‘]*’no *’n+1> j*,n (Im(a*,nJrl))

o (Ha (X)) N H, (X )

j*,n (8*,71-1—1 (HR(X(n—H)a X(n))>) a*m—H (Hn (X(n+1)7 X(n))>

~ H, (X)) = H,(X).

En la primera fila se utilizan sélo las definiciones y el hecho de que j, ,—1 es
inyectivo. La inyectividad es una consecuencia de la sucesién exacta larga.
En la identidad de la segunda fila se utiliza nuevamente la exactitud de esa
sucesion, al remplazar el nucleo de 0, por la imagen de j,. El isomorfismo de
esa fila es, de nuevo, una consecuencia de la inyectividad de j,. El primer iso-
morfismo de la tercera fila sigue, una vez mas, de la sucesion exacta, mientras
que el 1iltimo se prueba por induccion a partir de la sucesién siguiente:

H, (X)) j

H, (XD, X0 22 {0},

Ox

{0 2 Hyyy (XOH4ED), X000

: Hn(X(n+k+1))

valido para k > 1, y del hecho de que cada identidad entre cadenas es vélida
en algin modelo de papel finito, lo que sélo puede involucrar un nimero
finito de celdas, por lo que tener el isomorfismo H,, (X"™!) = H,,(X"**) para
todo k positivo nos permite concluir el isomorfismo H, (X"*1) = H,(X).
Cuando n = 0, es importante notar que C§ se identifica directamente
con Ho(X @), por lo que la funcién Jx,—1 no aparece en el calculo anterior,
pero el resto de la demostracién permanece sin cambios. O

1%

Nos queda por probar el siguiente resultado:



L. Arenas-Carmona 265

Proposicién 23.3. §i X es el polihedro de un complejo simplicial generali-
zado X3, el que puede interpretarse como un CW-complejo de forma natural,
entonces, con las definiciones precedentes, se tiene H, (€)= HsmP- (%)),

Proof. Los grupos de n-cadenas son idénticos en ambos complejos, por lo que
basta ver que los operadores borde coinciden. Identificamos el borde 9T del

simplice T' = [ag, a1, - . ., a,] con la n-esfera S™ mediante la funcién
Tr—a
r) = —"
f(@) Pt

donde a denote el baricentro. En particular, el generador estandar de la
(n — 1)-homologia singular del borde estd dado por la suma

n

> (=1 llao, -, @i, anll.

=0

Por otro lado, si dentificamos en un punto el complemento, en 97", del inte-
rior de un simplice T; = [ag, ..., @, ..., a,], podemos utilizar la imdgen del
simplice combinatorial |[ag, ..., a;, ..., a,]| como representante del generador
estandar de la (n—1)-homologia singular de la esfera S("~1. Esto debido a la
hipétesis de que la identificacién de T;/9T; con S~V preserva la orientacion.
Eso nos dice que el coeficiente del generador a7, correspondiente al simplice
T;, en la expresién para el borde de T es (—1)%, que es el mismo coeficiente
que utilizamos al definir la cohomologia simplicial. El resultado sigue. O]

Corolario 23.3.1. La homologia simplicial de un complejo simplicial coin-

cide con su homologia singular y, por lo tanto, también con su A-homologia.
O]

Aplicaciones geométricas del grado.
El siguiente resultado se demuestra de manera anédloga al Ejemplo 13.4,
con una homotopia del tipo

@)+t — J(@)]
H@D = Ty v e = f@I

Proposicién 23.4. Una funcion continua f : S™ — S™ sin puntos fijos es
homotdpica a la funcion antipodal a(x) = —x. O



L. Arenas-Carmona 266

Figure 23.1: La triangulacion del texto para las esferas de dimensién 0,1 y 2.

Corolario 23.4.1. Una funcion continua f : S™ — S™ sin puntos fijos tiene
el mismo grado que la funcion antipodal. [

Esto plantea el problema de calcular el grado de la funciéon antipodal.
Para ello consideramos un complejo simplicial ¥, con un vértice en el punto
cartesiano correspondiente a cada vector e; de la base canénica de R*!, o
su inverso —e;, y con todos los simplices de la forma [e1e;,, ..., €xe;, ], donde
i1, .., i, € {0,...,n} son diferentes y cada €; es 1 o —1 (ver Figura 23.1).
Este complejo tiene un polihedro homeomorfo a la n-esfera, y no es dificil ver
que un generador de su A-homologia en dimensién n, y por lo tanto también
de su homologia singular, esta dado por la suma

c= Z(EO---5n)|[5060,...,5nen]\,

—
£

- .
donde € recorre el conjunto de todos los vectores reales con coordenadas
1 o —1. Ahora observamos que, en ¥, la funcién antipodal es, de hecho,
simplicial, y se tiene

aa(c) = Z(ao cen)l[~eoto, - - ., —Enen]| = (—1)" e

Concluimos que el grado de la funcién antipodal es (—1)"*1.

Corolario 23.4.2. Si el grado de una funcion continua f : S™ — S™ es
diferente de (—1)"*1, entonces f tiene un punto fijo. ]
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Figure 23.2: Una variedad diferenciable con su plano tangente en un punto.

Corolario 23.4.3. Si G es un grupo topoldgico homeomorfo a la esfera S™,
entonces n es impar.

Proof. Si g es un elemento diferente de la identidad, la funcion x — gx
no tiene puntos fijos, pero esta funciéon debe ser homotépica a la identidad
mediante una homotopia del tipo H(t,z) = v(t)x, donde 7 es una curva que
une la identidad con g. Concluimos que (—1)"™! = 1. O

Para la siguiente aplicacién necesitamos recordar algunos conceptos de
la geometria diferencial. Para efectos de estas notas, consideraremos una
variedad diferencial como un conjunto M C R"™ en el que cada punto p € M
tiene una vecindad abierta V' C R", para la que existe un homeomorfismo
diferenciable ¢ : D — V N M, donde D es un abierto en R™, con m < n.
También asumimos que ¢ tiene una matriz derivada inyectiva en ¢~1(0). Esta
es la definicién de lo que en geometria diferencial se conoce como una variedad
incrustada en R", pero nos bastard por ahora. El fibrado tangente T'M C
R™ x R" = R?" es la unién de los conjuntos de la forma T,M = {p} x T,M,
donde T}, M es el espacio tangente a la variedad M en el punto p. Con estas
convenciones, un campo vectorial en M es una funcién diferenciable V de
M en su fibrado tangente T'M que satisface V' (p) € T,M para cada punto
p € M. A menudo escribimos V para la segunda coordenada de 17, es decir

la funcién que satisface 17(])) = <p, V(p)). Un campo vectorial define un

flujo ® : M x (—¢,e) — M mediante la ecuacion diferencial £®(z,t) =V (z).
Recuérdese que la tangente a una curva definida en una variedad es un vector
del espacio tangente en el punto correspondiente, por lo que esta ecuacién
tiene sentido. La existencia de tal solucion y su diferenciabilidad respecto de
las condiciones iniciales son estudio de la teoria de ecuaciones diferenciales,
materias en las que no entraremos aqui.
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Corolario 23.4.4. Sea n un entero positivo par y sea Vi S" = TS™ un
campo vectorial en la n-esfera. Entonces existe un punto p € S™ que satisface
Vip) =0.

Proof. Supongamos que este no es el caso, es decir V(p) # 0 para cada
p € S". En este caso, una expansién de Taylor nos da

O(p,t) =p+tV(p) + g(p, 1),

donde ¢ es una funcién continua que satisface |g(p,t)|/t 28 0. La com-

pacidad nos permite asumir que esta convergencia es uniforme, por lo que
|®(p, t) —p| estd acotado por abajo para t suficientemente pequeno. Esto con-
tradice el hecho de que x — ®(x,t) tiene un punto fijo para cada ¢t dado, por
ser homotopica a la identidad. La contradiccién termina la demostracion. [

Proposicién 23.5. Una funcion continua impar f : S™ — S™, es decir una
funcién que satisface la relacion f(—x) = —f(x), debe tener grado impar.

Proof. Observemos primero que si f es impar, entonces tiene una aproxi-
macién simplicial impar. Esto sigue del hecho de que una aproximacion
simplicial s s6lo necesita cumplir con la condicién

f(Est(v)) C Est (s(v)), (23.2)

por lo que las imagenes bajo s pueden escogerse de modo que respeten
antipodas. En otras palabras, pedimos que se satisfaga la relaciéon s(—v) =
—s(v), para cada vértice v. Nétese que si vy s(v) cumplen la relacién (23.2),
también lo hacen —v y —s(v), por lo que no hay problema en modificar las
imédgenes de un punto en cada par de vértices antipodales para garantizar la
condicién requerida.

Utilizaremos la homologia simplicial con coeficientes en el cuerpo Fy con
dos elementos. Recuéndese que las cadenas de la homologia con coeficientes
se definen mediante la relacién C5™P(3;Fy) = CSmP- (X)) ®7 Fy. Dado que
CSmp(%3) es un grupo abeliano libre con un conjunto de generadores in-
diceado por los simplices del complejo, esto equivale a definir C5™P(3; )
como un [Fy-espacio vectorial cuya base estd indiceada por ese mismo con-
junto. No es dificil ver que, con estas convenciones, un generador de la
n-homologia, en este caso, es el siguiente:

c= Z [8060, cen ,€n6n].

—
5:(507~~~7€n)
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Figure 23.3: La divisién de la esfera en dos casquetes en el caso n = 2.

Notese que en el presente contexto, el signo en el coeficiente ya no es relevante.
Una funcién continua tiene grado impar si y sélo si induce un isomorfismo
a nivel de HS"& (5" Fy) = HS™P(X Fy) = Fy. En caso contrario inducird
la funciéon 0. Asumiremos esto tultimo para llegar a una contradiccion. Esto
probara que el grado es impar.

Definimos una cadena que representa el casquete superior, es decir el
hemisferio norte, mediante la férmula siguiente:

b = 2[5060, Ce ,snen],

—
)

en=1

de modo que se tenga ¢ = b+ aa(b). Véase la Figura 23.3. Consideremos
una aproximacion simplicial impar s : nim Y, de f, donde X, es el
complejo simplicial definido antes, y ponemos by = 0"*b. Como s tiene grado
par debe inducir la funcién 0 a nivel de homologia. Por otro lado, se tiene
que apsa = saaa, dado que s es impar.

Dado que no hay cadenas simpliciales no triviales de dimensién n + 1, la
imagen bajo sa de cualquier generador de la homologia simplicial de sim)
debe ser trivial. En otras palabras, tenemos sa(by) + aasa(by) = 0, es decir
sa(by) = aasa(by). Concluimos que cada vez que un simplice aparece en
la expresién de sa(bg), también aparece su antipodal. En particular, puede
escribirse sa(by) = h + aa(h) para cierta cadena h.

Supongamos primero que n = 1, de modo que b = [eg, e1] + [—€p, €1]. En
este caso by = 0b = [eg] + [—eo], por lo que

Osa(bo) = [s(eo)] + [s(—eo)] = [s(eo)] + [=s(eo)].
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Por otro lado, se tiene
GSA(bO) =0h + 8aA(h),

es decir la suma de un ndmero par de vértices (Oh) y sus antipodas. La
expresion de méas arriba no tiene esa forma, lo que demuestra el teorema en
este caso.

Maés generalmente, dbg es el ecuador de 2™ como se aprecia en la Figura
23.3, el que es una esfera de dimensién n— 1. Por esta razén, puede escribirse
Obg = by + aa(by), donde

by =" E [6060, -5 En—2€n_2, 6n—1]7

€155€n—2

suma que se extiende sobre todas las posibles elecciones de los signos ¢;. En
particular, se tiene

Oh + sa(by) = ana <8h + SA(b1)>a
de donde tenemos, por el mismo razonamiento anterior

oh + SA(bl) = hl + CLA(hl),

para cierta cadena hy. Aplicando el operador borde y utilizando la férmula
0% = 0, obtenemos

SA(@bl) = 88A(b1) = 8h1 + GA<ah1).
Como 0b; es el ecuador de la n — 1 esfera, podemos definir b, por la férmula

by = o™ ( Z [6060, -+ €n—3€n-3, 6n—2]> )

€15+5€n—3

como antes, para obtener db; = by + aa(by), y por ende

8h1 + SA(bQ) = aAa <8h1 + SA(b2)> .
Iterando este proceso obtenemos finalmente
ahn—2 + SA(bn—1> = hn—l + aA(hn—l>7

donde b, ; = 5m([eo,61] + [—60,61]), y la demostracién se termina como
antes. 0
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Corolario 23.5.1. (Teorema de Borsuk-Ulam). Sea f : S™ — R" una
funcion continua. Entonces existe un punto x € S™ para el cual f(x) =

f(==).

Proof. En caso contrario, la férmula g(x) = % define una funcién
impar g : S® — S™"!. Su restriccién al ecuador es una funcién g : S"! —
S™=1 que es homotdpica a una constante, por lo que tiene grado cero. Esto

contradice el resultado anterior. OJ

Corolario 23.5.2. (Teorema del Sandwich de Jamdn y Queso). Da-
dos tres conjuntos medibles y acotados en el espacio, existe un plano que los
bisecta simultaneamente a los tres.

Proof. Llamemos a estos conjuntos A, By C. Sea e S? un vector unitario,
y sea L un plano perpendicular a u. Sean €2; y )y los dos semi-espacios
determinados por L. Para fijar ideas, digamos que {2; se encuentra en la
direccién de u. Nétese que Vol(AN Q) — Vol(A N ) varfa continuamente
con la posicién de L, mientras que su valor converge a Vol(A) cuando esta
posicion se aleja hacia el infinito en una direccién, y a —Vol(A) en la direccién
contraria. Concluimos que es posible escoger dicho plano de modo que bisecte
a A, es decir Vol(AN ) = Vol(AN Q).
Se define la funcién

F(u) = (vol(B N Q), Vol(C N Ql)>.

Afirmamos que esta es una funcién continua de S? en R?, por lo que existe un
L. = — — ,

valor del vector unitario u para el cual f(u) = f(—u). Nétese que remplazar

u por — ¥ intercambia Q1 y s, por lo que se sigue el resultado.

Falta probar la continuidad. Esto requiere algo de geometria. Considere-
*)
mos una bola D = By (0) centrada en el origen y de radio R suficientemente

grande para contener a todos los conjuntos A, B y C'. Removamos de D una
pequena vecindad de la parte del plano L que la intersecta. Si Vol(A) =V,
la interseccién de A con cada una de las zonas verdes de la Figura 23.4 con-
tiene un volumen entre % —€y % Ademas, el resto de A se ubica en la

franja intermedia. Concluimos que, para vectores unitarios U cercanos a U,
el plano P que es perpendicular a v y bisecta a A se encuentra muy cerca
de la franja, por lo que las regiones en las que P divide a B y C' son también
similares. Dejamos los detalles al lector.

[]
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O—

Figure 23.4: La esfera de la demostracion del Teorema del Sandwich de
Jamén y Queso.

Grado de una aplicacién entre variedades compactas orienta-
bles.

Sea M una variedad conexa sin borde y triangulable. Mostraremos que
el concepto de grado se extiende sin dificultad a funciones f : M — M. Para
ello, escojemos un complejo simplicial ¥ cuyo polihedro |X| es homeomorfo a
M vy lo utilizamos para calcular la homologia de M via homologia simplicial.
Consideremos dos simplices adyacentes de dimensién maxima n, denotados
Ay B como en la Figura 23.5. Sea ¢ una cara comun entre ambos simplices.
Consideremos un ciclo (simplicial) v de dimensiéon méxima. Supongamos que
el coeficiente de A en y est # 0. Entonces el coeficiente de B debe ser también
no nulo, y de hecho, existe una unica eleccién de este tltimo coeficiente
que permite que el coeficiente de la cara comun ¢ se anule. Ademas, este
coeficiente es, o bien ¢, o bien —t. Lo mismo se aplica a otros vecinos de A
o B, e inductivamente a todo los simplices de la triangulacién, por ser M
conexa. En particular se concluye lo siguiente:

1. Si existe un ciclo no trivial, este debe tener el mismo coeficiente en cada
uno de los simplices de dimensién maximal, salvo por una eleccién de
signo, la que debe realizarse coherentemente.

2. Si existe un ciclo no trivial, la triangulaciéon debe tener sélo una can-
tidad finita de simplices de dimensiéon maxima. En particular, M es
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v
>

W

Figure 23.5: Dos simplices adyacentes en una triangulaciéon de una variedad
compacta sin borde.

compacta.

3. Asumamos que M es compacta. Un ciclo no trivial existe si y sélo
si la elecciéon de signo puede realizarse de manera coherente en todos
los simplices de dimensién maximal de la triangulacion. En este caso
diremos que la triangulacion es orientable.

4. Si un ciclo no trivial existe, al no haber cadenas no triviales de di-
mensién mayor, la homologia n-dimensional es no trivial, y de hecho
Hee (M) = HS™P (%) 2 7.

Concluimos, de esta tultima observacion, que la orientabilidad es una pro-
piedad de la variedad, no de la triangulacion escogida. Le llamaremos una
orientacién, a una eleccién de un generador de H®":(M). Nétese que, como
prueba lo dicho més arriba, basta escoger la orientaciéon de un sélo simplice.

Si M es una variedad conexa, compacta, orientable y triangulable, le
llamaremos grado d = deg(f) de una aplicacién continua f : M — M al
nimero entero d que satisface la relacién f.(a) = da para cada a € HS"8 (M).
Es posible también definir el grado de una aplicacién continua f : M — N
entre variedades distintas, pero sélo si se escoge un generador de cada grupo
de homologia, es decir una orientacion de cada variedad.

Notese que la eleccion del signo en un tnico simplice nos da también
una eleccién de un generador preferente para el grupo de cohomologia local
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H°¢(M;p) para cada punto p interior a dicho simplice. No es dificil con-
vencerse de que esta observacion nos proporciona una manera de identificar
la orientacion local en un punto con la orientacién global de la variedad. Esta
orientacion es independiente de la triangulacion escogida, como se vera en la
seccion siguiente.

Grado local y principio local-global.

Sean M y N variedades compactas orientables como en la seccién anterior,
y sea p € M. El grupo de homologia local H°*(M;p) = Hs"& (M, M — {p})
es isomorfo a Z, de modo que es posible definir un grado local deg,(f) medi-
ante la férmula f,(a) = [deg(f)]b, donde a es un generador de H°“(M;p) y b

es un generador de H°¢ <N i f (p)), para cada funcién continua f : M — N.

Esta definicién depende de los generadores a y b. Sin embargo, la discusién
de la seccion precedente nos dice que estos generadores estan completamente
determinados si se escoge una orientacion de cada una de las variedades M
y N. En particular, si M = N, es posible escoger los generadores de forma
coherente, en el sentido en el que ambas estén inducidas por una misma o-
rientacion global. Esto fija el signo del grado local en ese caso, dado que
cambiar el signo del generador de la homologia global cambia el signo del
grado de todos los generadores locales simultaneamente. En el caso general
el grado local esta definido salvo signo.

Una manera de visualizar esto es tomando un generador de la homologia
local, el cual puede ser la imagen de un simplice que contenga al punto p en
su interior, como el que se muestra en la Figura 23.6. Podemos suponer que
el simplice mostrado en la figura es uno de los simplices del complejo ¥ que
triangula la variedad, como el que mostramos en la seccién anterior. Existe,
por lo dicho alli, un tnico generador a € H5"8 (M) representado con una
cadena cuyo coeficiente en el simplice dado es 1. De hecho el homomorfismo
canonico

pe s HY (M) — H*(M;p)
es un isomorfismo. Mas atn, si f : M — N es una funcién continua, para
cada punto ¢ € N se tiene un diagrama conmutativo
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Figure 23.6: Un generador de la homologia local.

donde p, es la funcién inducida por la proyeccion a nivel de cadenas
s Gy (M) — G (MM = £7(9)).

la que lleva cada cadena singular en la clase correspondiente. Supongamos
que la pre-imagen f~!(q) es finita, y que cada uno de sus puntos estd en
el interior de un simplice, como p en la Figura 23.6, lo que siempre puede
suponerse con una eleccién apropiada de la triangulacion. Mas atun, uti-
lizando una subdivisién baricéntrica, podemos suponer que los simplices
que corresponden a puntos distintos de la pre-imagen no son adyacentes.
En tal caso, el lema de la escision nos muestra que la homologia relativa

Hse: ( M,M — f —1(q)), es la suma directa de los grupos de homologia local
H°¢(M;p), donde p recorre la pre-imagen f~!(q), y se tiene
ps(a) = Z ap;
pef~1(q)

donde cada a, es un generador del grupo de homologia local correspondiente.
En particular, podemos realizar el siguiente calculo:

[deg ()b, = p. (des (b ) = p. o fulanr) = f. o p(an)
= folap) =) [deg,flb,.

pef~1(q) pef~1(q)
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El siguiente resultado es ahora inmediato:

Proposicién 23.6. (Principio local global). El grado de una funcion
continua entre variedades sin borde, compactas, conexas y triangulables es la
suma de los grados locales en las pre-imdgenes de cada punto con pre-imagen
finita.

ejemplo 23.7. Sea f : C — C una funcién analitica de la esfera de Riemann
en si misma. Recordemos que el grupo de homologia local Hg(@; 0) es iso-
morfo a Hy(C;0) = H{(C*). El espacio C* es homotdpicamente equivalente
al circulo, por lo que la clase correspondiente a una curva cerrada puede cal-
cularse utilizando el nimero de vueltas. Si f tiene un cero de orden n en 0,
entonces podemos escribir f(z) = az" + fi(z), donde lim,, o f1(2)z~™ = 0.
Es facil ver que la curva s — f(£e?™) es homotépica en C* a s+ ag"e?™s™

para ¢ suficientemente pequenio (¢ << 1) mediante una homotopia del tipo
H($7 t) = tf(ge%ﬂi) + (1 _ t)agneznsm’ — qehe2nsm + tf1(€€25m),

dado que el valor absoluto del dltimo término esta acotado por as™/2 para
€ << 1, por lo que la homotopia no se anula. Concluimos que el grado local
de f en 0 es igual a n. Afirmamos ahora que el grado de una funcién racional
viene dada por la formula

deg (g) — max{deg(P), deg(Q)},

si P y @ son polinomios sin divisores comunes. Para esto, observamos que
el polinomio g tiene un cero en oo si y sélo si deg(Q)) > deg(P). Si este
no es el caso, los ceros de £ son los ceros de P, y estos no son ceros de Q,
por lo ge el grado de cada cero p coincide con la multiplicidad del factor
z — p en la descomposicién prima de P(z). Si hay un cero en infinito, a lo
anterior hay que sumarle el grado de dicho cero, por lo que basta probar
que el grado del cero en infinito es deg(Q)) — deg(P). Para esto escribimos
P(z) = az"+ Pi(2) y Q(2) = bz™ 4+ Q1(z), donde P;(z) y Q1(z) contienen
las sumas de los términos de grado no maximal de cada polinomio. Ahora
observamos que

P(z7')  az "+ P(z7") m-n O+ 2"Py(z7h)
Q) b Qiz ) b iz

de donde sigue el resultado.
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El nimero de Lefschetz:

Sea Y un complejo simplicial finito, de modo que, en particular, el grupo
H:mP- (33 Q) sea un espacio vectorial racional de dimensién finita para cada
n. Maés especificamente HS™ (3, Q) = QF». El entero no negativo 3, se
denomina el n-ésimo nimero de Betty de X.

Sea f : |X] — |X| una funcién continua, y sea fi., : HE™ (3 Q) —
HEmP- (33 Q) la funcién que induce a nivel de homologia n-dimensional. De-

finamos
oo

Ay = SO (=1t o).
k=0
Este se denomina ntimero de Lefschetz de f.
Antes de probar el resultado principal de esta seccién necesitamos un
lema tecnico:

Lema 23.8. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, y sea W un
subespacio. Sea f :V — V una funcion lineal que satisface f(W) C W, y
sea f: V/W — V/W la funcién inducida. Sea f' la restriccion de f a W.
Entonces tr(f') + tr(f) = tr(f).

Proof. Este resultado sigue fécilmente de la observacion de que si A es la
matriz de f’ y B es la matriz de f, entonces f tiene una matriz de la forma

(05)

Proposiciéon 23.9. (Teorema del punto fijo de Lefschetz). Si f :
|X| = |X]| es una funcion continua que satisface Ay # 0, entonces f tiene un

punto fijo.

]

Proof. El espacio topoldgico X = |¥| es compacto y metrizable, por lo que
podemos encontrar un minimo no nulo de la funcién x — d(:p, f (x)), para

cualquier métrica que defina la topologia. En particular, remplazando ¥
por una subdivision baricéntrica suficientemente fina, podemos suponer que,
para cualquier simplice T" de ¥, la distancia entre Ty f(T') es mayor a
tres veces el didmetro de cualquier simplice. Si ahora s : ¥™ — Y es una

aproximacion simplicial, entonces afirmamos que la funcién inducida sa ,, :
Csimp(n(m) Q) — CsimP (3, Q) satisface tr(0™sa,) = 0. De hecho, sea T
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un simplice arbitrario de ™, y sea U un simplice arbitrario de X que lo
contiene. Sea x un punto interior de 7', de modo que el soporte W de f(x)
en Y contiene a s(z) € s(U). En particular, la distancia de de f(z) a s(x)
es menor que el diametro de W. Se sigue que la distancia de = a s(x) es
mayor al doble del didmetro maximo de un simplice. Se sigue que 17"y s(T")
no se intersectan. Los simplices que aparecen en la expresién §™sa (1) son
aquellos en los que s(7") se subdivide, por lo que ninguno de ellos coincide
con T'. La afirmacion sigue.
Probaremos ahora que el nimero de Lefschetz satisface

o

Ap = (=1)ftr(6"sam).

k=0

Esto termina la demostracion. Es claro que

o

Ap =) (~1) tr(sen),

k=0

por lo que podemos utilizar las sucesiones exactas
0—-B,—~4,—H,—0 y

0—>2%2,—C,— B,_1 =0,
junto con el lema precedente para escribir

o0

(1) tr(8"sup) = > _(—1)ftr(6™sz4) —

(—1)kt1‘((5m83’k)

NE

=)
i

e -

(—l)ktr(5m837k_1) — (—1)ktr<5m53’k)

M 1M
Mo I

(—1)ktr(5m5A,k) —

X

=0

i
o
ol

=0
= Z(—l)ktr(dmsA,k),
k=0
donde sz, : ZZ™(S,Q) » Z™(2,Q) y spu : BI(E™,Q) -
B™ (X, Q) son las funciones inducidas correspondientes, y el resultado sigue
del hecho de que 0™ induce la identidad a nivel de homologia. Notese que en
la suma del medio de la segunda linea aparece una funcién sp_; que debe
interpretarse como 0. [
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ejemplo 23.10. Si [X| = S", entonces Ay =1+ (—1)"deg(f), con lo que se
recobra el criterio dado al comienzo de este capitulo para que una funciéon
entre esferas tenga un punto fijo.

La caracteristica de Euler de un espacio compacto triangulable X se define
por x(X) = A4, el nimero de Lefschetz de la identidad. La demostracion
del Teorema de Punto Fijo de Lefschetz muestra que esta puede calcularse

utilizando la féormula .

X(X) =) (—1)F Ny,
k=0
donde Ni es el numero de k-simplices en una triangulacién dada de X. Esta
tiene la propiedad aditiva

X (X1 U Xp) = x(X1) + x(X2) — x(X1 N Xy),

cuando cada uno de los espacios involucrados es triangulable, como puede
comprobarse facilmente utilizando, por ejemplo, la sucesiéon de Mayer Vi-
etoris. También pueden probarse los siguientes resultados, de manera analoga
a los Corolarios 24.1.3 y 24.1.4:

Corolario 23.10.1. 5i G es un grupo topolégico compacto triangulable no
trivial, entonces x(G) = 0. O

Corolario 23.10.2. Si M es una variedad compacta triangulable que admite
un campo vectorial V : M — T'M que no se anula en ningun punto, entonces
X(M) = 0. O

En el segundo corolario no consideramos a un punto como una variedad.

Ejercicios:  (Todos los complejos simpliciales considerados se asumen
finitos).

1. Utilice la homologia celular para calcular la homologia de la esfera, el
toro y la botella de Klein.

2. Sea K el (n — 1)-esqueleto del n-simplice [vy, . .., v,]. Probar que toda
(n — 1)-cadena cerrada de K es un miltiplo de la cadena

n

> (=)o, i ).

1=0
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10.

11.

Utilice la férmula para el grado de una funcién racional como funcién
de C en si mismo para dar una demostracién del teorema fundamental
del &lgebra.

Probar que si f : S™ — S™ es impar, entonces m < n (Sugerencia:
Usar el Teorema de Borsuk-Ulam).

Extienda el Teorema del Sandwich de Jamén y Queso a dimension n.

T . n 0
Para cada entero n, sea T,, la transformacién lineal con matriz ( 1 ) .
n

Para que valor de n la funcién que T,, induce en el toro es homotdpica
a una transformacion sin puntos fijos?

Utilice la sucesion de Mayer Vietoris para probar la aditividad de la
caracteristica de Fuler.

Suponga que X = X; U X5, v que existe una triangulacién de X en la
que X; y X5 sean polihedros de subcomplejos. Dar una demostracion
directa de la aditividad de la caracteristica de Euler.

Sea 3, el n-ésimo nimero de Betty de un espacio triangulable X, es de-
cir Hs™8(X Q) = Q°». Probar que la caracteristica de Euler satisface
X(X) = > 2o (—1)"B,. Utilice esta propiedad para calcular ; cuando
X es la superficie orientable de género g.

Puede extenderse la propiedad anterior a los nimeros de Betty médulo
2, los que satisfacen H¥"& (X, F,) = Fo"?

Sea Y un complejo simplicial y s : ¥ — ¥ una funcién simplicial. Pro-
bar que los puntos fijos de s forman un subcomplejo Y de la subdivision
baricéntrica de ¥ y que x(| Y |) = As. En particular, probar que si s
sélo tiene puntos fijos aislados, entonces tiene exactamente A, puntos
fijos.



Chapter 24

Cohomologia.

Un complejo de co-cadenas es esencialmente lo mismo que un complejo de ca-
denas, excepto que los morfismos, llamado en este caso operadores co-borde,
van en la direccién contraria, del grupo de co-cadenas de menor dimension
al de mayor dimension. Para ser precisos, un complejo de co-cadenas €
consiste en un grupo de co-cadenas C™ en cada dimensién, y un operador
co-borde 6, : C* — C™! el cual utilizamos para definir el grupo de n-
cobordes Z,(€) = ker(d,,) y el grupo de n-cociclos B"(€) = 4,,_1(C"') C C™.
También en este caso imponemos la condicion 9, 0 d,,_1 = 0, lo que implica
que B"(€) C Z™(€), por lo que podemos definir los grupos de cohomologia
mediante

como antes. Alternativamente, podemos interpretar un complejo de co-
cadenas, como un complejo de cadenas que tiene grupos de cadenas no tri-
viales sélamente en dimension no positiva. Por esta razon, muchas de las
propiedades de los complejos de cadenas se trasladan, sin mayor esfuerzo a
la nueva situacion.

El camino mas comun para definir un complejo de co-cadenas a partir
de un complejo de cadenas es dualizar. Si € es un complejo de cadenas,
su complejo de co-cadenas dual €* = Hom(€, A) se define por los grupos de
co-cadenas C™ = Homy(C,,, A), para cierto grupo abeliano A fijo, que supon-
dremos igual a Z si no se especifica lo contrario. El operador coborde ¢ es,
en este caso, el dual 0 = & del operador borde usual 9, y definimos los gru-
pos de cohomologia de € mediante H"(€) = H"(€*). Con esta convencion,
definimos los grupos de cohomologia singular de un espacio topoldgico, o los

281
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grupos de cohomologia simplicial y A-cohomologia de un complejo de celdas,
en términos de los duales de los correspondientes complejos de cadenas. Por
ejemplo, para un complejo simplicial ¥ y un espacio topoldgico X definimos
g (53 A) = H(€() ), Hi,, (X5 4) = H'(€%(X).
Del mismo modo, cada morfismo f : € — ® entre complejos de cadenas
define un dual f’: ®* — €*, que es también un morfismo de cadenas, lo que
nos permite definir funciones f* : H"(®) — H™(€) a nivel de cohomologia.
El concepto de homotopia de cadenas se extiende también al nuevo contexto,
y podemos definir homotopias de co-cadenas simplemente dualizando homo-
topias de cadenas. La ecuacion K0 + 0K = f — g implica, dualizando, la
ecuacion
K'§+ 0K = f/_g/

para el complejo dual. Esto demuestra, por ejemplo, la invarianza de los
grupos de cohomologia bajo equivalencia homotdpica, es decir, el resultado
siguiente:

Proposicion 24.1. Espacios homotopicamente equivalentes tienen grupos de
cohomologia isomorfos. ]

Los detalles se dejan al lector.

Con lo dicho hasta aqui podria parecer que los grupos de cohomologia
son una variacion sencilla de los grupos de homologia, con lo que el lector
se preguntara si entregan realmente informacion nueva. De hecho es posible,
como veremos a continuacién, calcular los grupos de cohomologia directa-
mente a partir de los grupos de homologia. Sin embargo, es posible dotar, a
la suma directa de los grupos de homologia, una estructura de anillo gradado,
la que no es facil de definir, en la mayoria de los casos, para su contraparte
homolégica. Los grupos de cohomologia de variedades diferenciables tienen
también una version analitica, en términos de formas diferenciales, como ver-
emos en un capitulo posterior (atin no escrito en esta versién de los apuntes).

A fin de calcular los grupos de cohomologia a partir de la homologia
necesitamos ciertas herramientas del algebra homoldgica. Especificamente,
precisamos la definicién del functor Ext. Para estos efectos, definimos una
resolucién libre, de un grupo abeliano A, como una sucesién exacta corta de
grupos abelianos

{0} = K - F— A— {0}
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donde K y F' son grupos libres. Tal sucesion siempre existe, dado que pode-
mos tomar un conjunto de generadores de A, interpretarlo como las imagenes
de los generadores de un grupo libre F'| y definir K como el niicleo de ho-
momorfismo asi obtenido. Nétese de que aqui usamos el hecho de que todo
subgrupo de un grupo abeliano libre es libre.

Nétese que podemos definir un complejo de cadenas 2(, donde Cy(2A) = F,
Ci() = Ky C,() = {0} para n > 2, utilizando, como tinico operador
borde no trivial, la inclusiéon de K en F. Este complejo satisface Hyp(2A) = A
y H,(A) = {0} para n > 1, como el lector comprobara facilmente. Nos
referiremos a este complejo como un complejo resolucién del grupo abeliano

A.

Lema 24.2. Dos complejos resolucion arbitrarios de un grupo abeliano fijo A
son homotopicamente equivalentes. Cada homomorfismo de grupos abelianos
f A= A induce una funcion de cadenas fa : A — A" entre los correspon-
dientes complejos resolucion, la que es unica modulo homotopia.

Proof. Basta probar la tltima afirmacién para una resolucion arbitraria, pues
si 2y y Ay son dos complejos resolucion del mismo grupo, lo anterior implica
la existencia de morfismo de cadenas h : A; — 2As y n : Ay — 2A; inducidas
por la identidad, mientras las composiciones h on y n o h son homotopicas a
las identidades respactivas por la condicién de unicidad incluida en la tdltima
afirmacion.

Para probar la existencia de la funciéon de cadenas necesitamos completar
el hoomorfismo f a un diagrama conmutativo

K-—4sfp_°c. 4.

el

K/L)F/_>A/

Para definir f; se escoge una base de F', y a cada uno de sus miembros v
se le asocia una pre-imagen del elemento correspondiente f o e(v) € B. Lo
mismo se hace para definir f;. Para tener una homotopia entre dos de tales
funciones de cadenas fa y fA, descritas respectivamente por morfismos con
y sin tilde, basta encontrar un homomorfismo k : F' — K’ que cumpla las
identidades R ~

d ok = fo— fo, kod=fi— fi.
Esto se realiza como sigue: Para que k satisfaga la primera condicion se
utiliza una base de F' y se escoge, para cada miembro v una pre-imagen,
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bajo d', de fo(v) — fo(v), la que existe dado que fo(v) y fo(v) tienen la misma
imagen en B. Para probar que también se cumple la segunda, escogemos un
elemento r € K y calculamos

dokod(r) = fodw)) = fo(dn) = (fir) - A),

donde utilizamos el hecho de que fa y fA son morfismos de cadenas. Con-
cluimos recordando que d’ es inyectiva. O]

Para todo grupo abeliano B, el grupo Ext(A, B) se define como el co-
ntcleo del homomorfismo Hom(F, B) — Hom(K, B), donde Hom(X, B) de-
nota el grupo de homomorfismos, en la categoria de grupos abelianos, de X
a B. Este functor puede calcularse a partir de los complejos resolucién. De
hecho, tenemos el siguiente resultado:

Lema 24.3. Sea A un grupo abeliano, y sea A un complejo resolucion ar-
bitrario de A. El dual 2A* = Hom(2, B) satisface H°(A*) = Hom(A, B) y
H'(A*) 2 Ext(A, B).

Proof. El dual 2* = Hom(2(, B) es el complejo
{0} — Hom(F, B) — Hom(K, B) — {0}.

La segunda afirmacién es, por lo tanto, inmediata a partir de la definicion
del functor Ext. Para probar la primera, es suficiente probar que la sucesién

{0} = Hom(A, B) — Hom(F, B) — Hom(K, B)

es exacta. La inyectividad sigue del hecho de que una funcién es nula si y
sélo si su imagen es {0}, mientras que na funcién s € Hom(A, B) tiene la
misma imagen s(A) que la funcién § € Hom(F, B) que induce. Por otro lado,
si una funcién § € Hom(F, B) se anula en Hom (K, B), entonces define una
funcién s € Hom(A, B) por la propiedad universal del cociente. El resultado
sigue. O

ejemplo 24.4. Si A es un grupo libre podemos escoger K = {0}, por lo que
se tiene Ext(A, B) = 0.
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Lema 24.5. Sea {0} — A EN N N {0} una sucesion exacta corta de
grupos abelianos. Entonces existe una sucesion exacta larga
{0} —= Hom(A, B) —<> Hom(A’, B) —~ Hom(A4', B)) j

§*

LExt(A, B) —% Ext(A, B) —~ Ext(4, B)) —= {0}
de grupos abelianos, donde f* y g* son co-inducidas de f y g.

Proof. Para esto construimos un diagrama conmutativo

{0} — {0} — {0} —= {0} — {0},

{0} K K’ K" — {0}

{0} F F " — {0}
P

{0} A Al AP {0}

{oy {0y {0}

donde cada columna es una resolucion libre del grupo correspondiente, y cada
fila es exacta. Para garantizar la exactitud de las filas superiores es suficiente
tomar F' = F®F", escogiendo pre-imagenes arbitrarias de los generadores de
A" como imégenes de los correspondientes elementos de la base de F”. Esta
funcién depende ciertamente de la eleccion de las pre-imagenes. Sin embargo,
para cada elemento r € K” C F” la correspondiente imagen ¢ (r) € A’ cae
en A, pues su imagen en A” es la identidad por definiciéon de K”. Esto
significa que podemos escoger un elemento 7(r) € F' que tiene a 1 (r) como
imagen en A, y por lo tanto tenemos

K = {(u—i—n(r),r) ’ ue kK, TEK”},



L. Arenas-Carmona 286

de donde concluimos la exactitud de la fila que contiene a K. Lo anterior
define una sucesion exacta corta de los correspondientes complejos resolucion

0y AL %A - {0}

Si se dualiza esta sucesién y se toma la correspondiente sucesion exacta larga
a nivel de homologia, se obtiene el resultado pedido. O

Proposicién 24.6. Sea R un grupo abeliano. Sea € un complejo de cadenas,
con grupos de cadenas Cy,(€) libres, y sea € = Hom(&, R) su complejo dual.
Entonces existe una sucesion exracta

{0} - Ext<Hn_1(¢), R) — H"(€") - Hom(Hn((’:), R) — {o}.
Proof. Utilizamos la sucesion exacta
{0} = Za(€) 5 Cu(€) % B,_i(€) — {0},
la que podemos dualizar para obtener la sucesion
{0} = Booa(€)* 5 Cul(@)* 5 Z,(€)* — {0},

la que es exacta, dado que todos los grupos involucrados son libres. Conver-
timos esta iltima en una sucesion exacta corta de complejos de co-cadenas

{0} = B* - ¢ =3 = {0},

en el que ambos extremos tienen homomorfismos borde triviales. El subindice
de la derecha implica que el grupo de n-cadenas de B* es B, 1(€)*. La
correspondiente sucesion exacta larga de grupos de cohomologia nos da

. Zr =B > HYC) =2 > B — ...,

en la que el lector puede comprobar facilmente que el morfismo borde Z* —
B’ es la restriccion. En particular, se tiene una sucesion exacta corta

{0} — coker (Z;;_l — B:;_1> — H"(€") — ker(Z; — B,’;) — {0}.

Basta ahora identificar el niicleo y el contucleo en la sucesién precedente. Para
ello tomamos la sucesién exacta corta

{0} = B,(¢) 5 Z,(¢) B H,(¢) — {0},
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para obtener, aplicando el lema precedente, la sucesion
{0} = Ha(@)" = Zu(€)" > Bu(€)" — Bxt(H,(€), R) — {0},

de donde se concluye lo pedido. O

Observacién 24.7. Puede probarse que esta sucesion exacta se descompone,
es decir, se tiene

H™(€*) = Ext (Hn_l((’:), R) @ Hom(Hn(et), R),

pero este tultimo homomorfismo no tiene buenas propiedades functoriales. No
es natural, en el sentido de teoria de categorias.

ejemplo 24.8. Si X es el Toro, todos los grupos de homologia singular son
libres, por lo que se tiene HY,, (X;Z) = H;"¢(X) para cada n.

ejemplo 24.9. Si X es el plano proyectivo, se tiene H" (X)) 2 7, H" (X) =
Z/2Z y Hy"® (X) = {0}. Concluimos que HY,, (X;Z) = Z, H},, (X;7Z) =
Hom(Z/27,7) = {0}, mientras que HZ,, (X;7Z) = Ext(Z/27Z,7). Para cal-

cular este ultimo grupo utilizamos la resoluciéon
(0y>2L57-7/22 - {0},

donde f es la multiplicacién por 2. Esto nos dice que Ext(Z/27,7) es el
conucleo de la funcién dual f’, la que es esencialmente f, por lo que el co-
nucleo es Z/27Z. Esto nos dice que la 2-cohomologia del plano proyectivo, a
diferencia de su homologia, no es trivial.

El resultado precedente apoya la idea de que el concepto de grupo de co-
homologia no aporta informacion adicional al estudio de grupos topolégicos.
En lo que sigue probaremos que esto no es asi. Definiremos a continuacion el
concepto de anillo de cohomologia. Una estructura que solo puede definirse
ocasionalmente a nivel de homologia, pero que nos aporta una herramienta
adicional para distinguir espacios topolégicos cuyos grupos de homologia co-
inciden. Este cup-producto, se define a nivel de co-cadenas singulares medi-
ante la formula

(@Uw)(e) = 0(o o [eo.- el o (o llens- - eaull),
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para cada (k-+m)-simplice singular o, cada k-cocadena ¢ y cada m-cocadena
1. Para que esta definicion tenga sentido, es necesario que trabajemos con
grupor de cohomologfa de la forma HZ,, (X; R), donde R es un anillo. A fin
de probar que esta definicion entrega la estructura correcta, necesitamos el

siguiente resultado:

Proposicién 24.10. Para cada k-cocadena ¢ y cada m-cocadena 1, se tiene
la relacion

S(pUv) = (8¢) U + (1) ¢ U (81)).

Proof. Este es un calculo sencillo utilizando las férmulas que se utilizan para
calcular el borde de un simplice afin. Para cada (k+m+ 1)-simplice singular
o, se tiene
5(pU)(o) = (¢U)(o)
k+m+1

= 3 (1) (U <a olleg, .., ér ... ,ek+m+1]l>

ﬁ
Il
o

+ Z (—1)T¢<0' o |[eg, - - - ,ek]|>w(a ollexy .- 6Er,.. .,ek+m+1]]>

= [(66) Uw + (=)0 U (30)] (o),

donde, en el pentltimo paso, es facil ver que los dos nuevos términos agrega-
dos a las sumas difieren sé6lo en el signo. O]

Proposicién 24.11. El cup-producto de dos co-ciclos es un co-ciclo. St ¢
es un cociclo y ¢ es un coborde, entonces ¢ U1 es un coborde.
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Proof. La primera afirmacion se prueba con un calculo directo. De hecho, si
¢ v 1 son cociclos, se tiene

S(pUY) = () U+ (—1)* o U (8¢) = 00U + (=1)F U0 = 0.

Para la segunda afirmacion, notamos que si ¥ = 7, entonces

(@ Un) = (09) Un+ (=1)*¢ U (6n) = (1) o U .
O

Se concluye de lo anterior que el cup-producto esta bien definido a nivel
de clases cohomologia singular. Noétese que estas formulas no funcionan para
la cohomologia simplicial, dado que las formulas que hemos dado aqui no son
invariantes al permutar los vértices de un simplice, por lo que el cup-producto
no esta bien definido, ni siquiera a nivel de cocadenas simpliciales.

Lema 24.12. Para cada entero n, sea f, : C5M&(X; R) — C50&(X; R) el
homomorfismo que lleva a cada simplice singular o en la cadena

7= (=" 2506 |[e,, ..., el

La familia de funciones { f,, }» definen una funcion de cadenas f, de €& (X; R)
a st mismo que es homotopico a la identidad.

Proof. Para probar que es una funciéon de cadenas basta ver que conmuta
con el operador borde, lo que sale del siguiente calculo:

95 = (=1)" D2, (Dlfen, .. o]

= (—1)" D2, (Z(—wiuen, 6 el

= (—l)n(n+1)/20'* (Z(—l)z_nuen, PN éi, ceey 60”
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Para probar que es homotépica a la identidad, ponemos ¢, = (—1)"")/2 y
luego definimos la homotipia siguiente:

n

Po = Z(—l)ien,ia olleo, .- € en. .. el

1=0

Nétese que se tiene una (n + 1)-cadena ya que el vértice e; esta repetido. A
continuacion calculamos el borde:

d(Po) = Z(—l)”jen_ia olleg, .- €j... €1 €n..., €]

J<i

+ Z(—l)QH”H_jen_ia olleo, -, € eny. -,

J<i

el

>
<.

En el dltimo término, el vértice e; estd en la posicién (i +1)+ (n—j+1) =
(t+n+1—7j)+ 1, de donde se calcula el exponente correspondiente. A
continuacién calculamos P(00).

n

P(d0) = Z(_l)jp(go legs - .-, €5 .. ,en]])

j=0

=Y (-1 e oo len,. . 85 i en. el
7<t

+ Z(—l)”jen_l_icf O N A R BRI o | R
j>1

donde aplicamos la observaciéon de que, en la primera suma, el término
repetido se encuentra en la posicién ¢ — 1, por lo que el coeficiente que
aparece alli es €(,_1)_(i—1) = €,—4. Si observamos que €,_;_; = (=) e,y
se concluye que todos los términos de la expresion (P90 + 0P)(0) se cance-
lan, excepto los que corresponden a ¢+ = J. En otras palabras, se tiene lo
siguiente:

n

(PO +0P)(0) =Y (1) enioo|leq, ... eii1,n ..., ¢

1=0

n
+ Z(_l)n+1+i6nfio' o |[€07 ey €y By ey ei+1”
1=0



L. Arenas-Carmona

n

= Zen_iao I[ea, - -y €ii1,€n--. €|
i=0

n+1
—l—Z ey 10 0|[€0, s €1y ens .-,

= Zen_iao I[ea, - -y €is1,€n .. €|

i=0
n+1
—i—Z DM (=) e, o0 |[eo, ..., €1, n, ..., E

= Zen_iao I[eo, - -y €is1,€n- .. €|
i=0

n+1

+Z Yen—io O |[€0, .., €im1,En,. .. 6

=€,00 |[en, ..., e0]| —€e_100]|[en, ..., en]l

Ahora el resultado sigue observando que e_; = (—1)" = 1.

291

[]

Proposicion 24.13. St R es un anillo conmutativo, el cup-producto tiene la

propiedad
aUb=(=1)""bUaq,

sia € H'(X;R) ybe H™"(X; R)

Proof. Es inmediato de la definicion, y del resultado precedente, que, para
cada par de co-ciclos ¢, 1, y para todo (n 4+ m)-simplice singular o, se tiene

la identidad

(6#19)(@) = ntmd (70 llenms - enll) (0 llem, - ol

- 5n+mw<oo Hem,...,eo]]>¢<00 \[emm,..-,em]\)

= €pimEn€m <0 o |[eg, - - - ,em]]> 1) (a o|lems - -- ,en+m]]) )

Si denotamos por ¢ el homomorfismo definido por ¢(c) = ¢(7), entonces la

relacion precedente se lee asi:
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El calculo
(n+ m)(r;%— m—1) N n(nQ— 1) n m(mQ— 1)

- (n(nQ— D, m(mQ— 1)> |

nos muestra que €,4;,€,6m = (—1)77””. El resultado sigue ahora al observar
que la funcién de co-cadenas ¢ — ¢ es homotopica a la identidad por ser el
dual de la funcién de cadenas o — 7. O

=nm

La Formula de Kiinneth:

En esta seccidén se requiere conocer las propiedades del functor Tor, por
lo que sugerimos que el lector desarrolle los ejercicios 1 y 2 del capitulo antes
de proseguir.

Consideremos dos complejos de cadenas 2l y ®. Definimos un tercer
complejo € de modo que su grupo de n-cadenas esté definido por

Cn= P Az Dy,
i+j=n
y su operador borde mediante
Az ®y) = (0x) @y + (~1)'z @ (y),

siz € A; ey € D;. La comprobacién de que esto define efectivamente un
complejo de cadenas es la siguiente:

Pla@y) =0((0n) @y+ (-1)a® (By)) = (P*2) @y

+(=1)"*(0) ® (By) + (—1)"(9z) @ (Jy) + (—1)*z @ (9*y) = 0.

Notese que el signo en el segundo término de la definicién de borde es nece-
sario para que los términos centrales se cancelen en el calculo presedente.
Tiene sentido, por lo tanto, hablar de la cohomologia del complejo €. Este
complejo se denota a menudo como A ® ®. El siguiente resultado, conocido
como la Férmula de Kiinneth algebraica, nos permite calcular su homologia:

Proposiciéon 24.14. En las notaciones anteriores, si los grupos de cadenas
del complejo ® son libres, entonces existe una sucesion eracta

{0} = Y Hi() @z Hi(D) = Ho(@) > Y T0r<Hi(m)aHj<©)) — {0}
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Proof. Supongamos primero que los operadores borde del complejo ® son
triviales. En este caso, el complejo producto 2 ® ® puede concebirse como
suma directa de copias del complejo 2l con sus dimensiones desplazadas.
Para cada generador b del grupo D, se considera un sumando 2 ® Zd, lo
que equivale a remplazar el grupo A; de i-cadenas por el grupo A; ® Zd de
(7 + j)-cadenas. En este caso el operador borde es d(a ® d) = (Ja) ® d, por
lo que la homologia se puede calcular sumando a sumando y se obtiene lo
pedido, ya que no hay factores Tor en este caso.
Volviendo al caso general, consideramos la sucesion exacta

{0} = Z;(®) 5 D; 5 B, (D) — {0},

la que se descompone, dado que todos los grupos involucrados son libres.
Esta sucesion puede tensorizarse con A; y sumar para obtener una sucesion
exacta de complejos

{0} - AR23 = AR,D — AR, B_ — {0}

Notese que el complejo central es €. La correspondiente sucesion exacta larga
de grupos de cohomologia nos da

@ Ai®sz — @ Ai®2Zj — H,(€) — @ Ai®sz — @ Ai@ZZj-
i+j=n i+j=n i+j=n—1 i+j=n—1

Escribiendo Cok,, y Ke, para el conicleo y el ntcleo de la funcién
@ Ai®sz—> @ Az‘®ZZj;
i+j=n i+j=n

obtenemos una sucesién exacta corta

{0} — Cok,, = H"(¢) — Ke,_1 — {0}.

Queda por identificar estos factores. Para ello tomamos la sucesion exacta
corta ‘
{0} = B;(D) = Z;(D) = H;(®) — {0},

donde i es la inclusién candnica y p es la proyeccion. De aqui puede deducirse
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la sucesién

{0} —= Tor (Hy(20), H,(D) ) — Hy(%) © B;(D)

%

L Hy() © Z;(9) — H;(2A) ® H;(D) — {0},

usando el hecho de que el functor Tor tiene las propiedades analogas a los
Lemas 24.3-5, como el lector comprobara al realizar el ejercicio 1 de este
capitulo. El resultado sigue. O]

ejemplo 24.15. Si A es el complejo que tiene al grupo abeliano R como
grupo de 0 cadenas, y tiene grupos de cadenas nulos en cualquier otra di-
mensioén, el resultado precedente nos entrega la sucesion exacta

{0} = R®z H;(D) — Ho(R®2D) — Tor(R, Hj(z))) — {0},

el que se conoce como teorema de los coeficientes universales para homologia.

Si pudiesemos interpretar la cohomologia de un espacio producto como
un producto tensorial de los complejos correspondientes a los espacios fac-
tores podriamos utilizas la Formula de Kiinneth algebraica para calcular la
homologia de un espacio producto. En lo que queda de este capitulo realizare-
mos esto para productos de C'W-complejos, utilizando homologia celular.

Para poder trabajar con la homologia celular comodamente, la inter-
pretaremos utilizando n-cubos en vez de n-esferas. Construiremos un com-
plejo de celdas X definiendo X como un conjunto finito y, sucesivamente,
agregando una familia de n-cubos homeomorfos a I™, con I = [0, 1], que se
pegan por el borde al espacio X1 para formar X™. Esta construccién
es completamente equivalente, desde el punto de vista tedrico, a la version
con esferas, dado que el n-cubo es homeomorfo a la n-esfera. Pero es relati-
vamente sencillo identificar el (n + m)-cubo I"*™ con el producto I"™ x I™.
El producto cartesiano a x b, de una celda a del complejo X y una celda b
del complejo Y, puede identificarse asi con una celda del complejo producto
X x Y. Esto define una funcién bilineal

B: HY(X) x HSM(Y) — HS (X x Y)

n+m
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que denotaremos (¢, d) — ¢ X d.

Necesitamos poder calcular el borde de una celda. Para esto trabajamos
primero con la celda estandard I". Noétese que la estructura de complejo de
celdas de I' se obtiene poniendo un vértice en cada extremo y una tnica
1-celda entre estos extremos, por lo que I' = [1] — [0]. La estructura de 1"
se obtiene como producto de la anterior, por lo que no es dificil ver que

OI" = eI x (1) x I,

=1

para alguna eleccion de los signos ¢;, dado que esta expresion contiene pre-
cisamente aquellas celdas de dimensiéon maximal que conforman el borde de
la celda. Sélo se necesita determinar los signos. Nétese que intercambiar dos
coordenadas invierte las orientaciones, dado que ello equivale a multiplicar
por una matriz conjugada a

010 - 0
100 - 0
001 0
000 ---1

Esto implica que los signos ¢; se alternan, por lo que basta con determinar
uno de ellos. Consideremos, pues, el primero, es decir

(OI) x "' =[] x I ' —[0] x I"1.

Noétese que el simplice [0, e, ..., e,| tiene una orientacién compatible con la
de I, y el simplice [0, e, ..., €,], cuya orientacién es compatible con la de la
celda [0] x I"~1, tiene signo negativo en su borde. Concluimos que (9I) x I~
debe tener un signo positivo en la expresion para el borde de 9I". Esto nos

da la férmula .

OI" = (1) x (9I) x ",
i=1
Si se identifica 1™ con I™ x I™, como antes, la formula anterior implica la
relacién 9(I" x I"™) = (0I™) x I" + (—1)"I" x (OI"™). Nos gustaria gener-
alizar esta identidad a celdas arbitrarias. Para esto recordamos la definicion
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del borde de una celda en homologia celular. Si D denota una n-celda, la
expresion
0D = Z m D/D/,
D/

donde D’ recorre el conjunto de (n — 1)-celdas, nos dice que mp es el grado
de la funcién que va del borde de D, identificado con S™™! en el cociente

X0/ <X<”—1> N int(D’)),

también identificado con S™~!. Asumamos que D = D; x Dy, donde D es la
celda descrita antes, D; es una n-celda de X y D, es una m-celda de Y. En
este caso, ,el borde de D debe estas contenido en

(X X Y)(n—l—m—l) = (X(”_l) X Y(m)) U (X(n) % Y(m—l))

Sea D’ una celda en X~V x Y™ Entonces D' = D' x D, donde D/ es una
(n—1)-celda de X y D), es una m-celda de Y. Al considerar la suma (9I™) x
I" + (=1)"I™ x (0I"™), cada celda que aparece en el segundo sumando tiene
imagen contenida en X ™ xY (™= por lo que puede ignorarse al calcular m
. Del mismo modo, el coeficiente mp, se anulard salvo si Dy = D,. Se sigue
que determinar el coeficiente mp: es equivalente a determinar el coeficiente
de D} en OD;. El argumento para celdas contenidas en X™ x Y1) eg
similar. se concluye que

Q:Cel. (X) ®Z €Cel.(y) ~ ¢Cel. (X % Y)

como complejos de cadenas, por lo que puede aplicarse la Férmula de Kiinneth
Algebraica par obtener el resultado siguiente:

Proposicién 24.16. Si X e Y son CW complejos, entonces se tiene una
sucesion eracta

{0} = 3 H(X)0H;(Y) » Hy(XxY) » > Tor(H(X), H(Y)) = {0},
i+j=n t+j=n—1

en la que todos los grupos de homologia considerados son grupos de homologia
celular. [
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Ejercicios:

1.

Defina el grupo abeliano Tor(A, B) como el nicleo de K®zB — F®zB
para una resolucién proyectiva K — F — A de A. Demuestre los
andlogos de los lemas 25.3 y 25.5 para el functor A — Tor(A, B).

Demuestre que si B es un grupo libre entonces Tor(A, B) = {0} para
todo grupo abeliano A. Pruebe con un ejemplo que Ext(A,Z) puede
ser no trivial.

Calcule Ext(Z/nZ,Z/mZ) y Tor(Z/nZ,Z/mZ) para enteros n y m
cualesquiera.

Utilice el anillo de cohomologia para probar que el toro no es ho-
motopicamente equivalente al espacio que se obtiene al pegar, por un
punto, una esfera y una figura 8.



Chapter 25

Tensores y Formas
diferenciales.

En este capitulo introduciremos algunas generalizaciones del concepto de
campo vectorial que dimos en el capitulo 5. Para esto introduciremos el
concepto de fibrado vectorial para luego definir el concepto de seccion del
fibrado, que generaliza la idea de campo vectorial. El concepto de tensor
puede definirse como una seccién de un producto tensorial de algunas copias
del fibrado tangente y de su dual, lo que lo convierte en un caso particular
del concepto anterior. La construccion del dual del fibrado tangente, también
llamado el fibrado cotangente, requiere de una de las siguientes nociones:

1. El pegado de variedades.
2. El cociente de un fibrado por otro.

Cualquiera de estas nociones requiere de la definicién de espacio topolégico
cociente, lo que estd mas alla de los limites de estas notas. Por esta razén
preferimos utilizar una definicién alternativa de un tensor como una funcion
lineal que satisface una condicion de localidad. En la tercera seccién in-
troducimos el concepto de forma diferencial como un tensor contravariante
alternante. Esto limita las dificultades tedricas de estudiar el fibrado cotan-
gente, al coste de requerir algo mas de trabajo para demostrar que estos
objetos tienen la interpretacién que uno espera, ya que carecen de la inter-
pretacion como secciones. Este es un problema técnico que no tendra mayores
repercusiones en lo que sigue.

298
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Fibrados vectoriales

Un fibrado vectorial, sobre una variedad S, es una variedad F junto con una
submersién 7 : E — S que satisface las propiedades siguientes:

1. Para cada punto s € S, la preimagen E, = 7~ !(s), también llamada la
fibra en s, tiene una estructura de espacio vectorial real, con una suma
vectorial y una multiplicacion escalar.

2. El producto escalar p: E x R — FE es una funcion diferenciable.

3. Sea E xg E = {(e,e’) € Ex E‘W(G) = W(e’)}. La funcién suma o :
E xg E — FE definida por o(e,€¢’) = e + € es diferenciable.

4. Para cada punto s € S existe una vecindad V' de s en S y un difeomor-
fismo ¢, : V x Ey — 7= 1(V) tal que 7 o ¢, = 7 es la proyeccién en la
primera coordenada.

La variedad E X ¢ EY mencionada arriba recibe el nombre de producto fibrado
de F consigo mismo. La tltima condicién es referida a menudo como la
condicién de trivialidad local. Con frecuencia diremos “Sea 7 : F — S un
fibrado vectorial” para enfatizar el papel jugado por la proyeccion 7 o la

variedad S.

ejemplo 25.1. Para todo espacio vectorial real F' podemos definir el fibrado
trivial F' x S.

ejemplo 25.2. El fibrado tangente definido en el Capitulo 5 es un ejemplo
de fibrado vectorial.

ejemplo 25.3. Sea S una superficie en el espacio. Considerese el conjunto
N = {(s, ?) €S x R ve <ﬁ> (s)>}, donde 1 (s) denota en vector normal
a la superficie en el punto s. Asi definido, F es un fibrado vectorial llamado
el fibrado normal de la superficie.

ejemplo 25.4. Mas generalmente, para cualquier variedad M en R"™ pode-
mos definir el fibrado normal como el conjunto

N = {(s, v) e M xR e (TSM)i},

donde F'+ denota el complemento ortogonal de un subespacio F.
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ejemplo 25.5. Para cualquier par de fibrados vectoriales 7 : F — Sy
7' E' — S sobre la misma vaiedad, el producto fibrado F xg E' = {(e,¢’) €
E x E|r(e) = 7'(¢’)} en también un fibrado vectorial sobre S. A menudo se
lo llama la suma directa de los fibrados E'y E’ y se lo denota como F &g FE'.

Un morfismo entre dos fibrados 7 : £ — Sy 7’ : B/ — S es una funcién
diferenciable ¢ : E — E’ que satisface la relacién 7’ o) = 7. Esto a menudo
se expresa diciendo que el diagrama

NS

S

E E'

conmuta. Cuando % es una inclusién diremos que E es un subfibrado de
E’. Si 1) es, ademas, un difeomorfismo, diremos que es un isomorfismo de
fibrados. En este caso su inversa es también un morfismo de fibrados.

ejemplo 25.6. No todo fibrado vectorial es isomorfo a un producto directo
no trivial de fibrados vectoriales. Cuando esto ocurre diremos que el fibrado
es descomponible. El fibrado tangente en la esfera no es descomponible. Una
idea de la demostracién de esta afirmacion se dara mas adelante.

Recordemos que para todo espacio vectorial real F' de dimensién finita,
con base {21, . ,gn}, el producto tensorial F®" es un espacio vectorial
con base {gil @@ €5 |i,... i€ {1,... ,n}} Sea ahora F un fibrado
vectorial contenido e un fibrado trivial F' x S. Entonces podemos definir
E®" como el conjunto de los pares (s,7) en S x F®" para los cuales 7 €
E®" C F®". Esta definicién se aplica en particular al fibrado tangente, el
que por definicion esta contenido en un fibrado trivial. Esto nos permite
definir fibrados vectoriales (7'S)®" para cada r. Estos fibrados juegan un
papel crucial en la definicién de tensores de la seccién siguiente.

Una secciéon de un fibrado vectorial 7 : £ — S es una funcién continua
o :S — E paralacual moo = Idg es la identidad en S. En particular, si P es
un punto arbitrario de S, la imagen o (P) es un elemento del espacio vectorial
Ep. Es posible, por lo tanto sumar secciones, o multiplicar una secciéon por
una funcién a valores escalares. Para un fibrado trivial £ = S x F, las

secciones son funciones de la forma s — (8, f (s)) donde f es una funcién

diferenciable arbitraria de S al espacio vectorial F'. Se sigue que, si F tiene
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dimensién n, existen n secciones constantes cuyas imagenes constituyen una
base del espacio F'. En particular, existen n secciones oy, ...,0, para las
cuales el conjunto {oy(P),...,0,(P)} es una base de la fibra Ep para cada
P. Esto sucede localmente para cualquier fibrado vectorial, pero no siempre
globalmente. De hecho, si existen tales secciones, la funcién

<P, Zai ZZ> — Zai (_f,- (P)

define un isomorfismo entre S x R™ y E, por lo que la existencia de dichas
secciones nos da una condicién necesaria y suficiente para que el fibrado sea
trivial.

ejemplo 25.7. El fibrado tangente al circulo es trivial, ya que la imagen
del tinico vector de la base canénica de R! bajo la derivada de la funcién
exponencial Exp : R — S! es no nulo en cada punto.

ejemplo 25.8. Para toda superficie incrustada cerrada que acota una region
del espacio, el vector normal unitario exterior esta bien definido y no se anula
en ninguin punto, por lo que el fibrado normal a tal superficie es trivial.

ejemplo 25.9. Un fibrado vectorial de dimensién uno en el disco D es siem-
pre trivial. Para comprobar esto debe demostranse la existencia de una
seccién no nula. Esto puede hacerse utilizando el procedimiento de agregar
cuadraditos que se muestra en la Figura 8.4, asumiendo que el fibrado es
trivial en cada cuadradito X, es decir 771(X) = X x R. Basta ver que si ya
se ha definido una seccién no nula en la zona azul, esta puede extenderse al
cuadrado naranjo dado que la interseccién de este iltimo con la zona azul es
conexa y por lo tanto la seccién tiene signo constante alli.

ejemplo 25.10. Un fibrado de dimension uno en la esfera debe ser trivial en
cada hemisferio por el ejemplo precedente. En particular existe una seccién
no nula en cada hemisferio. Este fibrado es también constante en el ecuador,
y las secciones de cada hemisferio deben tener signo constante alli. Multipli-
cando una de estas secciones por una funciéon de sugno constante se puede
asumir que son iguales en el ecuador. Esto permite definir una seccién con-
tinua en toda la esfera. Refinando un poco este argumento puede obtenerse,
de hecho una seccién diferenciable. Esto prueba que todo fibrado vectorial
de dimensién uno sobre la esfera es trivial.
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ejemplo 25.11. Existe un fibrado no trivial 7 : £ — S* donde E es home-
omorfo a la banda de Moebius sin borde. Para visualizar esto consideremos
una banda de Moebius hecha con un rectangulo de cartéon pegando los ex-
tremos como la que se observa en la Figura 9.1. Identificamos el rectangulo
con [—1,1] x (—=1,1), es decir, el rectangulo incluye los bordes laterales, pero
no los extremos superior e inferior. Consideramos ahora un difeomorfismo

Figure 25.1: Un fibrado vectorial no trivial en el circulo.

del intervalo abierto f : (=1,1) — R, que podemos escoger impar. Iden-
tificamos cada linea horizontal del rectangulo con este intervalo, y usamos
el difeomorfismo para darle una estructura de espacio vectorial. En otras
palabras, cada linea vertical del rectdngulo es un espacio vectorial con las
operaciones de suma y multiplicacién escalar siguientes:

000 = (s (104 100)), st = (557 (@) )

En el dibujo, las imagenes de los miltiplos de un vector se acumulan cerca del
borde, pero necesitamos esto para visualizar este fibrado en R3. Realizamos
ahora un "Pegado” de los bordes laterales del rectdngulo identificando los
elementos (—1,7) y (1, —r). Como la funcién f es impar, esta identificacién
respeta la estructura de espacio vectorial de las fibras extremas. Dejamos
al lector la tarea de convencerse de la banda de Moebius asi construida es
efectivamente un fibrado vectorial (Hay que comprobar la trivialidad local
en el punto de pegado). Tomemos una seccién cualquiera de este fibrado y
volvamos ahora a abrir el rectangulo. La continuidad de la seccién implica
que, por fuerza , la imagen estd sobre el cero en un extremo del rectangulo y
por debajo del cero en el otro. Necesariamente debe valer 0 en algin punto
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del rectangulo. Concluimos que cualquier seccion de este fibrado tiene un
cero, por lo que el fibrado es no trivial.

ejemplo 25.12. Es posible probar que cada campo vectorial en la esfera
se anula en algin punto, por lo que el fibrado tangente en la esfera no es
trivial. Mas atn, el fibrado tangente en la esfera no puede contener un
subfibrado trivial de dimensién 1. Como el fibrado trivial es el nico fibrado
de dimensién uno sobre la esfera, debemos concluir que el fibrado tangente
es indescomponible.

Ejercicios

1. Refine el argumento del ejercicio 9.10 para comprobar que efectiva-
mente la "secciéon” alli construida puede escogerse diferenciable.

2. Compruebe la condicién de trivialidad local para el fibrado construido
en el Ejemplo 9.11.

3. Muestre que todo fibrado sobre R es trivial.

4. Probar que existen fibrados vectoriales no triviales de dimensiéon uno
sobre el toro.

5. Muestre que si el fibrado tangente a una superficie contiene un subfi-
brado de dimensién uno, entonces es descomponible.

6. Una variedad se dice simplemente conexa si toda curva cerrada es el
borde de un disco (el que puede suponerse que es una variedad incrus-
tada cuando la curva es diferenciable). Muestre que todo fibrado de
dimensién uno sobre una variedad simplemente conexa es trivial.

Tensores

Definimos por conveniencia (7'S)®° como el fibrado trivial S xR de dimensién
1. Noétese que las secciones de este fibrado se identifican con las funciones
diferenciables a valores reales en S. Un tensor de tipo (r,s), en una su-
perficie S, es un morfismo de fibrados vectoriales 7 : (T'S)¥" — (T'S)%".
Para cada punto P de S, esta funcién induce una funcién lineal 7(P) :
(TpS)®" — (TpS)®*, por lo que se identifica con un elemento del producto
tensorial (TpS)®* ® [(TpS)*]®", donde F* denota el dual del espacio vecto-
rial F'. Este ultimo elemento recibe el nombre de valor en P del tensor T.
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Moralmente, un tensor se comporta como una seccién de un fibrado vectorial
(T'S)®s @ [(T'S)*]®", y de hecho este es el caso, pero es dificil definir formal-
mente este fibrado sin recurrir a una nocién de pegado o de cociente, como
mencionamos al comienzo del capitulo. El obstaculo que encontramos aqui
es que, a diferencia de (T'S)®%, el que podemos definir como un subfibrado
del fibrado tangente del espacio ambiente, el que es trivial, el fibrado (7'S)*,
también llamado el fibrado cotangente, tiene naturalmente la estructura de
un cociente del fibrado cotangente en el espacio ambiente, lo que nos dificulta
su definicién tedrica a este nivel. Sin embargo, la definicion dada mas arriba
es 1til para la mayoria de las aplicaciones.

Considerese un mapa, es decir un sistema de coordenadas en una regién
de la variedad, descrito en la forma

N
(Ugy .oy Up) =T (Up,y ey Up).

Denotemos, por comodidad, las derivadas de estas funcién con respecto a
las coordenadas, es decir la base candnica del espacio tangente asociada a la
. . 7 4> 4> . .
parametrizacién, por ;=2 ,,. cada elemento del espacio vectorial (TpS)®* ®
[(TpS)*]®" puede escribirse en términos de la base formada por tensores de
la forma
. . — —
@9 T, (P)© @ Ty, (P)

donde los elementos s/ = s, pertenecen a la base dual de la base asociada a la
parametrizacion, es decir estan definidos extendiendo linealmente la relacion

s’ ( ?Z ) = (55 . Cada tensor tiene, por lo tanto, la forma

- Z ai:l,.--,is (P)Sj1®...®5jr® ;h (P)®"'®zis (P)

jl?"'mj"’
J1yeeorJrytlyeensls

o (P) reciben el nombre de coordenadas locales del

las funciones P + a
tensor.

Ante un cambio de variable,

—
Y (ty,... b)) =2 <u1(t1,...,tn),...,un(tl,...,tn)>,

los elementos de las bases correspondientes se relacionan mediante la identi-
dad

n
— 81112 —

= — X, .
m i 8tm i
=1
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Del mismo modo, si {p1,...,p,} es la correspondiente base dual, ambas se
relacionas mediante la férmula

ot
k _ k g
P gk

=1

Esto se deduce del siguiente calculo:
k(=) _ =~ Ot k( ) Oy, 5k — Oty
p<x1>_ “ Ou; Z@uz © Ou;

De estas relaciones deducimos que las coordenadas P+ b " (P) del

N
tensor con respecto a la parametrizacion ¥ se relacionan con sus coordenadas
en el primer sistema mediante la siguiente formula:

o ou; Ou;. Oty Oty
aZ'l,...,Z's P _ bml,...,ms P 1 . 1s 1. s )
]1,...,%( ) Z k1,....kr ( )atml 8tm5 8Uj1 8ujr

k1,eeskr,ma,.ms

De hecho, esta propiedad se puede utilizar para caracterizar el concepto de
tensor. Cualquier familia de magnitudes que se transformen, bajo un cambio
de variables, mediante estas formulas son las coordenadas de un tensor.

ejemplo 25.13. Las coordenadas de la matriz métrica son, de hecho, las co-
ordenadas de un tensor de tipo (2,0). Lo mismo puede decirse de la segunda
forma fundamental en el caso de una superficie.

ejemplo 25.14. Los simbolos de Christofel no constituyen las coordenadas
de un tensor, dado que estos pueden ser todos nulos en un sistema de co-
ordenadas pero no en otro, como lo muestra el ejemplo de las coordenadas
polares en el plano.

Ejercicios

1. Sea 7 el tensor asociado a la matriz métrica. Explique que inter-
o ., . —
pretacion tiene la funcion que a cada par de campos vectoriales v y
— . .,
w le asocia la funcién

P rp< (P)® (P)).
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2. Compruebe que un tensor que se anula en un punto con respecto a un
sistema de coordenadas se anula en dicho punto con respecto a cualquier
sistema de coordenadas.

3. Compruebe que las derivadas parciales de una funcién diferenciable son
las coordenadas de un tensor de tipo (1,0) (sugerencia: utilice la regla
de la cadena).

Formas diferenciales

Un tensor 7 de tipo (r,0) se denomina una r-forma diferencial si es alternante,

o Lo - .
es decir si se anula en cada tensor del tipo v; ®---® v, en el que algin
vector aparezca repetido. Equivalentemente, 7 es una forma diferencial si
satisface, puntualmente, la relacion siguiente:

— — — — — — — —
7’(7)1 R QU ®Vi41 ®--® Ur)=—7'< V1@ QU1 Q0 1V, Ur),

parai=1,...,r — 1. En particular, se deduce que, para cada forma diferencial 7,
y cada permutacién p de los elementos 1,...,r se tiene

T<?p(l) ®...®?p(r)) :sgn(p)T(?l ®...®7T>.

Cuando r = 1, esta condicién es vacia. En otras palabras una 1-forma es lo mismo
que un tensor de tipo (1,0).

ejemplo 25.15. Como vimos en los ejercicios de la secciéon precedente, a toda
funcién diferenciable f : S — R le podemos asociar una 1-forma df mediante la

férmula: of of
df = =—s' +.. .+ =L,
f ouq Tt Oouy,
donde {s',...,s" es la base dual de la base canénica asociada a la parametrizacién.

Noétese que, en particular, se tiene du; = s, por lo que la definicién enterior se
escribe a menudo
of of

convencion que adoptaremos en todo lo que sigue.

ejemplo 25.16. Mas generalmente, dadas 1-formas 71, ..., 7, cualesquiera, existe
una r-forma bien definida

TN ATy = Z sgn(0)T,(1) @+ @ To(r)
oES:

a la que llamaremos su producto exterior.
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Es facil extender esta definicién a un producto asociativo que le asocie a cada
par de formas un producto. Para precisar ideas, si w es una r-forma y v una
s-forma, entonces w A v es una (r + s)-forma. Esto se vé facilmente en términos
de bases.

Primero observemos que una r-forma queda totalmente definida si conocemos
su valor en cualquier vector de la base candnica ;il R ® ?ir. Ademaés, podemos
ignorar el caso de subindices repetidos (ya que la forma se anula alli), y aplicar
cualquier permutacion, por lo que podemos suponer siempre que los indices estan
ordenados en forma creciente. Esto nos dice que la dimensién (en un punto P € 5)
del espacio de formas diferenciales no puede exceder (:f) No es dificir ver que las
r-formas del tipo du;;, A --- Adu;, con i< --- < i, son linealmente independientes,
por lo que, efectivamente forman una base. concluimos que toda forma diferencial
tiene la forma

w(P) = Z fi17~--7'i7‘ (P)du“ VANCEWAN duir.
11 < <ip
Es facil definir el producto exterior a partir de aqui, ya que puede hacerse en
términos de esta base mediante la férmula

(f dui, A--- ANdug ) A (g duj, A--- ANduj,) = fg dug, A--- ANdu;, Aduj, A--- Adug,.
A partir de aqui, un célculo directo nos permite demostrar la formula
wAv=(—-1)"Aw),

para cada r-forma w y cada s-forma v. Las formulas que preceden definen la
unica multiplicacién asociativa que extiende la multiplicacién de r 1-formas
definida en el ejemplo 9.16. Una consecuencia de esto es el hecho de que estas
definiciones, en cada fibra, son invariantes bajo funciones lineales y cambios
de coordenadas. En particular, son independientes también de mapa local
utilizado para definirlas.

Sea ahora f : S — S una funcién continua y se w una r-forma en S.
Puede definirse una r-forma preimagen f*w mediante la formula

Frw(P) (Ul Q- ® a) - w(f(P)) (dpf(?l) R ® dpf(a)).

Esto nos permite, entre otras cosas, restringir una forma diferencial a una
subvariedad. Esto sera particularmente importante en el contexto de inte-
gracion en la seccion siguiente.

ejemplo 25.17. Sea w = dy como 1-forma en el plano S. Consideremos el
eje X como subvariedad S’ C S. Afirmamos que la restriccion de w a S’
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4) 7’ 7/ .
es nula. Para ello observamos que el vector e; de la base candnica es un
generador de la recta tangente a S’ en cualquier punto. Basta, por lo tanto,

notar que dy <21> =0, dado que {gl, 22} es la base dual de {dz, dy}.

ejemplo 25.18. Mas generalmente, en cualquier punto de una superficie
S donde se anule una funcién f pero no su derivada, podemos completar
esta funcién a un sistema de coordenadas, por lo que la restriccion de df a
la subvariedad S” definida (en alguna vecindad del punto) por la ecuacién
f =0 se anula.

Vamos a generalizar un poco mas el ejemplo precedente. Supongamos

que f es una funcién que se anula en una subvariedad S’ de S. Sea v un
vector tangente en algin punto P € S’. Este es el vector tangente a alguna

!/
curva a que pasa por P, digamos v=a (to) = doigui(to) z; (P). Como
f o« se anula, la regla de la cadena nos dice que

() Zau P)du (Zué(to)& (P)>: gj(P)u;(to):o,
! i=0 i=0 "

por lo que df se anula como forma diferencial en S’. Nétese que en el cdlculo
precedente hemos utilizado la férmula du; (?Z (P)) =

Ejercicios

1. Encuentre todas la 1-formas diferenciales en el espacio que se anulan
en cada esfera centrada en el origen.

2. Sea S una superficie en el espacio definida por una ecuacién de la forma
f =0, donde la forma df no se anula en ningtin punto de S. Probar
que toda forma que se anula en S es de la forma df A w para alguna
forma diferencial w.

3. Pruebe que, si bien el dngulo # = arctan(y/x) no puede ser definido
con continuidad en todo el plano sin el origen, su derivada df si esta
bien definida en esa regién.
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derivadas

Definimos la derivada exterior de una féorma diferencial extendiendo por lin-
ealidad la férmula

d(fduy N -+ Ndu;,) =df ANduy, A+ A du,.

Utilizando las propiedades de las derivadas parciales, el lector puede facilmente
demostrar la f 6rmula
d(fg) =g df + [ dyg,
para todo par de funciones diferenciables f y g. Esto se generaliza a formas
diferenciales arbitrarias mediante el calculo siguiente:
d(fg) Ndug, A+ ANdug, Adug, A AN dug, =
gdf ANdug, A--- Ndug, ANdug, A - ANdug, + fdg Adug, Ao Adug, Adug, A Adug, =
(df Adugy A+ -Adug, )A(g dujy A---Adug, )+ (1) (f dugy A+ - -Adug, )A(dgAduj, A---Adu;,).
Deducimos de aqui la férmula general
dwAv)=dwAv+(—1)wAdy,

para toda r-forma w y toda s-forma v. Una consecuencia de esta férmula es
el hecho de que si tanto w y v tienen derivada exterior nula (en cuyo caso
se dice que son formas cerradas) el producto exterior w A v tiene la misma
propiedad. Notese que podemos realizar el calculo siguiente:

d(df) =d iﬁw => OF qusnd == OF qusnd ; = —d(df)
N i1 auz i) = 6u18uj Ui W= auzau] Y v = ’

) ’,

donde se utiliza el hecho de que j e ¢ son intercambiables en esta suma.
Concluimos que d(df) = 0 para toda funcién f. Esto unido a la observacién
anterior nos dice que toda forma del tipo

es cerrada. Otra consecuencia es la formula siguiente
A(f dgy A+ A dgy) = df Adgy A+ A dg,

la que nos permite remplazar las variables u; por funciones cualesquiera en
la definicién de derivada exterior. Notese que al realizar un cambio de co-
ordenadas, la expresién f duq A --- A du, pasa a ser una expresion de este
ultimo tipo, por lo que se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 25.19. La derivada exterior es independiente del sistema de
coordenadas.
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Ejercicios

1. Pruebe que d(df) = 0 en el plano sin el origen (esto no es inmediato,
ya que # no es una funcién bien definida en esa region).

2. Una forma diferencial se dice exacta si es la derivada exterior de otra
forma diferencial. Pruebe que si w es exacta y v cerrada, entonces w Av
es cerrada.

3. Sean Z"(S) y B"(S) los grupos aditivos de r-formas diferenciales cer-
radas y exactas, respectivamente, en una variedad S. Definamos el r-
ésimo grupo de cohomologia de De Rham por H"(S) = Z"(S)/B"(S).
Probar que el producto exterior define una funcion bilineal bien definida

p: H'(S) x HY(S) — H™(S).

Integrales y orientaciéon

Sea S una variedad n-dimensional. Consideremos ahora una forma de grado
maximal del tipo:

dfy A - A df,.

Esta debe ser necesariamente un multiplo de la forma duj A - - - A du,, ya que
el espacio de n-formas de dimensién n es (Z) = 1. Nétese que esta expresion
es una funcion n-lineal y alternante en las 1-formas df;, cuyas coordenadas

son las columnas de la matriz jacobiana <g£ : ) , la que es la identidad en el
i) G

caso f; = u;. Se deduce, de la teoria de determﬁnantes, la identidad
dfy N+ Ndfy = J(f1, .-, fo)dug A -+ A dug,

donde J(f1,..., fn) es el jacobiano, es decir, el determinante de la matriz
jacobiana. Conparamos esto con la férmula para cambio de variable en una
integral multiple

/~-/gdu1~"dun—/‘/‘J(fla---vfn)|<goF) duy - - - duy,,
F(D) b

donde fi,..., f, son las coordenadas, en la base candnica, de una funcién

—
vectorial invertible F. Esto nos permite definir, en una variedad orientable,
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la integral de una n-forma, en una region D contenida en el rango de un
mapa, mediante la férmula siguiente:

/gdul/\---/\dun:/-/gdul---dun.
D
D

Noétese que eso requiere la eleccion arbitraria de una orientacion en la su-
perficie, por lo que la férmula precedente sdlo es valida para sistemas de
coordenadas que respetan la orientacion. Por ejemplo, en el plano se tiene la

relacion siguiente
/ dy N\ dx = —//dydx.
D

D

Por supuesto, puede escogerse la orientacion opuesta de la variedad, lo que
tiene el efecto de cambiar el signo de todas estas integrales.

Hay una manera alternativa de interpretar la relacion entre orientacion y
formas diferenciales. Uno puede escoger una n forma, digamos del tipo

w=fdu A Aduy,,

con f > 0y definir una orientacién como positiva cuando es consistente con
la proporcionada por el sistema de coordenadas ordenado (uq,...,u,). En
este caso nos referiremos a esta orientacion como la definida por w. Nétese
que, dado que se tiene

fdus Nduy A\ -+ Ndu, = —f dug Adug A -+ A du,

la forma diferencial —w define la orientacion opuesta.

Supongamos ahora que tenemos una subvariedad S C S de dimensién
n — 1, definida localmente por una ecuacién del tipo f = 0, donde f es una
funcién diferenciable de derivada exterior no nula. Entonces podemos dar
también una orientacién a la subvariedad definida por una (n — 1)-forma X,
la cual siempre podemos suponer que coincide con la restriccién de una forma
A definida en una vecindad de S” en S. Diremos que la subvariedad S’ esta
orientada “hacia la direccion de f creciente”, si df A A define la orientacion
de S. Cuando S’ es el borde de una regién acotada de S, podremos hablar
asi de una orientacién “hacia adentro” y de una orientacion “hacia afuera”.
Esta idea resultara critica en la seccién siguiente.
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Ejercicios

1. Probar que una superficie es orientable si y solo si tiene una forma de
dimensién maximal que no se anula en ningin punto.

2. Probar que si S es una n-variedad orientable, y si ' C S es una (n—1)-
subvariedad incrustada que separa a S en dos regiones y es el borde
de cada una de estas, entonces S’ es orientable (por simplicidad, puede
suponer que S estd incrustado en R™ para algin n).

3. Muestre que toda variedad simplemente conexa es orientable. Puede
utilizar como conocido el hecho de que las r-formas diferenciables son
las secciones de un fibrado A"(T'S)* de dimensién (7).

El teorema de Stokes en variedades

Consideremos el n-simplice ordenado estandar
T:{(xlw"axn) ERTL’Ole S ané 1}

El que consideraremos como una regién cerrada y acotada encerrada por los
(n+1) planos de ecuaciones o = 0, x,, = 1y x; = x;41, parai = 1,...,n—1.
La interseccion del simplice con cada uno de estos planos es un simplice de
dimensién n — 1 al que llamamos una cara. Fijaremos la notacion para cada
una de estas. Sea

A0 = {(Ilv s ’xn> € T|0 = Il}v An = {(xla . ,In) S T|$n = 1}7

Ai:{(x17"'7$n) ETlxi:mH—l}a I1<i<n—-1

Dotamos a cada uno de estos simplices A; de una orientacién hacia el exterior
del simplice.

Lema 25.20. L a orientacion exterior del simplice A; es la orientacion

correspondiente all sistema de coordenadas ordenado (xy,...,ZTi ..., &) 0
(X1, ..y Tit1,---,Tn), donde el sombrero denota la ausencia de una determi-

nada coordenada, precisamente cuando i es impar.

Notese que estos dos sistemas de coordenadas son el mismo, salvo cuando
alguno de ellos no tiene sentido, es decir para i € {0,n}.
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Demostracion La afirmacion es inmediata cuando ¢ = 0, de hecho el
exterior del simplice, desde esta cara, se encuentra en la direccién hacia la
cual la coordenada x; es negativa, mientras que dzi A ... A dz, define la
orientacion del plano. El céalculo es similar cuando ¢ = n. El exterior del
simplice se encuentra en la direccion hacia la cual la coordenada x,, es mayor
a uno, por lo que el sistema de coordenadas dado tiene la orientacion correcta
cuando

dr, Ndrxy N -+ ANdxp,_1 =dry N+ Ndx,_1 Ndx,,

y esto ocurre sélo si n es impar. Aqui hemos usado el hecho de que la ecuacion
que define la cara es f = x, — 1, por lo que df = dx,. En el caso general
tenemos la ecuacién f = x;,1 — x; = 0, que es positiva hacia el interior del
simplice. En este caso df = dx; 11 — dx;, y utilizamos la identidad

(driy —d) Adzy A Adzg A~ Aday = (—1)'dag Aveeee s A dz,,

donde se utiliza nuestra convencion previa de que el sombrero indica la ausen-
cia de una variable. O

El espacio de (n — 1)-formas en R™ tiene dimensién (,",) = n, con una

base formada por las formas 7; = dx; A - ANdx; A - -+ A dx,, con la misma
convencién anterior para el sombrero.

Lema 25.21. Para toda (n — 1)-forma w, se tiene la relacion

n+1
/:Fdw—izl/Aiw.

Demostracion Basta suponer que w = f7; para algin 4, ya que cualquier
otra (n — 1)-forma es suma de formas de este tipo. En este caso

= ngidx’ AT = (—1)i_lg—ida€1 A Ndry N\ -+ Ndx,.

El teorema fundamental del célculo nos dice que

Ti=Tiq1 8fj B
/x . de; = f

dw

- f

Ti=Ti+1

i=Ti—1 1= Li—1

Integrando con respecto a las variables restantes nos queda

/T/ ggdxidxl---dxn:/;/f

l‘l..-da’;i...d’xn

d
Ti=Ti41
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fof
A
Notese que estas son integrales multiples comunes, es decir que no hay signo

al cambiar el 6rden de integracion. Esto significa que, dado el resultado
precedente, podemos traducir la ecuacién anterior al lenguaje de formas como

sigue: (_1)”/wa _ (_D“/A-w —(=1)"2 /Ai_lw.

Z

dzy---dzy - - - dz,,.

Ti=Tij—1

Basta ahora observar que la forma diferencial w se anula en todas las otras
caras A;, por alguna de las razones siguientes:

e Una de las diferenciales en el producto exterior que define w es la forma
diferencial de una funcién que se anula en toda la cara, como dx; en

Ap o dx, = d(z, — 1) en A,,.

e En la expresion de w aparece dx; A dx;;1 en una cara en la que se tiene
la identidad dlEZ = d$i+1.

m

Un simplice curvo regular es una funcién f : 7' — S que es un difeo-

morfismo al interior del simplice. En este caso, la integral precedente puede

interpretarse como una integral definida en la imagen en S del simplice. Una
consecuencia del resultado precedente es el siguiente teorema:

Proposicién 25.22. Sea D una region de una variedad S acotado por una
coleccion de subvariedades E1, ..., E,. Si D puede escribirse como una union
de simplices curvos requlares que se intersectan solo en las caras, entonces

de tiene la formula
/ dw =
D

donde cada subvariedad borde se orienta hacia afuera respecto de D.

n

> J,=

1=

Demostracion Este resultado es una consecuencia directa del lema que
la precede, si se observa que en, las caras que se encuentran entre dos sim-
plices, la orientaciones hacia afuera con respecto a uno y otro simplice son
opuestas, por lo que las integrales correspondientes se cancelan, como se
aprecia con la cara comun a los simplices A y B en la Figura 9.1. [
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Figure 25.2: Una triangulacién del bitoro.

ejemplo 25.23. Una 2-forma en el espacio tridimensional tiene la forma
w=fdyANdz+gdzNdx+ h dz A\ dy.

Si S es una superficie que bordea una region D del espacio tridimensional, el
Teorema de Stokes, en este caso toma la forma

B af dg Oh
/Sw_///<8x+8y+8z)d$dydz’
D

la que se conoce también como el teorema de la divergencia de Gauss, ya
que la cantidad bajo el signo integral es la divergencia de la funcién vectorial

f 21 +g 22 +h 23.
ejemplo 25.24. Una 1-forma en el espacio tridimensional tiene la forma
w=fdr+gdy+hdz.

Si S es una superficie bordeada por una curva «, cuya imagen I' puede
interpretarse como una variedad unidimensional, tenemos la interpretacion

/w:/]?-a/ds,
r «

siempre y cuando la parametrizacién se secoja de modo que el vector normal
a [' que se encuentra en el plano tangente y en la direcciéon exterior a S

—/ .
forme, con el vector tangente « , una base del plano tangente con la misma
orientacién que la superficie S. En este caso el Teorema de Stokes toma la
forma siguiente:

B s [ (0901 oh oy or _on
F-a ds_/5<8x 8y>dx/\dy+<ay 8z> dy/\dz—|—<az B dzNdzx.

Este resultado es citado a menudo como teorema de Stokes en la literatura.

a
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Si utilizamos la notacién 0M para el borde (visto como un conjunto
de variedades) de una variedad con borde M, el teorema de stokes puede

escribirse en la forma
/ dw = / w
M oM

que es la que a menudo aparece en la literatura.

ejemplo 25.25. El uso iterado del teorema de stokes nos dice que

/ w:/ dw:/d2w:(),
a(oM) oM M

por lo que la integral de cualquier forma en el borde del borde de M es nula.
Para cualquier variedad con borde es posible definir formas para las cuales
la integral sea no nula, por lo que el resultado precedente demuestra que el
borde del borde es vacio. Por supuesto, convertir este argumento en una
demostracion rigurosa requiere de algunor tecnicismos que no cubriremos en
estas notas.

Ejercicios

1. Interprete el Teorema de green en el plano y el teorema fundamental del
calculo como casos particulares del teorema de Stokes en variedades.

2. Pruebe que para toda variedad incrustada S’ C S existe una forma
diferencial en S que tiene integral no nula en S’.

3. Probar que en una variedad simplemente conexa la integral de una 1-
forma cerrada es independiente del camino de integraciéon. Concluya
que toda 1-forma cerrada, en tal variedad, es exacta.



Chapter 26

La cohomologia de De Rham.
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