TALLER 2: SOBRE LA SUCESION DE FAREY

Definicién Sea n un entero positivo. La sucesién de Farey de grado n

es el conjunto F,, de nimeros racionales § con enteros 0 < p<qg<n

tal que ged (p, ¢) = 1, ordenados de manera creciente.

01
Fl:{I’I}’
n_J011
2 — 17271 )
h_ 01121
3 — 173a2a371 j
0111231
Fy={-,->>2°2 .
4 {17473a2a37471}

Ejerc. 1 Escriba los elementos de Fy y Fg.

Ejemplos

Ejerc. 2 Demuestre que F,,_; C F,, para todo n > 2.

Ejerc. 3 Basado en los ejemplos, haga una conjetura acerca de la
cardinalidad de cada F),. Demuestre su conjetura.

Ejerc. 4 Sean 7 < & dos vecinos inmediatos en la sucesién de Farey
F,,. Segun los ejemplos anteriores, ;que puede decir de los ntimeros

bc —ad ?

Obs. No es dificil ver que cada par de fracciones § < 5 en F,, satisfacen
0<bc—adeZ.

Por otro lado, se puede probar que cada par de fracciones § < ¢
que son vecinos inmediatos en una sucesién de Farey F),, se tiene que
bc —ad = 1.

En lo que sigue asumimos estos hechos, aunque no tengamos su de-
mostracion.
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Ejerc. 5 Sean § < ¢ dos vecinos inmediatos en la sucesion de Farey
F,,. Demuestre que
{ a atc c a a+c ¢

c2rttlep it °
bw+dw}— e N e

Ejerc. 6 Sean § < ¢ dos vecinos inmediatos en la sucesion de Farey
F,,. Demuestre que b+ d > n.

Ejerc. 7 Sean § < 3 dos vecinos inmediatos en la sucesion de Farey F,.
Demuestre que una de las dos alternativas siguientes se debe cumplir:

i) no hay una fraccién % € Foy1 tal que § < % <
o)

ii) existe una unica fraccién % € Foy tal que § < % < 5. A saber
r a+tc
y b+d
(Sug.: Suponga que i) no se cumple, y por lo tanto pruebe ii). Es decir,
asuma la existencia de algin % € F,1 tal que

a_% _¢
by d
y demuestre que se debe tener y = b+ d, x = a + c¢. Para ello muestre

que 1 <bx —ay € Z, 1 < cy —dz, y estudie la expresion § — 5 + % -7
para obtener z,y.)

Ejerc. 8 Describa en un parrafo de pocas lineas como obtener el
conjunto Fj, . a partir de Fj,.



Ejerc. 5

Como 7 < % son vecinos inmediatos, tenemos bc — ad = 1. Entonces
bla+c)—alb+d) =ba+bc—ab—ad =bc—ad =1

Por lo tanto, ged (a + ¢,b+ d) = 1. Esto implica {5 € Fy 4.

Por otro lado 0 < b,d < b+ d, por lo tanto el ejercicio 3 nos dice que
FyCFyg y FuC Fyg

Como claramente 3 € Fy y 5 € Fy, concluimos
a a+c c
= 77— 50 C F
{b b+d d} brd
Para la demostracién de la desigualdad solo basta notar que be—ad =

1 implica
a(b+d) =ab+ ad < ab+ bc = b(a + c)

y
(a+c)d=ad+cd <bc+cd= (b+d)c
Ejerc. 6
Supongamos b + d = n. Entonces, por el ejercicio anterior tenemos
que

ga+cg CF g<a—|—c<g
b’ b+d d m Y S hyd T d

Esto es una contradiccion al que § < £ son vecinos inmediatos en F,.

Ejerc. 7
Supongamos que § < § no son vecinos inmediatos en F, ;. Entonces
debe existir 5 € F,41 tal que

a_3T_¢
by d
Ya que 7 < 7, tenemos 0 < 7 — ¢ = bx;“y. Por lo tanto
y y Y
1 <br—ayecZ. (0.1)
Similarmente, ¥ < & implica 0 < § — % = Cyd_dx. Por lo tanto
) Y Y
1<cy—dxeZ. (0.2)

Por otro lado,

c a c r a cy—dxr bxr—ay
B R o) = 0.3
d b (d y)+(y b) iy by (03)
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implica

bc — ad 1 1 b+d
> 4= —
bd —dy by bdy
Y como § < 5 son vecinos inmediatos en Fy,, tenemos bc — ad = 1.
Por lo tanto la desigualdad anterior nos dice que
1 S b+ d7
bd — bdy
Ahora bien, % € F, 1 implica y < n + 1. Por lo tanto
b+d<y<n+1
Del ejerc. 6 tenemos que n < b+d, por lo tanto n+1 < b+ d. De este
conjunto de desigualdades concluimos n+1<b+d <y <n-+1. Asi
b+d=y
Si ponemos esta igualdad junto a la equacién (0.4) obtenemos
1_bc—ad>1 I bo+d 1

bd~  bd —dy by by bd

(0.4)

esdecir b+d<y

Por lo tanto
bc — ad 1 1

bd dy by
Es decir,

cy —dxr bxr —ay 1 1
+ =4 —
dy by dy by
(Acd usamos la ecuacién (0.3).) Entonces, de esta ultima ecuacién y
(0.1) y (0.2) resulta que

cy —dxr =1, br —ay = 1.
De la primera de estas ecuaciones e y = b + d obtenemos
c(b+d)—dr=1=bc—ad, esdecr d(c—z)=—ad

Por lo tanto
at+c=ux.

En resumen, hemos probado lo siguiente: Sean § < 5 dos vecinos
inmediatos en F,, C F},,,. Entonces
No hay una fraccién en F,,.; que esté entre ¢ y < 4 existe una Unica
+ b d

: 4 4 a c a+tc
fraccién en F, 11 que esté entre § y <, a saber, e



