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Pequeno repaso

Definicién de Anillo

Un anillo es un conjunto R junto con dos operaciones: la suma + y la multiplicacion

-, tales que:
e Cerradura bajo la primera operacion.
e La primera operacién es asociativa.
e Existe un elemento neutro para la primera operacion.
e Para todo elemento existe inverso.
e Conmuta.
e La segunda operacion es cerrada.
e La segunda operacion es asociativa.
e Existe neutro para la segunda operacion.

e La segunda operacién es distributiva respecto a la primera por la derecha:

ax (b+c)=(axb)+ (axc).

e La segunda operacion es distributiva respecto a la primera por la izquierda:

(b+c¢)xa=(bxa)+ (cx a).

Si R es un anillo y existe un elemento 1 € R tal que 1 -a = a-1 = a para

todo a € R, decimos que R es un anillo con unidad.


https://youtu.be/D-UmfqFjpl0?si=IFG97vIE2MH290_2
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Tipos de Anillos
Anillo Conmutativo

Un anillo R es conmutativo si la multiplicacién es conmutativa, es decir, para
todos a,b € R:

a-b=">b-a.
Anillo de Divisién

Un anillo de divisién es un anillo en el que cada elemento distinto de cero

tiene inverso multiplicativo, aunque no necesariamente es conmutativo.

Anillo con divisores de cero

Un anillo R tiene ceros divisores si existen a,b € R con a # 0y b # 0 tales

que a-b=0.

Ideales
Un ideal de un anillo R es un subconjunto I C R tal que:
e (I,+4) es un subgrupo de (R, +).

e SircRyiecl,entoncesr-iclyi-rel.

Ideales Principales
Un ideal I de un anillo R se dice principal si existe un elemento a € R tal que
I={r-a:re€R}

El ideal generado por a se denota como (a).
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Tipos de Ideales
Ideal Izquierdo y Derecho

e Un ideal izquierdo I de R es un subconjunto tal que r - ¢ € I para todo

reRyiel.

e Un ideal derecho I de R es un subconjunto tal que ¢ - r € I para todo

reRyiel.

Ideal Primo

Un ideal P C R es un ideal primo si P # R y, para a,b € R, si a-b € P,

entonces a € Po b e P.

Ideal Maximal

Un ideal M C R es un ideal maximal si M # R y si no existe un ideal J C R
tal que M C J C R.

Ejercicios

2 = @. Muestre que

1. Un elemento a de un anillo R se dice idempotente si a
el conjunto de los idempotentes en un anillo conmutativo es cerrado bajo
multiplicacién. Encuentre los idempotentes de ZgxrZ15. Muestre que en

un anillo de divisién hay exactamente 2 idempotentes.

Dem:

Sea a,b € I, con I el conjunto de los idempotentes. Asi,

(ab)? = (ab)(ab) = (aa)(bb) = a*b* = ab.

Para los idempotentes del conjunto J de Zg y Z12, identificamos cada uno

por separado.
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Para Zg, se tiene 0. Para Zio, se tiene 0. Asi, quedaran los siguientes

pares ordenados.

J ={(0,0)}

Para un anillo de divisién, se tiene que un idempotente a(a — 1) = 0. Las
soluciones posibles sélo son ¢ = 1,a = 0. Es necesaria la condicién del
anillo de divisién, ya que en caso contrario existiria un a # 0,b # 0 tal

que ab = 0.

2. Sea p primo. Demuestre que en el anillo Z, se cumple (a + b)? = a? + bP
para todo a,b € Z,.

Se tiene: .

Asi, se tiene que

Por esto, se tiene

P
D\ vk k _ Py » Py p-1 p 1pp—1 DYip
;(k)a b <O)a +(1>a b+...+(p_1>ab +<p>b

Asi, con 1 < k < p—1 todos los coeficientes serdan multiplos de p, por lo

que serdn 0 en Z,. Por ello, queda:

(a+b)P =aP +b°
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3. Sea R un anillo conmutativo con unidad y de caracteristica prima p.
Demuestre que la funcién f, : R — R dada por f,(a) = aP es un
homomorfismo.

P.d:

fola+0b) = fpla) + fp(b) para todo a,b € Ry f,(ab) = f,(a)f,(b) para
todo a,b € R
Dem:

Para la suma:
fola+b) =(a+b)P =a” +" = fp(a) + f,(D).
Para la multiplicacién:
fplab) = (ab)? = a? - b" = fy(a) - fp(b).

Por lo tanto, es homomorfismo de anillos.



