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OBS: Se recomienda revisarlos de forma individual independiente de la

solucién hecha en ayudantia.

Isomorfismos, alternantes y complejos.

1. Demuestre que todo grupo G de orden 4 es isomorfo a Z4 o V, el grupo

de 4-Klein. Méas atin, demuestre que estos no son isomorfos entre si.
Demostracion:

Sea G un grupo de orden 4. Por el teorema de Lagrange, los érdenes de los
elementos de G deben dividir el orden del grupo, es decir, 4. Esto implica

que los elementos de G pueden tener érdenes 1, 2 o 4.

Denotemos e como el elemento identidad del grupo G.

(a) Si existe un elemento de orden 4:

Supongamos que G tiene un elemento g tal que |g| = 4. Entonces,

los elementos de GG son:
G={e,9,9°.9°}.

La estructura de G en este caso coincide con Zg4, el grupo ciclico de

4 elementos. Por lo tanto, G =2 Zy4.

(b) Si no existe un elemento de orden 4:

En este caso, todos los elementos no identidad tienen orden 2. Es
decir, G contiene el elemento identidad e y tres elementos a, b, ¢ tales

2 —eyab=c, bc=a, ca =b. Esto es precisamente

que a®> =b =c¢
la estructura del grupo de Klein V' = {e, a, b, ¢}, donde la operacién
entre dos elementos distintos no identidad produce el tercer elemento

no identidad. Por lo tanto, G £ V.

Asi, cualquier grupo de orden 4 es isomorfo a Z4 o V.


https://youtu.be/U5c3txdLfMY?si=gAZ69KXznKW2XtK8

PEMMEF.

Estructuras algebraicas
Ayudantias.

Rocio Acevedo

&~ UNIVERSIDAD
2% DE CHILE

Demostracion: No isomorfismo entre Z, y V
Para mostrar que Z, y V no son isomorfos, observamos sus estructuras:
e En Z,4, existe un tnico elemento de orden 4 (el generador del grupo),

mientras que V no tiene ningin elemento de orden 4; todos los

elementos no triviales tienen orden 2.

Esta diferencia en la distribucion de los érdenes de los elementos implica

que no puede existir un isomorfismo entre Zy4 y V.
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2. Sea G un subgrupo de S,,. Si GN A4, = {1}, demuestre que |G| < 2.

Dem:

La hipétesis nos dice que G N A, = 1. Esta afirmacién implica que
no existe ninguna permutacion distinta a la identidad, o que si se toma
un elemento de G, solo puede ser impar, porque en caso contrario no se
cumple esta condicién inicial.

Supongamos |G| > 2. Asi, debe contener al menos dos elementos distintos
g1y g2, dos permutaciones impares (ya que la interseccién entre Gy A,, es
la identidad, por lo que permutaciones pares quedan fuera). Si operamos
estos elementos necesariamente debe dar una permutacioén par, ya que sus
paridades se suman, y la suma de dos impares entrega par. Pero esto es
una contradiccién ya que g1gs # e y no existen mas permutaciones pares

mas que la identidad en esta interseccion.

OBS: En caso de que g1, g2 sean inverso del otro la conclusién sigue siendo
valida, ya que no cumple con generalidad decir que son el inverso del otro.

Se toman dos permutaciones cualquiera.
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3. Encuentre las raices cuartas de 7.

Para ello utilizamos el teorema de De Moivre, que expresa equivalencia de

los niimeros complejos con trigonometria. Se tiene entonces su ecuacién:

Yz = T\’/[r (cosx +isenx)] = /r {COS (£E+n2k7f) +isen (%)}

Asi, aplicaremos para cada caso conn =4y k=0,...,n — 1, Asi, se tiene

si:

k=0—= \%(COS (%[0) + 7sin (W))

= (ﬁ(cos(()) +isin(0)) = V7.

k=1— %(C (0+27T 1) . (0+27r 1)>
2

- \%(cos(g) +isin(2)) = V7i.

4 27 -2 o 2 -2
k=2— ﬁ(cos(%)—kzsm(“iﬁ))

= V/7(cos(m) + isin(n)) = —V/7.

04273 04273
o o () o (1)

— \[(cos( )+zs1n(327r)) = 7.

Revisa aqui la visualizacién de raices complejas!

4. Calcule la raiz cuarta de z = 4 + 4v/3i.

Calculemos su médulo:

V42 + (4V3)2 = V16 + 16 * 3 = V64 = 8.


https://www.geogebra.org/m/EH6EFMpn
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Calculemos su angulo:
4v/3
x = arctan :ll = arctan(y/3)

Calculemos sus raices, con n =4,k =0, ...,

k=0— %(COS(L
V2 v2vV3
L

2

kzlﬁ%(cos(%%
_ V2 VB,

2 2

kZQz\‘Vg(cos( 2 2)+zsm %+27T 2))
\f f\/§

V2 V2V3

2 2

n—lyz=7%

T .
) + 7sin (37

AN E

LRGN

V8 (cos (1—7;) + i sin (%))
1)) 5 on () (1)
5o () 10 ()

\ 2 - 3 27 - 3 1 in (1
k;:3:>\/§(cos( rem )—i—zsm 3T ))—%(COS<%)+”1H(%>)

—ﬂ—&- \4/5\[—&-2

2 2

Puedes corroborar tus resultados aqui.

5. Bonus: Probar e = cos(x) + isen(z).

V2 V23



https://www.emathhelp.net/es/calculators/algebra-2/nth-roots-of-complex-number-calculator/

