AYUDANTIA 3 - MEDIDA E INTEGRACION

JUAN CARLOS POZO - DAVID URRUTIA

EjErcicio 1

Sea E un conjunto medible y { f;; },er una sucesién de funciones medibles f, : E — R. Demuestre que las

funciones f, g, h,y : E = R definidas por
flx) = inf {fu(x)},8(x) = sup{fu(x)}, h(x) = limsup fu(x) e y(x) = liminf f, (x)
nelN nelN H—s4-00 n—r+oo

son medibles.

Antes de la demostracién.

Para resolver este problema, sélo nos basta verificar que f sea medible. En efecto, se tiene la identidad

sup A = —inf(—A)

y considerando A = {f,(x)},eN, se tiene la medibilidad de x — sup{fu(x)}. Ademads, para cada x € E,
nelN
el limite inferior y superior de {f,(x)},ep, denotados por litg Jirnf fn(x) y limsup f,(x), respectivamente, se
=T n— oo
definen como:

lim inf fy (x) —:gﬂg}{mf{fn( )}} y hnrﬂifopf”(x) = inf {gg{fn(x)}},

entonces, al considerar las sucesiones x — g, (x) := sup{fi(x)}y>n y ¥ — hu(x) := inf{ fi(x) }y>, junto con
la medibilidad de f y g se logran recuperar funciones & e y, pero en forma de las funciones f y g descritas en
el enunciado.

Demostracion. Demostremos primero que f es medible: Sea c € IR, demostraremos la siguiente identidad:
f0 =)= U fi'(l =0
nelN
En efecto, si x € f~1(] — oo, ¢[), se verifica que f(x) < ¢, pero como f(x) = inﬂg{fn(x)}, se va a demostrar que
ne

existe 19 € N tal que fy,(x) < ¢ por contradiccién: Al suponer que para todo n € IN se verifica f,(x) > c.
Sin embargo, el infimo f(x) es la cota inferior més grande del conjunto { f,(x): n € IN}, lo cual implica

¢ < inf {fal0)} = f(x) <c

lo cual es una contradiccién. Entonces, se tiene la existencia de np € IN tal que fy,,(x) < c, esto implica que

x € ful(l—o0,c[) € U fi'(] —oo,c[), lo cual implica que  f(] —oo,c[) C© U f; (] —oo,c[) y obtenemos
neN nelN

la primera contencién.

Para demostrar la contencién conversa, observemos que x € |J f, }(] — oo, c[) equivale a la existencia de
nelN

k€N conx € f,:l(] — 00, ¢[) lo cual implica que fx(x) < ¢y por lo tanto,
Fx) = inf {ful)} < felx) <c

y por mera transitividad, f(x) < c. Esto implica que x € f~1(] — o, c[), 0 equivalentemente, se demostré que
U fi'(] = o,c]) € f(] — oo,c[). Con ésto, hemos demostrado que se cumple la triple contencién

(] C U fi'(l—ooc) € f(] = oo,cl),

nelN

y se tiene la igualdad deseada. Como cada f;, es medible, cada conjunto de la forma f,,; (] — oo, c[) es medible,
y como la unién numerable de conjuntos medibles es medible, se tiene que

{x € E: f(x) <c} = f(] = U it (0—oocl)

nelN
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es medible. Lo cual implica que x — in]lf\I {fu(x)} es medible. O
ne

EjERCICIO 2

Sean A C R. La funcién Caracteristica o indicatriz de A corresponde a la funcién x4 : R — R definida
por
_J1 xc€A
xalx) = { 0 en otro caso

Si A, B son subconjuntos de IR, demuestre que
(i) XAnB = XAXB-
(i) xauB = XA+ XB — XAnB-

(iil) xac =1—xa.

COMENTARIO IMPORTANTE!!!

Si bien este tipo de funciones se ve inocente y quizds puedan parecer una funcién “Inatil”, este tltimo
adjetivo estd muy lejos de la realidad, pues, las funciones caracteristicas cobrardn un rol importantisimo en el
curso cuando comencemos a estudiar el concepto de integral de una funcion con respecto a la medida de Lebesgue.
Este tltimo concepto se verd en un par de semanas mads y la funcién caracteristica tiene mucho que ver con
este concepto.

Demostracién. Partamos probando (i). Tenemos que probar que para todo x € IR, se tiene que

Xanp(x) = xa(x)xp(x).
Entonces, supongamos que x € R, hay cuatro posibilidades
(i) xeAyxe€B,
(if) x € A perox ¢ B,
(i) x¢ Ayx€B,
(iv) x¢ Ayx ¢B.
Six € Ay x € B, se tiene que x € AN B, entonces,
xa(x)=1, xp(x)=1 y xanp(x)=1,
entonces,
Xanp(x) =1=1-1= xa(x)xp(x).
Si x € A pero x ¢ B, se tiene que x ¢ AN B, entonces,
xa(x) =1, xp(x)=0 y xans(x)=0,
entonces,
Xanp(x) =0=1-0= xa(x)xp(x).
Six ¢ A pero x € B, se tiene que x ¢ AN B, entonces,
xa(x)=0, xp(x)=1 y xans(x)=0,
entonces,
Xang(x) =0=0-1= xa(x)xp(x).
Por dltimo, si x ¢ Ay x € B, se tiene que x ¢ AN B, entonces,
xa(x) =0, xp(x)=0 y xanp(x)=0,
entonces,
Xanp(x) =0=10-0= xa(x)xp(x).
entonces, demostramos que para todo x € IR, se tiene
Xang(x) = xa(x)xgp(x)

lo que es equivalente a x anp = XAXB-
Para demostrar (ii), fijemonos que tendremos 3 casos posibles,
(i) xeAyxe€B,
(if) x € Aperox ¢ B,
(iii) x ¢ Ayx € B,
(iv) x¢ Ayx & B.



Para el primer caso, la hipétesis x € A y x € B implica que x € AUBy x € AN B, de modo que
Xau(x) =1, xa=1xp(x) =1 yxanp=1
por ende,
Xaup(x) =1=2-1=1+41-1=xa(x) + xs(x) — xanB(%)-
Six € Ayx & B, entonces, x € AU B pero x ¢ AN B, lo cual implica
xaup(x) =1,xa=1xp(x) =0 yxang=0
por ende,
Xaup(x) =1=1+0-0=xa(x) + xp(x) — xanp(x).
Para el tercer caso, tenemos que x ¢ A y x € B, entonces, x € AU B pero x € AN B, lo cual implica
XauB(x) =1,xa=0,xp(x) =1 'y xang =0
por ende,
Xaup(x) =1=0+1-0=xa(x) + x5(x) — xanp(x).
Por dltimo, si Si x ¢ Ay x ¢ B, entonces, x € AUBy x & AN B, lo cual implica
XauB(x) =0,xa =0,x8(x) =0 'y xans =0
por ende,
Xaup(x) =0=0+0—0=xa(x) + x5(x) — xans(x).
Entonces, para cada x € R se tiene
Xau(¥) = xa(x) + x5(x) = xanB(x)

lo que equivale a x augp = XA + XB — XAnB-
Por dltimo, para probar (iii), se tiene que si x € IR, entonces, x € A 0o x € A, entonces, si x € A, se tiene
que x ¢ A°, luego

Xae=0=1-1=1—xa(x).
Por otro lado, si x € AS, se tiene que x ¢ A, por ende
Xae(x) =1=1-0=1-xa(x).
Luego, para todo x € IR, se tiene que
xae(x) =1—xa(x).
Lo cual equivale a ya4c =1 — xa. O

EjERcCICIO 3

Sea E C R. Demuestre que xg es una funciéon medible si y s6lo si E es medible.
Previo a la demostracion:

Recordemos que una funcién f : A — R es medible si ocurre al menos una de las siguientes situaciones:
a) Para cada r € R el conjunto

{xeA:fx) <r}=f71(~oo1))
es medible.
b) Para cada r € R el conjunto

{xeA: f(x) <rp=f1(—oo1])
es medible.
c) Para cada r € R el conjunto

{x € A: f(x) >r} = f1(r, 4+o0[)
es medible.
d) Para cada r € R el conjunto

{x € A: f(x) =1} = f1([r, +o0[)
es medible.
Por otro lado, recordemos que la funcién caracteristica xr : R — R es definida por

1 x€E
XE(x) ::{ 0 xgE

Entonces, usaremos fuertemente estas definiciones en la resolucién de este ejercicio.
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Demostracién. (=). Supongamos que Xg : R — R es una funcién medible, entonces,
Xp ({1}) = {x e Rexp(x) =1} = {x € R: xe(x) <1} {x € R x(x) > 1}

y como X es medible, )(El({l}) es medible, pero notemos que x € )(El({l}) siy solo si xp(x) =1y esto es
equivalente aquex € E, entonces,
xe'({1}) = E

y dado que xz'({1}) es medible, E también lo es.

(<)
Supongamos que E es medible. Probemos que g es una funcién medible. Entonces, sea € IR. Entonces,
tenemos tres casos:

Casol: ¥ <0
Caso2: 0<r<1
Caso 3: r > 1.

En el caso 1, se tiene que
{x eR: xg(x) <r} =0,
en efecto, si no fuese asi, sea xp € {x € R: xg(x) < r}, entonces,
Xe(x) <r <0,
entonces, xg(x) < 0, lo cual no es posible, pues xg s6lo toma valores en 0 y en 1. Eso demuestra que
{x € R: xg(x) <r} = @. Entonces, {x € R: xg(x) < r} es medible.
Ahora, si consideramos el segundo caso, el conjunto
{x € R: xp(x) <r}=E
en efecto, si x € E°, entonces, xg(x) < r, de modo que x € {x € R: xg(x) < r} y se tiene la contencién
E¢ C{x e R: xp(x) <r}.

Six € {x € R: xg(x) < r}, entonces, xg(x) < r, pero como r > 0, el tnico valor que puede tomar xg(x)
es cero (de no ser asi, el otro valor que puede tomar es 1, pero xg(x) =1 > r lo que es una contradiccion).
entonces, xg(x) = 0y por ende, x € E°. Entonces {x € R: xg(x) < r} C E°y por lo tanto

{x € R: xg(x) <r} =E".
Ahora, como E es medible, E¢ también es medible, de modo que {x € R: xg(x) < r} también lo es.
Por dltimo, si r > 1, el conjunto
{x eR: xp(x) <r} =R,
pues, si x € R, entonces, x € E o bien, x € E¢, entonces, xg(x) =1 < r obien, xg(x) =0<1<r,lo
cual implica que en cualquier caso, xg(x) < ry por ende, x € {x € R: xg(x) < r}. Esto concluye que
R C {x € R: xg(x) <r} CRyporende, {x € R: xg(x) < r} =R lo que es medible.
Entonces, para cada r € IR, se tiene que el conjunto
{x e R: xg(x) <r}
es medible y por tanto, xr es una funcién medible cuando E es medible.
Esto concluye la demostracién. O

EjERCICIO 4

Demuestre que una funcién medible f : E — R es una funcién simple si y sélo si f toma un valor finito
de valores, es decir, existen numeros reales ¢y, . .., ¢, tales que f(E) = {c1,¢2,...,cn}.

Proof. (=). Supongamos que f : E — R es una funcién simple. Es decir, existen conjuntos Ej, ..., E; medibles
tales que

n
E=JE
i=1
con E; N E; = @y numeros reales ¢y, ¢, ..., ¢y, tales que
n
f(x) =Y cixg (x)
i=1

para cada x € E.
Entonces, para cada x € E, existe i € {1,...,n} tal que

f(x) =ci
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lo que implica que f(x) =¢; € {c1,...,cn}, entonces, Im(f) = f(E) C {cy1,...,cn} y se tiene que Im(f) es un
conjunto finito y por ende, f toma un valor finito de valores.

(«<). Sea f : E — Runa funcién medible tal que f toma una cantidad finita de valores, esto es, f(E) =
{c1,...,cn} con¢; € R. Si n = 1, entonces,

f(x) =a
Para todo x € E y por tanto,
f(x) =c1 =c1xe(x)
y por tanto, f = cxg, lo que serfa una funcién simple.
Sin > 1, podemos suponer que ¢; # c; para cada i € {1,...,n}. De este modo, considere el conjunto

E:={x€E:f(x)=c¢}=f'{c;}) conie{l,... n}.
Primero, notemos que cada E; es medible, pues, corresponde a la interseccion
fH0 = oo,ci]) N f 7 ([ei, +o0])

los cuales son ambos medibles por definicién de f.
Note que para cada par i,j € {1,...,n} con i # j, se tiene que E; N E]- = @, en efecto, si no fuera asi,
existirfa x € E; N E;, entonces, por definicién, se tiene que

¢ =f(x) =¢j
de modo que ¢; = ¢; lo cual contradice que ¢; # ;.

Por otro lado, si x € E, entonces, f(x) = c;, para algtn ip € {1,...,n} y por tanto, x € E;,.
Entonces, se demostrard que

n
x) =Y cixg(x) paracadax € E.

en efecto, si x € E, entonces, existe j € {1,...,n} tal que x € E; y x ¢ E; para todo i # .
Xg(x) =1 yxg(x)=0
de modo que
flx)= ¢ = C]XE 2 coXE, (x

lo que concluye que f en realidad era una funcién simple.
Con ello, demostramos lo que se queria. g
Ejercicio 5
Sea f : E — [—00, +00] una funcién medible y finita c.t.p en E, es decir, si
Eg = {x € E: |f(x)| < +oo},

entonces, m(E \ Eg) = 0.

Si m(E) < +oo. Demuestre que para cualquier ¢ > 0 existe un subconjunto F medible de E tal que f es
acotadaen Ey m(E\ F) < ¢.

Antes de la demostracién.

Recordemos un teorema que nos puede ser de utilidad:

Teorema 1 (Continuidad de la medida). . La medida de Lebesgue satisface las siguientes propiedades:
(i) Si{An}nen es una familia de conjuntos medibles que verifican A, C A, 41 par todo n € IN, entonces

nl_l)rroom (Ay) —m<U A)
nelN

(i) Si{By}nen es una familia de conjuntos medibles tal que m(By) < 400y By, 11 C By, entonces,

nl_l)rroom (Bn) —m<ﬂ B)
nelN

Este ejercicio se resuelve por medio de una aplicacién de la continuidad de la Medida.



6

Demostracién. Supongamos que f : E — R (y de ahi, extendemos a [—c0, +-0]).
Para cada n € IN, definamos el conjunto
E,={x€E: —n<f(x)}n{x€E: f(x) <n}.
Como f es medible, los conjuntos

{xeE: —n<f(x)}y{x€E: f(x) <n}

son medibles y por ende, E;, es medible al ser la interseccién entre estos dos conjuntos.
Por otro lado, notemos que
E= |J En

nelN
En efecto, si x € E, entonces, |f(x)| € R. Entonces, existe N € IN tal que |f(x)| < N por la propiedad
arquimediana. Entonces,
)l <N=-N<fx) <N,

entonces,
f(x) € [_N’N} = [_N,+OO) N <_OO/NL
luego, —N < f(x) y f(x) < N, lo que implica que x € Ey. Dada la contencién Exy C U,cn En, se tiene que
EC |J E
neN

y por definicién, cada E,, C E, lo cual implica

\J E.CE
neN
y esto implica
E= |J Eu
nelN
Por otro lado, se tiene que
E, C Epta,

pues si x € E;, entonces,
—n+1l)<-—n<f(x) y flx)<nm<n+1,
lo cual implica que —(n+1) < f(x) y f(x) <n+1,y eso eslo mismo a que x € E, 1. Luego, se verifica la
contencién E,;, C E, 4.
Ahora, consideremos la familia { B, } definida por B, = E \ E, para cada n € IN. Como E, C E, .1, se tiene
que
w1 S Ei
y por ende,
Byi1=E\Ey 1 =ENE,; CENE,=E\E, =By
Por otro lado, By = E\ E; C E y como E tiene medida finita, se tiene que m(B;) C m(E) < +oo y por
ende, m(By) < +oo.
Entonces,
N B.= (N (E\E:) = () (ENES) =EnN (ﬂE;) —ENE =Q.
neN neN ne€N
de modo que m (N,en Br) = m(@) = 0.
Luego, por el punto (ii) de la continuidad de la medida de Lebesgue, se tiene que

nl_i)Toom(Bn) =m ( N Bn> =0.

nelN

Entonces, si € > 0, entonces, existe N € N tal que si n > N, se tiene que m(E \ E,) = m(B,) < e.
Entonces, consideremos F = Ey. Por un lado, se tiene que

m(E\F) =m(E\ EN) <&
Por otro lado, si x € F, entonces, x € Ex y por ende,
-N<f(x) y flx) <N,
lo que implica
“N<f(x) SN = [f(x)] <N,
entonces, para todo x € F, se tiene que |f(x)| < N lo que implica que f es acotado en F.
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Entonces, hemos demostrado que dado £ > 0 existe F un subconjuto medible de E tal que f es acotado en
Fym(E\F) <.
Ahora, teniendo en cuenta que f : E — [—co, +o0] es medible y finita c.t.p en E. Se tiene que
Ep = {x € E: |f(x)| < +oo},

verifica m(E \ Eg) = 0.
Por otro lado, el resoltado nos dice que dado ¢ > 0 existe F C Ey medible tal que m(Ey \ F) < 4oy f es
acotado en F. Entonces,

E\F

(EgU[E\ Eo]) \ F = (EgU[E\ Eo]) N F¢

= (EoNF)U([E\Eg]NF) = (EgNF)U([ENE§NF)

= (EoNF)U(EN[ESNF]) = (EgNFe) U (EN [Eg U FJF)

= (EgNF°)U(ENEf) pues, F C E

= (Eo\ F)U(E\ Eo)

y ademas,
(Eo\F)N(E\Ey) =(EoNF)N(ENEy) =EyNEFNF NE =Q.
Por ende,
m(E\ F) = m((Eo\ F) U (E\ Eo)) = m(Eo \ F) +m(E\ Eo) = m(Eo \ F) <z,
En resumen, dado & > 0, existe un conjunto F C E medible tal que m(E \ F) y f es acotado en F. O

EjERCICIO 6

Pruebe que la conclusién del Teorema de Egoroff puede fallar si se omite la hipétesis de que el dominio
de f no tenga medida finita.

Teorema 2. Asuma que E tiene medida finita. Sea {f,}n,eN una sucesion de funciones medibles en E que converge
puntualmente a f : E — R en E. Entonces, para cada € > 0 existe un conjunto cerrado F C E para el cual

fn — f uniformementeen F 'y m(E\ F) <.

es decir, si queremos demostrar que al omitir la finitud de la medida de E, el teorema de Egoroff falla.
Basta con verificar que existe E de medida infinita, una sucesion { f, },eN y € > 0 tal que todo cerrado F C E
verifica que f; no converge uniformemente a f o bien, que m(E \ F) > ¢ (con que pase una de las dos, basta
para verificar la afirmacion).

Solucién. Sea E = [0, +00) y { fu }» una sucesién de funciones donde para cada n € N, la funcién f, : E — R
estd definida por

1 xenn+1)

fn(%) 1= X1y (%) =

0 x¢[nn+1),

demostraremos que f, — 0 en E puntualmente, pero que {f, } no converge uniformemente a 0.
Primero, para demostrar que f, — f puntualmente, debemos probar que para todo x € [0, +o0), se verifica

el limite

lim_fu(x) = £(x) =0,

n——+oo
entonces, si x = 0, se tiene que para todon € N,

x<n=x¢[nn+1) paratodonecN,
entonces, f,(0) = 0 para todo n € IN y por ende,

lim f,(0) = HETWO =0=f(x).

n—+o00

Por otro lado, si x € (0, +0), la propiedad arquimediana dice que existe N € IN tal que x < N, eso implica
que el conjunto {n € IN: x < n} es no vacio, entonces, el principio del Buen Orden establece que tiene dicho
conjunto posee un minimo elemento. Sea Ny = min{n € IN: x < n}. Si n > Nj, se tiene que

x < Ny <mn,
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de modo que x ¢ [n,n+ 1), lo cual implica que
|fu(x)] = |X[n,n+1)(x)| =10|=0<e.

Entonces, para cualquier ¢ > 0, existe N € IN tal que si n > N, entonces, |f,;(x)| < e.

Entonces, para cada x € [0,+0) se tiene que f,(x) — 0 lo cual implica que f, — f puntualmente en
0, +9)

Por otro lado, si € > 0 y suponemos que existe un cerrado F C E tal que f, — f uniformemente en F y
m(E \ F) < ¢, entonces, como F es medible, se verifica que

m(E\ F) =m(E) —m(F) <e¢,
Entonces, si F fuese acotado, entonces,
m(E\F) =m(E) —m(F) = +oo < ¢

y se tendria una contradiccién (pues, 0 < € < +00). Luego, F no es acotado. Eso implica que para todo n € IN
existe x € F tal que

x> n.

Entonces, si suponemos que f; — f uniformemente en F, se tiene que para todo r > 0 existe un N € N tal
que | fx(x)| < r para todo x € [0,4+00) y m(E \ F) < ¢, entonces, en particular, para r = 3, se tiene que existe
N € N tal que para todo n > N y todo x € F, en particular, si escogemos x € F tal que x > N, entonces,
nuevamente la propiedad arquimediana nos dice que existe 1y € IN tal que x < 1y, de modo que si escojemos
Np tal que N < Ny < x < Ny + 1, entonces

1
INo (%) = XN No+1) (X) =1 < 5

lo cual es una contradiccién. Entonces, f, no puede converger uniformemente a 0 en F. O

EjErcicio 7

Demuestre que el Teorema de Egoroff se sigue verificando si f, — f ct.pen E'y f es finita c.t.p, es decir,
los conjuntos

Ey:={x€E: —c0o< f(x) <400} y Ej:={x€E: fu(x) = f(x)}

tienen complemento de medida nula.

Demostracién. Asumamos E C R es medible verificando m(E) < +oco y que {f,}, es una sucesién de fun-
ciones de la forma f, : E — R convergente c.t.p a una funcién f : E — [—o0, +00| verificando

m(E\ Eg) =m(E\ Ey) = 0.
Sea E = Ey N E1. Nétese que

E\E = E\(EgNE;)=EN(EyNE)°
= EN(ESUES) = (ENES)U(ENES)

= (E\E1)U(E\ E),
por ende,
m(E\E) = m((E\ E1)U(E\ Eo)) < m(E\ Ey) +m(E\ Ep) = 0.

Como E C Eym(E) < +oo, se tiene que m(E) < +oo.
Ademas,

E:EoﬂElgElz{xEE:fn(x)_)f(x)}/

de modo que f, — f puntualmente en E.
Entonces, el Teorema de Egoroff nos dice que para todo ¢ > 0 existe un cerrado F C E tal que

fn — f uniformemente en Fy m(E \ F) < e.



Luego, F C E C E, entonces, F C E y ademas, E = (E \ E)UE, luego,
E\F = ((E\E)UE)\F=((E\E)UE)NFe°

= [(ENE)NFJUI[ENF]=[(ENE)NFU[ENF]
= [EN(ENF)JUIENF]=[EN(EUF)JU[ENF]

= [ENEYUIENF]=[E\EJUIE\F],
luego,
m(E\F) =m([E\EJU[E\F]) <m(E\E)+m(E\F)=m(E\F) <e.

Entonces, f, — f uniformemente en F y m(E \ F) < . Lo cual concluye la demostracion.

EjERrCICIO 8

Sea E C R un conjunto medible. Demuestre que el Teorema de Lusin sigue siendo cierto al considerar
funciones del tipo f : E — [—o00,+o0] finitas c.t.p, es decir, para funciones f : E — [—o0,+o0| donde el
conjunto

{x€E: f(x) =400 o0 f(x)= oo}
tiene medida nula.
Recordemos el Teorema de Lusin:

Teorema 3. Sea E un conjunto medible y f : E — R una funcién medible. Entonces, para cada € > 0 existe una
funcién continua g : R — R y un conjunto cerrado F contenido en E tal que
f=genFym(E\F) <e
Demostracién. Sea f : E — [—o0, +00] una funcién tal que f es finita c.t.p, es decir, el conjunto
Ey={x € E: —oco < f(x) < +oo}.

tiene complemento de medida nula. Notemos que la restriccion f : Ey — [—oco, +-o0] verifica que f(Eg) C R
por la definicién de Ej, entonces, recordemos que el Teorema de Lusin nos dice que dado ¢ > 0 existe una
funcién continua g : R — R y un conjunto cerrado F C Ej tal que

f=genFym(Ey\F) <eg,
Ahora, recordemos lo siguiente: Como Eg C E, se verifica la igualdad
E=(E\E)UE

el cual verifica (E\ Eg) NEg =@y m(E\ Ey) =0.
Ademsés, F C Ey C Edemodoque FC Ey

E\F = ((E\Eo)UE)\F=((E\Ey)UEy)NF
= ((E\Eo)NF)U(EgNF) = ((E\Eog)NF)U(ENF)
= ((ENE§)NF)U(EgNF) = (EN(E§GNE))U(EyNF)
= (EN(EgUF)*)U(EgNF) = (E\ (EoUF))U(EgNF)
= (E\Eo)U(Eo\F)
y esto ultimo, pues, F C Ey. Por otro lado
(E\Eo)N (Eo\ F) = (ENE§) N (EgNF) = 0
de modo que se verifica

m(E\ F) =m((E\ Eo) U(Eo\F)) =m(E\Eg) +m(Eg\ F) =m(Eg\ F) <e,

y se obtiene lo que se queria. O
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EjERCICIO 9

Exprese una funcién medible como la diferencia entre dos funciones medibles no negativas y deduzca el
Teorema de aproximacién simple general basado en el caso especial de funciones no negativas.

Antes de la Demostracién:

Recordemos el Teorema de la Aproximacién simple.

Teorema 4. Sea f : E — [—o0, 00| una funcién. f es una funcion medible si y sélo si existe una sucesién {@n }neN
de funciones simples tales que

(@) @n — f puntualmente en E.
(b) Para todon € N y todo x € E se tiene

[pn ()] < [£(x)].
Si f es no negativa, podemos escojer { ¢n }ncN creciente.

Demostracién. (=).
Recordemos que

fl) = fT(x) = f(x)
donde f* : E — [—o00, +00] esté definida por
£ (x) = max{££(x), 0},
los cuales son medibles, pues, f lo es y la funcién constante 0 también. En efecto, si x € E tal que f(x) <0,
entonces, —f(x) > 0y por ende,

frx) =max{—f(x),0} =0 y f (x) =max{-f(x),0} = —f(x),
por ende,
f(x) = =(=f(x)) = —max{f(x),0} = f~(x) = f"(x) = f(x).
En efecto, si x € E tal que f(x) > 0, entonces,
fHx) =max{f(x),0} = f(x) y f (x)=max{—f(x),0} =0,
por ende,
fx) = f(x) = max{f(x),0} = f"(x) = f"(x) = f~(x).
y ademas,
0 < max{—£(x),0} = f(x) y 0<max{f(x),0} = f"(x),
Por ende, T y f~ son funciones no negativas, de este modo, existen sucesiones {¢, } y {¢» }nen de funciones
simples tales que ¢, — f* y ¥, — f~ puntualmente con |@,| < fty [P, < f~.
Entonces, si x € E con f(x) > 0, se tiene que f~ (x) = 0y por la desigualdad |¢,| < f~ = 0, Se tiene que
P (x) = 0 para todo x € E con f(x) > 0.
Por otro lado, si x € E con f(x) < 0, se tiene que f*(x) = 0y por la desigualdad |¢,| < f* =0, Se tiene
que ¢, (x) = 0 para todo x € E con f(x) > 0.
Definamos la sucesion {¢,} de funciones definida por ¢,(x) = ¢u(x) — ¢u(x) para todo x € E y todo
n € IN. Esta sucesién es una sucesién de funciones simples por ser resta de funciones simples mezclado con

el ejercicio anterior.
Por otro lado, si x € E con f(x) > 0, entonces, f(x) = f7(x) y ademés,

Pn(x) = @u(x) — P (x) = @u(x) = f(x) = f(x).
Por otro lado, si x € E con f(x) < 0, entonces, f(x) = —f~ (x) y ademés,
Pn(x) = @n(x) = Pu(x) = =u(x) = —f " (x) = f(x).
Luego, se tiene que ¢, — f puntualmente en E.
Falta verificar que |¢,| < |f| para todo n € IN.
Primero verifiquemos que f* + f~ = f, pues, si x € E tal que f(x) > 0, entonces, |f(x)] = f(x),
f(x) = f*(x) y f~(x) = 0 entonces,
f)] = fx) = fT(x) = fT(x) + £ ().
Por otro lado, si x € E tal que f(x) <0, entonces, |f(x)| = —f(x), f(x) = —f(x) y f7(x) = 0 entonces,
f)] = —fx) = =(=f (x) = fT(x) + f (x).
y se tiene que ft + f~ = f.
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Por altimo,

|6 ()] = l@n(x) = Pu ()] < l@u(x)] + [u(x)] < f7(x) + £~ (x) = f(x).
(<)
Si suponemos que existe una sucesion de funciones simple {¢, } tal que ¢, — f puntualmente, entonces,
se tiene que f es el limite puntual de una funcién medible, entonces, f es medible.
Con esto se concluye la demostracién. O

Eyercicio 10
Sea f : E — R una funcién medible y suponga que existe M > 0 tal que para todo x € E se tiene

[f(x)] < M.
Demuestre que existen sucesiones { ¢, }neN  {¥n tnen de funciones simples tales que
(i) {¢n}nen es creciente, es decir, se verifica
Pn(x) < @uy1(x)

para cadan € N y cada x € E.
(i) {¥n}nen es decreciente, es decir, se verifica

Yi1(x) < Pu(x)

paracadan € Ny cada x € E.
(iil) ¢» — fy » — f uniformemente en E.

Antes de la Demostracién.
El Lema de Aproximaciéon Simple nos sera de gran utilidad, recordémoslo:

Lema 1 (Lema de Aproximacién Simple.). Sea f : E — R una funcion medible y supongamos que es acotada, es
decir, existe M > 0 tal que
|f(x)| <M paratodo x € E.

Entonces, para cada € > 0 existen funciones simples @¢, e : E — R tales que

Pe(x) < f(x) <e(x) vy Pe(x) — @e(x) < e para todo x € E.

Demostracion. Recordemos el limite

es decir, para cada ¢ > 0 existe N; € IN tal que para cada n > N, se tiene
1
- <&
n
Como % > 0 para todo 1 € IN, el Lema de Aproximacién Simple asegura que para todo n € IN existe un
par de funciones simples ¢, ¢, : E — R tales que
1
Pn(x) < f(x) <Pu(x) vy Pu(x) —@u(x) < - para todo x € E.

Demostremos que ¢, — f v ¥, — f uniformemente respecto en E. Pues, si ¢ > 0, existe N € N tal que
para cada n > N se verifica

1
— <g
n
Entonces, tomando n > N, se tiene que para cada x € E, se verifica ¢, < f y f < ¢, de modo que
|9n(x) = F()[ = F(x) = @u(x) 20y [u(x) = fF(x)| = (%) = f(x) = 0
y por lo tanto
1
|9n(x) = f(O)] = f(x) = @u(x) < (Yn(x) = f) + (f = gu(x)) < - <,

es decir,
|gn(x) — f(x)| <& paratodox € Ey paratodon > N,

en resumen, para cada € > 0 existe N € N tal que si n > N, entonces, para cada x € E se verifica

pn(x) = f(x)] <€

que es lo mismo que ¢, — f uniformemente en E.
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Por otro lado, tomando n > N, se tiene que para cada x € E, se verifica ¢, < f y f < ¢, de modo que

[9n(x) = fF(O)] = f(x) = @u(x) 20y [u(x) = f(x)] = ¢Pu(x) = f(x) 2 0

y por lo tanto

[ (x) = f(x)] = () = f(x) < (Pu(x) = f) + (f = pn(x)) < % <g
es decir,
| (x) — f(x)| < e paratodox € Ey paratodon > N,
en resumen, para cada € > 0 existe N € IN tal que si n > N, entonces, para cada x € E se verifica

[pn(x) — f(x)] <e
que es lo mismo que ¢, — f uniformemente en E.
Luego, podria suceder perfectamente que {y,} no sea decreiente y que {¢,} no sea creciente. Pero,
consideremos las sucesiones f;;,gn : E = R definidas por

fu(x) = max{p1(x), 92(x), .-, @n(x)} y  gu(x) = min{gpy (x), 2(x), ..., Pu(x)}.

{fu} vy {gn} son subsucesiones de {¢,} y {¢ }, respectivamente, son funciones simples (pueden demostrarlo
por induccién combinado con el ejercicio 2).
Como
¢n < f <y, paracadan €N
en particular,
fu < f<gn paracadan €N
por ser {fu} y {gn} son subsucesiones de {¢,} y {¢n}, respectivamente. Por el mismo argumento, la
convergencia de f;, — f y g» — f uniformemente se tiene gratuitamente.
Con ésto, se concluye la demostracion. O
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